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Âñòóï

Ïðåäìåòîì àíàëiòè÷íî¨ ãåîìåòði¨ ¹ êëàñè÷íi îá'¹êòè äîñëiäæåííÿ åëåìåíòàðíî¨
ãåîìåòði¨, òàêi ÿê ïðÿìi íà ïëîùèíi i â ïðîñòîði, ïëîùèíè â ïðîñòîði, à òà-
êîæ ãåîìåòðè÷íi ôiãóðè íà ïëîùèíi ÷è â ïðîñòîði. Ìåòîäîì äîñëiäæåííÿ ¹ ìå-
òîä êîîðäèíàò, ùî áàçîâàíèé íà ñèñòåìàòè÷íîìó âèêîðèñòàííi âåêòîðíî¨ ìîâè
ïðè ðîçâ'ÿçàííi ãåîìåòðè÷íèõ çàäà÷. Ðîçâ'ÿçêè çàäà÷, ùî âèêîíàíi çà äîïîìî-
ãîþ âåêòîðiâ, íå ìiñòÿòü iíôîðìàöi¨ ïðî âèìiðíiñòü ïðîñòîðó, â ÿêîìó âëàñíå
ðîçâ'ÿçóâàëàñü çàäà÷à, i òîìó äîçâîëÿþòü äàëåêîñÿæíi óçàãàëüíåííÿ.

Ïåâíèé êëàñ çàäà÷ � ïîçèöiéíèõ � íå ïîòðåáó¹ íàÿâíîñòi ñïîñîáó âèìiðó äîâ-
æèí âiäðiçêiâ, òîáòî ìåòðè÷íî¨ ñòðóêòóðè. Òàêi çàäà÷i ìîæóòü áóòè ðîçâ'ÿçàíi
çà íàÿâíîñòi àôiííî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò. Öå çàäà÷i íà âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ òî-
÷îê, ïðÿìèõ i ïëîùèí.

Iíøèé êëàñ çàäà÷ � ìåòðè÷íèõ � ïîòðåáó¹ íàÿâíîñòi ìåòðè÷íî¨ ñòðóêòó-
ðè, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ñêàëÿðíèì äîáóòêîì. Çà íàÿâíîñòi ñêàëÿðíîãî äîáóòêó íà
ïëîùèíi ÷è â ïðîñòîði ìîæíà îáðàòè ïðÿìîêóòíó äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò
i íàäàòè iíøîãî çìiñòó ðiâíÿííÿì ïðÿìèõ i ïëîùèí, ñïðîñòèòè ðîçâ'ÿçàííÿ ïî-
çèöiéíèõ çàäà÷, âèêîíàòè îá÷èñëåííÿ äîâæèí âiäðiçêiâ, êóòiâ ìiæ ïðÿìèìè òà
ïëîùèíàìè â ðiçíèõ êîìáiíàöiÿõ, âiäñòàíåé ìiæ òî÷êàìè, ïðÿìèìè i ïëîùèíàìè
â ðiçíèõ êîìáiíàöiÿõ, ïëîù ïëîñêèõ òà îá'¹ìiâ ïðîñòîðîâèõ ôiãóð.

Ðîçäië 1 ïîñiáíèêà ìiñòèòü îñíîâíi âiäîìîñòi ç âåêòîðíî¨ àëãåáðè, ââîäèòüñÿ
ïîíÿòòÿ áàçèñó âåêòîðíîãî ïðîñòîðó, àôiííî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò. Ðîçâ'ÿçóþòüñÿ
ïîçèöiéíi çàäà÷i âçà¹ìíîãî ðîçòàøóâàííÿ òî÷îê, ïðÿìèõ i ïëîùèí.

Ðîçäië 2 ìiñòèòü ðîçâ'ÿçàííÿ ïîçèöiéíî-ìåòðè÷íèõ çàäà÷ äëÿ òî÷îê, ïðÿìèõ
i ïëîùèí íà ïëîùèíi òà â ïðîñòîði ç âèêîðèñòàííÿì ñêàëÿðíîãî, âåêòîðíîãî òà
ìiøàíîãî äîáóòêiâ âåêòîðiâ ó äåêàðòîâié ïðÿìîêóòíié ñèñòåìi êîîðäèíàò. Âè-
çíà÷à¹òüñÿ ìåòðè÷íà ôîðìà ïëîùèíè òà ïðîñòîðó âiäíîñíî àôiííî¨ (êîñîêóòíî¨)
ñèñòåìè êîîðäèíàò i îïèñó¹òüñÿ ìåòîäèêà ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ ìåòðè÷íèõ çàäà÷
íà ïëîùèíi i â ïðîñòîði ç àôiííîþ ñèñòåìîþ êîîðäèíàò.

Ðîçäië 3 ìiñòèòü çàñòîñóâàííÿ ìåòîäiâ àíàëiòè÷íî¨ ãåîìåòði¨ äî îïèñó ãåî-
ìåòðè÷íèõ ìiñöü òî÷îê, îïèñó ðóõiâ (içîìåòðié) ïëîùèíè òà ïðîñòîðó (òåîðåìè
Øàëÿ), îáåðòàëüíîãî ðóõó íàâêîëî îñi çà äîïîìîãîþ êâàòåðíiîíiâ, îïèñó îïó-
êëèõ ìíîæèí òà ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ.

Ðîçäië 4 äî ïåâíî¨ ìiðè ¹ ôàêóëüòàòèâíèì i ìiñòèòü óçàãàëüíåííÿ ïîçèöiéíèõ
òà ìåòðè÷íèõ çàäà÷ íà âèïàäîê àôiííèõ ïðîñòîðiâ âèìiðíîñòi n > 3.
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Ìàòåðiàë ïîñiáíèêà ïîäàíèé ó âèãëÿäi ïîñëiäîâíîñòi çàäà÷ ðiçíîãî ñòóïåíÿ
ñêëàäíîñòi. Ó íåîáõiäíèõ ìiñöÿõ íàäàíî îçíà÷åííÿ, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè
ôîðìóëüîâöi çàäà÷. Äåÿêi çàäà÷i (òàêi, ÿê òåîðåìè Øàëÿ, ìåòðè÷íi çàäà÷i â
áàãàòîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ òà ií.) ôàêòè÷íî ¹ íåòðèâiàëüíèìè òåîðåìàìè i òîìó
ïîäàþòüñÿ ç ïîâíèìè äîâåäåííÿìè. Ðîçâ'ÿçêè áiëüø ïðîñòèõ çàäà÷ ïîäàíî äëÿ
íàáóòòÿ ÷èòà÷åì äîñâiäó âèêîðèñòàííÿ ãåîìåòðè÷íèõ ìåòîäiâ. Âåëèêà ÷àñòèíà
çàäà÷ ïîäàíà ç ïiäêàçêàìè òà âiäïîâiäÿìè.

Ïîñiáíèê ñïðÿìîâàíèé ïåðø çà âñå íà ñàìîñòiéíó ðîáîòó â îâîëîäiííi ìåòî-
äàìè àíàëiòè÷íî¨ ãåîìåòði¨ ñòóäåíòàìè ìàòåìàòè÷íèõ ñïåöiàëüíîñòåé óíiâåðñè-
òåòiâ. Çìiñò ïîñiáíèêà âiäïîâiäà¹ êóðñó àíàëiòè÷íî¨ ãåîìåòði¨, ùî âèêëàäà¹òüñÿ
íà ôàêóëüòåòi ìàòåìàòèêè i iíôîðìàòèêè â Õàðêiâñüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíi-
âåðñèòåòi iìåíi Â. Í. Êàðàçiíà.

Àâòîð âèñëîâëþ¹ ïîäÿêó êîëåãàì ç êàôåäðè ôóíäàìåíòàëüíî¨ ìàòåìàòèêè
�. Â. Ïåòðîâó, Î. Î. Øóãàéëî òà �. Î. Êàðîëiíñüêîìó çà êðèòè÷íi çàóâàæå-
ííÿ i ïîðàäè ùîäî çìiñòó òà ìåòè ïîñiáíèêà, à òàêîæ ñòóäåíòàì ôàêóëüòåòó
ìàòåìàòèêè i iíôîðìàòèêè Ã. Ðîñëèê òà I. Ãàâðèëåíêó çà íàäàííÿ àêóðàòíèõ
êîíñïåêòiâ ëåêöié.
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Ðîçäië 1

Ïîçèöiéíà àíàëiòè÷íà ãåîìåòðiÿ

1.1 Âåêòîðè é îïåðàöi¨ íàä íèìè

Â øèðîêîìó ðîçóìiííi àëãåáðà � öå íàóêà ïðî îïåðàöi¨ íàä ïåâíèìè îá'¹êòàìè
òà ïðî âëàñòèâîñòi öèõ îïåðàöié. Â äàíîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ îïåðàöi¨ íàä
âåêòîðàìè, òîáòî åëåìåíòè âåêòîðíî¨ àëãåáðè.

Ñïðÿìîâàíèì âiäðiçêîì íà ïëîùèíi àáî â ïðîñòîði íàçèâà¹òüñÿ óïîðÿäêîâà-
íà ïàðà òî÷îê (A,B). Òî÷êà A íàçèâà¹òüñÿ ïî÷àòêîâîþ òî÷êîþ, àáî ïî÷àòêîì
ñïðÿìîâàíîãî âiäðiçêà, à òî÷êà B � éîãî êiíöåâîþ òî÷êîþ, àáî êiíöåì ñïðÿìî-
âàíîãî âiäðiçêà. Ñïðÿìîâàíèé âiäðiçîê ç ïî÷àòêîì â òî÷öi A i êiíöåì â òî÷öi B
ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì

−→
AB.

Äâà ñïðÿìîâàíi âiäðiçêè íàçèâàþòüñÿ êîëiíåàðíiìè, ÿêùî âîíè ðîçòàøîâàíi
íà îäíié àáî íà ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ.

Íåõàé l � ïðÿìà, O ∈ l. Òî÷êà O ðîçáèâà¹ l íà äâi ïiâïðÿìi. Çàôiêñó¹ìî òî÷êó
A ̸= O íà ïðÿìié. Ïðîìåíåì ç ïî÷àòêîì ó òî÷öi O íàçèâà¹òüñÿ îá'¹äíàííÿ óñiõ
âiäðiçêiâ, ùî ìiñòÿòü òî÷êó A i ìàþòü ñïiëüíèé êiíåöü ó òî÷öi O. Ñïðÿìîâàíèé
âiäðiçîê

−→
OA îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ ïðîìiíü, ùî ìè ïîçíà÷èìî ÷åðåç ray(

−→
OA).

Íåõàé
−→
AB,

−−→
CD � êîëiíåàðíi ñïðÿìîâàíi âiäðiçêè, ùî ëåæàòü íà îäíié ïðÿ-

ìié. Öi âiäðiçêè íàçèâàþòüñÿ ñïiâñïðÿìîâàíèìè (ïîçíà÷åííÿ
−→
AB ⇈

−−→
CD), ÿêùî

ray(
−→
AB) ⊃ ray(

−−→
CD) àáî ray(

−−→
CD) ⊃ ray(

−→
AB). Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ñïðÿ-

ìîâàíi âiäðiçêè
−→
AB i

−−→
CD íàçèâàþòüñÿ ïðîòèëåæíî ñïðÿìîâàíèìè (

−→
AB ↑↓

−−→
CD).

Ç àêñiîì ïëàíiìåòði¨ âiäîìî, ùî ïðÿìà ðîçáèâà¹ ïëîùèíó íà äâi ïiâïëîùèíè.
Íåõàé

−→
AB i

−−→
CD êîëiíåàðíi ñïðÿìîâàíi âiäðiçêè, ùî íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿ-

ìié. Âîíè íàçèâàþòüñÿ ñïiâñïðÿìîâàíèìè, ÿêùî òî÷êè B i D ëåæàòü â îäíié
ïiâïëîùèíi âiäíîñíî ïðÿìî¨ AC i ïðîòèëåæíî ñïðÿìîâàíèìè, ÿêùî òî÷êè B i
D ëåæàòü â ðiçíèõ ïiâïëîùèíàõ âiäíîñíî ïðÿìî¨ AC.

Äîâæèíîþ ñïðÿìîâàíîãî âiäðiçêà
−→
AB íàçèâà¹òüñÿ äîâæèíà âiäïîâiäíîãî

âiäðiçêà [A,B]. Äîâæèíà ñïðÿìîâàíîãî âiäðiçêà
−→
AB ïîçíà÷à¹òüñÿ ÿê |

−→
AB|.

Äâà ñïðÿìîâàíi âiäðiçêè íàçèâàþòüñÿ ðiâíèìè, ÿêùî âîíè ñïiâñïðÿìîâàíi i
ìàþòü îäíàêîâó äîâæèíó.

Ãåîìåòðè÷íèì âåêòîðîì íàçèâà¹òüñÿ ñóêóïíiñòü óñiõ ðiâíèõ ìiæ ñîáîþ
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ñïðÿìîâàíèõ âiäðiçêiâ. Êîæåí ç òàêèõ ñïðÿìîâàíèõ âiäðiçêiâ íàçèâà¹òüñÿ ïðåä-
ñòàâíèêîì âåêòîðà. Âåêòîðè, íà âiäìiíó âiä ñïðÿìîâàíèõ âiäðiçêiâ, áóäåìî ïî-
çíà÷àòè ìàëèìè íàïiâæèðíèìè ëiòåðàìè ëàòèíñüêîãî àëôàâiòó. Íàïðèêëàä,
a,b, c, . . . .

Êîæåí ñïðÿìîâàíèé âiäðiçîê îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ âåêòîð, i êîæåí âåêòîð
ìà¹ ñâîãî ïðåäñòàâíèêà ç ïî÷àòêîì ó áóäü-ÿêié òî÷öi ïëîùèíè àáî ïðîñòîðó.
Âèñëîâëþâàííÿ �Çàäàòè ïðåäñòàâíèêà âåêòîðà â äàíié òî÷öi � åêâiâàëåíòíå
âèñëîâëþâàííþ �Âiäêëàñòè âåêòîð âiä äàíî¨ òî÷êè�. Ùîá íå îáòÿæóâàòè òåð-
ìiíîëîãiþ, íàäàëi âåêòîð i ñïðÿìîâàíèé âiäðiçîê ðîçðiçíÿòè íå áóäåìî â òîìó
ðîçóìiííi, ùî, ãîâîðÿ÷è ïðî âåêòîð, ùîðàçó áóäåìî îáèðàòè éîãî ïðåäñòàâíè-
êà âiäêëàäåíîãî âiä ïîòðiáíî¨ òî÷êè. Äâà âåêòîðè íàçèâàþòüñÿ êîëiíåàðíèìè,
ÿêùî âiäïîâiäíi ñïðÿìîâàíi âiäðiçêè ëåæàòü íà îäíié àáî íà ïàðàëåëüíèõ ïðÿ-
ìèõ. Òðè âåêòîðè íàçèâàþòüñÿ êîìïëàíàðíèìè, ÿêùî âiäïîâiäíi ñïðÿìîâàíi
âiäðiçêè ëåæàòü â îäíié àáî â ïàðàëåëüíèõ ïëîùèíàõ.

1.1.1 Âåêòîðíèé ïðîñòið, áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó, êîîðäèíàòè âå-
êòîðà

Íåõàé a,b çàäàíi âåêòîðè. Ñóìîþ a + b âåêòîðiâ a i b íàçèâà¹òüñÿ âåêòîð,
ïî÷àòîê ÿêîãî çáiãà¹òüñÿ ç ïî÷àòêîì âåêòîðà a, à êiíåöü � ç êiíöåì âåêòîðà b
çà óìîâè, ùî âåêòîð b âiäêëàäåíèé âiä êiíöÿ âåêòîðà a.

Äîïîâíèìî ìíîæèíó ñïðÿìîâàíèõ âiäðiçêiâ �âiäðiçêîì�, ïî÷àòîê i êiíåöü ÿêî-
ãî çáiãàþòüñÿ. Äîâæèíà òàêîãî âiäðiçêà äîðiâíþ¹ 0, à íàïðÿìîê � íåâèçíà÷åíèé.
Âèçíà÷èìî íóëüîâèé âåêòîð ÿê �âåêòîð�, ùî ïðåäñòàâëåíèé ó êîæíié òî÷öi íó-
ëüîâèì ñïðÿìîâàíèì âiäðiçêîì. Ïîçíà÷àòè íóëüîâèé âåêòîð áóäåìî 0. Âåêòîð b
íàçèâà¹òüñÿ ïðîòèëåæíèì äî âåêòîðà a, ÿêùî a+b = 0. Òàêèé âåêòîð áóäåìî
ïîçíà÷àòè −a. Çðîçóìiëî, ùî | − a| = |a|.

Âëàñòèâîñòÿìè äîäàâàííÿ âåêòîðiâ, ùî âèïëèâàþòü ç îçíà÷åííÿ ¨õíüî¨ ñó-
ìè, ¹

êîìóòàòèâíiñòü a+ b = b+ a;
àñîöiàòèâíiñòü (a+ b) + c = a+ (b+ c);
iñíó¹ âåêòîð 0 òàêèé, ùî a+ 0 = a äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà a;
äëÿ áóäü-ÿêîãî a iñíó¹ − a òàêèé, ùî a+ (−a) = 0.

(1.1)
Íåõàé a � âåêòîð, λ � äiéñíå ÷èñëî. Äîáóòêîì ÷èñëà λ íà âåêòîð a íàçèâà¹-

òüñÿ âåêòîð b, âèçíà÷åíèé íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè
|b| = |λ||a|;
b ⇈ a, ÿêùî λ > 0;

b ↑↓ a, ÿêùî λ < 0;

0, ÿêùî λ = 0.
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Äëÿ äîáóòêó âåêòîðà íà ÷èñëî âæèâà¹òüñÿ ïîçíà÷åííÿ λ a. ßêùî a = 0, òî
λ a = 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî λ.

ßêùî a � âåêòîð i λ, µ ∈ IR, òî

λ(µa) = (λµ)a; (λ+ µ)a = λa+ µa; λ(a+ b) = λa+ µa; 1a = a. (1.2)

Ìíîæèíà äîâiëüíî¨ ïðèðîäè, íà ÿêié âèçíà÷åíi îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ
íà ÷èñëî, ùî ìàþòü âëàñòèâîñòi (1.1) òà (1.2), íàçèâà¹òüñÿ äiéñíèì1 âåêòîðíèì
ïðîñòîðîì. Åëåìåíòè âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íàçèâàþòüñÿ âåêòîðàìè. Âåêòîð-
íèé ïðîñòið áóäåìî ïîçíà÷àòè ëiòåðîþ V . Âåêòîðíèé ïðîñòið ¹ óçàãàëüíåííÿì
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó ãåîìåòðè÷íèõ âåêòîðiâ.

Ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ a1, . . . , an íàçèâà¹òüñÿ âèðàç

λ1a1 + λ2a2 + · · ·+ λnan (λ1, . . . λn ∈ IR).

Ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ âåêòîðiâ ¹ âåêòîðîì. Ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ íàçèâà¹òüñÿ òðè-
âiàëüíîþ, ÿêùî âñi êîåôiöi¹íòè λ1 = λ2 = . . . = λn = 0. Òðèâiàëüíà ëiíiéíà
êîìáiíàöiÿ çàâæäè äîðiâíþ¹ 0. Ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ íàçèâà¹òüñÿ íåòðèâiàëüíîþ,
ÿêùî õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ öi¹¨ êîìáiíàöi¨ íå äîðiâíþ¹ íóëþ.

Ñóêóïíiñòü âåêòîðiâ a1, . . . , an íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, ÿêùî íå
iñíó¹ íåòðèâiàëüíî¨ ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ öèõ âåêòîðiâ, ùî äîðiâíþ¹ 0. Ó iíøîìó
âèïàäêó öÿ ñèñòåìà íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Ñóêóïíiñòü âåêòîðiâ çàçâè-
÷àé íàçèâàþòü ñèñòåìîþ.

1. ßêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, . . . , an ìiñòèòü 0, òî âîíà ëiíiéíî çàëåæíà.
Äîâåñòè.

Ðîçâ'ÿçîê. Íå ïîðóøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíà ââàæàòè, ùî a1 = 0. Âiçüìå-
ìî áóäü-ÿêå ÷èñëî λ1 ̸= 0. Ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ

λ1a1 + 0a2 + · · ·+ 0an = 0

íå ¹ òðèâiàëüíîþ, àëå äîðiâíþ¹ 0. Îòæå, a1, . . . , an � ëiíiéíî çàëåæíà ñèñòåìà.

2. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, . . . , an ëiíiéíî çàëåæíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îäèí
ç âåêòîðiâ ñèñòåìè ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ iíøèõ âåêòî-
ðiâ öi¹¨ ñèñòåìè. Äîâåñòè.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé ñèñòåìà a1, . . . , an ëiíiéíî çàëåæíà. Öå îçíà÷à¹, ùî

λ1a1 + λ2a2 + · · ·+ λnan = 0,

ïðè÷îìó õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ íå ¹ íóëåì. Íå ïîðóøóþ÷è çàãàëüíîñòi,
ïðèïóñòèìî, ùî λ1 ̸= 0. Ïîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè îñòàííüî¨ ðiâíîñòi íà 1/λ1.
Îäåðæèìî

a1 +
λ2
λ1

a2 + · · ·+ λn
λ1

an = 0,

1Òåðìií îáóìîâëåíèé ÷èñëîâîþ ìíîæèíîþ â îçíà÷åííi äîáóòêó íà ÷èñëî.
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à îòæå, a1 = µ2a2+ · · ·+µnan, äå µ2 = −λ2

λ1
, . . . , µn = −λn

λ1
. Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ

òðèâiàëüíå.

Óïîðÿäêîâàíà ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, . . . , an íàçèâà¹òüñÿ áàçèñîì âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó V , ÿêùî:

� ñèñòåìà a1, . . . , an ëiíiéíî íåçàëåæíà;

� äëÿ áóäü-ÿêîãî b ∈ V ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, . . . , an,b ëiíiéíî çàëåæíà.

Áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó ìîæå áóòè îáðàíèé ó áåçëi÷ ñïîñîáiâ, àëå êiëüêiñòü
âåêòîðiâ áàçèñó íå çàëåæèòü âiä âèáîðó áàçèñó (òåîðåìà Øòåéíiöà). Êiëüêiñòü
âåêòîðiâ áàçèñó íàçèâà¹òüñÿ âèìiðíiñòþ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó i ïîçíà÷à¹òüñÿ
dimV . Âåêòîðíèé ïðîñòið âèìiðíîñòi n ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì Vn.

Ç äðóãî¨ âëàñòèâîñòi áàçèñó âèïëèâà¹, ùî áóäü-ÿêèé b ∈ V ìîæå áóòè ïîäà-
íèé ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ âåêòîðiâ a1, . . . , an, òîáòî

b = λ1a1 + · · ·+ λnan.

3. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà âåêòîðiâ, êîëiíåàðíèõ ôiêñîâàíié ïðÿìié, óòâîðþ¹
âåêòîðíèé ïðîñòið, âèìiðíiñòü ÿêîãî dimV = 1. Áàçèñ ó V1 ñêëàäà¹ áóäü-ÿêèé
íåíóëüîâèé âåêòîð ç V1.

Âåêòîðè a1, . . . , an íàçèâàþòüñÿ êîìïëàíàðíèìè, ÿêùî ñïðÿìîâàíi âiäðiçêè,
ùî ¨õ ïðåäñòàâëÿþòü, ðîçòàøîâàíi â îäíié àáî ïàðàëåëüíèõ ïëîùèíàõ.

4. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà âåêòîðiâ, êîìïëàíàðíèõ ôiêñîâàíié ïëîùèíi, óòâî-
ðþ¹ âåêòîðíèé ïðîñòið, âèìiðíiñòü ÿêîãî dimV = 2. Áàçèñ ó V2 ñêëàäà¹ áóäü-
ÿêà ïàðà íåêîëiíåàðíèõ âåêòîðiâ.

5. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà âåêòîðiâ ó ïðîñòîði óòâîðþ¹ âåêòîðíèé ïðîñòið,
âèìiðíiñòü ÿêîãî dimV = 3. Áàçèñ ó V3 ñêëàäàþòü áóäü-ÿêi òðè íåêîìïëà-
íàðíi âåêòîðè.

Âàæëèâèìè íàñëiäêàìè ïîïåðåäíiõ òâåðäæåíü ¹ íàñòóïíi êðèòåði¨ ëiíiéíî¨
çàëåæíîñòi.

6. Äâà âåêòîðè êîëiíåàðíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíè ëiíiéíî çàëåæíi.

7. Òðè âåêòîðè êîìïëàíàðíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíè ëiíiéíî çàëåæíi.

Íåõàé Vn âåêòîðíèé ïðîñòið i e1, . . . , en áàçèñ ó íüîìó. Íåõàé a ∈ Vn äîâiëü-
íèé âåêòîð. Òîäi2

a = a1e1 + a2e2 + · · ·+ anen, (1.3)

äå ai ∈ IR (i = 1, . . . , n). Óïîðÿäêîâàíèé íàáið ÷èñåë {a1, . . . , an} íàçèâà¹òüñÿ
êîîðäèíàòàìè âåêòîðà a âiäíîñíî áàçèñó e1, . . . , en, à âèðàç (1.3) íàçèâà¹òüñÿ
ðîçêëàäàííÿì âåêòîðà çà äàíèì áàçèñîì.

2Íå ïëóòàòè âåðõíié iíäåêñ ç ïîêàæ÷èêîì ñòåïåíÿ (!).
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8. Âåêòîð ðîçêëàäà¹òüñÿ çà äàíèì áàçèñîì â ¹äèíèé ñïîñiá.

Çàôiêñó¹ìî áàçèñ e1, . . . , en âåêòîðíîãî ïðîñòîðó Vn. Íåõàé a i b äâà äîâiëüíi
âåêòîðè â Vn. Âiäíîñíî îáðàíîãî áàçèñó a i b ìîæóòü áóòè âçà¹ìíî îäíîçíà÷íî
ïðåäñòàâëåíi ñâî¨ìè êîîðäèíàòàìè, òîáòî

a → {a1, . . . , an}, b → {b1, . . . , bn}.

9. Äîâåñòè, ùî a+ b → {a1 + b1, . . . , an + bn}; λa → {λa1, . . . , λan}.

Çàìiñòü a → {a1, . . . , an} ïðèéíÿòî çàïèñóâàòè3 a = {a1, . . . , an}.

10. Äâà âåêòîðè a i b êîëiíåàðíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨õíi êîîðäèíàòè
ïðîïîðöiéíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé a = {a1, . . . , an}, b = {b1, . . . , bn} êîîðäèíàòíi âèðàçè
âåêòîðiâ a i b. Ïðèïóñòèìî, ùî âîíè êîëiíåàðíi. Çà âïðàâîþ 6 âîíè ëiíiéíî
çàëåæíi, òîáòî µa + λb = 0 äëÿ äåÿêèõ λ, µ ∈ IR. Ïåðåõîäÿ÷è äî êîîðäèíàò,
ìà¹ìî

µ{a1, . . . , an}+ λ{b1, . . . , bn} = {0, . . . , 0}

àáî
µ{a1, . . . , an} = −λ{b1, . . . , bn}.

Çà âïðàâîþ 8 êîîðäèíàòè âåêòîðà âiäíîñíî äàíîãî áàçèñó âèçíà÷åíi ¹äèíèì ÷è-

íîì. Çíà÷èòü, µa1 = −λb1, . . . , µan = −λbn. Îòæå, a1

b1 = a2

b2 = · · · = an

bn

(
= −λ

µ

)
.

11. Òðè âåêòîðè a, b, c êîìïëàíàðíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîîðäèíàòè
îäíîãî ç íèõ ¹ ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè âiäïîâiäíèõ êîîðäèíàò iíøèõ âåêòîðiâ.
Äîâåñòè.

1.1.2 Àôiííà ñèñòåìà êîîðäèíàò

Çàôiêñó¹ìî â ïðîñòîði òî÷êó O i äîâiëüíèé áàçèñ e1, e2, e3 ∈ V3. Íåõàé M
� äîâiëüíà òî÷êà. Òîäi âåêòîð

−−→
OM íàçèâà¹òüñÿ ðàäióñ-âåêòîðîì òî÷êè M i

ïîçíà÷à¹òüñÿ r(M). Ðîçêëàäåìî r(M) ùîäî îáðàíîãî áàçèñó, à ñàìå

r(M) = xe1 + ye2 + ze3.

Íàáið ÷èñåë (x, y, z) îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ òî÷êó M i íàçèâà¹òüñÿ àôiííèìè êî-
îðäèíàòàìè òî÷êè M . Ïîáóäîâàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçèâà¹òüñÿ àôiííîþ i
ïîçíà÷à¹òüñÿ (O; e1, e2, e3). ÇàïèñM(x, y, z) îçíà÷à¹ òî÷êóM ç àôiííèìè êîîð-
äèíàòàìè (x, y, z).

3Íàñïðàâäi êîîðäèíàòè âåêòîðiâ ñëiä çàïèñóâàòè ó ñòîâï÷èê, àëå äëÿ åêîíîìi¨ ìiñöÿ ìè áóäåìî çàïèñóâàòè
êîîðäèíàòè âåêòîðiâ ó ôiãóðíèõ äóæêàõ.
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12. Íåõàé M1(x1, y1, z1) òà M2(x2, y2, z2) äâi äîâiëüíi òî÷êè ïðîñòîðó. Äîâå-
ñòè, ùî −−−→

M1M2 = {x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1}.

Ðîçâ'ÿçîê. Ìà¹ìî, r(M1) = x1e1+ y1e2+ z1e3, r(M2) = x2e1+ y2e2+ z2e3.

Òîäi
−−−→
M1M2 = r(M2) − r(M1) = x2e1 + y2e2 + z2e3 − (x1e1 + y1e2 + z1e3) =

(x2 − x1)e1 + (y2 − y1)e2 + (z2 − z1)e3, ùî i áóëî ïîòðiáíî äîâåñòè.

Áóäîâà àôiííî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò íà ïëîùèíi ÷è ïðÿìié öiëêîì àíàëîãi-
÷íà. Ðiçíèöÿ ëèøå â êiëüêîñòi âåêòîðiâ áàçèñó. Äëÿ ñïðîùåííÿ ïîçíà÷åíü ÷àñòî
âèêîðèñòîâóþòü óãîäó r(M) = r, r(M1) = r1, r(M2) = r2, . . . , à òàêîæ
M(x, y, z) = M(r), M1(x1, y1, z1) = M1(r1), M2(x2, y2, z2) = M2(r2), . . . ,
ùî äà¹ çìîãó ôîðìóëþâàòè çàäà÷i íåçàëåæíî âiä âèìiðíîñòi (òîáòî ÷è òî íà
ïðÿìié, ÷è òî íà ïëîùèíi, ÷è òî â ïðîñòîði).

Íàéïðîñòiøå çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó êîîðäèíàò

Òî÷êà M ïîäiëÿ¹ âiäðiçîê [M1,M2] ó âiäíîøåííi k, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
−−−→
M1M = k

−−−→
M2M , äå k ∈ IR. Ãîâîðÿòü, ùî òî÷êà M ïîäiëÿ¹ âiäðiçîê [M1,M2]

âíóòðiøíiì ÷èíîì, ÿêùî k ∈ [0,+∞) i çîâíiøíiì, ÿêùî k < 0.

13. (Çàäà÷à ïðî ïîäië âiäðiçêà) Ïîêàçàòè, ùî

� ÿêùî −∞ < k < −1, òî òî÷êà M çíàõîäèòüñÿ çà òî÷êîþ M2;

� ÿêùî −1 < k < 0, òî òî÷êà M çíàõîäèòüñÿ çà òî÷êîþ M1;

� ÿêùî 0 ≤ k < +∞, òî òî÷êà M çíàõîäèòüñÿ âñåðåäèíi âiäðiçêà [M1,M2].

Ïîêàçàòè, ùî ðàäióñ-âåêòîð òî÷êè M ìà¹ âèðàç

r =
kr2 + r1
k + 1

äëÿ áóäü-ÿêîãî k ̸= −1.

ßêùî ïîêëàñòè k = λ1

λ2
, òî ó âèïàäêó âiäðiçêà â ïðîñòîði êîîðäèíàòè òî÷êè

M ìàþòü íàñòóïíèé âèðàç:

x =
λ1x2 + λ2x1
λ1 + λ2

, y =
λ1y2 + λ2y1
λ1 + λ2

, z =
λ1z2 + λ2z1
λ1 + λ2

.

Äëÿ âiäðiçêà íà ïëîùèíi êîîðäèíàòè òî÷êè M îá÷èñëþþòüñÿ çà àíàëîãi÷íèìè
ôîðìóëàìè (âiäñóòíÿ ôîðìóëà äëÿ êîîðäèíàòè z).

Öåíòðî¨äîì (áàðiöåíòðîì, öåíòðîì âàãè) ñèñòåìè òî÷îê M1,M2 . . . ,Mn íà-
çèâà¹òüñÿ òàêà òî÷êà O, ùî

−−→
OM1+

−−→
OM2+ . . .+

−−−→
OMn = 0. Ïðè n = 2 öåíòðî¨äîì

¹ ñåðåäèíà âiäðiçêà, ïðè n = 3 i çà óìîâè, ùî òî÷êè íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié
(òðèêóòíèê íåâèðîäæåíèé), öåíòðî¨äîì ¹ òî÷êà ïåðåòèíó ìåäiàí òðèêóòíèêà.
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14. Öåíòðî¨ä ñèñòåìè òî÷îê M1(r1), . . . ,Mn(rn) çíàõîäèòüñÿ â òî÷öi O(r0) ç
ðàäióñ-âåêòîðîì

r0 =
r1 + . . .+ rn

n
.

Äîâåäiòü.

Ïiäêàçêà. Çàñòîñóéòå ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

Ñåðåäèíà âiäðiçêà ¹ öåíòðîì âàãè ñèñòåìè äâîõ òî÷îê ç ðiâíèìè ìàñàìè.
ßêùî â òî÷öi M1 çîñåðåäæåíà ìàñà m1, à â òî÷öi M2 çîñåðåäæåíà ìàñà m2,
òî öåíòð âàãè çíàõîäèòüñÿ â òî÷öi, ùî ïîäiëÿ¹ âiäðiçîê [M1,M2] ó âiäíîøåííi
m2 : m1.

15. Öåíòð ìàñ ñèñòåìè òî÷îê M1(r1), . . . ,Mk(rk) ç ìàñàìè m1, . . . ,mk çíàõî-
äèòüñÿ â òî÷öi M(r) ç ðàäióñ-âåêòîðîì

r =
m1r1 + . . .+mkrk
m1 + . . .+mk

.

Äîâåäiòü.

Ïiäêàçêà. Çàñòîñóéòå ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

1.2 Ïîçèöiéíi çàäà÷i íà ïëîùèíi â àôiííèõ êîîðäèíàòàõ

1.2.1 Ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ â àôiííié ñèñòåìi êîîðäèíàò íà ïëîùèíi

16. Êîîðäèíàòè áóäü-ÿêî¨ òî÷êè íà ïðÿìié, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äâi ðiçíi òî-
÷êè M1(r1) òà M2(r2), ìàþòü âèðàç

r = r1 + t(r2 − r1). (1.4)

Ðîçâ'ÿçîê. Âåêòîð a = r2− r1 ¹ áàçèñîì ìíîæèíè âåêòîðiâ, êîëiíåàðíèõ äî
ïðÿìî¨. ßêùî òî÷êà M(r) íàëåæèòü ïðÿìié, òî r− r1 = ta i íàâïàêè. Çíà÷èòü,
r = r1 + ta.

Ó âèïàäêó ïðÿìî¨ íà ïëîùèíi, íåõàé r1 = {x1, y1} i a = {x2 − x1, y2 − y1}.
Òîäi äëÿ êîîðäèíàò (x, y) òî÷îê ïðÿìî¨ îòðèìà¹ìî:{

x = x1 + (x2 − x1)t,
y = y1 + (y2 − y1)t

, àáî

{
x = x1(1− t) + x2t,
y = y1(1− t) + y2t.

(1.5)

Ôîðìóëà (1.4) íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðíèì ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨, ùî
ïðîõîäèòü ÷åðåç äâi òî÷êè, à ôîðìóëè (1.5) íàçèâàþòüñÿ ñêàëÿðíèìè ïàðà-
ìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äâi òî÷êè. Âåêòîð a =
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r2 − r1 çàäà¹ ïåâíèé íàïðÿìîê íà ïðÿìié i òîìó íàçèâà¹òüñÿ íàïðÿìíèì âå-
êòîðîì ïðÿìî¨ (1.4). Òî÷êà r1 âiäïîâiäà¹ çíà÷åííþ ïàðàìåòðà t = 0 i òîìó
íàçèâà¹òüñÿ ïî÷àòêîâîþ òî÷êîþ ïðÿìî¨ (1.4).

Â ÿêîñòi ïî÷àòêîâî¨ òî÷êè ïðÿìî¨ ìîæíà îáðàòè áóäü-ÿêó òî÷êó íà ïðÿìié,
à â ÿêîñòi íàïðÿìíîãî âåêòîðà ïðÿìî¨ ìîæíà îáðàòè áóäü-ÿêèé âåêòîð a ̸=
0. Òðàäèöiéíî ðàäióñ-âåêòîð ïî÷àòêîâî¨ òî÷êè ïîçíà÷àþòü ÷åðåç r0 (îñêiëüêè
âiäïîâiäà¹ çíà÷åííþ ïàðàìåòðà t = 0.)

17. Äîâåñòè, ùî êîîðäèíàòè áóäü-ÿêî¨ òî÷êè íà ïðÿìié, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç
òî÷êó M0(r0) ó íàïðÿìêó âåêòîðà a ̸= 0, ìàþòü âèðàç

r = r0 + ta. (1.6)

Ðiâíÿííÿ (1.6) íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðíèì ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨ .
Íåõàé r0 = {x0, y0} i a = {ax, ay} � êîîðäèíàòíi âèðàçè äëÿ r0 i a. Ðîçïèñàâ-
øè ïîêîîðäèíàòíî âåêòîðíó ðiâíiñòü (1.6), îòðèìà¹ìî ñêàëÿðíi ïàðàìåòðè÷íi
ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ íà ïëîùèíi {

x = x0 + ax t,
y = y0 + ay t.

(1.7)

Âèêëþ÷èâøè ïàðàìåòð t ç ðiâíÿíü (1.7), îòðèìà¹ìî êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ïðÿ-
ìî¨ íà ïëîùèíi

x− x0
ax

=
y − y0
ay

(= t). (1.8)

Ðiâíÿííÿ (1.8) ìîæíà ðîçêðèòè ÿê ïðîïîðöiþ:

ay(x− x0) = ax(y − y0). (1.9)

Ïîêëàäåìî A = ay, B = −ax. Òîäi ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ íà ïëîùèíi çàïèøåòüñÿ ó
âèãëÿäi

A(x− x0) +B(y − y0) = 0

àáî
Ax+By + C = 0, (1.10)

äå C = −(Ax0 +By0).

18. Äîâåñòè, ùî ðiâíÿííÿ Ax + By + C = 0 (A2 + B2 ̸= 0) âèçíà÷à¹ ¹äèíó
ïðÿìó ç íàïðÿìíèì âåêòîðîì a ∥ {−B,A}.

Ðiâíÿííÿ (1.10) íàçèâà¹òüñÿ çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨ â àôiííèõ êîîð-
äèíàòàõ íà ïëîùèíi. Êîåôiöi¹íòè A i B â ðiâíÿííi (1.10) ìàþòü âàæëèâó ãåîìå-
òðè÷íó âëàñòèâiñòü. Âåêòîð N = {A,B} íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðîì àôiííî¨ íîðìà-
ëi. Âåðõíüîþ (àáî äîäàòíîþ) ïiâïëîùèíîþ âiäíîñíî ïðÿìî¨ (1.10) íàçèâà¹òüñÿ
ïiäìíîæèíà4

l+ = {(x, y) |Ax+By + C > 0},
4Â òàêèé ñïîñiá âèçíà÷àþòüñÿ âiäêðèòi ïiâïëîùèíè. ßêùî íåðiâíîñòi ïîêëàñòè íåñòðîãèìè, òî âiäïîâiäíi

ïiâïëîùèíè íàçèâàþòüñÿ çàìêíåíèìè.
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à íèæíüîþ (àáî âiä'¹ìíîþ) ïiâïëîùèíîþ � ïiäìíîæèíà

l− = {(x, y) |Ax+By + C = 0 < 0}.

19. Âåêòîð àôiííî¨ íîðìàëi N = {A,B} ñïðÿìîâàíèé ó âåðõíþ ïiâïëîùèíó
âiäíîñíî ïðÿìî¨ Ax+By + C = 0.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé òî÷êà M0(x0, y0) ëåæèòü íà äàíié ïðÿìié. Âiäêëàäåìî âiä
òî÷êè M0 âåêòîð N. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M1(x1, y1) éîãî êiíöåâó òî÷êó. Òîäi

x1 = x0 + A, y1 = y0 +B,

à çíà÷èòü,

A(x0 + A) +B(y0 +B) + C = Ax0 +By0 + C︸ ︷︷ ︸
=0

+A2 +B2 > 0,

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Ïåðåõiä âiä ïàðàìåòðè÷íîãî äî çàãàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ íà ïëîùèíi ôà-
êòè÷íî çäiéñíþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (1.9), ùî ìîæå áóòè ïîäàíà â áiëüø ïðîçîðèé
ñïîñiá. Ìàòðèöåþ ðîçìiðîì 2× 2 íàçèâà¹òüñÿ òàáëèöÿ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ

ðÿäêiâ i äâîõ ñòîâï÷èêiâ, íàïðèêëàä

(
a b
c d

)
, à ¨¨ âèçíà÷íèêîì íàçèâà¹òüñÿ

âèðàç ad− cb i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÿê

∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣. Òàêèì ÷èíîì,

∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣ = ad− cb.

ßêùî ñôîðìóâàòè ìàòðèöþ, â ïåðøîìó ðÿäêó ÿêî¨ ðîçìiùåíî êîîðäèíàòè âå-
êòîðà r − r0, à â äðóãîìó � êîîðäèíàòè âåêòîðà a, òî âèðàç (1.9) ìîæíà ïåðå-
ïèñàòè ó âèãëÿäi ∣∣∣∣ x− x0 y − y0

ax ay

∣∣∣∣ = 0, (1.11)

ùî äà¹ øâèäêèé ñïîñiá ïåðõîäó âiä ïàðàìåòðè÷íîãî äî çàãàëüíîãî ðiâíÿííÿ
ïðÿìî¨ íà ïëîùèíi.

1.2.2 Ïîçèöiéíà çàäà÷à ¾òî÷êà � ïðÿìà¿

Ïðÿìà l : Ax+By + C = 0 ïîäiëÿ¹ ìíîæèíó òî÷îê íà ïëîùèíi íà òðè ïiäìíî-
æèíè:

� âëàñíå òî÷êè ïðÿìî¨ l = {(x, y) |Ax+By + C = 0};

� òî÷êè âåðõíüî¨ ïiâïëîùèíè l+ = {(x, y) |Ax+By + C > 0};
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� òî÷êè íèæíüî¨ ïiâïëîùèíè l− = {(x, y) |Ax+By + C < 0}.

20. Ïîêàæiòü, ùî òî÷êà M(r1) çíàõîäèòüñÿ ó âåðõíié (íèæíié) ïiâïëîùèíi
âiäíîñíî ïðÿìî¨ r = r0 + ta òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè∣∣∣∣ x1 − x0 y1 − y0

ax ay

∣∣∣∣ > 0(< 0),

âiäïîâiäíî.

1.2.3 Ïîçèöiéíà çàäà÷à ¾ïðÿìà � ïðÿìà¿

Ç åëåìåíòàðíî¨ ãåîìåòði¨ âiäîìî, ùî äâi ïðÿìi íà ïëîùèíi ìîæóòü ïåðåòèíàòèñÿ
â ¹äèíié òî÷öi, áóòè ïàðàëåëüíèìè àáî çáiãàòèñÿ.

21. Íåõàé äâi ïðÿìi íà ïëîùèíi çàäàíî çàãàëüíèìè ðiâíÿííÿìè, à ñàìå

l1 : A1x+B1y + C1 = 0, l2 : A2x+B2y + C2 = 0.

Äîâåñòè, ùî

� l1 = l2 ⇔ A1

A2
= B1

B2
= C1

C2
; • l1 ∥ l2 ⇔ A1

A2
= B1

B2
̸= C1

C2
;

� l1 ∩ l2 = {·} ⇔ A1

A2
̸= B1

B2
.

Ðîçâ'ÿçîê. Ñïiëüíi òî÷êè äâîõ äàíèõ ïðÿìèõ ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè{
A1x+B1y + C1 = 0,
A2x+B2y + C2 = 0.

�äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäà¹ ñèòóàöi¨ ïåðåòèíó ïðÿìèõ; âiäñóòíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ
îçíà÷à¹ ïàðàëåëüíiñòü ïðÿìèõ; íàÿâíiñòü äâîõ ðiçíèõ ðîçâ'ÿçêiâ îçíà÷à¹ çái-
æíiñòü ïðÿìèõ (÷åðåç äâi ðiçíi òî÷êè ïðîõîäèòü ëèøå îäíà ïðÿìà).

Äëÿ ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ðiâíÿíü{
A1x+B1y = −C1,

A2x+B2y = −C2
(1.12)

ïîìíîæèìî ïåðøå ðiâíÿííÿ íà B2, à äðóãå íà B1 i âiäíiìåìî îäíå âiä iíøîãî.
Îäåðæèìî

(A1B2 − A2B1)x = −C1B2 + C2B1.

Ïîòiì ïîìíîæèìî ïåðøå ðiâíÿííÿ íà A2, à äðóãå íà A1 i ç äðóãîãî âiäíiìåìî
ïåðøå. Îäåðæèìî

(A1B2 − A2B1)y = −A1C2 + A2C1.

ßêùî A1B2 − A2B1 = 0, −C1B2 + C2B1 = 0, −A1C2 + A2C1 = 0, òî

A1

A2
=
B1

B2
=
C1

C2
,
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à çíà÷èòü, ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (1.12) ïðîïîðöiéíi. Ïðÿìi ìàþòü îäíå é òå æ ðiâ-
íÿííÿ, òîáòî çáiãàþòüñÿ.

ßêùî A1B2 − A2B1 = 0, àëå −C1B2 + C2B1 ̸= 0 àáî −A1C2 + A2C1 ̸= 0, òî

A1

A2
=
B1

B2
̸= C1

C2

i ñèñòåìà (1.12) ðîç'ÿçêiâ íå ìà¹. Ïðÿìi ïàðàëåëüíi.
ßêùî A1B2 − A2B1 ̸= 0, òî ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

x =
−C1B2 + C2B1

A1B2 − A2B1
, y =

−A1C2 + A2C1

A1B2 − A2B1
,

à çíà÷èòü, ïðÿìi ïåðåòèíàþòüñÿ â ¹äèíié òî÷öi.

Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1.12) ìîæíà ïîäàòè ÷åðåç âèçíà÷íèêè ó âèãëÿäi

x =

∣∣∣∣ −C1 B1

−C2 B2

∣∣∣∣∣∣∣∣ A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ , y =

∣∣∣∣ A1 −C1

A2 −C2

∣∣∣∣∣∣∣∣ A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ . (1.13)

Âèðàç (1.13) äëÿ ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ðiâíÿíü (1.12) íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèëîì Êðàìå-
ðà äëÿ ñèñòåìè ç äâîõ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Ïðàâèëî Êðàìåðà ìîæíà çàñòîñîâóâàòè

çà óìîâè

∣∣∣∣ A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ ̸= 0.

22. Íåõàé ïðÿìi çàäàíî âåêòîðíèìè ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè, à ñàìå

l1 : r = r1 + at, l2 : ρ = r2 + bθ.

Äîâåñòè, ùî

� l1 ∥ l2 ⇔ a ∥ b ∦ (r1 − r2); • l1 = l2 ⇔ a ∥ b ∥ (r1 − r2);

� l1 ∩ l2 = {·} ⇔ a ∦ b.

Ïiäêàçêà. Ïðÿìi ìîæóòü ìàòè ñïiëüíó òî÷êó, ÿêùî ïðè ïåâíèõ çíà÷åííÿõ
ïàðàìåòðiâ t i θ ìîæå áóòè âèêîíàíà ðiâíiñòü r1 + at = r2 + bθ.

23. Íåõàé ïðÿìà l1 :
x− x0
ax

=
y − y0
ay

çàäàíà êàíîíi÷íèì ðiâíÿííÿì, à ïðÿìà

l2 : Ax+By + C = 0 ñâî¨ì çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì. Äîâåñòè, ùî

� l1 ∥ l2 ⇔ Aax +Bay = 0, Ax0 +By0 + C ̸= 0;

� l1 = l2 ⇔ Aax +Bay = 0, Ax0 +By0 + C = 0;

� l1 ∩ l2 = {·} ⇔ Aax +Bay ̸= 0.
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Ïiäêàçêà. Ïåðåéòè âiä êàíîíi÷íîãî äî ïàðàìåòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ x = x0 +
axt, y = y0 + ayt ïðÿìî¨ l1 i ïiäñòàâèòè êîîðäèíàòè òî÷êè íà ïðÿìié l1 â ðiâíÿí-
íÿ ïðÿìî¨ l2. Ïðîàíàëiçóâàòè ìîæëèâi âèïàäêè ðîçâ'ÿçêó îòðèìàíîãî ðiâíÿííÿ
âiäíîñíî ïàðàìåòðà t.

1.3 Ïîçèöiéíi çàäà÷i â ïðîñòîði â àôiííèõ êîîðäèíàòàõ

1.3.1 Ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ i ïëîùèíè â àôiííèõ êîîðäèíàòàõ ó ïðîñòîði

Âåêòîðíå ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ â ïðîñòîði íå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä âåêòîð-
íîãî ïàðàìåòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ íà ïëîùèíi.

24. Êîîðäèíàòè áóäü-ÿêî¨ òî÷êè íà ïðÿìié â ïðîñòði, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç
òî÷êó M0(r0) ó íàïðÿìêó âåêòîðà a ̸= 0, ìàþòü âèðàç

r = r0 + ta. (1.14)

Ðiâíÿííÿ (1.14) íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðíèì ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨
â ïðîñòîði. Íåõàé r0 = {x0, y0, z0} i a = {ax, ay, az}. Ðîçïèñàâøè ïîêîîðäèíàòíî
âåêòîðíó ðiâíiñòü (1.14), îòðèìà¹ìî ñêàëÿðíi ïàðàìåòðè÷íi ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨

x = x0 + axt,

y = y0 + ayt,

z = z0 + azt.

(1.15)

Âèêëþ÷èâøè ïàðàìåòð t ç ðiâíÿííü (1.15), îòðèìà¹ìî êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ïðÿ-
ìî¨ â ïðîñòîði

x− x0
ax

=
y − y0
ay

=
z − z0
az

(= t). (1.16)

ßêùî âiä òî÷êè M0(r0), ùî ëåæèòü ó ïðîñòîði, âiäêëàñòè äâà íåêîëiíåàðíi
âåêòîðè a, b, òî ïàðà ïðÿìèõ l1 : r = r0 + ua i l2 : r = r0 + vb âèçíà÷èòü
¹äèíó ïëîùèíó, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êóM0 i ïðÿìi l1 òà l2. Òî÷êàM(r) íàëå-
æèòü ïëîùèíè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âåêòîð

−−−→
M0M êîìïëàíàðíèé äî ïëîùèíè.

Âåêòîðè a i b óòâîðþþòü áàçèñ ìíîæèíè êîìïëàíàðíèõ äî ïëîùèíè âåêòîðiâ.
Òîìó ìà¹ ìiñöå ðîçêëàäàííÿ

−−−→
M0M = ua+ vb àáî r− r0 = ua+ vb.

Ðiâíÿííÿ
r = r0 + ua+ vb (1.17)

íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðíèì ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì ïëîùèíè ó ïðîñòîði. Òî-
÷êàM0 íàçèâà¹òüñÿ ïî÷àòêîâîþ òî÷êîþ ïëîùèíè, à âåêòîðè a, b íàçèâàþòüñÿ
íàïðÿìíèìè âåêòîðàìè ïëîùèíè.
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ßêùî íàïðÿìíi âåêòîðè i ïî÷àòêîâà òî÷êà çàäàíi êîîðäèíàòàìè

a = {ax, ay, az}, b = {bx, by, bz}, M0(x0, y0, z0),

òî âåêòîðíå ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ìîæå áóòè ïåðåïèñàíå ó ôîðìi ñêàëÿðíèõ
ïàðàìåòðè÷íèõ ðiâíÿíü 

x = x0 + uax + vbx,
y = y0 + uay + vby,
z = z0 + uaz + vbz.

(1.18)

25. Ïîêàçàòè, ùî â ðåçóëüòàòi âèêëþ÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ç ðiâíÿííÿ (1.18) ðiâ-
íÿííÿ ïëîùèíè çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0 àáî Ax+By + Cz +D = 0, (1.19)

äå

A =

∣∣∣∣ ay az
by bz

∣∣∣∣ , B = −
∣∣∣∣ ax az
bx bz

∣∣∣∣ , C =

∣∣∣∣ ax ay
bx by

∣∣∣∣ ,
D = −(Ax0 +By0 + Cz0).

Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè a ∦ b, êîîðäèíàòè âåêòîðiâ a i b íå ïðîïîðöiéíi. Íå
çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ïðèïóñòèìî, ùî

ax
bx

̸= ay
by
.

Öå îçíà÷à¹, ùî âèçíà÷íèê ∣∣∣∣ ax ay
bx by

∣∣∣∣ ̸= 0.

Â òàêîìó ðàçi ïåðøi äâà ðiâíÿííÿ ç (1.18) ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè çà ïðàâèëîì Êðà-
ìåðà (1.13) ó âèãëÿäi

u =

∣∣∣∣ x− x0 bx
y − y0 by

∣∣∣∣∣∣∣∣ ax ay
bx by

∣∣∣∣ , v =

∣∣∣∣ ax x− x0
ay y − y0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ax ay
bx by

∣∣∣∣ .

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè â òðåò¹ ðiâíÿííÿ îòðèìà¹ìî∣∣∣∣ ax ay
bx by

∣∣∣∣(z − z0) = az

∣∣∣∣ x− x0 bx
y − y0 by

∣∣∣∣+ bz

∣∣∣∣ ax x− x0
ay y − y0

∣∣∣∣ =
(x−x0)(azby−bzay)+(y−y0)(−azbx+bzax) = −(x−x0)

∣∣∣∣ ay az
by bz

∣∣∣∣+(y−y0)
∣∣∣∣ ax az
bx bz

∣∣∣∣ .
Àáî îñòàòî÷íî∣∣∣∣ ay az

by bz

∣∣∣∣ (x− x0)−
∣∣∣∣ ax az
bx bz

∣∣∣∣ (y − y0) +

∣∣∣∣ ax ay
bx by

∣∣∣∣ (z − z0) = 0. (1.20)
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26. Äîâåñòè, ùî ðiâíÿííÿ

Ax+By + Cz +D = 0 (1.21)

çà óìîâè A2 +B2 + C2 ̸= 0 âèçíà÷à¹ ¹äèíó ïëîùèíó.

Ðiâíÿííÿ (1.21) íàçèâà¹òüñÿ çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì ïëîùèíè â ïðîñòîði. Âå-
êòîðN = {A,B,C} íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðîì àôiííî¨ íîðìàëi äàíî¨ ïëîùèíè. Éîãî
ãåîìåòðè÷íà âëàñòèâiñòü àíàëîãi÷íà ãåîìåòðè÷íié âëàñòèâîñòi àôiííî¨ íîðìàëi
ïðÿìî¨ íà ïëîùèíi.

Âåðõíiì (àáî äîäàòíèì) ïiâïðîñòðîì âiäíîñíî ïëîùèíè (1.21) íàçèâà¹òüñÿ
ïiäìíîæèíà5

Π+ = {(x, y, z) |Ax+By + Cz +D > 0},
à íèæíiì (àáî âiä'¹ìíèì) ïiâïðîñòîðîì � ïiäìíîæèíà

Π− = {(x, y, z) |Ax+By + Cz +D = 0 < 0}.

Ðiâíÿííÿ (1.20) âèçíà÷à¹ ñïîñiá ïåðåõîäó âiä ïàðàìåòðè÷íîãî äî çàãàëüíîãî ðiâ-
íÿííÿ ïëîùèíè i ìîæå áóòè çàïèñàíå ó ñïîñiá, àíàëîãi÷íèé ñïîñîáó (1.11) çàïèñó
ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ íà ïëîùèíi. Ìàòðèöåþ ðîçìiðó 3× 3 íàçèâà¹òüñÿ òàáëèöÿ, ùî
ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ ðÿäêiâ i òðüîõ ñòîâï÷èêiâ, íàïðèêëàä, a b c

d e f

g h k

 .

Âèçíà÷íèê ìàòðèöi 3× 3 îá÷èñëþ¹òüñÿ çà íàñòóïíèì ïðàâèëîì∣∣∣∣∣∣
a b c

d e f

g h k

∣∣∣∣∣∣ = a

∣∣∣∣ e f
h k

∣∣∣∣− b

∣∣∣∣ d f
g k

∣∣∣∣+ c

∣∣∣∣ d e
g h

∣∣∣∣ .
Ó âèðàçi ÷åðåç âèçíà÷íèê ðiâíÿííÿ ïëîùèíè (1.20) ñêîðî÷ó¹òüñÿ äî âèðàçó∣∣∣∣∣∣

x− x0 y − y0 z − z0
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣ = 0, (1.22)

ùî äà¹ øâèäêèé ñïîñiá ïåðåõîäó âiä ïàðàìåòðè÷íîãî äî çàãàëüíîãî ðiâíÿííÿ
ïëîùèíè.

27. Íåõàé Π : Ax+By + Cz +D = 0 ïëîùèíà â ïðîñòîði. Ïîêàæiòü, ùî

� âåêòîð N = {A,B,C} ñïðÿìîâàíèé ó âåðõíié ïiâïðîñòið âiäíîñíî ïëîùè-
íè Π;

5Ïîäiáíî äî ïðÿìî¨ íà ïëîùèíi, â òàêèé ñïîñiá âèçíà÷àþòüñÿ âiäêðèòi ïiâïîñòîðè. ßêùî íåðiâíîñòi ïîêëà-
ñòè íåñòðîãèìè, òî âiäïîâiäíi ïiâïðîñòîðè íàçèâàþòüñÿ çàìêíåíèìè.
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� òî÷êè M1(x1, y1, z1) i M2(x2, y2, z2) íàëåæàòü ðiçíèì ïiâïðîñòîðàì (ïëî-
ùèíà ïîäiëÿ¹ âiäðiçîê [M1,M2] âíóòðiøíiì ÷èíîì) òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè F (x1, y1, z1) i F (x2, y2, z2) ìàþòü ðiçíi çíàêè;

� òî÷êè M1(x1, y1, z1) i M2(x2, y2, z2) íàëåæàòü îäíîìó ïiâïðîñòîðó (ïëî-
ùèíà ïîäiëÿ¹ âiäðiçîê [M1,M2] çîâíiøíiì ÷èíîì) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
F (x1, y1, z1) i F (x2, y2, z2) ìàþòü îäíàêîâèé çíàê.

1.3.2 Ïîçèöiéíà çàäà÷à ¾òî÷êà � ïëîùèíà¿

Ç åëåìåíòàðíî¨ ãåîìåòði¨ âiäîìî, ùî òî÷êà ìîæå íàëåæàòè ïëîùèíi àáî íå íà-
ëåæàòè ¨é.

28. Ïëîùèíà Π : Ax+By +Cz +D = 0 ïîäiëÿ¹ ìíîæèíó òî÷îê ïðîñòîðó íà
òðè ïiäìíîæèíè:

� âëàñíå òî÷êè ïëîùèíè Π : {(x, y, z) |Ax+By + Cz +D = 0};

� òî÷êè âåðõíüîãî ïiâïðîñòîðó Π+ : {(x, y, z) |Ax+By + Cz +D > 0};

� òî÷êè íèæíüîãî ïiâïðîñòîðó Π− : {(x, y, z) |Ax+By + Cz +D < 0}.
29. Íåõàé ïëîùèíà çàäàíà âåêòîðíèì ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì Π : r =
r0 + ua+ vb. Òî÷êà M(r1) ∈ Π òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè r1 − r0 êîìïëàíàðíèé
äî a i b.

30. Ïîêàæiòü, ùî òî÷êàM(r1) ëåæèòü ó âåðõíüîìó (íèæíüîìó) ïiâïðîñòî-
ðàõ âiäíîñíî ïëîùèíè r = r0 + ua+ vb òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè∣∣∣∣∣∣

x1 − x0 y1 − y0 z1 − z0
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣ > 0(< 0),

âiäïîâiäíî.

1.3.3 Ïîçèöiéíà çàäà÷à ¾òî÷êà � ïðÿìà¿

Ç åëåìåíòàðíî¨ ãåîìåòði¨ âiäîìî, ùî òî÷êà ìîæå íàëåæàòè ïðÿìié àáî íå íàëå-
æàòè ¨é.

31. Äëÿ çàäàíî¨ òî÷êè M1(r1) i ïðÿìî¨ l : r = r0 + at

� M1 ∈ l òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè (r1 − r0) ∥ a;

� M1 ̸∈ l òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè (r1 − r0) ∦ a.

Â êîîðäèíàòíîìó âèðàçi óìîâà íàëåæíîñòi òî÷êè M1(x1, y1, z1) äî ïðÿìî¨

l :
x− x0
ax

=
y − y0
ay

=
z − z0
az

çàïèøåòüñÿ ÿê
x1 − x0
ax

=
y1 − y0
ay

=
z1 − z0
az

.
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1.3.4 Ïîçèöiéíà çàäà÷à ¾ïðÿìà � ïëîùèíà¿

Ç åëåìåíòàðíî¨ ãåîìåòði¨ âiäîìî, ùî ïðÿìà i ïëîùèíà â ïðîñòîði ìîæóòü ìàòè
òðè ìîæëèâi âçà¹ìíi ðîçòàøóâàííÿ: ïðÿìà ïåðåòèíà¹ ïëîùèíó, ïðÿìà ïàðàëåëü-
íà äî ïëîùèíè i ïðÿìà ëåæèòü ó ïëîùèíi.

32. Íåõàé ïðÿìà çàäàíà ñêàëÿðíèìè ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè

l : x = x0 + axt, y = y0 + ayt, z = z0 + azt,

à ïëîùèíà � çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì

Π : Ax+By + Cz +D = 0.

Äîâåñòè, ùî

� l ∩ Π = {·} òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Aax +Bay + Caz ̸= 0;

� l ∥ Π òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Aax+Bay+Caz = 0, Ax0+By0+Cz0+D ̸= 0;

� l ⊂ Π òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Aax + Bay + Caz = 0, Ax0 + By0 + Cz0 +
D = 0.

Ïiäêàçêà. Ïiäñòàâèòè êîîðäèíàòè òî÷êè íà ïðÿìié â ðiâíÿííÿ ïëîùèíè.
Îòðèìàíå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî ïàðàìåòðà t ïðîàíàëiçóâàòè íà êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ.

33. Íåõàé ïðÿìà i ïëîùèíà çàäàíi âåêòîðíèìè ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè

l : r = r0 + at, Π : r = r1 + ub+ vc (b ∦ c).

Äîâåñòè, ùî

� l ∩ Π = {·} ⇔ a,b, c íå êîìïëàíàðíi;

� l ∥ Π ⇔ a,b, c êîìïëàíàðíi, àëå r0 − r1 íå êîìïëàíàðíèé äî a,b, c;

� l ⊂ Π ⇔ a,b, c, r0 − r1 êîìïëàíàðíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïðÿìà i ïëîùèíà ìîæóòü ìàòè ñïiëüíi òî÷êè çà óìîâè iñíóâàííÿ
òàêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ (t, u, v), ùî

r0 + at = r1 + ub+ vc,

òîáòî

(∗) r0 − r1 = −at+ ub+ vc.

ßêùî âåêòîðè a,b, c íåêîìïëàíàðíi, òî âîíè óòâîðþþòü áàçèñ ïðîñòîðó, à
çíà÷èòü, ðîçêëàäàííÿ (∗) ¹äèíå ç ïåâíèìè çíà÷åííÿìè ïàðàìåòðiâ (t0, u0, v0).



1.3. ÏÎÇÈÖIÉÍI ÇÀÄÀ×I Â ÏÐÎÑÒÎÐI Â ÀÔIÍÍÈÕ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÀÕ 23

Òîìó ïðÿìà i ïëîùèíà ìàþòü ¹äèíó ñïiëüíó òî÷êó ç ðàäióñ-âåêòîðîì r0 + at0
(àáî, ùî òå æ ñàìå, r1 + u0b+ v0c).

ßêùî a,b, c êîìïëàíàðíi, òî âåêòîð a ðîçêëàäà¹òüñÿ çà áàçèñîì b, c i ðiâ-
íiñòü (∗) çâîäèòüñÿ r0 − r1 = λa + µb, ùî ¹ ñóïåðå÷ëèâîþ, ÿêùî r0 − r1 íå
êîìïëàíàðíèé äî a i b. Â öüîìó âèïàäêó ïðÿìà i ïëîùèíà ñïiëüíèõ òî÷îê íå
ìàþòü.

ßêùî a,b, c, r0−r1 êîìïëàíàðíi, òî çà áàçèñîì b, c ðîçêëàäàþòüñÿ ÿê âåêòîð
a, òàê i âåêòîð r0 − r1. Çàïèøåìî öi ðîçêëàäàííÿ.

a = pb+ qc, r0 = r1 + λb+ µc.

Çíà÷èòü, ðàäióñ-âåêòîð òî÷îê ïðÿìî¨ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

r0 + ta = r1 + λb+ µc+ t(pb+ qc) = r1 + (λ+ tp)b+ (µ+ tq)c.

Öå îçíà÷à¹, ùî êîîðäèíàòè âñiõ òî÷îê ïðÿìî¨ çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííþ ïëîùè-
íè. Ïðÿìà ëåæèòü ó ïëîùèíi.

1.3.5 Ïîçèöiéíà çàäà÷à ¾ïëîùèíà � ïëîùèíà¿

Ç åëåìåíòàðíî¨ ãåîìåòði¨ âiäîìî, ùî äâi ïëîùèíè â ïðîñòîði àáî ïåðåòèíàþòüñÿ
ïî ïðÿìié, àáî ïàðàëåëüíi, àáî çáiãàþòüñÿ.

34. Íåõàé îáèäâi ïëîùèíè çàäàíi âåêòîðíèìè ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè

Π1 : r = r1 + ua+ vb, Π2 : r = r2 + tc+ hd.

Äîâåñòè, ùî â òàêîìó ðàçi

� Π1 ∥ Π2 ⇔ c = l.c.(a,b),d = l.c.(a,b), (r2 − r1) ̸= l.c.(a,b),

� Π1 = Π2 ⇔ c = l.c.(a,b),d = l.c.(a,b), (r2 − r1) = l.c.(a,b),

� Π1 ∩ Π2 = l ⇔ c ̸= l.c.(a,b) àáî d ̸= l.c.(a,b),

äå l.c.(a,b) îçíà÷à¹ ëiíiéíó êîìáiíàöiþ âåêòîðiâ a i b.

Ðîçâ'ÿçîê. Ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ âåêòîðiâ a i b íàçèâà¹òüñÿ ñóêóïíiñòü óñiõ
ìîæëèâèõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié âåêòîðiâ a i b. ßêùî ïîçíà÷èòè ëiíiéíó îáîëîíêó
âåêòîðiâ a i b ÿê Lin(a,b), òî ðiâíÿííÿ ïëîùèí ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

Π1 : r = r1 + Lin(a,b), Π2 : r = r2 + Lin(c,d).

ÏëîùèíèΠ1 iΠ2 ìîæóòü ìàòè ñïiëüíi òî÷êè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíóþòü òàêi
ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ l.c.(a,b) ç ïåâíèìè çíà÷åííÿìè ïàðàìåòðiâ (u, v) i l.c.(c,d) ç
ïåâíèìè çíà÷åííÿìè ïàðàìåòðiâ (t, h), ùî

r1 + l.c.(a,b) = r2 + l.c.(c,d),
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òîáòî êîëè âèêîíó¹òüñÿ âåêòîðíà ðiâíiñòü

r2 − r1 = l.c.(a,b) + l.c.(c,d). (1.23)

(a) Ïðèïóñòèìî, ùî c = l.c.(a,b),d = l.c.(a,b). Òîäi ðiâíiñòü (1.23) ìîæíà
ïðîäîâæèòè ó âèãëÿäi

r2 − r1 = l.c.(a,b) + l.c.(c,d) = l.c.(a,b).

ßêùî (r2 − r1) ̸= l.c.(a,b), òî îñòàííÿ ðiâíiñòü ¹ ñóïåðå÷ëèâîþ. À çíà÷èòü,
ïëîùèíè íå ìàþòü ñïiëüíèõ òî÷îê, òîáòî Π1 ∥ Π2.

ßêùî æ (r2 − r1) = l.c.(a,b), òî r2 = r1 + l.c.(a,b). Óìîâè c = l.c.(a,b),d =
l.c.(a,b) îçíà÷àþòü, ùî c ∈ Lin(a,b) i d ∈ Lin(a,b). Òîäi ðiâíÿííÿ ïëîùèíè
Π2 ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

Π2 : r = r1 + l.c.(a,b) + Lin(a,b) = r1 + Lin(a,b),

ùî çáiãà¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿì ïëîùèíè Π1, òîáòî Π1 = Π2.
(á) Ïðèïóñòèìî, ùî c ̸= l.c.(a,b). Òîäi a,b, c óòâîðþþòü áàçèñ ïðîñòîðó, à

çíà÷èòü,
d = l.c.(a,b, c), r2 − r1 = l.c.(a,b, c). (1.24)

Iç ïåðøîãî ðîçêëàäàííÿ (1.24) âèïëèâà¹, ùî

d+ l.c.(c) = l.c.(a,b).

Â ëiâié ÷àñòèíi îñòàííüî¨ ðiâíîñòi çíàõîäèòüñÿ âåêòîð ç Lin(c,d), à â ïðàâié �
âåêòîð ç Lin(a,b). Îòæå, âåêòîð

p = d+ l.c.(c) = l.c.(a,b)

íàëåæèòü i Lin(c,d), i Lin(a,b).
Iç äðóãîãî ðîçêëàäàííÿ (1.24) âèïëèâà¹, ùî

r2 + l.c.(c) = r1 + l.c.(a,b).

Òî÷êà
r0 = r2 + l.c.(c) = r1 + l.c.(a,b)

íàëåæèòü îáîì ïëîùèíàì, à òîìó ïðÿìà

l : r = r0 + θp

òàêîæ íàëåæèòü i Π1, îñêiëüêè p ∈ Lin(a,b), i Π2, îñêiëüêè p ∈ Lin(c,d).
Îòæå, l = Π1 ∩ Π2.

Îáåðíåíi òâåðäæåííÿ òðèâiàëüíi.
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35. Íåõàé îäíà ç ïëîùèí çàäàíà ñêàëÿðíèìè ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè

Π1 :


x = x0 + uax + vbx,
y = y0 + uay + vby,
z = x0 + uaz + vbz,

à iíøà � çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì

Π2 : Ax+By + Cz +D = 0.

Äîâåñòè, ùî â òàêîìó ðàçi

� Π1 ∥ Π2 ⇔


Aax +Bay + Caz = 0,
Abx +Bby + Cbz = 0,

Ax0 +By0 + Cz0 +D ̸= 0;

� Π1 = Π2 ⇔


Aax +Bay + Caz = 0,
Abx +Bby + Cbz = 0,

Ax0 +By0 + Cz0 +D = 0;

� Π1 ∩ Π2 = l ⇔ Aax +Bay + Caz ̸= 0 àáî Abx +Bby + Cbz ̸= 0.

Ïiäêàçêà. Ïiäñòàâèòè êîîðäèíàòè òî÷îê ïëîùèíè Π1 â ðiâíÿííÿ ïëîùèíè
Π2 i ïðîàíàëiçóâàòè êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ îòðèìàíîãî ðiâíÿííÿ âiäíîñíî ïàðàìå-
òðiâ (u, v).

36. Íåõàé îáèäâi ïëîùèíè çàäàíi çàãàëüíèìè ðiâíÿííÿìè

Π1 : A1x+B1y + C1z +D1 = 0, Π2 : A2x+B2y + C2z +D2 = 0.

Äîâåñòè, ùî â òàêîìó ðàçi

� Π1 ∥ Π2 ⇔ A1

A2
= B1

B2
= C1

C2
̸= D1

D2
,

� Π1 = Π2 ⇔ A1

A2
= B1

B2
= C1

C2
= D1

D2
,

� Π1 ∩ Π2 = l ⇔ N1 = {A1, B1, B2} ∦ N2 = {A2, B2, C2}.

Ïiäêàçêà. Ðîçãëÿíóòè çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ñïiëüíèõ òî÷îê ïëîùèí Π1 i Π2

òà ïðîàíàëiçóâàòè êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ.

Iç âïðàâè 36 âèïëèâà¹, ùî ïðÿìà â ïðîñòîði ìîæå áóòè çàäàíà ÿê ïåðåòèí
äâîõ ïëîùèí

l :

{
A1x+B1y + C1z +D1 = 0,
A2x+B2y + C2z +D2 = 0

(1.25)

çà óìîâè, ùî N1 = {A1, B1, C1} ∦ N2 = {A2, B2, C2}. Ðiâíÿííÿ (1.25) íàçèâà¹-
òüñÿ çàãàëüíèì àáî íåÿâíèì ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨ â ïðîñòîði.
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37. Ïîêàçàòè, ùî â ÿêîñòi íàïðÿìíîãî âåêòîðà ïðÿìî¨ (1.25) ìîæíà âçÿòè
âåêòîð

a =

{∣∣∣∣ B1 C1

B2 C2

∣∣∣∣ ,− ∣∣∣∣ A1 C1

A2 C2

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣} .
1.3.6 Ïîçèöiéíà çàäà÷à ¾ïðÿìà � ïðÿìà¿

Ç åëåìåíòàðíî¨ ãåîìåòði¨ âiäîìî, ùî äâi ïðÿìi â ïðîñòîði ìîæóòü ìàòè ÷îòèðè
ìîæëèâi ñïîñîáè âçà¹ìíîãî ðîçòàøóâàííÿ: ïðÿìi ïàðàëåëüíi, çáiãàþòüñÿ, ìèìî-
áiæíi àáî ïåðåòèíàþòüñÿ. Ïðÿìi â ïðîñòîði íàçèâàþòüñÿ ïàðàëåëüíèìè, ÿêùî
âîíè ðîçòàøîâàíi â îäíié ïëîùèíi i íå ìàþòü ñïiëüíèõ òî÷îê. Ïðÿìi â ïðîñòîði
íàçèâàþòüñÿ ìèìîáiæíèìè, ÿêùî âîíè íå ìàþòü ñïiëüíèõ òî÷îê i íå ïàðàëåëü-
íi.

38. Íåõàé ïðÿìi çàäàíî âåêòîðíèìè ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè

l1 : r = r1 + ta, l2 : r = r2 + θb.

Äîâåñòè, ùî â òàêîìó ðàçi

� l1 ∥ l2 ⇔ b ∥ a, (r2 − r1) ∦ a;

� l1 = l2 ⇔ b ∥ a, (r2 − r1) ∥ a;

� l1 i l2 ìèìîáiæíi ⇔ b ∦ a, (r2 − r1) ̸= l.c.(a,b);

� l1 ∩ l2 = {·} ⇔ b ∦ a, (r2 − r1) = l.c.(a,b),

äå l.c.(a,b) îçíà÷à¹ ëiíiéíó êîìáiíàöiþ âåêòîðiâ a i b.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïðÿìi l1 i l2 ìîæóòü ìàòè ñïiëüíó òî÷êó çà óìîâè iñíóâàííÿ
òàêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ t i θ, ùî

r2 + θb = r1 + ta,

òîáòî çà óìîâè
r2 − r1 = l.c.(a,b). (1.26)

� Ïðèïóñòèìî, ùî a ∥ b (òîáòî a i b ëiíiéíî çàëåæíi). Òîäi b = λa, i óìîâà
(1.26) çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

r2 − r1 = l.c.(a). (1.27)

ßêùî (r2 − r1) ∥ a, òî óìîâà (1.27) ¹ ðiâíÿííÿì, ç ÿêîãî r2 = r1 + l.c.(a).
Òîæ ðiâíÿííÿ ïðÿìèõ íàáóäå âèãëÿäó

l1 : r = r1 + ta, l2 : r = r1 + l.c.(a) + λθa = r1 + l.c.(a),

i çíà÷èòü, l1 = l2.
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ßêùî (r2 − r1) ∦ a, òî óìîâà (1.27) ¹ ñóïåðå÷ëèâîþ, à çíà÷èòü, l1 ∩ l2 = ∅.
Ïîêàæåìî, ùî ïðÿìi â òàêîìó âèïàäêó ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi. Äiéñíî,
ïëîùèíà

Π : r = r1 + u(r2 − r1) + va

ìiñòèòü ïðÿìó u = 0, ùî çáiãà¹òüñÿ ç ïðÿìîþ l1, i ïðÿìó u = 1, ùî çáiãà¹-
òüñÿ ç ïðÿìîþ l2.

� Ïðèïóñòèìî, ùî a ∦ b. ßêùî (r2 − r1) ̸= l.c.(a,b), òî óìîâà (1.26) ¹ ñóïå-
ðå÷ëèâîþ, i çíà÷èòü, l1 ∩ l2 = ∅. Ïîêàæåìî, ùî ïðÿìi â òàêîìó âèïàäêó
ëåæàòü â ïàðàëåëüíèõ ïëîùèíàõ. Äiéñíî, ïëîùèíà

Π1 : r = r1 + ta+ vb

ìiñòèòü ïðÿìó v = 0, ùî çáiãà¹òüñÿ ç ïðÿìîþ l1, à ïëîùèíà

Π2 : r = r2 + ua+ θb

ìiñòèòü ïðÿìó u = 0, ùî çáiãà¹òüñÿ ç ïðÿìîþ l2. Ïðè öüîìó Π1 ∥ Π2 i
Π1 ̸= Π2. Îòæå, ïðÿìi l1 i l2 ìèìîáiæíi.

ßêùî æ (r2−r1) = l.c.(a,b), òî óìîâà (1.26) ñòà¹ ðiâíÿííÿì, ç ÿêîãî ìîæíà
çíàéòè

r2 = r1 + λa+ µb.

Ïëîùèíà
Π : r = r2 + ua+ vb

ìiñòèòü ïðÿìó v = 0, ùî çáiãà¹òüñÿ ç ïðÿìîþ l2. Ç iíøîãî áîêó, öÿ æ
ïëîùèíà çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

Π : r = r1 + λa+ µb+ ua+ vb = r1 + (λ+ u)a+ (µ+ v)b

i ìiñòèòü ïðÿìó v = −µ, ùî çáiãà¹òüñÿ ç ïðÿìîþ l1. Îòæå, l1 ⊂ Π, l2 ⊂ Π i
l1 ∦ l2, à çíà÷èòü, l1 ∩ l2 = {·}.
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Ðîçäië 2

Ìåòðè÷íà àíàëiòè÷íà ãåîìåòðiÿ

Âåêòîðíèé ïðîñòið ç âèçíà÷åíèì íà íüîìó ñêàëÿðíèì äîáóòêîì íàçèâà¹òüñÿ åâ-
êëiäîâèì. Íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði ãåîìåòðè÷íèõ âåêòîðiâ ñêàëÿðíèé äîáóòîê
äâîõ âåêòîðiâ âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê äîáóòîê ¨õ äîâæèí íà êîñèíóñ êóòà ìiæ íèìè.
Çà äîïîìîãîþ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó ðîçâ'ÿçàííÿ ïîçèöiéíèõ çàäà÷ ñóòò¹âî ñïðî-
ùó¹òüñÿ, âèçíà÷àþòüñÿ îïåðàöi¨ âåêòîðíîãî òà ìiøàíîãî äîáóòêiâ, ïîäâiéíîãî
âåêòîðíîãî äîáóòêó òà ií. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê ëåæèòü â îñíîâi ñïîñîáó âèìiðó
âiäñòàíi ìiæ òî÷êàìè, âiäñòàíi âiä òî÷êè äî ïðÿìî¨ i ïëîùèíè, êóòiâ ìiæ ïðÿ-
ìèìè, ïëîùèíàìè òà ¨õ êîìáiíàöiÿìè, îá'¹ìiâ ôiãóð. Òîæ íàÿâíiñòü ñêàëÿðíîãî
äîáóòêó âèçíà÷à¹ òàê çâàíó ìåòðè÷íó ñòðóêòóðó.

2.1 Ñêàëÿðíèé äîáóòîê ãåîìåòðè÷íèõ âåêòîðiâ

Íåõàé äàíî äâà íåíóëüîâi âåêòîðè a i b. Âiäêëàäåìî ¨õ âiä îäíi¹¨ òî÷êè O i
ïðåäñòàâèìî ¨õ ñïðÿìîâàíèìè âiäðiçêàìè

a =
−−→
OM, b =

−−→
ON.

Äâà ïðîìåíi ray(
−−→
OM) i ray(

−−→
ON) âèçíà÷àþòü äâà êóòè, ìåíøèé ç ÿêèõ íàçèâà-

¹òüñÿ êóòîì ìiæ âåêòîðàìè a i b. Ïîçíà÷èìî öåé êóò ÿê âb.
Ñêàëÿðíèì äîáóòêîì âåêòîðiâ a i b íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî, ùî äîðiâíþ¹ äîáóòêó

äîâæèí öèõ âåêòîðiâ íà êîñèíóñ êóòà ìiæ íèìè. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê áóäåìî
ïîçíà÷àòè êóòîâèìè äóæêàìè ⟨·, ·⟩. Çà îçíà÷åííÿì,

⟨a,b⟩ = |a||b| cos(âb).
Âiññþ íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìà ç îáðàíèì íà íié íàïðÿìêîì. Íàïðÿìîê ïðÿìî¨ âèçíà-
÷à¹òüñÿ áóäü-ÿêèì âåêòîðîì, ùî êîëiíåàðíèé äî íå¨. Îäèíè÷íèé âåêòîð (òîáòî
âåêòîð îäèíè÷íî¨ äîâæèíè)

ea =
a

|a|
⇈ a

íàçèâà¹òüñÿ îðòîì âåêòîðà a. Íåõàé l � âiñü, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ îðòîì ea. Îð-
òîãîíàëüíîþ ïðî¹êöi¹þ òî÷êè A íà âiñü l íàçèâà¹òüñÿ îñíîâà ïåðïåíäèêóëÿðà,

29



30 ÐÎÇÄIË 2. ÌÅÒÐÈ×ÍÀ ÀÍÀËIÒÈ×ÍÀ ÃÅÎÌÅÒÐIß

îïóùåíîãî ç òî÷êè A íà ïðÿìó l. Ïîçíà÷èìî ¨¨ ÿê A1. Àëãåáðà¨÷íîþ îðòîãî-
íàëüíîþ ïðî¹êöi¹þ ñïðÿìîâàíîãî âiäðiçêà

−→
AB íà âiñü l íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî

Πl(
−→
AB) =


|
−−−→
A1B1| ÿêùî

−−−→
A1B1 ⇈ ea;

−|
−−−→
A1B1| ÿêùî

−−−→
A1B1 ↑↓ ea;

0 ÿêùî
−−−→
A1B1 = 0.

Iç îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî Πl(
−→
AB) = |

−→
AB| cos(

−→
AB ̂ea). Àëãåáðà¨÷íîþ îðòî-

ãîíàëüíîþ ïðî¹êöi¹þ âåêòîðà b íà âiñü l íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íà ïðî¹êöiÿ
áóäü-ÿêîãî ñïðÿìîâàíîãî âiäðiçêà, ùî éîãî ïðåäñòàâëÿ¹. Iç òàêîãî îçíà÷åííÿ
âèïëèâà¹, ùî

Πlb = |b| cos(b̂ea) = ⟨b, ea⟩.
Îðòîãîíàëüíîþ âåêòîðíîþ ïðî¹êöi¹þ âåêòîðà b íà âiñü l íàçèâà¹òüñÿ âåêòîð

−−−→
Ïðl b = ⟨b, ea⟩ ea.

39. Cêàëÿðíå ìíîæåííÿ ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

� ⟨a, a⟩ = |a|2 ≥ 0, ïðè÷îìó ⟨a, a⟩ = 0 ⇔ a = 0 (äîäàòíà âèçíà÷åíiñòü);

� ⟨a,b⟩ = ⟨b, a⟩ (ñèìåòðè÷íiñòü);

� ⟨λa,b⟩ = λ⟨a,b⟩ (îäíîðiäíiñòü);

� ⟨a+ c,b⟩ = ⟨a,b⟩+ ⟨c,b⟩ (äèñòðèáóòèâíiñòü).

Ðîçâ'ÿçîê. Ïåðøi òðè âëàñòèâîñòi ìàéæå î÷åâèäíi. Ïåðåâiðèìî äèñòðèáó-
òèâíiñòü. Íåõàé b, c äîâiëüíi âåêòîðè íà ïëîùèíi àáî â ïðîñòîði. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç

−→
AB i

−−→
BC ñïðÿìîâàíi âiäðiçêè, ùî ïðåäñòàâëÿþòü âåêòîðè a i b. Òîäi

ñïðÿìîâàíèé âiäðiçîê
−→
AC ïðåäñòàâëÿ¹ âåêòîð b + c. Ïåðåõîäÿ÷è äî ïðî¹êöié,

ìà¹ìî
−−−→
A1B1 +

−−−→
B1C1 =

−−−→
A1C1, òîáòî

−−−→
Ïðl b+

−−−→
Ïðl c =

−−−−−−−→
Ïðl (b+ c).

Òàêèì ÷èíîì,
⟨b, ea⟩ea + ⟨c, ea⟩ea = ⟨b+ c, ea⟩ ea,

àáî (
⟨b, ea⟩+ ⟨c, ea⟩

)
ea = ⟨b+ c, ea⟩ ea.

Çâiäñè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü〈
b,

a

|a|

〉
+
〈
c,

a

|a|

〉
=
〈
b+ c,

a

|a|

〉
.

Çà îäíîðiäíiñòþ, ìíîæíèê 1
|a| ç êîæíîãî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó ìîæíà âèíåñòè i

ñêîðîòèòè íà íüîãî. Â ðåçóëüòàòi ïðèõîäèìî äî ðiâíîñòi

⟨b, a⟩+ ⟨c, a⟩ = ⟨b+ c, a⟩,
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ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Îäíîðiäíiñòü i äèñòðèáóòèâíiñòü ñêàëÿðíîãî äîáóòêó îá'¹äíóþòüñÿ òåðìiíîì
ëiíiéíiñòü. Iç ñèìåòðè÷íîñòi ñêàëÿðíîãî äîáóòêó âèïëèâà¹ ëiíiéíiñòü éîãî çà
îáîìà àðãóìåíòàìè. Òàêà âëàñòèâiñòü îá'¹äíó¹òüñÿ òåðìiíîì áiëiíiéíiñòü.

Âëàñòèâîñòi ñêàëÿðíîãî ìíîæåííÿ ìîæíà àêñiîìàòèçóâàòè i ââåñòè ïîíÿòòÿ
ñêàëÿðíîãî ìíîæåííÿ â äîâiëüíîìó äiéñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði ÿê îïåðàöiþ,
ùî ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

� ⟨a, a⟩ = |a|2 ≥ 0, ïðè÷îìó ⟨a, a⟩ = 0 ⇔ a = 0;

� ⟨a,b⟩ = ⟨b, a⟩;

� ⟨λa,b⟩ = λ⟨a,b⟩;

� ⟨a+ c,b⟩ = ⟨a,b⟩+ ⟨c,b⟩.

Äâà âåêòîðè a i b íàçèâàþòüñÿ îðòîãîíàëüíèìè, ÿêùî ¨õ ñêàëÿðíèé äîáóòîê
⟨a,b⟩ = 0. Êóò ìiæ íåíóëüîâèìè îðòîãîíàëüíèìè âåêòîðàìè äîðiâíþ¹ π/2.
Íóëüîâèé âåêòîð îðòîãîíàëüíèé äî áóäü-ÿêîãî.

Áàçèñ åâêëiäîâà ïðîñòîðó íàçèâà¹òüñÿ îðòîíîðìîâàíèì, ÿêùî âií ñêëàäà-
¹òüñÿ ç îäèíè÷íèõ âçà¹ìíî îðòîãîíàëüíèõ âåêòîðiâ. ßêùî ñèñòåìà êîîðäèíàò
ïîáóäîâàíà íà îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi, òî òàêà ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçèâà¹òüñÿ
äåêàðòîâîþ ïðÿìîêóòíîþ ñèñòåìîþ êîîðäèíàò. Êîîðäèíàòè òî÷îê (x, y, z)
âiäíîñíî òàêî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò â E3 íàçèâàþòüñÿ äåêàðòîâèìè ïðÿìîêóòíè-
ìè êîîðäèíàòàìè. ×àñòî îðòè äåêàðòîâî¨ ïðÿìîêóòíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò
ïîçíà÷àþòü ÷åðåç i, j,k. Ðîçêëàäàííÿ âåêòîðiâ çà áàçèñîì i, j,k çàïèñóþòü ÿê

a = axi+ ayj+ azk.

ßêùî ñèñòåìà êîîðäèíàò äåêàðòîâà ïðÿìîêóòíà, òî

⟨a,b⟩ = axbx + axbx, |a| =
√
a2x + a2y

äëÿ âåêòîðiâ íà ïëîùèíi i

⟨a,b⟩ = axbx + ayby + azbz, |a| =
√
a2x + ay)2 + a2z

äëÿ âåêòîðiâ ó ïðîñòîði.

2.2 Îði¹íòàöiÿ

Áàçèñ âåêòîðiâ íà ïðÿìié ñêëàäà¹òüñÿ ç áóäü-ÿêîãî âåêòîðà e ̸= 0. Ãîâîðÿòü,
ùî äâà áàçèñè e i f íà ïðÿìié îði¹íòîâàíi îäíàêîâî, ÿêùî f = λe (λ > 0),
i ïðîòèëåæíî, ÿêùî f = λe (λ < 0). Âiäíîøåííÿ îäíàêîâî¨ îði¹íòîâàíîñòi
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¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi. Òîæ íà ïðÿìié iñíó¹ ðiâíî 2 êëàñè îäíàêîâî
îði¹íòîâàíèõ áàçèñiâ. Îäíîìó ç íèõ ïðèïèñó¹òüñÿ äîäàòíà îði¹íòàöiÿ (+), à
iíøîìó � âiä'¹ìíà (−).

Íåõàé e1, e2 áàçèñ âåêòîðiâ íà ïëîùèíi. Ïðèïóñòèìî, ùî f1, f2 iíøèé áàçèñ
âåêòîðiâ òi¹¨ æ ïëîùèíè. Ðîçêëàäåìî âåêòîðè f1, f2 çà áàçèñîì e1, e2{

f1 = c11e1 + c21e2,
f2 = c12e1 + c22e2.

(2.1)

Ìàòðèöÿ

C2×2 =

(
c11 c12
c21 c22

)
íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó e1, e2) äî áàçèñó f1, f2.

40. Âåêòîðè f1, f2 ëiíiéíî íåçàëåæíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè detC ̸= 0.

Íåõàé e1, e2, e3 áàçèñ âåêòîðiâ ó ïðîñòîði. Ïðèïóñòèìî, ùî f1, f2, f3 � iíøèé
áàçèñ âåêòîðiâ ïðîñòîðó. Ðîçêëàäåìî âåêòîðè f1, f2, f3 çà áàçèñîì e1, e2, e3

f1 = c11e1 + c21e2 + c31e3,

f2 = c12e1 + c22e2 + c32e3,

f3 = c13e1 + c23e2 + c33e3.

(2.2)

Ìàòðèöÿ

C3×3 =


c11 c12 c13

c21 c22 c23

c31 c32 c33


íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó e1, e2, e3 äî áàçèñó f1, f2, f3.

41. Âåêòîðè f1, f2, f3 ëiíiéíî íåçàëåæíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè detC ̸= 0.

Ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìîêóòíîþ, ÿêùî âîíà ñêëàäà¹òüñÿ ç n ðÿäêiâ i
k ñòîâï÷èêiâ. ßêùî n = k, òî ìàòðèöÿ íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòíîþ. ßêùî n = 1,
òî ìàòðèöÿ íàçèâà¹òüñÿ ðÿäêîì. ßêùî k = 1, òî ìàòðèöÿ íàçèâà¹òüñÿ ñòîâï÷è-
êîì. ßêùî ðîçìið ìàòðèöi A âàæëèâèé, òî âèêîðèñòîâóþòü ïîçíà÷åííÿ An×k.
Åëåìåíòè ðÿäêà iíäåêñóþòüñÿ âåðõíiì iíäåêñîì, à åëåìåíòè ñòîâï÷èêà iíäåêñó-
þòüñÿ íèæíiì iíäåêñîì. Íàïðèêëàä,

A1×3 =
(
a1 a2 a3

)
, B3×1 =

 b1
b2
b3

 .
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Äîáóòêîì ðÿäêà A1×k íà ñòîâï÷èê Bk×1 íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî c =
∑k

s=1 a
sbs.

Íàïðèêëàä, (
a1 a2 a3

) b1
b2
b3

 = a1b1 + a2b2 + a3b3.

Äîáóòêîì ìàòðèöü An×k i Bk×m íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ Cn×m, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç
ïîïàðíèõ äîáóòêiâ ðÿäêiâ ìàòðèöi A íà ñòîâï÷èêè ìàòðèöi B. À ñàìå,

cij =
k∑

s=1

asib
j
s.

Íàïðèêëàä, (
1 2
3 4

)(
5 6
7 8

)
=

(
19 22
43 50

)
,

(
1 2

)( 3 4
5 6

)
=
(
13 16

)
.

Çàäà÷i 42 � 45 ìàþòü äîâiäêîâèé õàðàêòåð.

42. Îïåðàöiÿ îá÷èñëåííÿ äîáóòêó êâàäðàòíèõ ìàòðèöü óçãîäæåíà ç îïåðàöi¹þ
îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêiâ |AB| = |A| |B|.

Íàïðèêëàä, ∣∣∣∣ 19 22
43 50

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1 2
3 4

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ 5 6
7 8

∣∣∣∣ = (−2)(−2) = 4.

Ñèìâîëîì Êðîíåêåðà íàçèâà¹òüñÿ ñèìâîë

δij =

{
1, ÿêùî i = j;
0, ÿêùî i ̸= j.

Ìàòðèöÿ E ç åëåìåíòàìè δij íàçèâà¹òüñÿ îäèíè÷íîþ. Íàïðèêëàä,

E2×2 =

(
1 0
0 1

)
, E3×3 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

43. AE = EA = A äëÿ áóäü-ÿêî¨ êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi A i âiäïîâiäíî¨ çà ðîçìi-
ðîì ìàòðèöi E.

Ìàòðèöÿ B íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíîþ äëÿ êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi A, ÿêùî AB =
BA = E. Ìàòðèöÿ, îáåðíåíà äî ìàòðèöi A, ïîçíà÷à¹òüñÿ A−1. Òàêèì ÷èíîì,

AA−1 = A−1A = E.

Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíîþ, ÿêùî ¨¨ âèçíà÷íèê |A| ≠ 0.
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44. Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A ìà¹ ¹äèíó îáåðíåíó òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà
íåâèðîäæåíà. Âèçíà÷íèê îáåðíåíî¨ ìàòðèöi îáåðíåíèé äî âèçíà÷íèêà ìàòðè-
öi, òîáòî |A−1| = |A|−1.

45. Îïåðàöiÿ îá÷èñëåííÿ äîáóòêó ìàòðèöü àñîöiàòèâíà A(BC) = (AB)C,
îäíîðiäíà (λA)B = λ(AB) = A(λB), äèñòðèáóòèâíà (A + C)B = AB + CB,
àëå â çàãàëüíîìó âèïàäêó íå êîìóòàòèâíà AB ̸= BA.

Ç âèêîðèñòàííÿì ìàòðè÷íîãî äîáóòêó ïåðåòâîðåííÿ áàçèñiâ (2.1) òà (2.2) ìî-
æíà ïîäàòè â ¹äèíèé ñïîñiá

(f) = (e)C (detC ̸= 0), (2.3)

äå (e) i (f) ðÿäêè, ñêëàäåíi ç âiäïîâiäíèõ áàçèñíèõ âåêòîðiâ, à C � ìàòðèöÿ ïå-
ðåõîäó. Ìàòðè÷íèé ñïîñiá çàïèñó ïåðåòâîðåííÿ áàçèñiâ íå çàëåæèòü âiä êiëü-
êîñòi åëåìåíòiâ áàçèñó, òîáòî âiä âèìiðíîñòi âåêòîðíîãî ïðîñòîðó.

Äâà áàçèñè (e) i (f) íàçèâàþòüñÿ îði¹íòîâàíèìè îäíàêîâî, ÿêùî ó ïåðåòâî-
ðåííi (2.3) detC > 0, i ïðîòèëåæíî, ÿêùî detC < 0.

46. Âiäíîøåííÿ îäíàêîâî¨ îði¹íòîâàíîñòi áàçèñiâ ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåí-
òíîñòi.

Ïiäêàçêà. (e) = (e)E, (f) = (e)C ⇒ (e) = (f)C−1, (f) = (e)C, (g) =
(f)D ⇒ (g) = (e)(CD).

Òîæ íà ïëîùèíi i â ïðîñòîði (à òàêîæ â äîâiëüíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði)
iñíó¹ ðiâíî 2 êëàñè îäíàêîâî îði¹íòîâàíèõ áàçèñiâ. Îäíîìó ç íèõ ïðèïèñó¹òüñÿ
äîäàòíà îði¹íòàöiÿ (+), à iíøîìó � âiä'¹ìíà (−).

47. Ïàðíà ïåðåñòàíîâêà âåêòîðiâ áàçèñó íå çìiíþ¹ îði¹íòàöiþ, íåïàðíà � çìi-
íþ¹ íà ïðîòèëåæíó.

Íàïðèêëàä, áàçèñè e1, e2, e3 i e2, e1, e3 îði¹íòîâàíi ïðîòèëåæíî.

2.3 Âåêòîðíèé, ïîäâiéíèé âåêòîðíèé i ìiøàíèé äîáóòêè

2.3.1 Âåêòîðíèé i ïîäâiéíèé âåêòîðíi äîáóòêè

Ïðèïèøåìî òðiéöi îðòiâ äåêàðòîâî¨ ïðÿìîêóòíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò i, j,k, âçÿ-
òèõ ñàìå â òàêîìó ïîðÿäêó, îði¹íòàöiþ (+).

Íåõàé a, b � äâà âåêòîðè â E3. Âåêòîð c íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðíèì äîáóòêîì
âåêòîðiâ a i b, ÿêùî

� c ⊥ a, c ⊥ b;

� |c| = |a||b| sin (âb);
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� óïîðÿäêîâàíà òðiéêà âåêòîðiâ a, b, c äîäàòíî îði¹íòîâàíà.

Äëÿ âåêòîðíîãî äîáóòêó âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïîçíà÷åííÿ [a,b] àáî a× b.

48. ßêùî âåêòîðè a = {ax, ay, az} i b = {bx, by, bz} çàäàíî êîîðäèíàòàìè âiä-
íîñíî (äîâiëüíîãî) îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó, òî

[a,b] =

{ ∣∣∣∣ ay az
by bz

∣∣∣∣ , − ∣∣∣∣ ax az
bx bz

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ ax ay
bx by

∣∣∣∣ } . (2.4)

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé c = {x, y, z} � êîîðäèíàòè øóêàíîãî âåêòîðà. Òîäi çà óìî-
âè îðòîíîðìîâàíîñòi áàçèñó ç ïåðøî¨ âëàñòèâîñòi âåêòîðíîãî äîáóòêó âèïëèâà¹,
ùî {

xax + yay + zaz = 0
xbx + yby + zbz = 0

.

Ïîçíà÷èìî

∆x =

∣∣∣∣ ay az
by bz

∣∣∣∣ , ∆y =

∣∣∣∣ ax az
bx bz

∣∣∣∣ , ∆z =

∣∣∣∣ ax ay
bx by

∣∣∣∣ .
Ïðèïóñòèìî, ùî a ∦ b. Òîäi õî÷à á îäèí ç âèïèñàíèõ âèçíà÷íèêiâ íå äîðiâíþ¹
íóëþ. Íåõàé, íàïðèêëàä, ∆z ̸= 0.

Ñèñòåìó ðiâíÿíü {
xax + yay = −zaz
xbx + yby = −zbz

ðîçâ'ÿæåìî çà ïðàâèëîì Êðàìåðà (1.13)

x =

∣∣∣∣ −zaz ay
−zbz by

∣∣∣∣
∆z

= z
∆x

∆z
, y =

∣∣∣∣ ax −zaz
bx −zbz

∣∣∣∣
∆z

= z
−∆x

∆z
.

Ïîêëàäåìî z = λ∆z. Òîäi ìè ìîæåìî çàïèñàòè

x = λ∆x, y = −λ∆y, z = λ∆z.

Iíàêøå êàæó÷è, óìîâàì c ⊥ a, c ⊥ b çàäîâîëüíÿ¹ âåêòîð

c = λ{∆x,∆y,∆z}

ç äîâiëüíèì ïàðàìåòðîì λ. Ïðè öüîìó |c|2 = λ2(∆2
x +∆2

y +∆2
z).

Ç äðóãî¨ âëàñòèâîñòi âåêòîðà c ìà¹ìî

|c|2 = |a|2|b|2 sin2 (âb) = |a|2|b|2(1− cos2 (âb)) =
|a|2|b|2 − |a|2|b|2 cos2 (âb) = |a|2|b|2 − ⟨a,b⟩2 =

(a2x + a2y + a2z)(b
2
x + b2y + b2z)− (axbx + ayby + azbz)

2 =

(aybz − azby)
2 + (axbz − azbx)

2 + (axby − aybx)
2 = ∆2

x +∆2
y +∆2

z.
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Îòæå, λ = ±1.
Îði¹íòàöi¨ òðiéîê âåêòîðiâ a,b, c i c, a,b îäíàêîâi. Îði¹íòàöiÿ òðiéêè c, a,b

âèçíà÷à¹òüñÿ âèçíà÷íèêîì∣∣∣∣∣∣
λ∆x −λ∆y λ∆z

ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣ = λ(∆2
x +∆2

y +∆2
z)

i áóäå äîäàòíîþ ëèøå çà óìîâè λ = +1.
ßêùî a ∥ b, òî sin (âb) = 0 i ç îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî c = 0. Àëå â öüîìó

âèïàäêó∆x = ∆y = ∆z = 0 i ç ôîðìóëè (2.4) òàêîæ âèïëèâà¹, ùî c = [a,b] = 0.

49. Âåêòîðíèé äîáóòîê ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

� [a,b] = −[b, a] � àíòèêîìóòàòèâíiñòü;

� [λa,b] = λ[a,b] � îäíîðiäíiñòü;

� [a+ b,d] = [a,d] + [b,d] � äèñòðèáóòèâíiñòü.

Ïiäêàçêà. Ëåãêî ïåðåâiðÿþòüñÿ ç êîîðäèíàòíîãî âèðàçó (2.4).

50. (Îçíàêà êîëiíåàðíîñòi âåêòîðiâ) Âåêòîðè a i b êîëiíåàðíi (a ∥ b)
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè [a,b] = 0.

Ïàðàëåëîãðàìîì ç âåðøèíîþ â òî÷öi A ∈ E3, ùî óòâîðåíèé âåêòîðàìè a,b,
íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà òî÷îê

P (a,b) = {M(r) ∈ E3 : r = λa+ µb, 0 ≤ λ, µ ≤ 1},

çà óìîâè, ùî âåêòîðè a i b âiäêëàäåíi âiä òî÷êè A.

51. Ïëîùà S ïàðàëåëîãðàìà, ùî óòâîðþ¹òüñÿ âåêòîðàìè a i b, âiäêëàäåíèìè
âiä ñïiëüíî¨ òî÷êè, ìîæå áóòè îá÷èñëåíà çà ôîðìóëîþ

S = |[a,b]| =
√
|a|2|b|2 − ⟨a,b⟩2. (2.5)

Ôîðìóëi (2.5) ìîæíà íàäàòè âèãëÿä

S2 =

∣∣∣∣ ⟨a, a⟩ ⟨a,b⟩
⟨b, a⟩ ⟨b,b⟩

∣∣∣∣ .
Ìàòðèöÿ ïiä âèçíà÷íèêîì íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ Ãðàìà ïàðè âåêòîðiâ a i b.

52. ßêùî a = {ax, ay}, b = {bx, by}, òî ïëîùà ïàðàëåëîãðàìà, ùî óòâîðþ¹òüñÿ
âåêòîðàìè a i b, âiäêëàäåíèìè âiä ñïiëüíî¨ òî÷êè, ìîæå áóòè îá÷èñëåíà çà

ôîðìóëîþ S2 =

∣∣∣∣ ax bx
ay by

∣∣∣∣2 .
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Ïiäêàçêà. Ðîçïèñàòè ôîðìóëó (2.5) ÷åðåç êîîðäèíàòè âåêòîðiâ.

Iç ðîçêëàäàííÿ a = axi + ayj, b = bxi + byj âèïëèâà¹, ùî ìàòðèöÿ C =(
ax bx
ay by

)
¹ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó i, j äî âåêòîðiâ a,b. ßêùî

∣∣∣∣ ax bx
ay by

∣∣∣∣ >
0, òî âåêòîðè a i b óòâîðþþòü äîäàòíî îði¹íòîâàíèé áàçèñ ïëîùèíè. ßêùî æ∣∣∣∣ ax bx
ay by

∣∣∣∣ < 0, òî âåêòîðè a i b óòâîðþþòü âiä'¹ìíî îði¹íòîâàíèé áàçèñ ïëîùèíè.

Òîìó âåëè÷èíà

S± =

∣∣∣∣ ax bx
ay by

∣∣∣∣
íàçèâà¹òüñÿ îði¹íòîâàíîþ ïëîùåþ ïàðàëåëîãðàìà, ùî óòâîðþ¹òüñÿ âåêòîðàìè
a i b.

Ïîäâiéíèì âåêòîðíèì äîáóòêîì âåêòîðiâ a, b i c íàçèâà¹òüñÿ âåêòîð
[
a, [b, c]

]
.

53. (Ôîðìóëà ðîçêðèòòÿ ïîäâiéíîãî âåêòîðíîãî äîáóòêó)[
a, [b, c]

]
= b⟨a, c⟩ − c⟨a,b⟩.

Ðîçâ'ÿçîê. Îáåðåìî ñèñòåìó êîîðäèíàò ó òàêèé ñïîñiá: âiñü Oz íàïðàâè-
ìî óçäîâæ c, âiñü Oy âiçüìåìî â ïëîùèíi âåêòîðiâ b i c, âiñü Ox íàïðàâèìî
ïåðïåíäèêóëÿðíî äî öi¹¨ ïëîùèíè. Òîäi âiäíîñíî îáðàíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò

a = {ax, ay, az}, b = {0, by, bz}, c = {0, 0, cz},

i ìè çíàõîäèìî

[b, c] =

{ ∣∣∣∣ by bz
0 cz

∣∣∣∣ ,− ∣∣∣∣ 0 bz
0 cz

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ 0 by
0 0

∣∣∣∣ } = {bycz, 0, 0},

[
a, [b, c]

]
=

{ ∣∣∣∣ ay az
0 0

∣∣∣∣ ,− ∣∣∣∣ ax az
bycz 0

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ ax ay
bycz 0

∣∣∣∣ } =
{
0, azbycz,−aybycz

}
.

Ç iíøîãî áîêó,

b⟨a, c⟩ = {0, azbycz, azbzcz}, c⟨a,b⟩ = {0, 0, aybycz + azbzcz},

à çíà÷èòü,
b⟨a, c⟩ − c⟨a,b⟩ = {0, azbycz,−aybycz}.

Ïîðiâíþþ÷è îá÷èñëåííÿ, îäåðæó¹ìî íåîáõiäíèé ðåçóëüòàò.

54. Ïåðåâiðèòè, ùî

�

[
a, [b, c]

]
+
[
b, [c, a]

]
+
[
c, [a,b]

]
= 0 (òîòîæíiñòü ßêîái);

� ⟨[a,b], [c,d]⟩ =
∣∣∣∣ ⟨a, c⟩ ⟨a,d⟩
⟨b, c⟩ ⟨b,d⟩

∣∣∣∣ (òîòîæíiñòü Ëàïëàñà).
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2.3.2 Ìiøàíèé äîáóòîê âåêòîðiâ

Íåõàé a,b, c � òðè âåêòîðè â E3. Òîäi äîáóòîê ⟨a, [b, c]⟩ íàçèâà¹òüñÿ ìiøàíèì
äîáóòêîì òðüîõ âåêòîðiâ.

55. Íåõàé âåêòîðè a = {ax, ay, az}, b = {bx, by, bz} i c = {cx, cy, cz} çàäàíi
ñâî¨ìè êîîðäèíàòàìè âiäíîñíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó. Òîäi

⟨a, [b, c]⟩ =

∣∣∣∣∣∣
ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣ .
Ðîçâ'ÿçîê. Äiéñíî,

[b, c] =

{ ∣∣∣∣ by bz
cy cz

∣∣∣∣ ,− ∣∣∣∣ bx bz
cx cz

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ bx by
cx cy

∣∣∣∣ } ,
⟨a, [b, c]⟩ =

ax

∣∣∣∣ by bz
cy cz

∣∣∣∣− ay

∣∣∣∣ bx bz
cx cz

∣∣∣∣+ az

∣∣∣∣ bx by
cx cy

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣ .
56. Ðîçìiùåííÿ ñèìâîëó âåêòîðíîãî äîáóòêó ìiæ âåêòîðàìè ó ìiøàíîìó äî-
áóòêó íåiñòîòíå, òîáòî ⟨a, [b, c]⟩ = ⟨[a,b], c⟩.

Ç îãëÿäó íà ðåçóëüòàò âïðàâè 56, äëÿ ìiøàíîãî äîáóòêó âæèâà¹òüñÿ ñïðî-
ùåíå ïîçíà÷åííÿ (a,b, c).

57. Ïåðåâiðòå, ùî

� ìiøàíèé äîáóòîê ëiíiéíèé çà êîæíèì çi ñïiâìíîæíèêiâ. Íàïðèêëàä,

(λa+ µb, c,d) = λ(a, c,d) + µ(b, c,d);

� ïàðíà êiëüêiñòü òðàíñïîçèöié ïàð âåêòîðiâ íå çìiíþ¹ ìiøàíîãî äóáóòêó;
ïðè íåïàðíié êiëüêîñòi òðàíñïîçèöié çíàê ìiøàíîãî äîáóòêó çìiíþ¹òüñÿ
íà ïðîòèëåæíèé. Íàïðèêëàä, (a,b, c) = −(b, a, c);

� (îçíàêà êîìïëàíàðíîñòi âåêòîðiâ) Òðè âåêòîðè a,b, c êîìïëàíàðíi
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

(a,b, c) = 0; (2.6)

� çâ'ÿæiòü âëàñòèâîñòi ìiøàíîãî äîáóòêó ç âëàñòèâîñòÿìè âèçíà÷íèêà
ìàòðèöi ðîçìiðîì 3× 3.

Ïàðàëåëåïiïåäîì ç âåðøèíîþ â òî÷öi A ∈ E3, ùî óòâîðåíèé âåêòîðàìè
a,b, c, íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà òî÷îê

P (a,b, c) = {M(r) ∈ E3 : r = λa+ µb+ νc, 0 ≤ λ, µ, ν ≤ 1},

çà óìîâè, ùî âåêòîðè a,b, c âiäêëàäåíi âiä òî÷êè A.
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58. (Îá'¹ì ïàðàëåëåïiïåäà) Îá'¹ì ïàðàëåëåïiïåäà, óòâîðåíîãî âåêòîðàìè
a,b, c, ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ V = |(a,b, c)|.
Ðîçâ'ÿçîê. Ïðèïóñòèìî, ùî âåêòîðè a i b ëåæàòü â îñíîâi ïàðàëåëåïiïåäà.

Òîäi ïëîùà öi¹¨ îñíîâè S = |[a,b]|. Âèñîòà ïàðàëåëåïiïåäà h = |c| cosα, äå α �
êóò ìiæ âåêòîðîì c i ïåðïåíäèêóëÿðîì äî îñíîâè. Àëå cosα = | cosφ|, äå φ �
êóò ìiæ c i [a,b]. Òîìó

V = Sh = |[a,b]||c|| cosφ| = |(a,b, c)|.

59. (Îá'¹ì òåòðàåäðà) Íà òðüîõ íåêîìïëàíàðíèõ âåêòîðàõ a,b, c, ùî âiä-
êëàäåíi âiä ñïiëüíîãî ïî÷àòêó, ïîáóäó¹ìî òåòðàåäð. Îá'¹ì òàêîãî òåòðàåäðà
ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ V = 1

6 |(a,b, c)|.
Iç ðîçêëàäàííÿ a = axi + ayj + azk, b = bxi + byj + bzk, c = cxi + cyj + czk

âèïëèâà¹, ùî ìàòðèöÿ C =

 ax bx cx
ay by cy
az bz cz

 ¹ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó i, j,k

äî òðiéêè âåêòîðiâ a,b, c. ßêùî∣∣∣∣∣∣
ax bx cx
ay by cy
az bz cz

∣∣∣∣∣∣ > 0,

òî âåêòîðè a,b i c óòâîðþþòü äîäàòíî îði¹íòîâàíèé áàçèñ ïðîñòîðó. ßêùî æ∣∣∣∣∣∣
ax bx cx
ay by cy
az bz cz

∣∣∣∣∣∣ < 0,

òî âåêòîðè a,b i c óòâîðþþòü âiä'¹ìíî îði¹íòîâàíèé áàçèñ ïðîñòîðó. Òîìó âå-
ëè÷èíà

V± =

∣∣∣∣∣∣
ax bx cx
ay by cy
az bz cz

∣∣∣∣∣∣
íàçèâà¹òüñÿ îði¹íòîâàíèì îá'åìîì ïàðàëåëåïiïåäà, óòâîðåíîãî âåêòîðàìè a,b
i c.

2.4 Ïîçèöiéíî-ìåòðè÷íi çàäà÷i íà åâêëiäîâié ïëîùèíi

2.4.1 Çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ íà åâêëiäîâié ïëîùèíi

Íàÿâíiñòü ñêàëÿðíîãî äîáóòêó i îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó íà ïëîùèíi äîçâîëÿ-
þòü íàäàòè ìåòðè÷íîãî òëóìà÷åííÿ çàãàëüíîìó ðiâíÿííþ (1.10) ïðÿìî¨ íà ïëî-
ùèíi. Íåõàé l : r = r0 + at ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ íà ïëîùèíi. Ïîçíà-
÷èìî ÷åðåç N âåêòîð, îðòîãîíàëüíèé äî a. Òî÷êà M(r) ëåæèòü íà ïðÿìié òîäi
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i òiëüêè òîäi, êîëè (r− r0) ∥ a. Íà ïëîùèíi öÿ óìîâà åêâiâàëåíòíà óìîâi

⟨r− r0,N⟩ = 0, àáî ⟨r,N⟩+ C = 0 (C = −⟨r0,N⟩). (2.7)

Ðiâíÿííÿ (2.7) íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðíèì çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨ íà åâêëi-
äîâié ïëîùèíi. Âåêòîð N, ïåðïåíäèêóëÿðíèé äî ïðÿìî¨ l, íàçèâà¹òüñÿ ¨¨ âåêòî-
ðîì íîðìàëi.

Íåõàé N = {Nx, Ny} � êîîðäèíàòè âåêòîðà N. Ïåðåõîäÿ÷è äî êîîðäèíàò,
ìà¹ìî

Nx(x− x0) +Ny(y − y0) = 0

àáî
Nxx+Nyy − (Nxx0 +Nyy0) = 0.

Ïîçíà÷èìî A = Nx, B = Ny, C = −(Nxx0+Nyy0). Òîäi ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ íàáóäå
âèãëÿäó

Ax+By + C = 0.

Îòæå, ÿêùî ñèñòåìà êîîðäèíàò äåêàðòîâà ïðÿìîêóòíà, òî êîåôiöi¹íòè A i B
çàãàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ (1.10) ¹ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà íîðìàëi ïðÿìî¨.
Ïîäiáíî äî âëàñòèâîñòi àôiííî¨ íîðìàëi, âåêòîð N ñïðÿìîâàíèé ó âåðõíþ ïiâ-
ïëîùèíó âiäíîñíî ïðÿìî¨ l.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç n = N/|N| � îðò íîðìàëi äî ïðÿìî¨. Ðiâíÿííÿ

⟨r− r0,n⟩ = 0, àáî ⟨r,n⟩+ c = 0 (c = −⟨r0,n⟩) (2.8)

íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðíèì íîðìîâàíèì çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨ íà ïëîùèíi.

2.4.2 Ïîçèöiéíî-ìåòðè÷íà çàäà÷à ¾òî÷êà � òî÷êà¿.

Äâi òî÷êè íà ïëîùèíi àáî çáiãàþòüñÿ, àáî íi. Çáiæíi òî÷êè ìàþòü îäíàêîâi
êîîðäèíàòè. ßêùî M1(r1) i M2(r2) äâi òî÷êè åâêëiäîâî¨ ïëîùèíè, òî âiäñòàíü
ìiæ íèìè ¹ äîâæèíîþ âåêòîðà

−−−→
M1M2. Îòæå,

|[M1,M2]| = |r2 − r1| =
√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2.

60. (Öåíòðàëüíà ñèìåòðiÿ) Òî÷êà M̃(r̃) ¹ ñèìåòðè÷íîþ äî òî÷êè M(r)
âiäíîñíî öåíòðó ñèìåòði¨M0(r0), ÿêùî òî÷êàM0 ¹ ñåðåäèíîþ âiäðiçêà [M, M̃ ].
Äîâåñòè, ùî

r̃ = 2r0 − r. (2.9)

Ôîðìóëà (2.9) çàñòîñîâóâàíà äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè íà ïëîùèíi i òîìó âèçíà-
÷à¹ âiäîáðàæåííÿ E2 → E2, ùî íàçèâà¹òüñÿ öåíòðàëüíîþ ñèìåòði¹þ. Â êîîð-
äèíàòíîìó âèðàçi ïåðåòâîðåííÿ öåíòðàëüíî¨ ñèìåòði¨ âiäíîñíî òî÷êè M0(x0, y0)
çàïèøåòüñÿ ÿê {

x̃ = 2x0 − x,
ỹ = 2y0 − y.
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2.4.3 Ïîçèöiéíî-ìåòðè÷íà çàäà÷à ¾òî÷êà � ïðÿìà¿

Òî÷êà ìîæå íàëåæàòè ïðÿìié àáî íå íàëåæàòè ïðÿìié. Âiäñòàííþ âiä òî÷êè äî
ïðÿìî¨ íà ïëîùèíi íàçèâà¹òüñÿ äîâæèíà ïåðïåíäèêóëÿðà îïóùåíîãî ç òî÷êè íà
ïðÿìó.

61. Âiäñòàíü âiä òî÷êè M1(r1) äî ïðÿìî¨ (2.7) íà åâêëiäîâié ïëîùèíi çíàõî-
äèòüñÿ çà ôîðìóëîþ

d = |⟨r1 − r0,n⟩| = |⟨r1,n⟩+ c|,

ùî ¹ ìîäóëåì ðåçóëüòàòó ïiäñòàíîâêè êîîðäèíàò òî÷êè M1 â íîðìîâàíå ðiâ-
íÿííÿ ïðÿìî¨. Â êîîðäèíàòíîìó âèðàçi

d =
|Ax1 +By1 + C|√

A2 +B2
.

Ðîçâ'ÿçîê. ßêùî M0(r0) òî÷êà íà ïðÿìié, òî âiäñòàíü âiä òî÷êè M1(r1) äî
ïðÿìî¨ ¹ äîâæèíîþ ïðî¹êöi¨ âåêòîðà r1 − r0 íà ïðÿìó, ïåðïåíäèêóëÿðíó äî
ïðÿìî¨. Çíà÷èòü d = |⟨r1 − r0,n⟩| = |⟨r1,n⟩+ c|.

Òî÷êà M1(r1) çíàõîäèòüñÿ ó âåðõíié/íèæíié ïiâïëîùèíi âiäíîñíî ïðÿìî¨,
ÿêùî êóò ìiæ r1 − r0 i âåêòîðîì n ãîñòðèé/òóïèé, òîáòî êîëè ⟨r1 − r0,n⟩ > 0
àáî ⟨r1 − r0,n⟩ < 0, âiäïîâiäíî. Âåëè÷èíà

h = ⟨r1 − r0,n⟩ = ⟨r1,n⟩+ c,

ùî ¹ ðåçóëüòàòîì ïiäñòàíîâêè êîîðäèíàò òî÷êè M1 â íîðìîâàíå ðiâíÿííÿ ïðÿ-
ìî¨, íàçèâà¹òüñÿ âiäõèëåííÿì òî÷êèM1(r1) âiä ïðÿìî¨. Â êîîðäèíàòíîìó âèðàçi

h =
Ax1 +By1 + C√

A2 +B2
.

Âiäõèëåííÿ h > 0 äëÿ òî÷îê âåðõíüî¨ ïiâïëîùèíè i h < 0 äëÿ òî÷îê íèæíüî¨
ïiâïëîùèíè.

62. (Îñüîâà ñèìåòðiÿ) Òî÷êà M̃(r̃) ¹ ñèìåòðè÷íîþ äî òî÷êè M(r) âiäíîñíî
ïðÿìî¨ l, ÿêùî ïðÿìà l ïåðïåíäèêóëÿðíà äî âiäðiçêà [M, M̃ ] i ïðîõîäèòü ÷åðåç
éîãî ñåðåäèíó. ßêùî ïðÿìà çàäàíà ðiâíÿííÿì l : ⟨r,N⟩+ C = 0, òî

r̃ = r− 2hn, (2.10)

äå h � âiäõèëåííÿ òî÷êè M âiä ïðÿìî¨ l.

Ôîðìóëà (2.10) çàñòîñîâóâàíà äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè íà ïëîùèíi i òîìó âèçíà-
÷à¹ âiäîáðàæåííÿ E2 → E2, ùî íàçèâà¹òüñÿ îñüîâîþ ñèìåòði¹þ.
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63. Â êîîðäèíàòíîìó âèðàçi ïåðåòâîðåííÿ îñüîâî¨ ñèìåòði¨ âiäíîñíî ïðÿìî¨
Ax+By + C = 0 çàïèøåòüñÿ ÿê x̃ = x− 2Ax+By+C

A2+B2 A,

ỹ = y − 2Ax+By+C
A2+B2 B.

Äîâåñòè.

Ïiäêàçêà. Òî÷êà M̃ çíàõîäèòüñÿ ó ïiâïëîùèíi, ïðîòèëåæíié äî òi¹¨, â ÿêié
çíàõîäèòüñÿ òî÷êà M , àëå íà òié æå âiäñòàíi âiä ïðÿìî¨, ùî é òî÷êà M .

2.4.4 Ïîçèöiéíî-ìåòðè÷íà çàäà÷à ¾ïðÿìà � ïðÿìà¿

Äâi ïðÿìi íà ïëîùèíi ìîæóòü áóòè ïàðàëåëüíèìè, çáiãàòèñÿ àáî ïåðåòèíàòèñÿ.
ßêùî ïðÿìi ïåðåòèíàþòüñÿ, òî âîíè óòâîðþþòü ïåâíèé êóò. Ðîçâ'ÿçîê ïîçèöié-
íèõ çàäà÷ íå çàëåæèòü âiä íàÿâíîñòi ìåòðè÷íî¨ ñòðóêòóðè. Âiäïîâiäíi çàäà÷i
ðîçâ'ÿçàíi â Ðîçäiëi 1.2.

Êóòîì ìiæ ïðÿìèìè l1 i l2 íà ïëîùèíi íàçèâà¹òüñÿ ìåíøèé ç óòâîðåíèõ
íèìè êóòiâ. Êóò ìiæ ïàðàëåëüíèìè àáî çáiæíèìè ïðÿìèìè ââæà¹òüñÿ íóëüîâèì.

64. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç φ êóò ìiæ ïðÿìèìè l1 i l2 íà ïëîùèíi.

� ßêùî l1 : r = r1 + a1t i l2 : r = r2 + a2 θ, òî cosφ = |⟨a1,a2⟩|
|a1| |a2|

;

� ÿêùî l1 : ⟨r,N1⟩+ C1 = 0 i l2 : ⟨r,N2⟩+ C2 = 0, òî cosφ = |⟨N1,N2⟩|
|N1| |N2|

;

� ÿêùî l1 : ⟨r,N⟩+ C = 0, àëå l2 : r = r2 + at, òî sinφ = |⟨N,a⟩|
|N| |a|

.

Äîâåñòè.

Êóòîì âiä ïðÿìî¨ l1 äî ïðÿìî¨ l2 (îði¹íòîâàíèì êóòîì ìiæ ïðÿìèìè) íà-
çèâà¹òüñÿ êóò ìiæ äîäàòíî îði¹íòîâàíîþ ïàðîþ íàïðÿìíèõ âåêòîðiâ ïðÿìèõ l1
i l2.

65. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç φo îði¹íòîâàíèé êóò ìiæ ïðÿìèìè l1 i l2. Òîäi cosφo =
⟨a1, a2⟩
|a1||a2|

çà óìîâè, ùî ïàðà íàïðÿìíèõ âåêòîðiâ a1, a2 öèõ ïðÿìèõ îði¹íòîâàíà

äîäàòíî. Ïîêàæiòü, ùî

φo =

{
φ, ÿêùî ïàðà a1, a2 îði¹íòîâàíà äîäàòíî;
π − φ, ÿêùî ïàðà a1, a2 îði¹íòîâàíà âiä'¹ìíî.

66. Äëÿ ïðÿìî¨, ùî çàäàíà çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì l : Ax+By+C = 0 (B ̸= 0),
òàíãåíñ îði¹íòîâàíîãî êóòà ìiæ ïðÿìîþ l i âiññþ Ox äîðiâíþ¹

tanφo = −A
B
.

Äîâåñòè.
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Ïîçíà÷èìî k = −A
B , b = −C

B . Ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ ó âèãëÿäi y = kx+ b íàçèâà-
¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨ ç êóòîâèì êîåôiöi¹íòîì.

67. Íåõàé l : y = k1x + b1, l2 : y = k2x + b2 äâi ïðÿìi, ùî çàäàíi ðiâíÿííÿì ç
êóòîâèì êîåôiöi¹íòîì. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç φo îði¹íòîâàíèé êóò âiä ïðÿìî¨ l1
äî ïðÿìî¨ l2, à ÷åðåç φ � ìåíøèé ç äâîõ êóòiâ, ùî óòâîðþþòü ïðÿìi. Òîäi

tanφo =
k2 − k1
1 + k1k2

, tanφ =

∣∣∣∣ k2 − k1
1 + k1k2

∣∣∣∣ .
Ïiäêàçêà. Ñêîðèñòàòèñÿ ôîðìóëîþ äëÿ òàíãåíñà ðiçíèöi êóòiâ.

2.5 Ïîçèöiéíî-ìåòðè÷íi çàäà÷i â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði

2.5.1 Çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði

Ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè (1.17) íå âèìàãà¹ íàÿâíîñòi ìåòðè÷íî¨ ñòðó-
êòóðè â ïðîñòîði i ¹ âèðàçîì ëiíiéíî¨ çàëåæíîñòi âåêòîðiâ (r − r0), a i b. Ñêî-
ðèñòàâøèñü îçíàêîþ êîìïëàíàðíîñòi âåêòîðiâ (2.6), ìîæåìî âèêëþ÷èòè ïàðà-
ìåòðè ç (1.17) ôîðìóëîþ

(r− r0, a,b) = 0, (2.11)

ùî íàçèâà¹òüñÿ çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì ïëîùèíè, ïîäàíèì çà íàïðÿìíèìè âå-
êòîðàìè. Â êîîðäèíàòíîìó âèðàçi ðiâíÿííÿ (2.11) îòðèìà¹ âèðàç∣∣∣∣∣∣

x− x0 y − y0 z − z0
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣ = 0. (2.12)

Ðiâíÿííÿ (2.12) òîòîæíå ðiâíÿííþ ïëîùèíè (1.20) â àôiííèõ êîîðäèíàòàõ, àëå
ìà¹ iíøå òëóìà÷åííÿ.

68. Ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç 3 íåêîëiíåàðíi òî÷êèM1(x1, y1, z1),
M2(x2, y2, z2) i M3(x3, y3, z3), ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi∣∣∣∣∣∣

x− x1 y − y1 z − z1
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Âåêòîð N = [a,b] îðòîãîíàëüíèé äî ïëîùèíè âåêòîðiâ a i b. Òîìó ðiâíÿííÿ
(2.11) åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííþ ⟨r − r0,N⟩ = 0 (ïîðiâíÿéòå ç ðiâíÿííÿì (1.21)).
Ðiâíÿííÿ

⟨r,N⟩+D = 0 (2.13)

íàçèâà¹òüñÿ çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì ïëîùèíè, ïîäàíèì ÷åðåç âåêòîð íîðìàëi.
Ïîçíà÷èâøè n = N/|N|, îòðèìà¹ìî íîðìîâàíå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè

⟨r,n⟩+D = 0. (2.14)
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ßêùî N = {A,B,C}, òî â êîîðäèíàòíîìó âèðàçi ðiâíÿííÿ (2.13) çàïèøåòüñÿ
ÿê

Ax+By + Cz +D = 0.

Ïîäiáíî äî âåêòîðà àôiííî¨ íîðìàëi (âïðàâà 27), âåêòîð íîðìàëiN = {A,B,C}
ñïðÿìîâàíèé ó âåðõíié ïiâïðîñòið âiäíîñíî ïëîùèíè.

2.5.2 Ïîçèöiéíî-ìåòðè÷íà çàäà÷à ¾òî÷êà � ïëîùèíà¿

Òî÷êà ìîæå íàëåæàòè ïëîùèíi àáî íå íàëåæàòè ïëîùèíi. Âiäñòàííþ âiä òî-
÷êè äî ïëîùèíè â ïðîñòîði íàçèâà¹òüñÿ äîâæèíà ïåðïåíäèêóëÿðà îïóùåíîãî ç
òî÷êè íà ïëîùèíó.

69. Âiäñòàíü âiä òî÷êè M1(r1) äî ïëîùèíè (2.13) â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði çíà-
õîäèòüñÿ çà ôîðìóëîþ

d = |⟨r1,n⟩+D|,
ùî ¹ ìîäóëåì ðåçóëüòàòó ïiäñòàíîâêè êîîðäèíàò òî÷êè M1 â íîðìîâàíå ðiâ-
íÿííÿ ïëîùèíè. Â êîîðäèíàòíîìó âèðàçi

d =
|Ax1 +By1 + Cz1 +D|√

A2 +B2 + C2
.

Ðîçâ'ÿçîê. ßêùîM0(r0) òî÷êà íà ïëîùèíi, òî âiäñòàíü âiä òî÷êèM1(r1) äî
ïëîùèíè ¹ äîâæèíîþ ïðî¹êöi¨ âåêòîðà r1 − r0 íà ïðÿìó, ïåðïåíäèêóëÿðíó äî
ïëîùèíè. Çíà÷èòü, d = |⟨r1 − r0,n⟩| = |⟨r1,n⟩+D|.

Òî÷êà M1(r1) çíàõîäèòüñÿ ó âåðõíüìó/íèæíüîìó ïiâïðîñòîði âiäíîñíî ïëî-
ùèíè, ÿêùî êóò ìiæ r1−r0 i âåêòîðîì n ãîñòðèé/òóïèé, òîáòî êîëè ⟨r1−r0,n⟩ >
0 àáî ⟨r1 − r0,n⟩ < 0, âiäïîâiäíî. Âåëè÷èíà

h = ⟨r1 − r0,n⟩ = ⟨r1,n⟩+D,

ùî ¹ ðåçóëüòàòîì ïiäñòàíîâêè êîîðäèíàò òî÷êè M1 â íîðìîâàíå ðiâíÿííÿ ïðÿ-
ìî¨, íàçèâà¹òüñÿ âiäõèëåííÿì òî÷êè M1(r1) âiä ïëîùèíè. Â êîîðäèíàòíîìó âè-
ðàçi

h =
Ax1 +By1 + Cz1 +D√

A2 +B2 + C2
.

Âiäõèëåííÿ h > 0 äëÿ òî÷îê âåðõíüîãî ïiâïðîñòîðó i h < 0 äëÿ òî÷îê íèæíüîãî
ïiâïðîñòîðó.

70. (Ñèìåòðiÿ äçåðêàëüíà) Òî÷êà M̃(r̃) ¹ ñèìåòðè÷íîþ äî òî÷êè M(r) âiä-
íîñíî ïëîùèíè Π, ÿêùî ïëîùèíà Π ïåðïåíäèêóëÿðíà äî âiäðiçêà [M, M̃ ] i ïðî-
õîäèòü ÷åðåç éîãî ñåðåäèíó. ßêùî ïëîùèíà çàäàíà ðiâíÿííÿì Π : ⟨r,N⟩+D =
0, òî

r̃ = r− 2hn, (2.15)

äå h � âiäõèëåííÿ òî÷êè M âiä ïëîùèíè Π.
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Ôîðìóëà (2.15) çàñòîñîâóâàíà äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè íà ïëîùèíi i òîìó âèçíà-
÷à¹ âiäîáðàæåííÿ E3 → E3, ùî íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòði¹þ âiäíîñíî ïëîùèíè.

71. Â êîîðäèíàòíîìó âèðàçi ïåðåòâîðåííÿ ñèìåòði¨ âiäíîñíî ïëîùèíè Ax +
By + Cz +D = 0 çàïèøåòüñÿ ÿê

x̃ = x− 2Ax+By+Cz+D
A2+B2+C2 A,

ỹ = y − 2Ax+By+Cz+D
A2+B2+C2 B,

z̃ = z − 2Ax+By+Cz+D
A2+B2+C2 C.

Äîâåñòè.

Ïiäêàçêà. Òî÷êà M̃ çíàõîäèòüñÿ ó ïiâïðîñòîði, ïðîòèëåæíîìó äî òîãî, â
ÿêîìó çíàõîäèòüñÿ òî÷êàM , àëå íà òié æå âiäñòàíi âiä ïëîùèíè, ùî é òî÷êàM .

2.5.3 Ïîçèöiéíî-ìåòðè÷íà çàäà÷à ¾òî÷êà � ïðÿìà¿

Ïàðàìåòðè÷íå, êàíîíi÷íå i çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ â ïðîñòîði íå çàëåæèòü
âiä ìåòðè÷íî¨ ñòðóêòóðè, îñêiëüêè âèêîðèñòîâóþòü ëèøå ïîíÿòòÿ ëiíiéíî¨ çà-
ëåæíîñòi âåêòîðiâ (Ðîçäië 1.2). Òî÷êà ìîæå íàëåæàòè ïðÿìié i íå íàëåæàòè
ïðÿìié.

72. Íåõàé l : r = r0+at ïàðàìåòðè÷íî çàäàíà ïðÿìà i M1(r1) òî÷êà ïðîñòîðó.
Òî÷êà M1(r1) ∈ l òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè [r1 − r0, a] = 0 (àíàëîã âïðàâè 31).

73. Íåõàé l :
{

⟨r,N1⟩+D1 = 0,
⟨r,N2⟩+D2 = 0,

([N1,N2] ̸= 0) çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ â

ïðîñòîði i M1(r1) òî÷êà ïðîñòîðó. Òî÷êà M1(r1) ∈ l òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè{
⟨r1,N1⟩+D1 = 0,
⟨r1,N2⟩+D2 = 0,

[a, [N1,N2]] = 0.

Âiäñòàííþ âiä òî÷êè äî ïðÿìî¨ â ïðîñòîði íàçèâà¹òüñÿ äîâæèíà ïåðïåíäè-
êóëÿðà, îïóùåíîãî ç òî÷êè íà ïðÿìó.

74. Âiäñòàíü âiä òî÷êè M1(r1) äî ïðÿìî¨ r = r0 + at îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìó-
ëîþ

d =
|[r1 − r0, a]|

|a|
.

Ïiäêàçêà. Âiäñòàíü âiä òî÷êè äî ïðÿìî¨ äîðiâíþ¹ âèñîòi ïàðàëåëîãðàìà,
óòâîðåíîãî âåêòîðàìè a i r1 − r0, ùî îïóùåíà íà ñòîðîíó a.

Òî÷êà M̃(r̃) íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íîþ äî òî÷êè M1(r1) âiäíîñíî ïðÿìî¨ l â
ïðîñòîði, ÿêùî ïðÿìà l ïåðïåíäèêóëÿðíà äî âiäðiçêà [MM̃ ] i ïðîõîäèòü ÷åðåç
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éîãî ñåðåäèíó. Îñüîâîþ ñèìåòði¹þ â ïðîñòîði âiäíîñíî ïðÿìî¨ l íàçèâà¹òüñÿ
ïåðåòâîðåííÿ E3 → E3, ùî ïåðåâîäèòü òî÷êè M(r) ∈ E3 â òî÷êè M̃(r̃) ∈ E3,
ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî ïðÿìî¨ l.

75. (Îñüîâà ñèìåòðiÿ â ïðîñòîði) Ïåðåòâîðåííÿ îñüîâî¨ ñèìåòði¨ âiäíîñíî
ïðÿìî¨ l : ρ = r0 + at çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

r̃ = 2

(
r0 +

⟨r− r0, a⟩
|a|2

a

)
− r,

äå r � ðàäióñ-âåêòîð äîâiëüíî¨ òî÷êè ïðîñòîðó.

Ïiäêàçêà. (r̃− r0) + (r− r0) = 2
−→
Ïðl (r− r0).

2.5.4 Ïîçèöiéíî-ìåòðè÷íà çàäà÷à ¾ïðÿìà � ïëîùèíà¿

Âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ ïðÿìî¨ i ïëîùèíè â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði ìà¹ òi æ ìî-
æëèâîñòi, ùî i â àôiííîìó. Ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíî¨ ïîçèöiéíî¨ çàäà÷i ìiñòèòüñÿ â
ðîçäiëi 1.3, àëå â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði öåé ðîç'ÿçîê ìîæå áóòè ïîäàíèé â iíøèõ
òåðìiíàõ.

76. Íåõàé ïðÿìó çàäàíî âåêòîðíèì ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì r = r0 + at, à
ïëîùèíó � çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì Π : ⟨r,N⟩+D = 0. Â òàêîìó ðàçi

� l ∩ Π = {·} ⇔ ⟨a,N⟩ ≠ 0;

� l ∥ Π ⇔ ⟨a,N⟩ = 0, ⟨r0,N⟩+D ̸= 0;

� l ⊂ Π ⇔ ⟨a,N⟩ = 0, ⟨r0,N⟩+D = 0.

(Ïîðiâíÿéòå ç âïðàâîþ 32).

Ïiäêàçêà. Ñïiëüíi òî÷êè ïðÿìî¨ i ïëîùèíè ìàþòü çàäîâiëüíÿòè ðiâíÿííþ
⟨r0 + at,N⟩+D = 0, òîáòî ⟨a,N⟩t+ ⟨r0,N⟩+D = 0.

77. Íåõàé ïðÿìó i ïëîùèíó çàäàíî âåêòîðíèìè ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè

l : r = r0 + at, Π : r = r1 + ub+ vc.

Äîâåñòè, ùî

� l ∩ Π = {·} ⇔ (a,b, c) ̸= 0;

� l ∥ Π ⇔ (a,b, c) = 0, (r1 − r0,b, c) ̸= 0;

� l ⊂ Π ⇔ (a,b, c) = 0, (r1 − r0,b, c) = 0.

(Ïðîðiâíÿéòå ç âïðàâîþ 33).
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Êóòîì ìiæ ïðÿìîþ i ïëîùèíîþ íàçèâà¹òüñÿ êóò ìiæ öi¹þ ïðÿìîþ i ¨¨ îð-
òîãîíàëüíîþ ïðî¹êöi¹þ íà ïëîùèíó.

78. Íåõàé ïðÿìà çàäàíà ïàðàìåòðè÷íî l : r = r0+ ta, à ïëîùèíà ñâî¨ì çàãàëü-
íèì ðiâíÿííÿì Π : ⟨r,N⟩+D = 0. Òîäi

sin(l̂Π) = |⟨N, a⟩|
|N||a|

.

Ïiäêàçêà. Ñèíóñ êóòà ìiæ ïðÿìîþ i ¨¨ ïðî¹êöi¹þ íà ïëîùèíó äîðiâíþ¹ ìî-
äóëþ êîñèíóñà ìiæ ¨¨ íàïðÿìíèì âåêòîðîì i âåêòîðîì íîðìàëi äî ïëîùèíè.

2.5.5 Ïîçèöiéíî-ìåòðè÷íà çàäà÷à ¾ïëîùèíà � ïëîùèíà¿

Âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ äâîõ ïëîùèí â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði ìà¹ òi æ ìîæëèâî-
ñòi, ùî i â àôiííîìó. Ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíî¨ ïîçèöiéíî¨ çàäà÷i ìiñòèòüñÿ â ðîçäiëi
1.3, àëå â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði öåé ðîç'ÿçîê ìîæå áóòè ïîäàíèé â iíøèõ òåð-
ìiíàõ.

79. Íåõàé îáèäâi ïëîùèíè çàäàíi âåêòîðíèìè ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè

Π1 : r = r1 + ua+ vb, Π2 : r = r2 + tc+ hd.

Äîâåñòè, ùî

� Π1 ∥ Π2 ⇔
[
[a,b], [c,d]

]
= 0, (r2 − r1, a,b) ̸= 0;

� Π1 = Π2 ⇔
[
[a,b], [c,d]

]
= 0, (r2 − r1, a,b) = 0;

� Π1 ∩ Π2 = l ⇔
[
[a,b], [c,d]

]
̸= 0.

(Ïîðiâíÿéòå ç âïðàâîþ 34).

80. Íåõàé îäíà ç ïëîùèí çàäàíà ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì Π1 : r = r0+ua+
vb, à iíøà � çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì Π2 : ⟨r,N⟩+D = 0. Äîâåñòè, ùî â òàêîìó
ðàçi

� Π1 ∥ Π2 ⇔
{ [

N, [a,b]
]
= 0,

⟨r0,N⟩+D ̸= 0;

� Π1 = Π2 ⇔
{ [

N, [a,b]
]
= 0

⟨r0,N⟩+D = 0;

� Π1 ∩ Π2 = l ⇔
[
N, [a,b]

]
̸= 0.

(Ïîðiâíÿéòå ç âïðàâîþ 35).
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Êóòîì ìiæ ïëîùèíàìè íàçèâà¹òüñÿ ìåíøèé iç äâîõ äâîãðàííèõ êóòiâ, óòâî-
ðåíèõ öèìè ïëîùèíàìè. Ìiðîþ äâîãðàííîãî êóòà ñëóãó¹ êóò ìiæ ïðÿìèìè, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíèìè ðåáðó äâîãðàííîãî êóòà. Öåé êóò äîðiâíþ¹ êóòó ìiæ ïðÿìèìè,
ïåðïåíäèêóëÿðíèìè çàäàíèì ïëîùèíàì.

81. Íåõàé ïëîùèíè çàäàíî çàãàëüíèìè ðiâíÿííÿìè

Π1 : ⟨r,N1⟩+D1 = 0, Π2 : ⟨r,N2⟩+D2 = 0.

Òîäi

cos(Π1 ̂Π2) =
|⟨N1,N2⟩|
|N1||N2|

.

Ó êîîðäèíàòíîìó âèðàçi

cos(Π1 ̂Π2) =
|A1A2 +B1B2 + C1C2|√

A2
1 +B2

1 + C2
1

√
A2

2 +B2
2 + C2

2

.

Äîâåñòè.

2.5.6 Ïîçèöiéíî-ìåòðè÷íà çàäà÷à ¾ïðÿìà � ïðÿìà¿

Âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ äâîõ ïðÿìèõ â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði ìà¹ òi æ ìîæëèâî-
ñòi, ùî i â àôiííîìó. Ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ïîçèöiéíî¨ çàäà÷i ìiñòèòüñÿ â ðîçäiëi 1.3,
àëå â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði öåé ðîçâ'ÿçîê ìîæå áóòè ïîäàíèé â iíøèõ òåðìiíàõ.

82. Íåõàé ïðÿìi çàäàíî âåêòîðíèìè ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè

l1 : r = r1 + at, l2 : r = r2 + bθ.

Â òàêîìó ðàçi

� l1 ∥ l2 ⇔ [a,b] = 0 [r2 − r1, a] ̸= 0;

� l1 = l2 ⇔ [a,b] = 0, [r2 − r1, a] = 0;

� l1 i l2 ìèìîáiæíi ⇔ [a,b] ̸= 0,
(
r2 − r1, a,b

)
̸= 0;

� l1 ∩ l2 = {·} ⇔ [a,b] ̸= 0,
(
r2 − r1, a,b

)
= 0.

(Ïîðiâíÿéòå ç âïðàâîþ 38).

Ïiäêàçêà. Iíòåðïðåòóéòå ðåçóëüòàò âïðàâè 38 â òåðìiíàõ âåêòîðíîãî i ìi-
øàíîãî äîáóòêiâ.

83. Íåõàé l1 i l2 ìèìîáiæíi ïðÿìi. Òîäi iñíóþòü ¹äèíi ïëîùèíè Π1 i Π2 òàêi,
ùî Π1 ∥ Π2, Π1 ⊃ l1, Π2 ⊃ l2.
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Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé

l1 : r = r1 + at, l2 : r = r2 + bθ (a ∦ b).

Ïëîùèíè Π1 : r = r1+ta+vb i Π2 : r = r2+ua+θb ïàðàëåëüíi, ïðè÷îìó ïðÿìà
v = 0 ëåæèòü ó ïëîùèíi Π1 i çáiãà¹òüñÿ ç ïðÿìîþ l1, à ïðÿìà u = 0 ëåæèòü â
ïëîùèíi Π2 i çáiãà¹òüñÿ ç ïðÿìîþ l2.

Êóòîì ìiæ äâîìà ìèìîáiæíèìè ïðÿìèìè l1 i l2 íàçèâà¹òüñÿ êóò ìiæ ïðÿ-
ìîþ l1 i ïðÿìîþ l′2 ∥ l2 òàêîþ, ùî l′2 ∩ l1 = {·}.

84. Íåõàé ïðÿìi çàäàíî âåêòîðíèìè ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè

l1 : r = r1 + at, l2 : r = r2 + bθ.

Äîâåñòè, ùî â òàêîìó âèïàäêó

cos(l1 ̂ l2) = |⟨a,b⟩|
|a||b|

.

85. Íåõàé îäíó ç ïðÿìèõ l1 : r = r0 + at çàäàíî ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì, à

iíøó l2 :
{

⟨r,N1⟩+D1 = 0
⟨r,N2⟩+D2 = 0

çàãàëüíèì. Äîâåñòè, ùî â òàêîìó âèïàäêó

cos(l1 ̂ l2) = |(a,N1,N2)|
|a||[N1,N2]|

.

86. Íåõàé ïðÿìi l1 :

{
⟨r,N1⟩+D1 = 0
⟨r,N2⟩+D2 = 0

i l2 :

{
⟨r,N3⟩+D1 = 0
⟨r,N4⟩+D2 = 0

çàäàíî çà-

ãàëüíèìè ðiâíÿííÿìè. Äîâåñòè, ùî â òàêîìó âèïàäêó

cos(l1 ̂ l2) = |⟨[N1,N2], [N3,N4]⟩|
|[N1,N2]||[N3,N4]|

.

Ñïiëüíèì ïåðïåíäèêóëÿðîì äâîõ ìèìîáiæíèõ ïðÿìèõ íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìà,
ùî ïåðïåíäèêóëÿðíà öèì ïðÿìèì i ïåðåòèíà¹ ¨õ.

87. Çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ñïiëüíîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ìèìîáiæíèõ ïðÿìèõ

l1 : r = r1 + ta, l2 : r = r2 + θb

ìà¹ âèãëÿä {
⟨r− r1,

[
a, [a,b]

]
⟩ = 0,

⟨r− r2,
[
b, [a,b]

]
⟩ = 0.

Ðîçâ'ÿçîê. Ðîçòàøó¹ìî ïðÿìi â ïàðàëåëüíèõ ïëîùèíàõ

l1 ⊂ Π1 : r = r1 + ta+ vb,
l2 ⊂ Π2 : r = r2 + ua+ θb.



50 ÐÎÇÄIË 2. ÌÅÒÐÈ×ÍÀ ÀÍÀËIÒÈ×ÍÀ ÃÅÎÌÅÒÐIß

Âåêòîð N = [a,b] òàêèé, ùî N ⊥ Π1 i N ⊥ Π2. Ïëîùèíà Π3 : r = r1 + ta+ λN
ìiñòèòü ïðÿìó λ = 0, ùî çáiãà¹òüñÿ ç ïðÿìîþ l1, i ìiñòèòü ïðÿìó l3 : r = r1+λN,
ùî çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì t = 0. Îòæå, ïëîùèíà Π3 ïðîõîäèòü ÷åðåç ïðÿìó l3 ⊥
Π1, à çíà÷èòü, Π3 ⊥ Π1.

Àíàëîãi÷íî, ïëîùèíà π4 : r = r2 + θb+ µN ìiñòèòü ïðÿìó l2 i ïðÿìó l4 : r =
r2 + µN, ùî ïåðïåíäèêóëÿðíà Π2.

Ïðÿìà l = Π3 ∩ Π4 i ¹ øóêàíèì ñïiëüíèì ïåðïåíäèêóëÿðîì.

Âiäñòàííþ ìiæ ìèìîáiæíèìè ïðÿìèìè íàçèâà¹òüñÿ âiäñòàíü ìiæ ïàðà-
ëåëüíèìè ïëîùèíàìè, ùî ¨õ ìiñòÿòü.

88. Âiäñòàíü d ìiæ äâîìà ìèìîáiæíèìè ïðÿìèìè

l1 : r = r1 + at, l2 : r = r2 + bθ

îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

dl1,l2 =
|(r2 − r1, a,b)|

|[a1, a2]|
.

Ïiäêàçêà. Âiäñòàíü ìiæ ìèìîáiæíèìè ïðÿìèìè äîðiâíþ¹ âèñîòi ïàðàëå-
ëåïiïåäà, óòâîðåíîãî âåêòîðàìè (r2 − r1), a i b, ùî îïóùåíà íà éîãî îñíîâó,
óòâîðåíó âåêòîðàìè a i b.

89. Äâi íåïàðàëåëüíi ïðÿìi l1 : r = r1 + at i l2 : r = r2 + bθ (a ∦ b) ïåðåòèíàþ-
òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

(r1 − r2, a,b) = 0.

Ïiäêàçêà. Äîcèòü ïîìiòèòè, ùî íàâåäåíà óìîâà îçíà÷à¹ ðîçòàøóâàííÿ ïðÿ-
ìèõ â îäíié ïëîùèíi.

2.6 Ìåòðè÷íi îá÷èñëåííÿ â àôiííèõ êîîðäèíàòàõ

ßêùî ñèñòåìà êîîðäèíàò íå ¹ ïðÿìîêóòíîþ äåêàðòîâîþ, òî ðîçâ'ÿçàííÿ ìåòðè-
÷íèõ çàäà÷ ïîòðåáó¹ áiëüø îõàéíèõ ìiðêóâàíü i îá÷èñëåíü.

90. Íåõàé ñèñòåìà àôiííèõ êîîðäèíàò íà ïëîùèíi óòâîðåíà âåêòîðàìè e1, e2.
Ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ a = a1e1 + a2e2 i b = b1e1 + b2e2 îá÷èñëþ¹òüñÿ
çà ôîðìóëîþ

⟨a,b⟩ = g11a
1b1 + g12(a

1b2 + a2b1) + g22a
2b2, (2.16)

äå gij = ⟨ei, ej⟩ � ïîïàðíi ñêàëÿðíi äîáóòêè áàçèñíèõ âåêòîðiâ. Ïåðåâiðòå.
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Ïiäêàçêà. Ñêîðèñòàòèñÿ âëàñòèâîñòÿìè ñêàëÿðíîãî äîáóòêó (âïðàâà 39).

Âèðàç (2.16) íàçèâà¹òüñÿ ìåòðè÷íîþ ôîðìîþ ïëîùèíè, à ìàòðèöÿ

g =

(
g11 g12
g12 g22

)
¹ ñèìåòðè÷íîþ âiäíîñíî ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi i íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ìåòðè÷íî¨
ôîðìè àôiííî¨ ïëîùèíè. Íå áóäü-ÿêà ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ ìîæå áóòè ìàòðèöåþ
ìåòðè÷íî¨ ôîðìè.

91. Äîâåäiòü, ùî ìàòðèöÿ g =

(
g11 g12
g12 g22

)
¹ ìàòðèöåþ ìåòðè÷íî¨ ôîðìè

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

g11 > 0, g22 > 0,

∣∣∣∣ g11 g12
g12 g22

∣∣∣∣ > 0. (2.17)

Ïiäêàçêà. Î÷åâèäíî, ùî g11 = |e1|2 > 0, à âèçíà÷íèê g ¹ êâàäðàòîì ïëîùi
(íåâèðîäæåíîãî(!)) ïàðàëåëîãðàìà, ùî óòâîðåíèé áàçèñíèìè âåêòîðàìè.

Óìîâè (2.17) íàçèâàþòüñÿ óìîâàìè äîäàòíî¨ âèçíà÷åíîñòi ìàòðèöi g. Ïðàâó
÷àñòèíó ðiâíîñòi (2.16) ïîçíà÷àþòü ñêîð÷åíî ÿê g(a,b), òîáòî

g(a,b) = g11a
1b1 + g12(a

1b2 + a2b1) + g22a
2b2. (2.18)

ßê íàñëiäîê,
|a|2 = g(a, a) = g11(a

1)2 + 2g12a
1a2 + g22(a

2)2. (2.19)

Îñêiëüêè ðîçêëàäàííÿ çà áàçèñîì ¹äèíå, òî âiäïîâiäíiñòü

a →
(
a1

a2

)
= a

¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íîþ i ñòîâï÷èê a, ñêëàäåíèé iç êîîðäèíàò âåêòîðà, íàçèâà¹-
òüñÿ âåêòîð-ñòîâï÷èêîì, àáî ïðîñòî âåêòîðîì. Ðÿäîê at = (a1, a2) íàçèâà¹òüñÿ
âåêòîð-ðÿäêîì, àáî êîâåêòîðîì.

92. Ïåðåâiðòå, ùî ç âèêîðèñòàííÿì îçíà÷åííÿ äîáóòêó ìàòðèöü

g(a,b) = btg a = atgb.

93. Íà ïëîùèíi ç ìàòðèöåþ ìåòðè÷íî¨ ôîðìè g =
(

2 −1
−1 3

)
, çíàéòè êóò

ìiæ âåêòîðàìè a = e1 + 2e2 i b = −2e1 + e2.

Ðîçâ'ÿçîê. Êîñèíóñ øóêàíîãî êóòà cosφ = ⟨a,b⟩
|a| |b| . Âèêîíà¹ìî îá÷èñëåííÿ çà

ôîðìóëàìè (2.18) òà (2.19).

⟨a,b⟩ = btga = (−2, 1)

(
2 −1
−1 3

)(
1
2

)
= (−5, 5)

(
1
2

)
= 5,
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|a|2 = atga = (1, 2)

(
2 −1
−1 3

)(
1
2

)
= (0, 5)

(
1
2

)
= 10,

|b|2 = btgb = (−2, 1)

(
2 −1
−1 3

)(
−2
1

)
= (−5, 5)

(
−2
1

)
= 15.

Îòæå,

cosφ =
5√

10
√
15

=
1√
6
.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç r = x1e1 + x2e2 ðàäióñ-âåêòîð äîâiëüíî¨ òî÷êè íà ïëîùèíi.
Ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨

A1(x
1 − x10) + A2(x

2 − x20) = 0,

ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó r0 = x10e1 + x20e2, çàïèøåìî ó âèãëÿäi ìàòðè÷íîãî
äîáóòêó

(A1, A2)

(
x1 − x10
x2 − x20

)
= N (X −X0) = 0,

óòâîðèâøè

� âåêòîð X =

(
x1

x2

)
, âåêòîð X0 =

(
x10
x20

)
,

� êîâåêòîð N = (A1, A2).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç g−1 ìàòðèöþ, îáåðíåíó äî ìàòðèöi ìåòðè÷íî¨ ôîðìè. Êî-
ðèñòóþ÷èñü ñèìåòðè÷íiñòþ ìàòðèöü g i g−1, ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ ïîäàìî ó âèãëÿäi

N (X −X0) = Ng−1g(X −X0) =
(
g−1N t

)t
g(X −X0) = g(N, r− r0) = 0,

äå ìè ââåëè ïîçíà÷åííÿ N äëÿ âåêòîðà

N =
(
g−1N t

)1
e1 +

(
g−1N t

)2
e2. (2.20)

Ç îãëÿäó íà òå, ùî âåêòîð r− r0 êîëiíåàðíèé äî ïðÿìî¨, âåêòîð (2.20) ¹ âåêòî-
ðîì íîðìàëi äî ïðÿìî¨ íà ïëîùèíi iç çàãàëüíèìè àôiííèìè êîîðäèíàòàìè, à
çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ íàáóâà¹ âèãëÿäó

l : g(N, r− r0) = 0. (2.21)

94. Ïåðåâiðòå, ùî äëÿ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi A2×2 =

(
a11 a12
a21 a22

)
îáåðíåíà

ìàòðèöÿ ìà¹ âèãëÿä

A−1 =
1

a11a22 − a21a12

(
a22 −a12
−a21 a11

)
.

ßê ÷àñòêîâèé âèïàäîê, îáåðíåíà ìàòðèöÿ ìåòðè÷íî¨ ôîðìè ïëîùèíè

g−1 =
1

g11g22 − g212

(
g22 −g12
−g12 g11

)
.
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95. Íà ïëîùèíi ç ìàòðèöåþ ìåòðè÷íî¨ ôîðìè g =

(
2 0
0 3

)
çíàéòè êîîðäè-

íàòè âåêòîðà íîðìàëi ïðÿìî¨ 2x− 5y + 1 = 0.

Ðîçâ'ÿçîê. Êîâåêòîð íîðìàëi äàíî¨ ïðÿìî¨ N = (2,−5). Ìàòðèöÿ g−1 ìà¹

âèãëÿä g−1 =

(
1
2 0
0 1

3

)
. Îá÷èñëèìî

g−1N t =

(
1
2 0
0 1

3

)(
2
−5

)
=

(
1
−5

3

)
.

Îòæå,

N = e1 +
(
− 5

3

)
e2 =

1

3
(3e1 − 5e2).

96. Íà ïëîùèíi ç ìàòðèöåþ ìåòðè÷íî¨ ôîðìè g =

(
2 1
1 3

)
íàïèñàòè ðiâ-

íÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (2,−4) ïåðïåíäèêóëÿðíî äî âåêòîðà
N = 2e1 − 3e2.

Ðîçâ'ÿçîê. Ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ îòðèìà¹ìî ç óìîâè îðòîãîíàëüíîñòi âåêòîðà N
äî âåêòîðà r−r0 = (x1−2)e1+(x2+4)e2, ùî çàäà¹òüñÿ óìîâîþ g(N, r−r0) = 0.
Îòæå, ìà¹ìî

(2,−3)

(
2 1
1 3

)(
x1 − 2
x2 + 4

)
= (1,−7)

(
x1 − 2
x2 + 4

)
= (x1 − 2)− 7(x2 + 4) = 0.

Ðîçêðèâøè äóæêè i ïåðåïîçíà÷èâøè x1 → x, x2 → y, çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨
ó çâè÷íîìó âèãëÿäi x− 7y − 30 = 0.

97. Íà ïëîùèíi ç ìàòðèöåþ ìåòðè÷íî¨ ôîðìè g =
(

2 0
0 3

)
çíàéòè âiäñòàíü

âiä òî÷êè A(1,−4) äî ïðÿìî¨ 2x− y + 4 = 0.

Ðîçâ'ÿçîê. Âiäñòàíü âiä òî÷êè äî ïðÿìî¨ äîðiâíþ¹ äîâæèíi ïðî¹êöi¨ âåêòîðà
r1 − r0 ç ïî÷àòêîì â òî÷öi íà ïðÿìié i êiíöåì â òî÷öi A íà îäèíè÷íèé âåêòîð
íîðìàëi äî ïðÿìî¨. Òîáòî

d =
|g(r1 − r0,N)|√

g(N,N)
.

Ïîðiâíþþ÷è ç ðiâíÿííÿì (2.21), çàóâàæèìî, ùî âiäñòàíü äîðiâíþ¹ ðåçóëüòàòó
ïiäñòàíîâêè êîîðäèíàò òî÷êè â íîðìîâàíå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨.

Ìàòðèöÿ g−1 =

(
1
2 0
0 1

3

)
.Êîâåêòîð íîðìàëi äàíî¨ ïðÿìî¨N = (2,−1). Îòæå,

âåêòîð íîðìàëi N ìà¹ êîîðäèíàòè

g−1N t =

(
1
2 0
0 1

3

)(
2
−1

)
=

(
1
−1

3

)
.
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Éîãî äîâæèíà

|N|2 = (1,−1/3)

(
2 0
0 3

)(
1
−1

3

)
= (2,−1)

(
3
−1

)
= 7.

Òîìó

d =
|2 · 1 + (−1) · (−4) + 4|√

7
=

10√
7
.

98. Íàïèñàòè ðiâíÿííÿ ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåíîãî ç òî÷êè (x0, y0) íà ïðÿìó
Ax+By + C = 0, ÿêùî |e1| = 1, |e2| = 1 i êóò ìiæ âåêòîðàìè e1̂e2 = ω.

Ðîçâ'ÿçîê. Ìàòðèöÿ ìåòðè÷íî¨ ôîðìè çà äàíèìè çàäà÷i ìà¹ âèãëÿä

g =

(
1 cosω

cosω 1

)
, g−1 =

1

sin2 ω

(
1 − cosω

− cosω 1

)
.

Êîâåêòîð äàíî¨ ïðÿìî¨ N = (A,B). Âåêòîð íîðìàëi çíàéäåìî çà ôîðìóëîþ
(2.20)

1

sin2 ω

(
1 − cosω

− cosω 1

)(
A

B

)
=

1

sin2 ω

(
A−B cosω
−A cosω +B

)
.

Çíàéäåíèé âåêòîð ¹ íàïðÿìíèì äëÿ øóêàíî¨ ïðÿìî¨. Îòæå, ¨¨ êàíîíi÷íå ðiâíÿ-
ííÿ íå çàëåæèòü âiä ìåòðè÷íî¨ ñòðóêòóðè i ìà¹ âèãëÿä

x− x0
A−B cosω

=
y − y0

−A cosω +B
.

Çàãàëüíå ðiâíÿííÿ

(A cosω −B)(x− x0) + (A−B cosω)(y − y0) = 0.

99. Íåõàé (O; e1, e2, e3) ñèñòåìà àôiííèõ êîîðäèíàò ó ïðîñòîði. Äîâåäiòü, ùî
ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ a = a1e1 + a2e2 + a3e3 i b = b1e1 + b2e2 + b3e3
îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

⟨a,b⟩ =
3∑

i,j=1

gija
ibj, (2.22)

äå gij = ⟨ei, ej⟩ � ïîïàðíi ñêàëÿðíi äîáóòêè áàçèñíèõ âåêòîðiâ.

Âèðàç
∑3

i,j=1 gija
ibj íàçèâà¹òüñÿ ìåòðè÷íîþ ôîðìîþ ïðîñòîðó, à ìàòðèöÿ

g = (gij) íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ìåòðè÷íî¨ ôîðìè. Ìåòðè÷íó ôîðìó, îá÷èñëåíó
íà âåêòîðàõ a i b, ïîçíà÷èìî ñêîðî÷åíî g(a,b). Òîáòî

g(a,b) =
3∑

i,j=1

gija
ibj.
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100. Ïîêàæiòü, ùî êîñèíóñ êóòà ìiæ âåêòîðàìè a i b ó âèðàçi ÷åðåç ìåòðè-
÷íó ôîðìó ìà¹ âèãëÿä

cos(âb) = g(a,b)√
g(a, a)

√
g(b,b)

.

Ðiâíÿííÿ ïëîùèíè ç âåêòîðîì íîðìàëiN, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó ç ðàäióñ-
âåêòîðîì r0, ó âèðàçi ÷åðåç ìåòðè÷íó ôîðìó ìà¹ âèãëÿä

g(N, r− r0) = 0. (2.23)

101. Âiäñòàíü âiä òî÷êè ç ðàäióñ-âåêòîðîì r1 äî ïëîùèíè g(N, r − r0) = 0 ó
ïðîñòîði ç ìàòðèöåþ ìåòðè÷íî¨ ôîðìè g îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

d =
|g(N, r1 − r0)|√

g(N,N)
.

Ïåðåâiðòå.

102. Ïîêàæiòü, ùî êîîðäèíàòè âåêòîðà íîðìàëi äî ïëîùèíè Ax+By+Cz+
D = 0 â ïðîñòîði ç ìàòðèöåþ ìåòðè÷íî¨ ôîðìè g çíàõîäÿòüñÿ çà ôîðìóëîþ

g−1N t,

äå g−1 ìàòðèöÿ, îáåðíåíà äî ìàòðèöi g, à N = (A,B,C) � êîâåêòîð íîðìàëi
ïëîùèíè.

103. (à) Íåõàé Π : r = r0 + ua+ vb � ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè â ïðî-
ñòîði ç ìàòðèöåþ ìåòðè÷íî¨ ôîðìè g. ßêùî a = {a1, a2, a3} i b = {b1, b2, b3},
òî êîâåêòîð íîðìàëi ïëîùèíè Π ïðîïîðöiéíèé äî êîâåêòîðà

N =

(∣∣∣∣ a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣ ,− ∣∣∣∣ a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣) .
(á) Íàïèñàòè çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (1,−2, 1)
â íàïðÿìêó, ùî çàäà¹òüñÿ âåêòîðàìè a = {−2, 3, 1}, b = {3, 2, 1} â ïðîñòîði
ç ìàòðèöåþ ìåòðè÷íî¨ ôîðìè g.

Ðîçâ'ÿçîê. (à) Ïîçíà÷èìî ÷åðåçN âåêòîð íîðìàëi äàíî¨ ïëîùèíè. Ðiâíÿííÿ
ïëîùèíè (2.23) ïåðåïèøåìî â ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi ÿê

Ntg(r− r0) = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî êîâåêòîð N = Ntg ¹ êîâåêòîðîì íîðìàëi ïëîùèíè. Ç óìîâ{
g(N, a) = 0,
g(N,b) = 0;

∼
{

Ntg a = 0,
Ntg b = 0
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âèïëèâà¹, ùî êîîðäèíàòè (N1, N2, N3) êîâåêòîðà N ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü {

N1a
1 +N2a

2 +N3a
3 = 0,

N1b
1 +N2b

2 +N3b
3 = 0,

îäíèì ç ðîçâ'ÿçêiâ ÿêî¨ ¹ êîâåêòîð

N =

(∣∣∣∣ a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣ ,− ∣∣∣∣ a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣) .
(á) Ñêîðèñòàâøèñü ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (à), çíàéäåìî êîâåêòîð íîðìàëi ïëîùèíè
ó âèãëÿäi

N =

(∣∣∣∣ 3 1
2 1

∣∣∣∣ ,− ∣∣∣∣ −2 1
3 1

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ −2 3
3 2

∣∣∣∣) = (1, 5,−13).

Îòæå, øóêàíå ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä

(x− 1) + 5(y + 2) + (−13)(z − 1) = 0 ∼ x+ 5y − 13z + 22 = 0.

104. Ïîêàæiòü, ùî âiäñòàíü âiä òî÷êè (x0, y0, z0) äî ïëîùèíè Ax+By+Cz+
D = 0 ó ïðîñòîði ç ìàòðèöåþ ìåòðè÷íî¨ ôîðìè g îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

d =
|Ax0 +By0 + Cz0 +D|√

g(N,N)
=

|Ax0 +By0 + Cz0 +D|√∑3
i,j=1 g

ijNiNj

,

äå (gij) � ìàòðèöÿ, îáåðåíåíà äî ìàòðèöi g, i N = (A,B,C) � êîâåêòîð çàäàíî¨
ïëîùèíè.

105. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç φ êóò ìiæ ïðÿìîþ

l : x = x0 + a1t, y = y0 + a2t, x = z0 + a3t

i ïëîùèíîþ A1x+A2y+A3z+D = 0 ó ïðîñòîði ç ìåòðè÷íîþ ôîðìîþ g. Òîäi

sinφ =
|A1a

1 + A2a
2 + A3a

3|√∑3
i,j=1 g

ijNiNj

√∑3
i,j=1 gija

iaj
,

äå (gij) � ìàòðèöÿ, îáåðåíåíà äî ìàòðèöi g, i N = (A1, A2, A3) � êîâåêòîð
çàäàíî¨ ïëîùèíè. Ïåðåâiðòå.



Ðîçäië 3

Çàñòîñóâàííÿ ìåòîäiâ àíàëiòè÷íî¨

ãåîìåòði¨

3.1 Ãåîìåòðè÷íi ìiñöÿ òî÷îê i òðà¹êòîði¨ ðóõó òî÷êè

Ãåîìåòðè÷íèì ìiñöåì òî÷îê íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà òî÷îê, ùî ìàþòü ïåâíó
ãåîìåòðè÷íó âëàñòèâiñòü. Ðiâíÿííÿ, ÿêîìó çàäîâîëüíÿþòü êîîðäèíàòè ãåîìå-
òðè÷íîãî ìiñöÿ i òiëüêè âîíè, íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ãåîìåòðè÷íîãî ìiñöÿ. Ïðè
öüîìó ñèñòåìà êîîðäèíàò, â ÿêié çàäàþòüñÿ êîîðäèíàòè òî÷îê, ìîæå áóòè äî-
âiëüíîþ. Â çàäà÷àõ öüîãî ðîçäiëó ðîçãëÿäàþòüñÿ ãåîìåòðè÷íi ìiñöÿ òî÷îê, êî-
îðäèíàòè ÿêèõ çàäàíî â äåêàðòîâié ïðÿìîêóòíié àáî â ïîëÿðíié ñèñòåìàõ êîîð-
äèíàò.

106. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ãåîìåòðè÷íîãî ìiñöÿ òî÷îê, cóìà âiäñòàíåé âiä ÿêèõ
äî äâîõ ôiêñîâàíèõ òî÷îê F1(−c, 0) i F2(c, 0) ¹ ñòàëîþ i äîðiâíþ¹ 2a (a > c ≥ 0)
(åëiïñ).

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé M(x, y) � òî÷êà ãåîìåòðè÷íîãî ìiñöÿ. Òîäi

r1 := |F1M | =
√

(x+ c)2 + y2, r2 := |F2M | =
√
(x− c)2 + y2.

Çà îçíà÷åííÿì, r1 + r2 = 2a. Çàóâàæèìî, ùî r1 ≤ 2a i r2 ≤ 2a. Îòæå,

r1 = 2a− r2,

îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi äîäàòíi, i ïiäíåñåííÿ äî êâàäðàòà ¹ åêâiâàëåíòíèì ïå-
ðåòâîðåííÿì. Ìà¹ìî

r21 = 4a2 − 4ar2 + r22 ⇒ r21 − r22 = 4a2 − 4ar2 ⇒ 4cx = 4a2 − 4ar2.

Çâiäñè ar2 = a2−cx ≥ 0, ùî ¹ ìîæëèâèì çà óìîâè x ≤ a/c. Çà öi¹¨ óìîâè ìîæíà
çíîâó ïiäíåñòè äî êâàäðàòà i îòðèìàòè

a2(x− c)2 + a2y2 = a4 − 2a2cx+ c2x2 ⇒ x2(a2 − c2) + a2y2 = a2(a2 − c2).

Ïîçíà÷èìî b2 = a2 − c2 > 0. Îòðèìà¹ìî b2x2 + a2y2 = a2b2, àáî

x2

a2
+
y2

b2
= 1 (a ≥ b > 0).

57
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Çàäàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íîþ äëÿ åëiïñà, à îòðèìàíå ðiâ-
íÿííÿ åëiïñà � êàíîíi÷íèì ðiâíÿííÿì (ðèñ. 3.1).

Ðèñ. 3.1: Åëiïñ x2

4
+ y2

2
= 1 ç ïiâîñÿìè a = 2, b =

√
2

107. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ãåîìåòðè÷íîãî ìiñöÿ òî÷îê, ìîäóëü ðiçíèöi âiäñòàíåé
âiä ÿêèõ äî äâîõ ôiêñîâàíèõ òî÷îê F1(−c, 0) i F2(c, 0) äîðiâíþ¹ 2a, äå c > a > 0
(ãiïåðáîëà).

Âiäïîâiäü. x2

a2 −
y2

b2 = 1. Çàäàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íîþ
äëÿ ãiïåðáîëè, à îòðèìàíå ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëè � êàíîíi÷íèì ðiâíÿííÿì (ðèñ.
3.2).

Ðèñ. 3.2: Ãiïåðáîëà x2

4
− y2

9
= 1 ç ïiâîñÿìè a = 2, b = 3

108. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ãåîìåòðè÷íîãî ìiñöÿ òî÷îê, âiäñòàíü âiä ÿêèõ äî ïðÿ-
ìî¨ x = −p

2 äîðiâíþ¹ âiäñòàíi äî òî÷êè F (
p
2 , 0) (ïàðàáîëà).

Âiäïîâiäü. y2 = 2px. Çàäàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íîþ
äëÿ ïàðàáîëè, à îòðèìàíå ðiâíÿííÿ ïàðàáîëè � êàíîíi÷íèì ðiâíÿííÿì (ðèñ.
3.3).
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Ðèñ. 3.3: Ïàðàáîëà y2 = 2x ç ôîêàëüíèì ïàðàìåòðîì p = 1

109. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ãåîìåòðè÷íîãî ìiñöÿ òî÷îê, äîáóòîê âiäñòàíåé âiä
ÿêèõ äî ôiêñîâàíèõ òî÷îê F1(−c, 0) i F2(c, 0) ¹ âåëè÷èíà ñòàëà, ùî äîðiâíþ¹
a2 (îâàë Êàñiíi).

Âiäïîâiäü. (x2 + y2)2 − 2c2(x2 − y2) = a4 − c4 (ðèñ. 3.4).

Ðèñ. 3.4: Îâàëè Êàñiíi äëÿ c = 1, a ≈ 1.05, a ≈ 1.22, a ≈ 1.38

110. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ãåîìåòðè÷íîãî ìiñöÿ òî÷îê, ùî ¹ îñíîâàìè ïåðïåíäè-
êóëÿðiâ, îïóùåíèõ ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò, íà ïðÿìi, ÿêi âiäòèíàþòü âiä êîîð-
äèíàòíèõ êóòiâ òðèêóòíèêè ñòàëî¨ ïëîùi S (ëåìíiñêàòà Áåðíóëi).

Âiäïîâiäü. (x2 + y2)2 = 2c2(x2 − y2) (ðèñ. 3.5).

Ðèñ. 3.5: Ëåìíiñêàòà ïðè c = 2
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Ïîëÿðíîþ ñèñòåìîþ êîîðäèíàò íà ïëîùèíi íàçèâà¹òüñÿ ïàðà (O, l), äå O
� ôiêñîâàíà òî÷êà � ïîëþñ, à l � ïðîìiíü, ùî âèõîäèòü ç O, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ
ïîëÿðíîþ âiññþ.

Äîâiëüíà âiäìiííà âiä O òî÷êà M ïëîùèíè öiëêîì âèçíà÷à¹òüñÿ âiäñòàííþ
ρ = |OM | âiä òî÷êèM äî ïîëþñà O i êóòîì φ, âiäðàõîâàíèì âiä ïîëÿðíî¨ îñi äî
ïðîìåíÿ

−−→
OM . Äîäàòíèì ââàæàþòü íàïðÿì âiäðàõóíêó ïðîòè ðóõó ãîäèííèêîâî¨

ñòðiëêè1. Äëÿ ïîëþñà O âiäñòàíü ρ = 0, à êóò φ íåâèçíà÷åíèé. ×èñëà ρ > 0 i
φ íàçèâàþòü ïîëÿðíèìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè M . Êîîðäèíàòà ρ íàçèâà¹òüñÿ
ïîëÿðíèì ðàäióñîì, à êîîðäèíàòà φ � ïîëÿðíèì êóòîì. Çíà÷åííÿ 0 ≤ φ <
2π íàçèâà¹òüñÿ ãîëîâíèì. Âñi iíøi çíà÷åííÿ φ âiäðiçíÿþòüñÿ âiä ãîëîâíîãî íà
÷èñëî, êðàòíå 2π.

Ïîëÿðíà ñèñòåìà êîîðäèíàò, ïîëþñ ÿêî¨ çáiãà¹òüñÿ ç ïî÷àòêîì äåêàðòîâî¨
ïðÿìîêóòíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò xOy, à ïîëÿðíà âiñü � ç äîäàòíèì íàïðÿìêîì
îñi Ox íàçèâàþòüñÿ óçãîäæåíîþ ç äåêàðòîâîþ êîîðäèíàòíîþ ñèñòåìîþ. Â òà-
êîìó âèïàäêó äåêàðòîâi i ïîëÿðíi êîîðäèíàòè ïîâ'ÿçàíi íàñòóïíèìè ôîðìóëàìè
ïåðåòâîðåíü

x = ρ cosφ, y = ρ sinφ,

ρ =
√
x2 + y2, cosφ =

x√
x2 + y2

, sinφ =
y√

x2 + y2
.

Íåõàé íà ïëîùèíi ôiêñîâàíî äåÿêó ïðàâó ïðÿìîêóòíó äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîð-
äèíàò.

111. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ òðà¹êòîði¨ ðóõó òî÷êè, ùî ðóõà¹òüñÿ çi ñòàëîþ øâèä-
êiñòþ v ïî ïðîìåíþ, ùî îáåðòà¹òüñÿ çi ñòàëîþ êóòîâîþ øâèäêiñòþ w íàâ-
êîëî ïîëþñà, â óçãîäæåíèõ ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ (ñïiðàëü Àðõiìåäà).

Ðîçâ'ÿçîê. Ðóõîìèé ïðîìiíü çà íàïðÿìêîì çáiãà¹òüñÿ ç íàïðÿìêîì ïîëÿð-
íîãî ðàäióñà i çà ÷àñ t òî÷êà äîëà¹ âiäñòàíü âiä ïîëþñà âåëè÷èíîþ ρ = vt. Çà òîé
æå ÷àñ ïðîìiíü îáåðòà¹òüñÿ íà êóò φ = ωt, ÿêèé çáiãà¹òüñÿ ç ïîëÿðíèì êóòîì.
Îòæå, ðiâíÿííÿ ðóõó òî÷êè â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ ìà¹ âèãëÿä ρ = v

ωφ (ðèñ.
3.6).

112. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ îñíîâè ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåíîãî ç ïî÷àòêó êîîðäè-
íàò íà âiäðiçîê ñòàëî¨ äîâæèíè 2a, êiíöi ÿêîãî êîâçàþòü ïî êîîðäèíàòíèõ
îñÿõ ïðÿìîêóòíî¨ äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò, óçãîäæåíèõ ïîëÿðíèõ òà
ïðÿìîêóòíèõ äåêàðòîâèõ êîîðäèíàòàõ (÷îòèðèïåëþñòêîâà òðîÿíäà).

Âiäïîâiäü. ρ = a sin 2φ, (x2 + y2)3 = 4a2x2y2 (ðèñ. 3.7).

1Âèáið äîäàòíîãî çíàêó âiäðàõóíêó êóòà âiäïîâiäà¹ îäíîìó ç ìîæëèâèõ ñïîñîáiâ âèáîðó îði¹íòàöi¨ íà
ïëîùèíi. Îáðàíèé ñïîñiá ¹ òðàäèöiéíèì i óçãîäæåíèì ç âèáîðîì ïðàâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò ó ïðîñòîði.
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Ðèñ. 3.6: Ñïiðàëü Àðõiìåäà ρ = 2φ

Ðèñ. 3.7: ×îòèðèïåëþñòêîâà òðîÿíäà ρ = 2 sin 2φ

113. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ òðà¹êòîði¨ ðóõó òî÷êèM ïðîìåíÿ, ÿêèé îáåðòà¹òüñÿ
íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò O, ÿêùî OM = BC, äå B i C � òî÷êè ïåðåòèíó
äàíîãî ïðîìåíÿ ç êîëîì x2 + y2 = 2ax, r > 0 òà ïðÿìîþ x = 2a, âiäïîâiäíî,
â óçãîäæåíèõ ïîëÿðíèõ òà ïðÿìîêóòíèõ äåêàðòîâèõ êîîðäèíàòàõ (öèñî¨äà
Äiîêëà).

Âiäïîâiäü. ρ = 2a sin2 φ
cosφ , y2(a− x) = x3 (ðèñ. 3.8).

Ðèñ. 3.8: Öèñî¨äà y2(1− x) = x3
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114. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ òðà¹êòîði¨ ðóõó òî÷îê M i N ïðîìåíÿ, ÿêèé îáåðòà-
¹òüñÿ íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò O, ÿêùî BN = BM = b, b > 0, äå B �
òî÷êà ïåðåòèíó äàíîãî ïðîìåíÿ ç êîëîì x2 + y2 = 2ax, a > 0, à òî÷êè M i N
ëåæàòü ïî ðiçíi áîêè âiä òî÷êè B, â óçãîäæåíèõ ïîëÿðíèõ òà ïðÿìîêóòíèõ
äåêàðòîâèõ êîîðäèíàòàõ (ðàâëèê Ïàñêàëÿ).

Âiäïîâiäü. ρ = 2a cosφ+ b, (x2 + y2 − 2ax)2 = b2(x2 + y2) (ðèñ. 3.9).

Ðèñ. 3.9: Ðàâëèê Ïàñêàëÿ ρ = 2 cosφ+ 1

115. Íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò O îáåðòà¹òüñÿ ïðîìiíü, ùî ïåðåòèíà¹ ïðÿ-
ìó x = a â çìiííié òî÷öi B. Òî÷êè M i N ëåæàòü íà ïðîìåíi OB ïî ðiçíi
áîêè âiä òî÷êè B íà âiäñòàíi b. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ëiíié, ùî îïèñóþòü òî-
÷êè M i N â óçãîäæåíèõ ïîëÿðíèõ òà ïðÿìîêóòíèõ äåêàðòîâèõ êîîðäèíàòàõ
(êîíõî¨äà Íiêîìåäà).

Âiäïîâiäü. ρ = a
cosφ ± b, (x2 + y2)(x− a)2 = b2x2 (ðèñ. 3.10).

Ðèñ. 3.10: Êîíõî¨äà Íiêîìåäà (x2 + y2)(x− 1)2 = x2

116. Ðîçãëÿíåìî êâàäðàò ABCD çi ñòîðîíîþ a, â ÿêèé âïèñàíî ñåêòîð ÷âåðòi
êðóãà ðàäióñà a ç öåíòðîì â òî÷öi A. Íåõàé òî÷êà E ðiâíîìiðíî ðóõà¹òüñÿ
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ïî äóçi âiä òî÷êè D äî òî÷êè B; îäíî÷àñíî âiäðiçîê A′B′ ðiâíîìiðíî ðóõà¹-
òüñÿ ç ïîçèöi¨ DC â ïîçèöiþ AB. Íàðåøòi, âèìàãàòèìåìî, ùîá îáèäâà ðóõè
çàâåðøèëèñÿ îäíî÷àñíî. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ òðà¹êòîði¨ ðóõó òî÷êè ïåðåòèíó
ðàäióñà AE òà âiäðiçêà A′B′ (êâàäðàòðèñà Äiíîñòðàòà).

Âiäïîâiäü. ρ = 2a
π

φ
sinφ , x = y cot πy

2a (Ðèñ. 3.11).

Ðèñ. 3.11: Êâàäðàòèñà Äiíîñòðàòà x = y cot πy
a

117. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ òðà¹êòîði¨ ðóõó îñíîâè ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåíîãî ç
òî÷êè C, ÿêà ðóõà¹òüñÿ ïî êîëó ðàäióñà a ç öåíòðîì â ïî÷àòêó êîîðäèíàò
íà âiäðiçîê, êiíöÿìè ÿêîãî ¹ îñíîâè ïåðïåíäèêóëÿðiâ, îïóùåíèõ ç òî÷êè C íà
êîîðäèíàòíi îñi ïðÿìîêóòíî¨ äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò, â ïðÿìîêóòíèõ
äåêàðòîâèõ êîîðäèíàòàõ (àñòðî¨äà).

Âiäïîâiäü. x2/3 + y2/3 = a2/3 (ðèñ. 3.12).

Ðèñ. 3.12: Àñòðî¨äà x
2
3 + y

2
3 = 1

ßêùî ìîæíà ïîäàòè êîîðäèíàòè òî÷îê ãåîìåòðè÷íîãî ìiñöÿ ó âèãëÿäi ôóí-
êöié ïåâíîãî àðãóìåíòó (ïàðàìåòðà), òî ãîâîðÿòü ïðî ëiíiþ ÿê òàêó, ùî ïîäàíà
ïàðàìåòðè÷íî. Íàé÷àñòiøå ïàðàìåòðè÷íå ïîäàííÿ ëiíié âèíèêà¹ â çàäà÷àõ êi-
íåìàòè÷íîãî òèïó ÿê òðà¹êòîði¨ ðóõó òî÷êè.
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118. Ñêëàñòè ïàðàìåòðè÷íi ðiâíÿííÿ òðà¹êòîði¨ ðóõó ôiêñîâàíî¨ òî÷êèM íà
êîëi ðàäióñà R, ÿêå êîòèòüñÿ áåç êîâçàííÿ ïî îñi Ox, ÿêùî â ìîìåíò ïî÷àòêó
ðóõó òî÷êà M çáiãàëàñÿ ç ïî÷àòêîì êîîðäèíàò (öèêëî¨äà).

Ðîçâ'ÿçîê.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç e1, e2 áàçèñíi âåêòîðè íåðóõîìî¨ äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè êîîð-
äèíàò (O; e1, e2), à ÷åðåç f1, f2 áàçèñíi âåêòîðè ðóõîìî¨ äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè êîîð-
äèíàò (O′; f1, f2), ïðèêðiïëåíî¨ äî öåíòðó O′ ðóõîìîãî êîëà. Îñêiëüêè êîëî êîòè-
òüñÿ áåç êîâçàííÿ, òî |OO′| = Rφ, äå φ � êóò ïîâîðîòó ðàäióñà OM â ñèñòåìi êî-
îðäèíàò (O′; f1, f2) ç ïîëîæåííÿM0(0,−R) â ïîëîæíåííÿMφ(−R sinφ,−R cosφ).
Îòæå,

−−→
OO′ = Rφ e1 +R e2,

−−−−−→
O′Mφ = −R sinφ f1 −R cosφ f2.

Çà óìîâîþ f1 = e1, f2 = e2 i ç âåêòîðíî¨ ðiâíîñòi
−−−→
OMφ =

−−→
OO′+

−−−→
O′Mφ îòðèìà¹ìî

−−−→
OMφ = Rφ e1+Re2+(−R sinφ e1−R cosφ e2) = R(φ−sinφ) e1+R(1−cosφ) e2.

Îòæå, ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ðóõó òî÷êè M

x = R(φ− sinφ) y = R(1− cosφ).

Ðèñ. 3.13: Öèêëî¨äà ïðè R = 1

119. Ñêëàñòè ïàðàìåòðè÷íi ðiâíÿííÿ òðà¹êòîði¨ ðóõó ôiêñîâàíî¨ òî÷êè íà
êîëi ðàäióñà r, ÿêå êîòèòüñÿ áåç êîâçàííÿ çîâíi ïî iíøîìó êîëó ðàäióñà R
(åïiöèêëî¨äà).

Ðîçâ'ÿçîê. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç O′ öåíòð ðóõîìîãî êîëà, à ÷åðåç t � êóò ïîâîðî-
òó ïðîìåíÿ

−−→
OO′. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç e1, e2 áàçèñíi âåêòîðè íåðóõîìî¨ äåêàðòîâî¨

ñèñòåìè êîîðäèíàò (O; e1, e2), à ÷åðåç f1, f2 áàçèñíi âåêòîðè ðóõîìî¨ äåêàðòî-
âî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò (O′; f1, f2), ïðèêðiïëåíî¨ äî öåíòðó O′ ðóõîìîãî êîëà.
Îñêiëüêè êîëî êîòèòüñÿ áåç êîâçàííÿ, òî Rt = rφ, äå φ � êóò ïîâîðîòó ðàäi-
óñà OM â ñèñòåìi êîîðäèíàò (O′; f1, f2) ç ïîëîæåííÿ M0(−r, 0) â ïîëîæíåííÿ
Mφ(−r cosφ,−r sinφ). Îòæå,

−−→
OO′ = (R + r)(cos t e1 + sin t e2),

−−−−−→
O′Mφ = −R cosφ f1 − r sinφ f2.
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Òåïåð çàóâàæèìî, ùî

f1 = cos t e1 + sin t e2, f2 = − sin t e1 + cos t e2.

Ç âåêòîðíî¨ ðiâíîñòi
−−−→
OMφ =

−−→
OO′ +

−−−→
O′Mφ îòðèìà¹ìî

−−−→
OMφ =

(
(R + r) cos t− r cos(t+ φ)

)
e1 +

(
(R + r) sin t− r cos(t+ φ)

)
e2.

Ç óðàõóâàííÿì çâ'ÿçêó Rt = rφ ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ëiíi¨ îòðèìà¹ âèãëÿä

x = (R + r) cos t− r cos
R + r

r
t, y = (R + r) sin t− r sin

R + r

r
t .

Ðèñ. 3.14: Åïiöèêëî¨äè ïðè R = 1, r = 1
3
òà ïðè R = 1, r = 1

5

120. Ñêëàñòè ïàðàìåòðè÷íi ðiâíÿííÿ òðà¹êòîði¨ ðóõó ôiêñîâàíî¨ òî÷êè íà
êîëi ðàäióñà r, ÿêå êîòèòüñÿ áåç êîâçàííÿ âñåðåäèíi iíøîãî êîëà ðàäióñà R > r

(ãiïîöèêëî¨äà).

Âiäïîâiäü. x = (R− r) cos t+ r cos R−r
r t, y = (R− r) sin t− r sin R−r

r t.

Ðèñ. 3.15: Ãiïîöèêëî¨äè ïðè R = 1, r = 1
3
òà ïðè R = 1, r = 1

5
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121. Ïî êîëó x2 + y2 = r2 êîòèòüñÿ ïðîìiíü, ïî÷àòêîâå ïîëîæåííÿ ÿêîãî
x = r. Íàïèñàòè ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ëiíi¨, ùî óòâîðþ¹ òî÷êà M ðóõî-
ìî¨ ïðÿìî¨, ÿêà íà ïî÷àòêó ðóõó çáiãàëàñÿ ç òî÷êîþ äîòèêó ïðÿìî¨ i êîëà
(åâîëüâåíòà êîëà).

Âiäïîâiäü. Ïðèéìåìî çà ïàðàìåòð êóò t ìiæ ðàäióñîì â òî÷öi äîòèêó ðó-
õîìî¨ ïðÿìî¨ ç êîëîì i âiññþ Ox. Òîäi òðà¹êòîðiÿ ðóõó îïèøåòüñÿ ðiâíÿííÿìè
x = r(cos t+ t sin t), y = r(sin t− t cos t) (ðèñ. 3.16).

Ðèñ. 3.16: Åâîëüâåíòà êîëà ðàäióñó r = 1.

122. Äàíî äâà êîëà ç öåíòðîì â ïî÷àòêó êîîðäèíàò O ç ðàäióñàìè a i b (a >
b). Íàâêîëî òî÷êè O îáåðòà¹òüñÿ ïðîìiíü, ùî ïåðåòèíà¹ öi êîëà â òî÷êàõ A
i B, âiäïîâiäíî. ×åðåç òî÷êó A ïðîâåäåíî ïðÿìó, ïàðàëåëüíó îñi Oy, à ÷åðåç
òî÷êó B � ïðÿìó, ùî ïàðàëåëüíà îñi Ox, äî ¨õ ïåðåòèíó â òî÷öi M . Çíàéòè
ðiâíÿííÿ òðà¹êòîði¨ òî÷êèM ïðè îáåðòàííi ïðîìåíÿ (åëiïñîãðàô Ëåîíàðäî

äà-Âií÷i).

Âiäïîâiäü. x2

a2 +
y2

b2 = 1.

3.2 Ðóõè íà ïëîùèíi i â ïðîñòîði. Êëàñèôiêàöiÿ ðóõiâ (òå-

îðåìè Øàëÿ)

3.2.1 Îçíà÷åííÿ é àíàëiòè÷íå ïîäàííÿ ðóõó

Âiäîáðàæåííÿ F : En −→ En åâêëiäîâà ïðîñòîðó â ñåáå íàçèâà¹òüñÿ ðóõîì,
ÿêùî öå âiäîáðàæåííÿ çáåðiãà¹ âiäñòàíü ìiæ áóäü-ÿêèìè äâîìà òî÷êàìè,
òîáòî äëÿ âñiõ A,B ∈ En

|F (A)F (B)| = |AB|.

Ñèìåòði¨ â çàäà÷àõ 60, 62, 70 ¹ ÷àñòêîâèìè âèïàäêàìè ðóõiâ.
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123. Ðóõ çáåðiãà¹ êóòè ìiæ âiäïîâiäíèìè âiäðiçêàìè, ïåðåâîäèòü ïðÿìó â
ïðÿìó, ïàðàëåëüíi ïðÿìi ó ïàðàëåëüíi ïðÿìi.

Ðóõ ïåðåâîäèòü âåêòîð
−→
AB ó âåêòîð

−−−−−−−→
F (A)F (B). ßê íàñëiäîê, ðóõ âèçíà÷à¹

âiäîáðàæåííÿ F :
−→
AB →

−−−−−−−→
F (A)F (B).

124. Ðóõ çáåðiãà¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ, òîáòî
〈
F(a),F(b)

〉
=
〈
a,b

〉
.

Ìàòðèöÿ C íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ, ÿêùî CCt = CtC = E, äå E � îäè-
íè÷íà ìàòðèöÿ. Âèçíà÷íèê îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi | detC| = 1. ßêùî detC = 1,
òî ìàòðèöÿ íàçèâà¹òüñÿ âëàñíå îðòîãîíàëüíîþ, ÿêùî æ detC = −1, ìàòðèöÿ
íàçèâà¹òüñÿ íåâëàñíå îðòîãîíàëüíîþ. Ìiæ îðòîãîíàëüíèìè ìàòðèöÿìè é îðòî-
íîðìîâàíèìè áàçèñàìè â En ¹ òiñíèé çâ'ÿçîê.

125. Íåõàé (e) = (e1, . . . , en) îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ â En. Ñèñòåìà âåêòîðiâ
(f) = (f1, . . . , fn) óòâîðþ¹ iíøèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ En òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ìàòðèöÿ C ïåðåòâîðåííÿ (f) = (e)C ¹ îðòîãîíàëüíîþ. Âëàñíå îðòîãî-
íàëüíà ìàòðèöÿ çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ, íåâëàñíå îðòîãîíàëüíà ¨¨ îáåðòà¹.

Ðîçâ'ÿçîê. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê n = 2. Íåõàé (e) = (e1, e2) � îðòîíîðìîâà-
íèé áàçèñ ó E2 i íåõàé (f) = (f1, f2) � äîâiëüíèé íàáið âåêòîðiâ. Ðîçêëàäåìî

f1 = c11e1 + c21e2,

f2 = c12e1 + c22e2.

Ñôîðìó¹ìî ìàòðèöþ C

C =

(
c11 c12
c21 c22

)
,

ñòîâïöi ÿêî¨ ñêëàäåíi ç êîîðäèíàò âiäïîâiäíèõ âåêòîðiâ ñèñòåìè (f). Òîäi ðîçêëà-
äàííÿ âåêòîðiâ (f) çà áàçèñîì (e) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ìàòðè÷íîãî äîáóòêó

(f1, f2) = (e1, e2)

(
c11 c12
c21 c22

)
,

àáî ñêîðî÷åíî
(f) = (e)C.

Ñèñòåìà âåêòîðiâ f óòâîðèòü íîâèé áàçèñ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè detC ̸= 0. Öåé
áàçèñ áóäå îði¹íòîâàíèì äîäàòíî, ÿêùî detC > 0, i âiä'¹ìíî, ÿêùî detC < 0.
Öåé áàçèñ áóäå îðòîíîðìîâàíèì, ÿêùî〈

f1, f1
〉
= |f1|2 = (c11)

2 + (c21)
2 = 1,〈

f2, f2
〉
= |f2|2 = (c12)

2 + (c22)
2 = 1,〈

f1, f2
〉
= c11c

1
2 + c21c

2
2 = 0.
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Öi óìîâè åêâiâàëåíòíi ìàòðè÷íié ðiâíîñòi CCt = CCt = E. Äiéñíî,(
c11 c12
c21 c22

) (
c11 c21
c12 c22

)
=

(
(c11)

2 + (c21)
2 c11c

1
2 + c21c

2
2

c12c
1
1 + c22c

2
1 (c12)

2 + (c22)
2

)
=

(
1 0
0 1

)
.

Äëÿ ðîçãëÿäó âèïàäêó n > 2 äîñèòü ïîìiòèòè, ùî â ðîçêëàäàííi

(f) = (e)C

ñòîâïöi ìàòðèöi C ñôîðìîâàíi ç êîîðäèíàò âåêòîðiâ ñèñòåìè (f) âiäíîñíî áàçèñó
(e), à ìàòðèöÿ CCt ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîïàðíèõ äîáóòêiâ

〈
fi, fk

〉
. Îòæå, îðòîãîíàëü-

íiñòü ìàòðèöi C òÿãíå îðòîíîðìîâàíiñòü ñèñòåìè âåêòîðiâ (f), i íàâïàêè.

126. (Àíàëiòè÷íå ïîäàííÿ ðóõó) Íåõàé F : En −→ En � ðóõ i íåõàé
(O; e1, . . . , en) äîâiëüíà (ôiêñîâàíà) äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò ó En. ßêùî
(x1, . . . , xn) � êîîðäèíàòè äîâiëüíî¨ òî÷êèM ∈ En, òî êîîðäèíàòè (x̃1, . . . , x̃n)
òî÷êè M̃ = F (M) ùîäî òi¹¨ æ ñèñòåìè êîîðäèíàò ìàþòü âèãëÿä

X̃ = CX + b,

äå X i X̃ � âåêòîðè-ñòîâïöi ç âiäïîâiäíèõ êîîðäèíàò, C � îðòîãîíàëüíà ìà-
òðèöÿ, à b � âåêòîð-ñòîâïåöü, ñêëàäåíèé ç êîîðäèíàò òî÷êè Õ = F (O). Ìà-
òðèöÿ C i âåêòîð b âèçíà÷åíi â ¹äèíèé ñïîñiá.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïîçíà÷èìî Õ = F (O), fi = F(ei). Òîäi (Õ; f1, . . . , fn) � íîâà
äåêàðòîâà ïðÿìîêóòíà ñèñòåìà êîîðäèíàò. Íåõàé

−−→
OM = x1e1 + . . . + xnen �

ðàäióñ-âåêòîð äîâiëüíî¨ òî÷êè M . Òîäi xi =
〈−−→
OM, ei

〉
. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

−−→
ÕM̃ =

y1f1+ . . .+y
nfn ðàäióñ-âåêòîð òî÷êè M̃ = F (M) ó íîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò. Òîäi

yi =
〈−−→
ÕM̃, fi

〉
. Àëå ðóõ çáåðiãà¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê. Îòæå,

yi =
〈−−→
ÕM̃, fi

〉
=
〈
F(

−−→
OM),F(ei)

〉
=
〈−−→
OM, ei

〉
= xi.

Çàïèøåìî ðîçêëàäàííÿ

−−→
OM̃ = x̃1e1 + . . .+ x̃nen,

−→
OÕ = b1e1 + . . .+ bnen.

Òîäi −−→
OM̃ =

−→
OÕ +

−−→
ÕM̃. (3.1)

Ïåðåïèøåìî éîãî â ìàòðè÷íié ôîðìi. Äëÿ öüîãî ââåäåìî â ðîçãëÿä ñòîâïöi

X =

 x1
...
xn

 , X̃ =

 x̃1
...
x̃n

 , b =

 b1
...
bn


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i ðÿäêè
(e) = (e1, . . . , en), (f) = (f1, . . . , fn).

Òîäi ìîæíà çàïèñàòè
−−→
OM̃ = (e)X̃,

−→
OÕ = (e) b,

−−→
ÕM̃ = (f)X,

i âåêòîðíà ðiâíiñòü (3.1) ïåðåïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

(e)X̃ = (e)b+ (f)X.

Ç îãëÿäó íà òå, ùî (e) i (f) � îðòîíîðìîâàíi áàçèñè, òî (f) = (e)C, äå C �
îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ. Ïðîäîâæóþ÷è, ìà¹ìî

(e)X̃ = (e)C X + (e) b = (e)(CX + b).

Ç ¹äèíîñòi ðîçêëàäàííÿ âåêòîðà çà áàçèñîì âèïëèâ¹ ðiâíiñòü

X̃ = CX + b,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. �äèíiñòü âèçíà÷åííÿ ìàòðèöi C i âåêòîðà b òàêîæ
âèïëèâàþòü ç ¹äèíîñòi ðîçêëàäàííÿ âåêòîðiâ çà áàçèñîì.

Ðóõ íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì, ÿêùî â éîãî àíàëiòè÷íîìó ïîäàííi detC = +1, i
íåâëàñíèì, ÿêùî detC = −1.

3.2.2 Ñïåöiàëüíi âèäè ðóõiâ íà ïëîùèíi

Òî÷êà M ∈ En íàçèâà¹òüñÿ íåðóõîìîþ âiäíîñíî ðóõó F , ÿêùî F (M) =M .
• Ïàðàëåëüíèé ïåðåíîñ. Ïàðàëåëüíèì ïåðåíîñîì íàçèâà¹òüñÿ ðóõ, ùî íå

ìà¹ íåðóõîìèõ òî÷îê.

127. Âiäíîñíî äàíî¨ äåêàðòîâî¨ ïðÿìîêóòíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò àíàëiòè÷íå
ïîäàííÿ ïàðàëåëüíîãî ïåðåíîñó ìà¹ âèãëÿä

x̃ = x+ b1,
ỹ = y + b2.

((b1)2 + (b2)2 ̸= 0).

Ïàðàëåëüíèé ïåðåíîñ ¹ âëàñíèì ðóõîì.

• Ïîâîðîò. Ïîâîðîòîì íàçèâà¹òüñÿ ðóõ íà ïëîùèíi, ùî ìà¹ ¹äèíó íåðóõîìó

òî÷êó � öåíòð îáåðòàííÿ.

128. Ó ñèñòåìi êîîðäèíàò, âiäíåñåíî¨ äî íåðóõîìî¨ òî÷êè, àíàëiòè÷íå ïîäàí-
íÿ ïîâîðîòó ìà¹ âèãëÿä(

x̃

ỹ

)
=

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)(
x

y

)
.

Ïàðàìåòð φ íàçèâà¹òüñÿ êóòîì ïîâîðîòó. Ïîâîðîò ¹ âëàñíèì ðóõîì.
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Ïiäêàçêà. ßêùî M � ¹äèíà íåðóõîìà òî÷êà, òî âñi òî÷êè ïëîùèíè çìiùó-
þòüñÿ óçäîâæ êië ç öåíòðàìè â òî÷öi M .

• Îñüîâà ñèìåòðiÿ. Íåòîòîæíèé ðóõ, ùî ëèøà¹ íåðóõîìîþ ïðÿìó, íàçèâà-
¹òüñÿ îñüîâîþ ñèìåòði¹þ.

129. Ó ñèñòåìi êîîðäèíàò, âiñü Ox ÿêî¨ çáiãà¹òüñÿ ç íåðóõîìîþ ïðÿìîþ, àíà-
ëiòè÷íå ïîäàííÿ îñüîâî¨ ñèìåòði¨ ìà¹ âèãëÿä

x̃ = x,
ỹ = −y,

àáî â ìàòðè÷íié ôîðìi (
x̃
ỹ

)
=

(
1 0
0 −1

)(
x
y

)
.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé l � íåðóõîìà ïðÿìà ðóõó F . Íàïðàâèìî âiñü Ox óçäîâæ
ïðÿìî¨ l, à âiñü Oy � ïåðïåíäèêóëÿðíî l. Çàïèøåìî çàãàëüíèé âèãëÿä ðóõó

x̃ = c11x+ c12y + b1,

ỹ = c21x+ c22y + b2

i çàæàäà¹ìî, ùîá âií çàëèøàâ íåðóõîìîþ ïðÿìó l, ùî çáiãà¹òüñÿ â íàøié ñèñòåìi
êîîðäèíàò ç âiññþ Ox. Òîäi òî÷êà ç êîîðäèíàòàìè (x,0) ïåðåõîäèòü ó òî÷êó ç
êîîðäèíàòàìè (x,0). Îòæå, ðiâíîñòi

x = c11x+ b1,

0 = c21x+ b2

ïîâèííi âèêîíóâàòèñÿ òîòîæíî çà x. Çâiäñè çíàõîäèìî

b1 = b2 = 0, c11 = 1, c21 = 0.

Òîäi

C =

(
1 c12
0 c22

)
.

Ç îðòîãîíàëüíîñòi ìàòðèöi C âèïëèâà¹ ðiâíiñòü 1c12 + 0c22 = 0. Çíà÷èòü, c12 = 0.
Îñêiëüêè | detC| = 1, òî |c22| = 1. ßêùî c22 = 1, òî ïåðåòâîðåííÿ ¹ òîòîæíèì.
Îòæå, c22 = −1, ùî é çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

• Êîâçíà ñèìåòðiÿ. Êîâçíîþ ñèìåòði¹þ íàçèâà¹òüñÿ êîìïîçèöiÿ îñüîâî¨

ñèìåòði¨ i ïàðàëåëüíîãî ïåðåíîñó óçäîâæ îñi ñèìåòði¨.

130. Ó ñèñòåìi êîîðäèíàò, âiñü Ox ÿêî¨ çáiãà¹òüñÿ ç íåðóõîìîþ ïðÿìîþ, àíà-
ëiòè÷íå çàâäàííÿ êîâçíî¨ ñèìåòði¨ ìà¹ âèãëÿä

x̃ = x+ b1,

ỹ = −y,
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àáî â ìàòðè÷íié ôîðìi(
x̃
ỹ

)
=

(
1 0
0 −1

)(
x
y

)
+

(
b1

0

)
.

Êîâçíà ñèìåòðiÿ ¹ íåâëàñíèì ðóõîì.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Tb ïàðàëåëüíèé ïåðåíîñ íà âåêòîð b, à ÷åðåç Sl

� îñüîâó ñèìåòðiþ âiäíîñíî ïðÿìî¨ l. Òîäi êîâçíà ñèìåòðiÿ F = Tb◦Sl. Âèáåðåìî
äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò, îáãîâîðåíó â óìîâi. Íåõàé (x, y) äîâiëüíà òî÷êà
ïëîùèíè. Òîäi

(x, y)
Sl−→ (x,−y), à ïîòiì (x,−y) Tb−→ (x+ b1,−y).

Îòæå,

(x, y)
Tb◦Sl−→ (x+ b1,−y).

Îñüîâà ñèìåòðiÿ � îêðåìèé âèïàäîê êîâçíî¨.

3.2.3 Êëàñèôiêàöiÿ ðóõiâ íà ïëîùèíi

131. (Òåîðåìà Øàëÿ íà ïëîùèíi) Áóäü-ÿêèé âëàñíèé ðóõ íà ïëîùèíi ¹ àáî
ïàðàëåëüíèì ïåðåíîñîì, àáî ïîâîðîòîì. Áóäü-ÿêèé íåâëàñíèé ðóõ ¹ êîâçíîþ
ñèìåòði¹þ.

Ïiäêàçêà. Íåõàé F ðóõ i X̃ = CX + b éîãî àíàëiòè÷íå ïîäàííÿ. Ç îðòîãî-
íàëüíîñòi ìàòðèöi

C =

(
c11 c12
c21 c22

)
âèâåñòè, ùî ìàòðèöÿ ìîæå ìàòè äâi áóäîâè. Àáî

C =

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
,

ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ðóõó, àáî

C =

(
cosφ sinφ
sinφ − cosφ

)
,

ùî âiäïîâiäà¹ íåâëàñíîìó ðóõó. Äàëi ðîçãëÿíóòè çàäà÷ó íà íåðóõîìi òî÷êè ïå-
ðåòâîðåíü ç òàêèìè ìàòðèöÿìè.
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3.2.4 Êëàñèôiêàöiÿ ðóõiâ ó ïðîñòîði

Àíàëiòè÷íå çàâäàííÿ ðóõó F çàãàëüíîãî âèäó X̃ = CX + b ìîæíà ïîäàòè ÿê
êîìïîçèöiþ ïàðàëåëüíîãî ïàðåíîñó Tb i ðóõó F0 âèäó X̃ = CX, à ñàìå F =
Tb ◦ F0. Âèäiëèìî îêðåìi âèïàäêè òàêèõ êîìïîçèöié.

• Ïàðàëåëüíèé ïåðåíîñ.

x̃ = x+ b1,
ỹ = y + b2,
z̃ = z + b3.

Öå âëàñíèé ðóõ ç ìàòðèöåþ

C =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

• Ãâèíòîâèé ðóõ � êîìïîçèöiÿ ïîâîðîòó íàâêîëî íåðóõîìî¨ îñi i ïàðàëåëüíîãî
ïåðåíîñó â íàïðÿìêó öi¹¨ îñi. Ó ñèñòåìi êîîðäèíàò ç íåðóõîìîþ ïðÿìîþ â ÿêîñòi
îñi Oz öåé ðóõ çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi x̃

ỹ

z̃

 =

 cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0

0 0 1

 x

y

z

+

 0
0
b3

 .

Ãâèíòîâèé ðóõ ¹ âëàñíèì. Çàóâàæèìî, ùî ïàðàëåëüíèé ïåðåíîñ ¹ ÷àñòêîâèì
âèïàäêîì (φ = 0) ãâèíòîâîãî ðóõó.

• Êîâçíà ñèìåòðiÿ � êîìïîçèöiÿ ñèìåòði¨ ùîäî ïëîùèíè i ïàðàëåëüíîãî
ïåðåíîñó óçäîâæ ïëîùèíè ñèìåòði¨. ßêùî ïëîùèíó (xy) ñèñòåìè êîîðäèíàò
ðîçòàøóâàòè â ïëîùèíi ñèìåòði¨, à âiñü Oz ñïðÿìóâàòè ïåðïåíäèêóëÿðíî äî
íå¨, òî êîâçíà ñèìåòðiÿ çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi x̃

ỹ
z̃

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 x

y
z

+

 b1

b2

0

 .

Êîâçíà ñèìåòðiÿ ¹ íåâëàñíèì ðóõîì.
• Äçåðêàëüíèé ïîâîðîò � êîìïîçèöiÿ ïîâîðîòó íàâêîëî íåðóõîìî¨ îñi i

ñèìåòði¨ âiäíîñíî ïëîùèíè, ùî ïåðïåíäèêóëÿðíà äî îñi îáåðòàííÿ. Ó ñèñòåìi
êîîðäèíàò, ó ÿêié âiñü Oz ñïðÿìîâàíà óçäîâæ îñi îáåðòàííÿ, à ïëîùèíà (xy) ¹
ïëîùèíîþ ñèìåòði¨, äçåðêàëüíèé ïîâîðîò çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi x̃

ỹ

z̃

 =

 cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0

0 0 −1

 x
y
z

 .

Äçåðêàëüíèé ïîâîðîò ¹ íåâëàñíèì ðóõîì.
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Ðîçãëÿíåìî äîêëàäíiøå ñòðóêòóðó çàãàëüíîãî ðóõó F0 .

132. Íåõàé F0 ðóõ, àíàëiòè÷íå ïîäàííÿ ÿêîãî X̃ = CX. Òîäi iñíó¹ ïðÿìîêóòíà
äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò, ùîäî ÿêî¨ ðóõ F0 âèçíà÷à¹òüñÿ ìàòðèöåþ

C =

 cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0

0 0 1

 (3.2)

äëÿ âëàñíîãî ðóõó àáî ìàòðèöåþ

C =

 cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0

0 0 −1

 (3.3)

äëÿ íåâëàñíîãî ðóõó.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïîêàæåìî, ùî ðóõ F0 çàëèøà¹ iíâàðiàíòíîþ ïðÿìó, ùî ïðîõî-
äèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò (òî÷êè öi¹¨ ïðÿìî¨ íåîáîâ'ÿçêîâî çàëèøàþòüñÿ
íà ìiñöi). Áóäåìî øóêàòè ïðÿìó, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò, òî-
÷êè ÿêî¨ ïåðåõîäÿòü ó òî÷êè öi¹¨ æ ïðÿìî¨. Äëÿ òàêèõ òî÷îê F0(

−−→
OM) = λ

−−→
OM.

Îñêiëüêè ïðÿìà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò, òî âåêòîð
−−→
OM çáiãà¹òüñÿ

ç ðàäióñ-âåêòîðîì {x, y, z} òî÷êè íà ïðÿìié2. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç X ñòîâï÷èê ç
êîîðäèíàòàìè òî÷êè. Òîäi ç àíàëiòè÷íîãî ïîäàííÿ ðóõó îòðèìà¹ìî óìîâó

CX = λX (3.4)

äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè íà ïðÿìié. Ïåðåïèñóþ÷è öþ óìîâó ó âèãëÿäi

(C − λE)X = 0, (3.5)

îäåðæó¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü, ùî ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè det(C − λE) = 0, òîáòî∣∣∣∣∣∣

c11 − λ c12 c13
c21 c22 − λ c23
c31 c32 c33 − λ

∣∣∣∣∣∣ = 0. (3.6)

Ìíîãî÷ëåí χ(λ) = det(C − λE) íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì
ìàòðèöi C. Íåíóëüîâèé âåêòîð X, êîîðäèíàòè ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìi
ðiâíÿíü (3.4) àáî, ùî åêâiâàëåíòíî, ñèñòåìi (3.5), íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì âåêòî-
ðîì ìàòðèöi C. Êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà íàçèâàþòüñÿ âëàñíèìè
÷èñëàìè ìàòðèöi C.

Ðiâíÿííÿ (3.6) ¹ àëãåáðà¨÷íèì ðiâíÿííÿì òðåòüîãî ïîðÿäêó. Òàêå ðiâíÿííÿ
çàâæäè ìà¹ äiéñíèé êîðiíü λ0, à çíà÷èòü, ñèñòåìà (C − λ0E)X = 0 ìà¹ íåíó-
ëüîâèé ðîçâ'ÿçîê. Ïîçíà÷èìî éîãî ÷åðåç X0. Òîäi ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç

2Íàãàäà¹ìî, ùî çà óãîäîþ ïðî ïîçíà÷åííÿ {x, y, z} � öå ñòîâï÷èê.
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ïî÷àòîê êîîðäèíàò ó íàïðÿìêó âëàñíîãî âåêòîðóà X0, ïiä äi¹þ ðóõó F0 ïåðåõî-
äèòü ó ñåáå.

Îñêiëüêè F0 � ðóõ, òî
〈
CX0, CX0

〉
=
〈
X0, X0

〉
= |X0|2. Ç iíøîãî áîêó,〈

CX0, CX0

〉
=
〈
λ0X0, λ0X0

〉
= λ2

〈
X0, X0

〉
= λ20|X0|2. Îòæå, λ20 = 1, à çíà÷èòü,

λ0 = ±1.
Îáåðåìî ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ùîá âiñü Oz áóëà ñïðÿìîâàíà óçäîâæ iíâàði-

àíòíî¨ ïðÿìî¨, à ïëîùèíó (xy) îáåðåìî ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó e3. Îñêiëüêè
Ce3 = ±e3, òî  c11 c12 c13

c21 c22 c23
c31 c32 c33

 0
0
1

 =

 0
0

±1

 .

Îòæå, c13 = 0, c23 = 0, c33 = ±1. Òîäi

C =

 c11 c12 0
c21 c22 0
c31 c32 ±1

 .

Àëå C � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, à çíà÷èòü, c31 = c32 = 0. Òîäi

C =

 c11 c12 0
c21 c22 0
0 0 ±1

 ,

i

(
c11 c12
c21 c22

)
� îðòîãîíàëüíà 2×2 ìàòðèöÿ, ùî âiäïîâiäà¹ äåÿêîìó ðóõó â îáðàíié

íàìè ïëîùèíi (xy).
Çà òåîðåìîþ Øàëÿ äëÿ ðóõiâ ïëîùèíè, ìàòðèöÿ ðóõó çâîäèòüñÿ äî âiäîìèõ

ôîðì. Òàêèì ÷èíîì, ìè îäåðæó¹ìî 4 ìîæëèâi âàðiàíòè:

(a) C =

 cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0

0 0 1

 , (b) C =

 cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0

0 0 −1

 ,

(c) C =

 cosφ sinφ 0
sinφ − cosφ 0

0 0 1

 , (d) C =

 cosφ sinφ 0
sinφ − cosφ 0

0 0 −1

 .

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê (a). Òîäi detC = +1, ðóõ ¹ âëàñíèì i ïðè ïåðåòâîðåííi x̃

ỹ
z̃

 =

 cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0

0 0 1

 x

y
z


êîæíà ïëîùèíà z = z0 ïåðåõîäèòü ó ñåáå, ó òîé ÷àñ ÿê ó ñàìié ïëîùèíi z = z0
òî÷êè îáåðòàþòüñÿ íà êóò φ íàâêîëî òî÷êè (0, 0, z0). Âèõîäèòü, ðîçãëÿíóòèé ðóõ
¹ ïîâîðîòîì íàâêîëî íåðóõîìî¨ îñi.
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Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê (b). Òóò detC = −1, i ðóõ áóäå íåâëàñíèì. Ïîäàìî
ìàòðèöþ C ó âèãëÿäi

C =

 cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0

0 0 −1

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0

0 0 1

 .

Òåïåð î÷åâèäíî, ùî F0 = S ◦ Rl, äå S � ñèìåòðiÿ âiäíîñíî ïëîùèíè, ïåðïåíäè-
êóëÿðíî¨ äî íåðóõîìî¨ ïðÿìî¨ l, à Rl � îáåðòàííÿ íà êóò φ íàâêîëî öi¹¨ ïðÿìî¨.
Òàêèé ðóõ ¹ äçåðêàëüíèì ïîâîðîòîì íàâêîëî íåðóõîìî¨ îñi.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê (c). Òóò detC = −1, i ìè çíîâó ìà¹ìî ñïðàâó ç íåâëà-
ñíèì ðóõîì. Öåé ðóõ çíîâó ïåðåâîäèòü êîæíó ïëîùèíó z = z0 â ñåáå, àëå íà
êîæíié òàêié ïëîùèíi ¹ íåâëàñíèì ðóõîì, òîáòî êîâçíîþ ñèìåòði¹þ. Îäíàê òî-
÷êà (0, 0, 0) î÷åâèäíî ¹ íåðóõîìîþ. Îòæå, â êîæíié ïëîùèíi z = z0 ðóõ ¹ îñüîâîþ
ñèìåòði¹þ. Ïðèéìåìî îäíó ç öèõ ïðÿìèõ çà âiñü Ox íîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò.
Òîäi ìàòðèöÿ, ùî çàäà¹ ðîçãëÿíóòèé ðóõ, íàáóäå âèãëÿäó 1 0 0

0 −1 0
0 0 1

 .

Àëå öå â òî÷íîñòi äçåðêàëüíèé ïîâîðîò íà êóò φ = 0 íàâêîëî íîâî¨ îñi Oy.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê (d). Òóò detC = +1, i ðóõ ¹ âëàñíèì. Ðîçãëÿíåìî ïëîùè-

íó z = 0. Öþ ïëîùèíó ðóõ ïåðåâîäèòü ó ñåáå i äi¹ íà öié ïëîùèíi ÿê íåâëàñíèé
ðóõ, òîáòî ÿê êîâçíà ñèìåòðiÿ. Îäíàê òî÷êà (0, 0, 0) î÷åâèäíî ¹ íåðóõîìîþ. Îò-
æå, â ïëîùèíi z = 0 ðóõ ¹ îñüîâîþ ñèìåòði¹þ. Ïðèéìåìî öþ âiñü ÿê íîâó âiñü
Ox. Ó òàêié ñèñòåìi êîîðäèíàò ìàòðèöÿ, ùî çàäà¹ ðóõ, íàáóäå âèãëÿäó 1 0 0

0 −1 0
0 0 −1


i ¹ ìàòðèöåþ ïîâîðîòó íà êóò φ = π íàâêîëî íîâî¨ îñi Ox.

133. Ïîêàæiòü, ùî ïàðàëåëüíèé ïåðåíîñ T ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi T =
S1◦S2, äå S1 i S2 � ñèìåòði¨ ùîäî äåÿêèõ ïëîùèí, ïåðïåíäèêóëÿðíèõ íàïðÿìêó
ïåðåíîñó.

134. Ïîêàæiòü,ùî êîìïîçèöiþ òðüîõ ñèìåòðié âiäíîñíî ïàðàëåëüíèõ ïëîùèí
ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi îäíi¹¨ ñèìåòði¨ âiäíîñíî ïåâíî¨ ïëîùèíè, ùî ¨ì ïà-
ðàëåëüíà.

135. (Òåîðåìà Øàëÿ äëÿ ðóõiâ ó ïðîñòîði) Áóäü-ÿêèé âëàñíèé ðóõ ó ïðî-
ñòîði ¹ ãâèíòîâèì. Áóäü-ÿêèé íåâëàñíèé ðóõ ó ïðîñòîði ¹ àáî êîâçíîþ ñèìå-
òði¹þ, àáî äçåðêàëüíèì ïîâîðîòîì.
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Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé X̃ = CX + b ðóõ. Òîäi ùîäî äåÿêî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò
ìàòðèöÿ C ìà¹ âèãëÿä:

(a) C =

 cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0

0 0 1

 , àáî (b) C =

 cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0

0 0 −1

 .

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê (a). ßêùî φ = 0, òî ðîçãëÿíóòèé ðóõ ¹ ïàðàëåëüíèì ïåðå-
íîñîì. Íåõàé φ ̸= 0. Òîäi ìàòðèöi C âiäïîâiäà¹ ïîâîðîò íà êóò φ íàâêîëî îñi
Oz. Ïîçíà÷èìî éîãî Ω i äëÿ çðó÷íîñòi ïîñèëàíü ïåðåïîçíà÷èìî i ñàìó ìàòðèöþ
C → Ω.

Ïðè ðóñi X̃ = ΩX âiñü Oz ¹ iíâàðiàíòíîþ. Ðîçêëàäåìî âåêòîð çñóâó b íà
ñêëàäîâi ó âèãëÿäi b = a + c, äå âåêòîð c ∥ Oz, à âåêòîð a ⊥ Oz. Òîäi a =
{a1, a2, 0}, c = {0, 0, c3} i Tb = Tc ◦ Ta.

Àíàëiòè÷íå ïîäàííÿ ðóõó F ó âèãëÿäi X̃ = ΩX + b ìîæíà ðîçêëàñòè ó
êîìïîçèöiþ (ïîñëiäîâíå âèêîíàííÿ) ðóõiâ, à ñàìå

F = Tb ◦ Ω = Tc ◦ Ta ◦ Ω = Tc ◦ Ω′.

Ïîêàæåìî, ùî Ω′ � ïîâîðîò íàâêîëî äåÿêî¨ ïðÿìî¨ l, ùî ïåðïåíäèêóëÿðíà äî
ïëîùèíè (xy). Äiéñíî,

Ω′X =


cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0

0 0 1



x

y

z

+


a1
a2
0

=


x cosφ− y sinφ+ a1
x sinφ+ y cosφ+ a2

z

.

Îòæå, êîæíà ïëîùèíà z = z0 ïåðåõîäèòü ó ñåáå, à â êîæíié òàêié ïëîùèíi ¹
íåðóõîìà òî÷êà. �¨ êîîðäèíàòè íå çàëåæàòü âiä âèáîðó z0, à çíà÷èòü, âñi òàêi
òî÷êè ëåæàòü íà äåÿêié ïðÿìié l, ùî ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè (xy). Îòæå,
Ω′ � îáåðòàííÿ íàâêîëî ïðÿìî¨ l. Àëå òîäi F = Tc ◦ Ω′ � ãâèíòîâèé ðóõ.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê (b). Íåõàé S � ñèìåòðiÿ âiäíîñíî ïëîùèíè (xy). Âîíà
çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ âèäó

S =

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 .

Òîäi

C =

 cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0

0 0 −1

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0

0 0 1

 = SΩ,

i ìè ìîæåìî àíàëiòè÷íî ïîäàòè ðóõ ó âèãëÿäi

X̃ = SΩX + b.
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Çíà÷èòü, òàêèé ðóõ ìîæíà ïîäàòè ÿê êîìïîçèöiþ

F = Tb ◦ S ◦ Ω.

Âåêòîð çñóâó b ðîçêëàäåìî ó âèãëÿäi b = a + c, äå a ⊥ Oz, c ∥ Oz. Òîäi
Tb = Ta ◦ Tc. Çà âïðàâîþ 133, Tc = S1 ◦ S2, äå S1 i S2 ñèìåòði¨ âiäíîñíî ïëîùèí,
ùî ïåðïåíäèêóëÿðíi äî îñi Oz. Îòæå,

F = Ta ◦ S1 ◦ S2 ◦ S ◦ Ω.

Çà âïðàâîþ 134 êîìïîçèöiÿ S1 ◦ S2 ◦ S ¹ ñèìåòði¹þ âiäíîñíî äåÿêî¨ ïëîùèíè,
ïåðïåíäèêóëÿðíî¨ äî îñiOz. Ïîçíà÷èìî ¨¨ ÷åðåç S ′. Îñêiëüêè a ⊥ Oz, òî Ta◦S ′ =
S ′ ◦ Ta, i ìè ìà¹ìî

F = S ′ ◦ Ta ◦ Ω.

ßêùî φ = 0, òî Ω ¹ òîòîæíèé ðóõ, i òîäi F = Ta ◦ S ′, òîáòî ðóõ ¹ êîâçíîþ
ñèìåòði¹þ. ßêùî æ φ ̸= 0, òî, ÿê i ó âèïàäêó (à), êîìïîçèöiÿ Ta ◦ Ω = Ω′ ¹
îáåðòàííÿì íàâêîëî îñi, ùî ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè (xy), à îòæå, F =
S ′ ◦ Ω′ � äçåðêàëüíèé ïîâîðîò.

3.3 Êîìïëåêñíi ÷èñëà, êâàòåðíiîíè i îïèñ îáåðòàëüíîãî

ðóõó

Êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè íàçèâàþòüñÿ ÷èñëà âèäó z = x + yi, äå x, y ∈ IR, i2 =
−1. Äiéñíi ÷èñëà x i y íàçèâàþòüñÿ, âiäïîâiäíî, äiéñíîþ i óÿâíîþ ÷àñòèíàìè
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z. Äiéñíå ÷èñëî |z| =

√
x2 + y2 íàçèâà¹òüñÿ ìîäóëåì êîì-

ïëåêñíîãî ÷èñëà z. ×èñëî z̄ = x − yi íàçèâà¹òüñÿ ñïðÿæåíèì äî ÷èñëà z. Î÷å-
âèäíî, ùî zz̄ = |z|2. Íà äåêàðòîâié ïëîùèíi êîìïëåêñíå ÷èñëî iíòåðïðåòó¹òüñÿ
òî÷êîþ ç êîîðäèíàòàìè (x, y). Â óçãîäæåíèõ ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ êîìïëåêñíå
÷èñëî ïîäà¹òüñÿ â òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi z = ρ(cosφ+ i sinφ), äå ρ = |z|. Ïî-
ëÿðíèé êóò φ íàçèâà¹òüñÿ àðãóìåíòîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Ïðè îá÷èñëåííi
äîáóòêó êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ¨õ ìîäóëi ïåðåìíîæóþòüñÿ, à àðãóìåíòè äîäàþ-
òüñÿ.

136. Ïåðåòâîðåííÿ z̃ = zω, äå ω = cosα + i sinα � êîìïëåêñíå ÷èñëî ç ìî-
äóëåì |ω| = 1, ¹ ïîâîðîòîì ïëîùèíè íà êóò α íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò.
Îáãðóíòóéòå.

Êâàòåðíiîíè ¹ óçàãàëüíåííÿì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Êâàòåðíiîíîì íàçèâà¹-
òüñÿ ÷èñëî âèäó q = a + xi + yj + zk, äå a, x, y, z äiéñíi ÷èñëà, à òðè óÿâíi
îäèíèöi i, j,k çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíèì ïðàâèëàì îá÷èñëåííÿ äîáóòêó:

i2 = −1, j2 = −1,k2 = −1, ij = k, jk = i, ki = j.
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Ãåîìåðè÷íà ïîäà÷à êâàòåðíiîíà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî êâàòåðíiîí ðîçãëÿäà¹òüñÿ
ÿê ïàðà (a,v), äå a ∈ IR, v = v1i + v2j + v3k � âåêòîð, ðîçêëàäåíèé çà îðòà-
ìè i, j,k äåêàðòîâî¨ ïðÿìîêóòíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò â E3. ×èñëî a íàçèâà¹òüñÿ
ñêàëÿðíîþ ÷àñòèíîþ êâàòåðíiîíà, à âåêòîð v � âåêòîðíîþ ÷àñòèíîþ êâàòåðíiî-
íà. Êâàòåðíiîíè âèäó (a,0) îòîòîæíþþòüñÿ ç äiéñíèìè ÷èñëàìè, à êâàòåðíiîíè
âèäó (0,v) íàçèâàþòüñÿ ÷èñòî óÿâíèìè. Ìíîæèíó êâàòåðíiîíiâ ïîçíà÷àþòü
ñèìâîëîì H íà ÷åñòü iðëàíäñüêîãî ìàòåìàòèêà i ôiçèêà Ó. Ãàìiëüòîíà.

Ñóìîþ êâàòåðíiîíiâ (a,v) i (b,w) íàçèâà¹òüñÿ êâàòåðíiîí (a + b,v + w).
Äîáóòêîì ÷èñëà λ ∈ IR íà êâàòåðíiîí (a,v) íàçèâà¹òüñÿ êâàòåðíiîí (λa, λv).
Áóäåìî ïîçíà÷àòè êâàòåðíiîíè ëiòåðîþ q, òîáòî q = (a,v). Êâàòåðíiîí (0,0)
íàçèâà¹òüñÿ íóëüîâèì i ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì θ. Êâàòåðíiîí (−a,−v) íàçèâà-
¹òüñÿ ïðîòèëåæíèì äî êâàòåðíiîíà q = (a,v) i ïîçíà÷à¹òüñÿ (−q).

137. Ïåðåâiðòå, ùî îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ êâàòåðíiîíiâ i ìíîæåííÿ íà ÷èñëî ìà¹
íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

� q1 + q2 = q2 + q1 (êîìóòàòèâíiñòü);

� (q1 + q2) + q3 = q1 + (q2 + q3) (àñîöiàòèâíiñòü);

� q + θ = q;

� q + (−q) = θ;

� (λ+ µ)q = λq + µq;

� λ(q1 + q2) = λq1 + λq2 (äèñòðèáóòèâíiñòü);

� λ(µq) = (λµ)q;

� 0q = θ, 1q = q, (−1)q = (−q).

Äîáóòêîì êâàòåðíiîíiâ (a,v) i (b,w) íàçèâà¹òüñÿ êâàòåðíiîí

(a,v) · (b,w) =
(
ab− ⟨v,w⟩, av + bw + [v,w]

)
.

138. Îá÷èñëiòü äîáóòîê êâàòåðíiîíiâ q1 = 2+ i−3j+2k i q2 = 3−2i+2j−3k.

Âiäïîâiäü. 20 + i− j− 9k.

139. Ïåðåâiðòå, ùî äîáóòîê êâàòåðíiîíiâ: àñîöiàòèâíèé q1(q2q3) = (q1q2)q3;
äèñòðèáóòèâíèé (q1 + q2)q3 = q1q3 + q2q3; íå êîìóòàòèâíèé q1q2 ̸= q2q1.

Êâàòåðíiîí (a,−v) íàçèâà¹òüñÿ ñïðÿæåíèì äî êâàòåðíiîíà q = (a,v) i ïî-
çíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì q̄. Äiéñíå ÷èñëî

√
a2 + |v|2 íàçèâà¹òüñÿ ìîäóëåì êâàòåð-

íiîíà q = (a,v) i ïîçíà÷à¹òüñÿ |q|. ßêùî |q| = 1, òî êâàòåðíiîí íàçèâà¹òüñÿ
îäèíè÷íèì. Êâàòåðíiîí âèäó (a,0) îòîòîæíþ¹òüñÿ ç äiéñíèì ÷èñëîì a. Êâàòåð-
íiîí âèäó (0,v) íàçèâà¹òüñÿ ÷èñòî óÿâíèì.
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140. Ïåðåâiðòå, ùî qq̄ = q̄q = |q|2, q1q2 = q̄2q̄1, |q1q2| = |q1||q2|.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïåðåâiðèìî äðóãó âëàñòèâiñòü. Íåõàé q1 = (a,v) , q2 = (b,w).
Òîäi

q1q2 = (ab− ⟨v,w⟩, aw + bv + [v,w]) = (ab− ⟨v,w⟩,−aw − bv − [v,w]),

q̄2q̄1 = (b,−w)(a,−v) = (ab− ⟨w,v⟩,−bv − aw + [w,v]) =

(ab− ⟨v,w⟩,−aw − bv − [v,w]),

ùî é çàâåðøó¹ ïåðåâiðêó.

Íåêîìóòàòèâíiñòü îá÷èñëåííÿ äîáóòêó êâàòåðíiîíiâ òÿãíå äâà ñïîñîáè îá-
÷èñëåííÿ ÷àñòêè êâàòåðíiîíiâ. Ëiâîþ ÷àñòêîþ âiä äiëåííÿ êâàòåðíiîíà q2 íà
êâàòåðíiîí q1 íàçèâà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ q1x = q2, à ïðàâîþ ÷àñòêîþ �
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ xq1 = q2.

141. Ïåðåâiðòå, ùî ëiâà ÷àñòêà xr = q̄1q2
|q1|2 , à ïðàâà ÷àñòêà xl = q2q̄1

|q1|2 . Îá÷è-
ñëiòü ïðàâó òà ëiâó ÷àñòêè âiä äiëåííÿ êâàòåðíiîíà q2 = (2, {1,−1, 2}) íà
êâàòåðíiîí q1 = (−1, {2,−1, 3}).

Âiäïîâiäü. xr =
1
15(7, {−4, 2,−9}), xl = 1

15(7, {−6, 4,−7}).

142. Íåõàé p � îäèíè÷íèé âåêòîð, êîëiíåàðíèé äî ïðÿìî¨ l (îñi), ùî ïðîõîäèòü
÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç q îäèíè÷íèé êâàòåðíiîí

q = (cosα, sinαp).

Òîäi ïåðåòâîðåííÿ
Ωα,p : (0,v) → q(0,v)q̄ (3.7)

¹ ïåðåòâîðåííÿì ïðàâîãî îáåðòàííÿ ïðîñòîðó íàâêîëî îñi l íà êóò φ = 2α
ó äîäàòíîìó íàïðÿìêó âiäíîñíî íàïðÿìêó îñi p (ç êiíöÿ âåêòîðà p ïîâîðîò
ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè).

Ðîçâ'ÿçîê. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç v ðàäióñ-âåêòîð äîâiëüíî¨ òî÷êè ïðîñòîðó. Ðîç-
êëàäåìî v = v⊥ + λp íà ñêëàäîâi, ïåðøà ç ÿêèõ ïåðïåíäèêóëÿðíà äî p, à iíøà
� êîëiíåàðíà äî p. Ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ (3.7) êîëiíåàðíà ñêëàäîâà ëèøà¹òüñÿ
íåçìiííîþ. Äiéñíî

(0, λp)q̄ = (0, λp)(cosα,− sinαp) = (λ sinα, λ cosαp),

q(0, λp)q̄ = (cosα, sinαp)(λ sinα, λ cosαp) =

(0, λ(sin2 α + cos2 α)p) = (0, λp).
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Äëÿ íîðìàëüíî¨ ñêëàäîâî¨ ìà¹ìî

(0,v⊥)q̄ = (0,v⊥)(cosα,− sinαp) = (0, cosαv⊥ − sinα[v⊥,p]),

q(0,v⊥)q̄ = (cosα, sinαp)(0, cosαv⊥ − sinα[v⊥,p]) =

(0, cos2 αv⊥ − cosα sinα[v⊥,p] + sinα[p, cosαv⊥ − sinα[v⊥,p]]) =

(0, cos2 αv⊥ + 2 cosα sinα[p,v⊥]− sin2 α([p, [v⊥,p]]) =

(0, cos2 αv⊥ + 2 cosα sinα[p,v⊥]− sin2 αv⊥) =

(0, cos(2α)v⊥ + sin(2α)[p,v⊥]) = (0, cosφv⊥ + sinφ[p,v⊥]). (3.8)

Îòæå, ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ (3.7) îðòîãîíàëüíà ñêëàäîâà âåêòîðà v ïåðåõîäèòü
ó âåêòîð, ùî ëåæèòü â ïëîùèíi, ÿêà îðòîãîíàëüíà äî âåêòîðà p, i óòâîðþ¹ êóò
φ = 2α ç ïî÷àòêîâèì ïîëîæåííÿì öi¹¨ ñêëàäîâî¨ ó íàïðÿìêó âiä v⊥ äî [p,v⊥].

143. Íåõàé Ωα1,p1
, Ωα2,p2

,. . . , Ωαn,pn
� ïîñëiäîâíiñòü îáåðòàíü ïðîñòîðó íàâêî-

ëî îñåé p1, . . . ,pn íà êóòè 2α1, 2α2 . . . , 2αn, âiäïîâiäíî. Êîìïîçèöiÿ îáåðòàíü

Ωαn,pn
◦ Ωαn−1,pn−1

◦ · · · ◦ Ωα1,p1

åêâiâàëåíòíà îäíîìó îáåðòàííþ íà ïåâíèé êóò íàâêîëî ïåâíî¨ îñi.

Ïiäêàçêà. Äîâåäåííÿ iíäóêòèâíå. Äëÿ äâîõ îáåðòàíü ìà¹ìî

Ωα2,p2
◦ Ωα1,p1

= q2(q1(0,v)q̄1)q̄2 = (q2q1)(0,v)(q2q1) = q(0,v)q̄,

äå q = q2q1. Íåõàé q = (a,w). Îñêiëüêè |q| = 1, òî a2+|w|2 = 1, i ìîæåìî ïîêëà-
ñòè a = cos θ, |w| = sin θ. Ïîçíà÷èìî p = w/|w|. Òîäi êâàòåðíiîí (cos θ, sin θ p)
âèçíà÷à¹ îáåðòàííÿ íà êóò 2θ íàâêîëî îñi p, ùî åêâiâàëåíòíå êîìïîçèöi¨ äâîõ
îáåðòàíü. Ïðîäîâæiòü iíäóêöiþ.

144. Çíàéòè âiñü i êóò ïîâîðîòó, ùî ¹ ðåçóëüòàòîì âèêîíàííÿ äâîõ ïîñëi-
äîâíèõ ïîâîðîòiâ: ñïî÷àòêó íà êóò π/2 íàâêîëî îñi Ox, à ïîòiì íà êóò π/2
íâàâêîëî îñi Oy.

Ïiäêàçêà. Ïåðøîìó ïîâîðîòó âiäïîâiäà¹ êâàòåðíiîí q1 =
√
2
2

(
1 + i

)
, à äðó-

ãîìó � êâàòåðíiîí q2 =
√
2
2

(
1 + j

)
. Äîáóòîê q2q1 = 1

2

(
1 + i+ j− k

)
= cos(π/3) +

sin(π/3)
(

1√
3
(i + j − k)

)
. Îòæå, ðåçóëüòóþ÷à âiñü ïîâîðîòó p = 1√

3
(i + j − k), à

êóò ïîâîðîòó φ = 2π
3 .

145. Çíàéòè âiñü i êóò ïîâîðîòó, ùî ¹ ðåçóëüòàòîì âèêîíàííÿ äâîõ ïîñëi-
äîâíèõ ïîâîðîòiâ: ñïî÷àòêó íà êóò π/3 íàâêîëî îñi ç íàïðÿìíèì âåêòîðîì
{1, 1, 0}, à ïîòiì íà êóò π/3 íàâêîëî îñi ç íàïðÿìíèì âåêòîðîì {1,−1, 0}.



3.3. ÊÎÌÏËÅÊÑÍI ×ÈÑËÀ, ÊÂÀÒÅÐÍIÎÍÈ I ÎÏÈÑ ÎÁÅÐÒÀËÜÍÎÃÎ ÐÓÕÓ 81

Âiäïîâiäü. Âiñü ïîâîðîòó ìà¹ íàïðÿìîê p ⇈ {
√
6, 0, 1}; êóò ïîâîðîòó φ =

2arccos(3/4).

146. Êîîðäèíàòíi âèðàçè äëÿ îáåðòàííÿ íàâêîëî îñåé êîîðäèíàò íà êóò φ
ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä

Ω1(φ) :

 x̃
ỹ
z̃

 =

 1 0 0
0 cosφ − sinφ
0 sinφ cosφ

 x
y
z

 � îáåðòàííÿ íàâêîëî îñi Ox;

Ω2(φ) :

 x̃
ỹ
z̃

 =

 cosφ 0 sinφ
0 1 0

− sinφ 0 cosφ

 x
y
z

 � îáåðòàííÿ íàâêîëî îñi Oy;

Ω3(φ) :

 x̃
ỹ
z̃

 =

 cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0
0 0 1

 x
y
z
.

 � îáåðòàííÿ íàâêîëî îñi Oz

Ïiäêàçêà. Äëÿ îïèñó îáåðòàííÿ íàâêîëî îñi Ox ìà¹ìî v = {x, y, z}, p =
{1, 0, 0}, v⊥ = {0, y, z}. Ðîçêëàäàííÿ âåêòîðà v ìà¹ âèãëÿä v = xp + v⊥ =
{x, 0, 0} + {0, y, z}. Ïðî¹êöiÿ íà âiñü ïîâîðîòó ëèøà¹òüñÿ íåçìiííîþ, à îðòîãî-
íàëüíà ñêëàäîâà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (3.8). Îòæå, [p,v⊥] = {0,−z, y},
i òîìó çà ôîðìóëîþ (3.8) x̃

ỹ

z̃

 =

 x

0
0

+cosφ

 0
y

z

+sinφ

 0
−z
y

 =

 1 0 0
0 cosφ − sinφ
0 sinφ cosφ

 x

y

z

 .

Ðîçãëÿä iíøèõ îáåðòàíü àíàëîãi÷íèé.

ßêùî a = axi+ ayj+ azk, òî éîãî îðò

ea =
ax√

a2x + a2y + a2z

i+
ay√

a2x + a2y + a2z

j+
az√

a2x + a2y + a2z

k

óòâîðþ¹ ç îñÿìè êîîðäèíàò êóòè

cosα =
ax√

a2x + a2y + a2z

, cos β
ay√

a2x + a2y + a2z

, cos γ =
az√

a2x + a2y + a2z

,

ùî íàçèâàþòüñÿ íàïðÿìíèìè êîñèíóñàìè âåêòîðà a.

147. Ïåðåòâîðåííÿ ïðàâîãî îáåðòàííÿ íà êóò φ íàâêîëî îñi p ç íàïðÿìíèìè
êîñèíóñàìè {cosα, cos β, cos γ} ìà¹ âèãëÿä x̃

ỹ
z̃

 =

 ω11 ω12 ω13

ω21 ω22 ω23

ω31 ω32 ω33

 x
y
z

 ,
ω11 = cos2 α + sin2 α cosφ,
ω22 = cos2 β + sin2 β cosφ,
ω33 = cos2 γ + sin2 γ cosφ,



82 ÐÎÇÄIË 3. ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß ÌÅÒÎÄIÂ ÀÍÀËIÒÈ×ÍÎ� ÃÅÎÌÅÒÐI�

ω12 = cosα cos β(1− cosφ)− cos γ sinφ,
ω21 = cos β cosα(1− cosφ) + cos γ sinφ,

ω13 = cosα cos γ(1− cosφ) + cos β sinφ,
ω31 = cos γ cosα(1− cosφ)− cos β sinφ,

ω23 = cos β cos γ(1− cosφ)− cosα sinφ,
ω32 = cos γ cos β(1− cosφ) + cosα sinφ.

Âèïèøiòü çâiäñè ïåðåòâîðåííÿ çàäà÷i 146.

Ïiäêàçêà. Âèêîíàòè äi¨, îïèñàíi âïðàâîþ 142.

Çàäà÷i 147 òà 70 äàþòü ìîæëèâiñòü âèïèñàòè êîîðäèíàòíi âèðàçè âñiõ âèäiâ
ðóõiâ ïðîñòîðó áåç ñïåöiàëiçàöi¨ ñèñòåì êîîðäèíàò i, òèì ñàìèì, óçàãàëüíèòè
âèñíîâêè òåîðåìè Øàëÿ â ïðîñòîði.

148. Çíàéòè ïåðåòâîðåííÿ ðóõó ç ïðàâèì îáåðòàííÿì íà êóò φ íàâêîëî îñi
ç íàïðÿìêîì v = {1,−2, 2} i çìiùåííÿì óçäîâæ îñi íà âiäñòàíü λ.

Ðîçâ'ÿçîê. Çíàéäåìî |v| = 3. Îá÷èñëèìî íàïðÿìíi êîñèíóñè îñi:

cosα =
1

3
, cos β = −2

3
, cos γ =

2

3
.

Îòæå, p =
{
1
3 ,−

2
3 ,

2
3

}
. Çà ôîðìóëàìè çàäà÷i 147

ω11 =
1
9 +

8
9 cosφ, ω22 =

4
9 +

5
9 cosφ, ω33 =

4
9 +

5
9 cosφ,

ω12 = −2
9(1− cosφ)− 2

3 sinφ, ω13 =
2
9(1− cosφ)− 2

3 sinφ,

ω21 = −2
9(1− cosφ) + 2

3 sinφ, ω23 = −4
9(1− cosφ)− 1

3 sinφ,

ω31 =
2
9(1− cosφ) + 2

3 sinφ, ω32 = −4
9(1− cosφ) + 1

3 sinφ.

Îòæå, øóêàíèì ïåðåòâîðåííÿì ¹ ïåðåòâîðåííÿ

x̃ =
(
1
9 +

8
9 cosφ

)
x−

(
2
9(1 + cosφ) + 2

3 sinφ
)
y +

(
2
9(1− cosφ)− 2

3 sinφ
)
z + 1

3λ

ỹ =
(
− 2

9(1− cosφ) + 2
3 sinφ

)
x+

(
4
9 +

5
9 cosφ

)
y −

(
4
9(1− cosφ) + 1

3 sinφ
)
z − 2

3λ

z̃ =
(
2
9(1− cosφ) + 2

3 sinφ
)
x+

(
− 4

9(1− cosφ) + 1
3 sinφ

)
y +

(
4
9 +

5
9 cosφ

)
z + 2

3λ

Ïîñëiäîâíî âèêîíàíi îáåðòàííÿ Ω3(α) íàâêîëî îñi Oz, ïîòiì Ω2(β) íàâêîëî
íîâîãî ïîëîæåííÿ îñi Oy i ïîòiì çíîâó Ω3(γ) íàâêîëî íîâîãî ïîëîæåííÿ îñi Oz
îïèñó¹òüñÿ äîáóòêîì ìàòðèöü

Ω3(α)Ω2(β)Ω3(γ) = cosα − sinα 0
sinα cosα 0
0 0 1

 cos β 0 sin β
0 1 0

− sin β 0 cos β

 cos γ − sin γ 0
sin γ cos γ 0
0 0 1

 .
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Êóòè ïîâîðîòiâ α, β i γ íàçèâàþòüñÿ êóòàìè Åéëåðà. Iñíó¹ 6 âàðiàíòiâ êóòiâ
Åéëåðà [?], òîáòî ïîäà÷i ìàòðèöi îáåðòàííÿ ó âèãëÿäi äîáóòêó ìàòðèöü âèäó

Ωi(α)Ωk(β)Ωi(γ) (i, k = 1, 2, 3; i ̸= k).

Îêðiì òîãî, iñíó¹ 6 âàðiàíòiâ ïîäà÷i îáåðòàííÿ ÷åðåç îáåðòàííÿ íàâêîëî òðüîõ
ðiçíèõ îñåé, òîáòî ìàòðèöåþ âèäó

Ωi(α)Ωj(β)Ωk(γ) (i, j, k = 1, 2, 3; i ̸= j, i ̸= k, j ̸= k).

Îáåðòàííÿ, ùî îïèñó¹òüñÿ ìàòðèöåþ

Ω1(φ)Ω2(θ)Ω3(ψ) = 1 0 0
0 cosφ − sinφ
0 sinφ cosφ

 cos θ 0 sin θ
0 1 0

− sin θ 0 cos θ

 cosψ − sinψ 0
sinψ cosψ 0
0 0 1

 ,

âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â àâiàöi¨ i êîñìi÷íié íàâiãàöi¨ äëÿ îïèñó ïîëîæåííÿ ëiòàêà àáî
êîñìi÷íîãî êîðàáëÿ, ùî âèêîíó¹ ïîñëiäîâíi îáåðòàííÿ íà êóò íàõèëó φ, êóò
òàíãàæó θ i íà êóò êóðñó ψ íàâêîëî îñåé, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç éîãî öåíòð âàãè
i ñïðÿìîâàíèõ âiäïîâiäíî âïåðåä, â áiê éîãî ïðàâîãî áîðòó i éîãî äíà. Êóòè φ,
θ i ψ íàçèâàþòüñÿ àâiàöiéíèìè êóòàìè.

3.4 Îïóêëi ìíîæèíè i çàäà÷à ëiíiéíî¨ îïòèìiçàöi¨

Ìíîæèíà M íàçèâà¹òüñÿ îïóêëîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ òî÷îê A1, A2 ∈M
âiäðiçîê [A1, A2] ⊂ M . Îäíîòî÷êîâà i ïîðîæíÿ ìíîæèíè òàêîæ ââàæàþòüñÿ
îïóêëèìè.

Íåõàé A1, A2 � òî÷êè ç ðàäióñ-âåêòîðàìè r1 i r2 âiäïîâiäíî. Òî÷êè âiäðiçêó
[A1, A2] ïàðàìåòðèçóþòüñÿ ðàäióñ-âåêòîðîì

r = (1− t)r1 + tr2, 0 ≤ t ≤ 1.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: λ1 = 1− t, λ2 = t. Òîäi òî÷êè âiäðiçêà [A1, A2] ïîäàþòüñÿ
ó âèãëÿäi îïóêëî¨ êîìáiíàöi¨ ñâî¨õ êiíöåâèõ òî÷îê, òîáòî

r = λ1r1 + λ2r2, λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0, λ1 + λ2 = 1. (3.9)

149. ßêùîM2 iM2 îïóêëi ìíîæèíè, òîM1∩M2 � îïóêëà ìíîæèíà. Äîâåñòè,
ùî ïåðåòèí áóäü-ÿêî¨ ñóêóïíîñòi îïóêëèõ ìíîæèí ¹ îïóêëîþ ìíîæèíîþ.

Íåõàé l : Ax + By + C = 0 ïðÿìà íà ïëîùèíi. Òîäi ïiâïëîùèíè l+ ={
(x, y) |Ax + By + C > 0

}
i l− =

{
(x, y) |Ax + By + C < 0

}
íàçèâàþòüñÿ

âiäêðèòèìè ïiâïëîùèíàìè, à ïiâïëîùèíè l̄+ =
{
(x, y) |Ax + By + C ≥ 0

}
i

l̄− =
{
(x, y) |Ax+By + C ≤ 0

}
íàçèâàþòüñÿ çàìêíåíèìè ïiâïëîùèíàìè.
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150. Ïåðåâiðòå, ùî âiäêðèòà (çàìêíåíà) ïiâïëîøèíà ¹ îïóêëîþ ìíîæèíîþ.

Çàìêíåíèì (âiäêðèòèì) îïóêëèì áàãàòîêóòíèêîì íàçèâà¹òüñÿ ïåðåòèí ñêií-
÷åííî¨ êiëüêîñòi çàìêíåíèõ (âiäêðèòèõ) ïiâïëîùèí. Âåðøèíîþ çàìêíåíîãî áà-
ãàòîêóòíèêà íàçèâà¹òüñÿ òî÷êà ïåðåòèíó íåïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ, ùî âèçíà÷à-
þòü áàãàòîêóòíèê. Êiëüêiñòü âåðøèí âèçíà÷à¹ òèï áàãàòîêóòíèêà (1-êóòíèê,
2-êóòíèê, 3-êóòíèê . . . ). Âiäðiçêè ïðÿìèõ ìiæ âåðøèíàìè íàçèâàþòüñÿ ñòîðî-
íàìè. Áàãàòîêóòíèê íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíèì, ÿêùî âií ìiñòèòüñÿ â êðóçi äî-
ñòàòíüî âåëèêîãî ñêií÷åííîãî ðàäióñà. Çàìêíåíèé i îáìåæåíèé áàãàòîêóòíèê
íàçèâà¹òüñÿ êîìïàêòíèì.

151. Ïîêàæiòü, ùî âiäêðèòèé (çàìêíåíèé) îïóêëèé áàãàòîêóòíèê ¹ îïóêëîþ
ìíîæèíîþ.

Íåõàé Π : Ax + By + Cz + D = 0 ïëîùèíà â ïðîñòîði. Òîäi ïiâïðîñòîðè
Π+ =

{
(x, y, z) |Ax+By+Cz+D > 0

}
i Π− =

{
(x, y, z) |Ax+By+Cz+D < 0

}
íàçèâàþòüñÿ âiäêðèòèìè, à ïiâïðîñòîðè Π̄+ =

{
(x, y, z) |Ax+By+Cz+D ≥ 0

}
i Π̄− =

{
(x, y, z) |Ax+By + Cz +D ≤ 0

}
íàçèâàþòüñÿ çàìêíåíèìè.

152. Ïîêàæiòü, ùî âiäêðèòèé (çàìêíåíèé) ïiâïðîñòið ¹ îïóêëîþ ìíîæèíîþ.

Çàìêíåíèì (âiäêðèòèì) îïóêëèì áàãàòîãðàííèêîì íàçèâà¹òüñÿ ïåðåòèí ñêií-
÷åííî¨ êiëüêîñòi çàìêíåíèõ (âiäêðèòèõ) ïiâïðîñòîðiâ. Ðåáðîì áàãàòîêóòíèêà íà-
çèâà¹òüñÿ ïåðåòèí íåïàðàëåëüíèõ ïëîùèí, ùî âèçíà÷àþòü áàãàòîãðàííèê. Âåð-
øèíîþ çàìêíåíîãî áàãàòîãðàííèêà íàçèâà¹òüñÿ òî÷êà ïåðåòèíó éîãî ðåáåð. Áà-
ãàòîãðàííèê íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíèì, ÿêùî âií ìiñòèòüñÿ â êóëi äîñòàòíüî âåëè-
êîãî ñêií÷åííîãî ðàäióñó. Çàìêíåíèé i îáìåæåíèé áàãàòîãðàííèê íàçòèâà¹òüñÿ
êîìïàêòíèì.

153. Ïîêàæiòü, ùî çàìêíåíèé (âiäêðèòèé) îïóêëèé áàãàòîãðàííèê ¹ îïóêëîþ
ìíîæèíîþ.

Îïóêëîþ îáîëîíêîþ ìíîæèíèM íàçèâà¹òüñÿ ïåðåòèí âñiõ îïóêëèõ ìíîæèí,
ùî ìiñòÿòü ìíîæèíóM . Iíøèìè ñëîâàìè, îïóêëà îáîëîíêà � öå íàéìåíøà îïó-
êëà ìíîæèíà, ùî ìiñòèòü M . Îïóêëà îáîëîíêà ïîçíà÷à¹òüñÿ ÿê conv(M).

Êîíóñîì CA(M) ç âåðøèíîþ â òî÷öi A i îñíîâîþ M íàçèâà¹òüñÿ îá'¹äíàííÿ
óñiõ âiäðiçêiâ, ùî ç'¹äíóþòü òî÷êó A iç òî÷êàìè ìíîæèíè M . Îòæå,

CA(M) =
⋃
B∈M

[A,B].

154. ßêùîM � îïóêëà ìíîæèíà, òî CA(M) � îïóêëà ìíîæèíà. ßêùî A /∈M ,
òî conv(M ∪ {A}) = CA(M). Äîâåñòè.

155. Íåõàé M = {A1, A2, . . . , An} ñêií÷åííèé íàáið òî÷îê. Òîäi conv(M) � öå
ìíîæèíà òî÷îê, ðàäióñ-âåêòîð ÿêèõ ìà¹ âèãëÿä:

r =
n∑

i=1

λiri, λi ≥ 0 (i = 1, . . . , n),
n∑

i=1

λi = 1.
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Ïiäêàçêà. Ñêîðèñòàòèñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

Îïóêëà îáîëîíêà ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi òî÷îê ìà¹ ìåõàíi÷íå òëóìà÷åííÿ.
ßêùî A1(r1), . . . , An(rn) òî÷êè, ó ÿêèõ çîñåðåäæåíi ìàñè m1, . . . ,m2, òî ðàäióñ-
âåêòîð rc öåíòðó ìàñ ñèñòåìè òî÷îê ìà¹ âèãëÿä

rc =
m1r1 + · · ·+mnrn
m1 + · · ·+mn

.

156. Êîìïàêòíèé îïóêëèé áàãàòîêóòíèê (áàãàòîãðàííèê) çáiãà¹òüñÿ ç îïó-
êëîþ îáîëîíêîþ ñâî¨õ âåðøèí.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé M � êîìïàêòíèé îïóêëèé áàãàòîêóòèê ç âåðøèíàìè â
òî÷êàõ A1, . . . , An. Áàãàòîêóòíèê M ¹ îïóêëîþ ìíîæèíîþ, ùî ìiñòèòü òî÷êè
A1, . . . , An, à çíà÷èòü,M ìiñòèòü íàéìåíøó îïóêëó ìíîæèíó, ùî ìiñòèòü òî÷êè
A1, . . . , An, òîáòî M ⊃ conv(A1, . . . , An).

Ïîêàæåìî, ùî M ⊂ conv(A1, . . . , An). Íåõàé m ∈ M � äîâiëüíà òî÷êà áàãà-
òîêóòíèêà ç ðàäióñ-âåêòîðîì r(m). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç r1, . . . , rn ðàäióñ-âåêòîðè
âåðøèí áàãàòîêóòíèêà. ßêùî m ëåæèòü íà ñòîðîíi áàãàòîêóòíèêà, íàïðèêëàä
m ∈ [Ai, Ai + 1], òî çà ôîðìóëîþ (3.9) r(m) ¹ îïóêëîþ êîìáiíàöi¹þ òî÷îê Ai

òà Ai+1, òîáòî m ∈ conv(Ai, Ai+1) ⊂ conv(A1, . . . , An). ßêùî æ m íå ëåæèòü
íà ñòîðîíi, òî ÷åðåç òî÷êó m ïðîâåäåìî äîâiëüíó ïðÿìó l(m). Ç îáìåæåíîñòi
i îïóêëîñòi áàãàòîêóòíèêà âèïëèâà¹, ùî ïðÿìà l(m) ïåðåòíå ðiâíî äâi ñòîðîíè
áàãàòîêóòíèêà â òî÷êàõ, ñêàæiìî, mi ∈ [Ai, Ai+1] òà mk ∈ [Ak, Ak+1]. Îñêiëüêè
m ∈ [mi,mk], òî çà ôîðìóëîþ (3.9)

r(m) = λ1r(mi) + λ2r(mk) (λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0, λ1 + λ2 = 1).

Çà òi¹þ æ ôîðìóëîþ

r(mi) = µ1ri + µ2ri+1, r(mk) = ν1rk + ν2rk+1,

µ1 ≥ 0, µ2 ≥ 0, µ1 + µ2 = 1, ν1 ≥ 0, ν2 ≥ 0, ν1 + ν2 = 1.

ßê íàñëiäîê,

r(m) = λ1(µ1ri + µ2ri+1) + λ2(ν1rk + ν2rk+1) =

λ1µ1ri + λ1µ2ri+1 + λ2ν1rk + λ2ν2rk+1 = d1ri + d2ri+1 + d3rk + d4rk+1.

Çàóâàæèìî, ùî d1 ≥ 0, d2 ≥ 0, d3 ≥ 0, d4 ≥ 0, à òàêîæ ùî

d1 + d2 + d3 + d4 = λ1(µ1 + µ2) + λ2(ν1 + ν2) = λ1 + λ2 = 1.

Îòæå, m ∈ conv(Ai, Ai+1, Ak, Ak+1) ⊂ conv(A1, . . . , An), à çíà÷èòü,
M ⊂ conv(A1, . . . , An). Òàêèì ÷èíîì, M = conv(A1, . . . , An).

Äîâåäiòü òâåðäæåííÿ äëÿ áàãàòîãðàííèêà, âèêîðèñòàâøè äîâåäåííÿ äëÿ áà-
ãàòîêóòíèêà ÿê áàçó äëÿ iíäóêöi¨.
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Ôóíêöiÿ f : IRn → IR (n = 1, 2, 3, . . .) íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíîþ, ÿêùî

f(λ1r1 + . . .+ λmrm) = λ1f(r1) + . . .+ λmf(rm),

äëÿ áóäü-ÿêèõ òî÷îê ç IRn ç ðàäióñ-âåêòîðàìè r1, . . . , rm.

157. (à) Ôóíêöiÿ f : IR2 → IR, ÿêà çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ f(x, y) = Ax + By, ¹
ëiíiéíîþ;

(á) Ôóíêöiÿ f : IR3 → IR, ÿêà çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ f(x, y, z) = Ax+By+Cz,
¹ ëiíiéíîþ.

Ðîçâ'ÿçîê. (a) Íåõàé r1 = {x1, y1}, . . . , rm = {xm, ym}. Òîäi

λ1r1 + . . .+ λmrm = {λ1x1 + . . .+ λmxm, λ1y1 + . . .+ λmym}.

Çíà÷èòü,

f(λ1r1 + . . .+ λmrm) = A(λ1x1 + . . .+ λmxm) +B(λ1y1 + . . .+ λmym) =

λ1(Ax1 +By1) + . . .+ λm(Axm +Bym) = λ1f(r1) + . . .+ λmf(rm).

(á) Ïåðåâiðÿ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî.

158. Íåõàé f : IR2 → IR � ëiíiéíà ôóíêöiÿ i M � êîìïàêòíèé îïóêëèé áàãàòî-
êóòíèê ç âåðøèíàìè â òî÷êàõ A1, . . . , Am. Äîâåñòè, ùî íàéáiëüøå i íàéìåíøå
çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f äîñÿãà¹òüñÿ â éîãî âåðøèíàõ, òîáòî

max f |M = max
i=1,...,m

f(Ai), min f |M = min
i=1,...,m

f(Ai).

Ðîçâ'ÿçîê. Iç çàäà÷ 156 òà 155 i ëiíiéíîñòi ôóíêöi¨ âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-
ÿêî¨ òî÷êè ç ðàäióñ-âåêòîðîì r áàãàòîêóòíèêà

f(r) = λ1f(r1) + . . .+ λmf(rm) ≤ max
i=1,...,m

f(Ai) (λ1 + . . .+ λm)︸ ︷︷ ︸
=1

= max
i=1,...,m

f(Ai),

f(r) = λ1f(r1) + . . .+ λmf(rm) ≥ min
i=1,...,m

f(Ai) (λ1 + . . .+ λm)︸ ︷︷ ︸
=1

= min
i=1,...,m

f(Ai),

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

159. Íåõàé f : IR3 → IR � ëiíiéíà ôóíêöiÿ i M � êîìïàêòíèé îïóêëèé áà-
ãàòîãðàííèê ç âåðøèíàìè â òî÷êàõ A1, . . . , Am. Òîäi íàéáiëüøå i íàéìåíøå
çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f äîñÿãà¹òüñÿ â éîãî âåðøèíàõ, òîáòî

max f |M = max
i=1,...,m

f(Ai), min f |M = min
i=1,...,m

f(Ai).

Äîâåñòè.
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Çàäà÷à ëiíiéíî¨ îïòèìiçàöi¨ ïîëÿãà¹ ó âiäøóêàííi ìàêñèìóìó àáî ìiíiìóìó
ëiíiéíî¨ ôóíêöi¨ íà îïóêëîìó áàãàòîêóòíèêó (áàãàòîãðàííèêó). Ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨
çàäà÷i çàáåçïå÷ó¹òüñÿ ðåçóëüòàòàìè çàäà÷ 158 òà 159. ßê ïðèêëàä ðîçãëÿíåìî
çàäà÷ó íà çìiøóâàííÿ.

160. Ó äåííîìó ðàöiîíi õàð÷óâàííÿ ïîâèííi áóòè ïðèñóòíiìè âiòàìiíè òèïó
A ≥ 10 îäèíèöü, òèïó B ≤ 12 îäèíèöü i òèïó C ≥ 8 îäèíèöü. Ó íàÿâíîñòi
ìà¹òüñÿ äâà òèïè ïðîäóêòiâ ðiçíî¨ ÿêîñòi:

� Ïåðøèé òèï ïðîäóêòó ìiñòèòü: A � 1 îäèíèöþ, B � 2 îäèíèöi, C � 4
îäèíèöi;

� Äðóãèé òèï ìiñòèòü: A � 4 îäèíèöi, B � 2 îäèíèöi, C � 1 îäèíèöþ.

Öiíà ïåðøîãî òèïó � 5 ãðèâåíü çà ãðàì, äðóãîãî � 2 ãðèâíi. Ñêiëüêè i ÿêèõ
ïðîäóêòiâ âàðòî óæèòè, ùîá çàáåçïå÷èòè ðàöiîí i ìàòè íàéìåíøi âèòðàòè.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé x � êiëüêiñòü ãðàìiâ ïðîäóêòó ïåðøîãî òèïó, y � êiëüêiñòü
ãðàìiâ ïðîäóêòó äðóãîãî òèïó â ðàöiîíi. Òàêèé ðàöiîí ìiñòèòü x(A+2B+4C)+
y(4A+2B+C) = A(x+4y)+B(2x+2y)+C(4x+y) îäèíèöü âiäïîâiäíèõ âiòàìiíiâ.
Äëÿ çàáåçïå÷åííÿ âiòàìiíàìè â ïîòðiáíié êiëüêîñòi ñëiä íàêëàñòè óìîâè:

x+ 4y ≥ 10;
2x+ 2y ≤ 12;
4x+ y ≥ 8;

{
x ≥ 0;
y ≥ 0.

Ôóíêöiÿ âèòðàò L(x, y) = 5x+2y ¹ ëiíiéíîþ. Òàêèì ÷èíîì, íåîáõiäíî çíàéòè
ìiíiìóì ëiíiéíî¨ ôóíêöi¨ L(x, y) ïðè çàäàíèõ óìîâàõ òèïó íåðiâíîñòåé, òîáòî
íà îïóêëié ìíîæèíi (ðèñ. 3.17). Çàäà÷à çâóæó¹òüñÿ äî ïåðåáîðó çíà÷åíü ôóíêöi¨
â êóòîâèõ òî÷êàõ. À ñàìå,

L(14/3, 4/3) = 26; L(22/15, 32/15) = 11.6; L(2/3, 16/3) = 14.

Îòæå, îïòèìàëüíèé ïëàí: x = 22
15 ≈ 1.47, y = 32

15 ≈ 2.1.

161. Çíàéòè çíà÷åííÿ çìiííèõ (x, y), çà ÿêèõ ôóíêöiÿ L(x, y) = 3x+ 4y ïðè-
éìà¹ íàéáiëüøå òà íàéìåíøå çíà÷åííÿ çà óìîâ, ùî

−x+ y ≤ 3,
5x+ 3y ≤ 97,
x+ 7y ≥ 74,
x ≥ 0, y ≥ 0.

Âiäïîâiäü. Ìàêñèìóì: (x, y) = (11, 14), Lmax = 89.
Ìiíiìóì: (x, y) = (6.625, 9.625), Lmin = 58.375.
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Ðèñ. 3.17: Îïóêëà ìíîæèíà � òðèêóòíèê, ùî óòâîðåíèé ïðÿìèìè x+y−10 = 0, 2x+2y−12 = 0,
4x+ y − 8 = 0

162. Çíàéòè çíà÷åííÿ çìiííèõ (x, y), çà ÿêèõ ôóíêöiÿ L(x, y) = 5y ïðèéìà¹
íàéáiëüøå òà íàéìåíøå çíà÷åííÿ çà óìîâ, ùî

7x+ 12y ≤ 84,
35x− 12y ≥ 0,
7x− 6y ≤ 42,
x ≥ 0, y ≥ 0.

Âiäïîâiäü.Ìàêñèìóì: (x, y) = (2, 55
6), Lmax = 291

6 . Ìiíiìóì: (x, y) = (6λ, 0),
0 ≤ λ ≤ 1, Lmin = 0.

163. Çíàéòè çíà÷åííÿ çìiííèõ (x, y), çà ÿêèõ ôóíêöiÿ L(x, y) = 5.2x− y ïðè-
éìà¹ íàéáiëüøå òà íàéìåíøå çíà÷åííÿ çà óìîâ, ùî

2x+ 5y ≥ 10,
x− 3y ≤ 3,
−x+ y ≤ 1,
x ≥ 0, y ≥ 0.

Âiäïîâiäü. Ìàêñèìóì: Lmax = +∞. Ìiíiìóì: (x, y) = (5/7, 12/7), Lmin = 2.

Ïîíÿòòÿ i çàäà÷i ïîòî÷íîãî ðîçäiëó ìàþòü äàëåêîñÿæíi óçàãàëüíåííÿ.



Ðîçäië 4

Åëåìåíòè áàãàòîâèìiðíî¨ àíàëiòè÷íî¨

ãåîìåòði¨

Ïîíÿòòÿ ïðÿìî¨ i ïëîùèíè òðèâèìiðíîãî ïðîñòîðó òà ïîçèöiéíî-ìåòðè÷íi çàäà-
÷i ùîäî ¨õ âçà¹ìíîãî ðîçòàøóâàííÿ ìàþòü ïðèðîäíi óçàãàëüíåííÿ íà âèïàäîê
ïðîñòîðó âèìiðíîñòi n ≥ 4. Äëÿ ðîçóìiííÿ áàãàòîâèìiðíî¨ ãåîìåòði¨ ñëiä ðàç
ïî ðàç çâåðòàòèñÿ äî ïîïåðåäíiõ ðîçäiëiâ äëÿ ïîðiâíÿííÿ iäåé i ìåòîäiâ áàãà-
òîâèìiðíî¨ ãåîìåòði¨ ç âiäïîâiäíèìè òðèâèìiðíèìè àíàëîãàìè.

Àôiííèì ïðîñòîðîì íàçèâà¹òüñÿ ïàðà A = (P,V), äå P � òî÷êîâà ìíîæèíà,
V � âåêòîðíèé ïðîñòið. Ìíîæèíà i âåêòîðíèé ïðîñòið ïîâ'ÿçàíi âiäîáðàæåííÿì
φ : P × P → V , ÿêå ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíié óïîðÿäêîâàíié ïàði òî÷îê
(A,B) ∈ P âåêòîð ç V , ùî ïîçíà÷à¹òüñÿ

−→
AB. Òî÷êà A ââàæà¹òüñÿ ïî÷àòêîì âå-

êòîðà
−→
AB, à òî÷êà B � éîãî êiíöåì. Âiäîáðàæåííÿ φ ìà¹ çàäîâîëüíÿòè óìîâàì:

� äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè A ∈ P áóäü-ÿêîãî âåêòîðà a ∈ V iñíó¹ ¹äèíà òî÷êà
B ∈ P òàêà, ùî

−→
AB = a (ïðàâèëî âiäêëàäàííÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà âiä

äîâiëüíî¨ òî÷êè);
� äëÿ áóäü-ÿêèõ òðüîõ òî÷îê A,B,C ∈ P âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

−→
AB +

−−→
BC =

−→
AC

(ïðàâèëî òðèêóòíèêà äîäàâàííÿ âåêòîðiâ).

Âèìiðíiñòþ àôiííîãî ïðîñòîðó A íàçèâà¹òüñÿ âèìiðíiñòü âåêòîðíîãî ïðîñòî-
ðó V . Ó ïîäàëüøèõ ðîçãëÿäàõ ïiä àôiííèì ïðîñòîðîì An ñëiä ðîçóìiòè ïàðó
(Rn,Rn). Ìíîæèíà Rn ¹ ìíîæèíîþ íàáîðiâ ç n ÷èñåë (x1, . . . , xn). Âåêòîðíèé
ïðîñòið Rn òàêîæ ñêëàäà¹òüñÿ iç íàáîðiâ ç n ÷èñåë {x1, . . . , xn}, àëå íà ÿêèõ
âèçíà÷åíi îïåðàöi¨ ïîêîîðäèíàòíîãî äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ íà ÷èñëî, ùî çàäî-
âîëüíÿþòü àêñiîìàì âåêòîðíîãî ïðîñòîðó. ßêùî A(x1, . . . , xn) i B(y1, . . . , yn),
òî

φ(A,B) = {y1 − x1, . . . , yn − xn}.
Àôiííà ñèñòåìà êîîðäèíàò ñêëàäà¹òüñÿ ç òî÷êè O ∈ Rn i áàçèñó e1, . . . , en ∈

Rn, âiäêëàäåíîãî âiä òî÷êè O. Ðàäióñ-âåêòîðîì òî÷êè M ∈ Rn íàçèâà¹òüñÿ
âåêòîð

−−→
OM ∈ Rn.
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Íåõàé ó àôiííîìó ïðîñòîði An çàôiêñîâàíà òî÷êà M0, ðàäióñ-âåêòîð ÿêî¨ r0.
I íåõàé çàäàíi k ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ a1, . . . , ak. Àôiííîþ k-âèìiðíîþ
ïëîùèíîþ πk â àôiííîìó ïðîñòîði An íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà òî÷îê ó An, ðàäióñ-
âåêòîð ÿêèõ (âiäíîñíî çàäàíî¨ àôiííî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò) çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

r = r0 + t1a1 + t2a2 + · · ·+ tkak.

Òî÷êà M0 íàçèâà¹òüñÿ ïî÷àòêîâîþ òî÷êîþ ïëîùèíè πk, à âåêòîðíèé ïðîñòið
Lk ç áàçèñîì a1, . . . , ak íàçèâà¹òüñÿ íàïðÿìíèì ïðîñòîðîì ïëîùèíè πk.

ßêùî k = 1, òî 1-âèìiðíà àôiííà ïëîùèíà íàçèâà¹òüñÿ àôiííîþ ïðÿìîþ
â An. ßêùî k = n − 1, òî òàêà ïëîùèíà íàçèâà¹òüñÿ ãiïåðïëîùèíîþ â An.
Òàê, π2 : r = r0 + t1a1 + t2a2 ¹ ãiïåðïëîùèíîþ â A3, à π1 : r = r0 + t1a1 ¹
ãiïåðïëîùèíîþ â A2. ßñíî, ùî π1 ¹ â òîé æå ÷àñ i àôiííîþ ïðÿìîþ.

164. Ïîêàæiòü, ùî ðiâíÿííÿ ãiïåðïëîùèíè â àôiííîìó ïðîñòîði An ìîæå
áóòè çàïèñàíå ó âèãëÿäi

πn−1 : A1x
1 + A2x

2 + · · ·+ Anx
n +D = 0.

Âåêòîð N = {A1, . . . , An} íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðîì àôiííî¨ íîðìàëi ãiïåðïëîùè-
íè πn−1.

165. Ïîêàæiòü, ùî äëÿ ïðÿìî¨ â An ç ïî÷àòêîâîþ òî÷êîþ (x10, . . . , x
n
0) i íà-

ïðÿìíèì âåêòîðîì a =
{
a1, . . . , an

}
ìîæíà âèïèñàòè ¨¨ êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ó

âèãëÿäi
x1 − x10
a1

=
x2 − x20
a2

= · · · = xn − xn0
an

.

166. Íåõàé
πn−1
1 : A1

1x
1 + A1

2x
2 + · · ·+ A1

nx
n +D1 = 0,

πn−1
2 : A2

1x
1 + A2

2x
2 + · · ·+ A2

nx
n +D2 = 0

äâi ãiïåðïëîùèíè â An. Íåõàé N1 = {A1
1, . . . , A

1
n} i N2 = {A2

1, . . . , A
2
n} ¨õ àôiííi

íîðìàëi. Ïîêàæiòü, ùî

� πn−1
1 ∩ πn−1

2 = πn−2, ÿêùî N1 ̸= λN2;

� π1 ∥ π2, ÿêùî N1 = λN2 i D1 ̸= λD2;

� π1 = π2 ÿêùî N1 = λN2 i D1 = λD2.

Íåõàé Ln � âåêòîðíèé ïðîñòið. Ïiäìíîæèíà L̃ ⊂ Ln íàçèâà¹òüñÿ ïiäïðîñòî-
ðîì ó Ln, ÿêùî λx+ µy ∈ L̃ äëÿ áóäü-ÿêèõ x,y ∈ L̃ i áóäü-ÿêèõ λ, µ.

Íåõàé a1, . . . , ak � ñèñòåìà âåêòîðiâ ó Ln. Ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ Lin(a1, . . . , ak)
äàíî¨ ñèñòåìè íàçèâà¹òüñÿ ïiäìíîæèíà âåêòîðiâ ó Ln âèäó{

k∑
i=1

λiai
∣∣ λi ∈ IR

}
.
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Iíøèìè ñëîâàìè, ëiíiéíà îáîëîíêà � öå ìíîæèíà óñiõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié çàäà-
íî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ.

Ïiäìíîæèíà V ⊂ Ln íàçèâà¹òüñÿ ïiäïðîñòîðîì â Ln, ÿêùî áóäü-ÿêà ëiíiéíà
êîìáiíàöiÿ âåêòîðiâ ç V ëåæèòü â V .

167. Ïåðåâiðòå, ùî Lin(a1, . . . , ak) (k ≤ n) ¹ ïiäïðîñòîðîì ó Ln. Éîãî âèìið-
íiñòü

dimLin(a1, . . . , ak) ≤ k.

Ïðè öüîìó dimLin(a1, . . . , ak) = k òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âåêòîðè a1, . . . , ak
ëiíiéíî íåçàëåæíi, à çíà÷èòü, a1, . . . , ak � îäèí ç áàçèñiâ Lk = Lin(a1, . . . , ak).

Ðîçâ'ÿçîê. Äiéñíî, íåõàé x,y ∈ Lin(a1, . . . , ak). Òîäi

x =
k∑

i=1

xiai, y =
k∑

i=1

yiai, λx+ µy =
k∑

i=1

(λxi + µyi)ai ∈ Lin(a1, . . . , ak),

à çíà÷èòü, Lin(a1, . . . , ak) � âåêòîðíèé ïiäïðîñòið ó Ln.
Ðîçêëàäåìî âåêòîðè a1, . . . , ak çà äåÿêèì áàçèñîì â Ln. Òîäi

a1 = {a11, . . . , an1}, . . . ak = {a1k, . . . , ank}.

Ëiíiéíèìè îïåðàöiÿìè íàä âåêòîðàìè íàçèâàþòüñÿ îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæå-
ííÿ íà ÷èñëî. Ëiíiéíèì îïåðàöiÿì íàä âåêòîðàìè a1, . . . , ak âiäïîâiäàþòü ëiíiéíi
îïåðàöi¨ íàä ñòîâï÷èêàìè n× k ìàòðèöi

A =

 a11 . . . a1k
... ...
an1 . . . ank

 .

Ðàíãîì ìàòðèöi, ùî ïîçíà÷à¹òüñÿ rg(·), íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíå ÷èñëî ¨¨ ëi-
íiéíî íåçàëåæíèõ ñòîâïöiâ1. Ç îçíà÷åíü âèïëèâà¹, ùî ðàíã ìàòðèöi äîðiâíþ¹
âèìiðíîñòi ïiäïðîñòîðó Lin(a1, . . . , ak). Îñêiëüêè k ≤ n, òî rg (A) ≤ k. ßêùî
rg (A) = k, òî âñi ñòîâï÷èêè ìàòðèöi A ëiíiéíî íåçàëåæíi, à âåêòîðè a1, . . . , ak
óòâîðþþòü îäèí ç áàçèñiâ Lk = Lin(a1, . . . , ak).

Íåõàé Lk i Ll � äâà ïiäïðîñòîðè â Ln. Ñóìîþ ïiäïðîñòîðiâ Lk i Ll íàçèâà¹òüñÿ
ìíîæèíà âåêòîðiâ ó Ln âèäó{

x+ y
∣∣ x ∈ Lk, y ∈ Ll

}
:= Lk + Ll.

168. Ïåðåâiðòå, ùî Lk + Ll ¹ ïiäïðîñòîðîì â Ln.
1Òàêèé ðàíã íàçèâà¹òüñÿ ñòîâï÷èêîâèì. Àíàëîãi÷íèé ðàíã âèçíà÷à¹òüñÿ äëÿ ëiíiéíèõ îïåðàöié íàä ðÿä-

êàìè, i âií íàçèâà¹òüñÿ ðÿäêîâèì. Ñòîâï÷èêîâèé i ðÿäêîâèé ðàíãè îäíàêîâi.
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Î÷åâèäíî, ùî dim(Lk + Ll) ≤ k + l. ßêùî dim(Lk + Ll) = k + l, òî ñó-
ìà íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ Lk ⊕ Ll. ßêùî ñóìà ïðÿìà, òî âåêòîðè
a1, . . . , ak,b1, . . . ,bl óòâîðþþòü áàçèñ ó Lk ⊕ Ll.

169. ßêùî Lk ⊕ Ll � ïðÿìà ñóìà, òî äëÿ êîæíîãî z ∈ Lk ⊕ Ll ðîçêëàäàííÿ
z = x + y, äå x ∈ Lk, y ∈ Ll, ¹äèíå (òîáòî x i y îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíi).
Ñïðàâåäëèâå i îáåðíåíå.

Ïåðåòèíîì ïiäïðîñòîðiâ Lk i Ll íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà âåêòîðiâ â Ln, ùî
íàëåæàòü îáîì ïiäïðîñòîðàì. Òîáòî öå{

x ∈ Ln|x ∈ Lk, x ∈ Ll
}
:= Lk ∩ Ll.

170. Ïåðåâiðòå, ùî Lk ∩ Ll ¹ ïiäïðîñòîðîì ó Ln.

171. Íåõàé a1, . . . , am � ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòåìà âåêòîðiâ ó Lk (m < k). Òî-
äi ¨¨ ìîæíà äîïîâíèòè äî áàçèñó Lk. Òîáòî çíàéäóòüñÿ òàêi âåêòîðè bm+1, . . . ,bk,
ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, . . . , am;bm+1, . . . ,bk ¹ áàçèñîì â Lk.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé a1, . . . , am � ëiíiéíî íåçàëåæíi. Òîäi Lin(a1, . . . , am) ¹ ïiä-
ïðîñòîðîì ó Lk. Ïîçíà÷èìî éîãî ÷åðåç Lm. ßêùî Lm ̸= Lk, òî iñíó¹ x ∈ Lk

òàêèé, ùî x /∈ Lm, òîáòî x /∈ Lin(a1, . . . , am). Â òàêîìó ðàçi a1, . . . , am,x ëiíié-
íî íåçàëåæíi. Ïîêëàäåìî bm+1 = x. Òîäi Lin(a1, . . . , am,bm+1) = Lm+1 ⊆ Lk.
ßêùî Lm+1 ̸= Lk, òî ïðîäîâæèìî ïðîöåñ. Ó ðåçóëüòàòi ïîáóäó¹ìî âè÷åðïíèé
ëàíöþæîê ïiäïðîñòîðiâ

Lm ⊂ Lm+1 ⊂ . . . ⊂ Lk.

Íà îñòàííüîìó êðîöi îäåðæèìî Lk = Lin(a1, . . . , am,bm+1, . . . ,bk).

172. (Ôîðìóëà Ãðàñìàíà) Íåõàé Lk i Ll � ïiäïðîñòîðè â Ln. Òîäi

dim(Lk + Ll) = dimLk + dimLl − dim(Lk ∩ Ll).

Ðîçâ'ÿçîê. Ïîçíà÷èìî Lm = Lk ∩ Ll. Íåõàé q1, . . . ,qm � áàçèñ Lm. Äîïîâ-
íèìî éîãî äî áàçèñiâ ó Lk i Ll. Íåõàé

Lk = Lin(q1, . . . ,qm, am+1, . . . , ak), Ll = Lin(q1, . . . ,qm,bm+1, . . . ,bl).

Ïîêàæåìî, ùî q1, . . . ,qm, am+1, . . . , ak,bm+1, . . . ,bl � áàçèñ Lk + Ll. Äëÿ öüîãî
ñëiä ïåðåâiðèòè, ùî

(à) áóäü-ÿêèé âåêòîð ç Lk + Ll ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ
q1, . . . ,qm, am+1, . . . , ak,bm+1, . . . ,bl;

(á) âåêòîðè q1, . . . ,qm, am+1, . . . , ak,bm+1, . . . ,bl ëiíiéíî íåçàëåæíi.
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(à) Íåõàé z ∈ Lk + Ll. Òîäi z = x + y, äå x ∈ Lk,y ∈ Ll. Îñêiëüêè
q1, . . . ,qm, am+1, . . . , ak � áàçèñ ó Lk, òî

x = l.c.(q1, . . . ,qm, am+1, . . . , ak).

Àíàëîãi÷íî,
y = l.c.(q1, . . . ,qm, am+1,bm+1).

Îòæå,
z = x+ y = l.c.(q1, . . . ,qm, am+1, . . . , ak,bm+1, . . . ,bl).

(á) Íåõàé iñíó¹ íåòðèâiàëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ

l.c.(q1, . . . ,qm, am+1, . . . , ak,bm+1, . . . ,bl) = 0.

Ðîçiá'¹ìî ¨¨ íà äâi ÷àñòèíè:

l.c.(q1, . . . ,qm, am+1, . . . , ak) + l.c.(bm+1, . . . ,bl) = 0.

Çàóâàæèìî, ùî l.c.(bm+1, . . . ,bl) íåòðèâiàëüíà, îñêiëüêè â ïðîòèëåæíîìó âè-
ïàäêó l.c.(q1, . . . ,qm, am+1, . . . , ak) áóëà á íåòðèâiàëüíîþ i òàêîþ ùî äîðiâíþ¹
0, à öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî q1, . . . ,qm, am+1, . . . , ak � áàçèñ Lk. Ïîêëàäåìî

w = l.c.(bm+1, . . . ,bl) ̸= 0.

Òîäi, ç îäíîãî áîêó, w ∈ Ll ÿê ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ âåêòîðiâ áàçèñó Ll. Ç iíøîãî
áîêó,

l.c.(q1, . . . ,qm, am+1, . . . , ak) = −w,

à çíà÷èòü, w ∈ Lk ÿê ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ âåêòîðiâ áàçèñó Lk. Öå îçíà÷à¹, ùî
w ∈ Lk ∩ Ll. Àëå âåêòîðè q1, . . . ,qm óòâîðþþòü áàçèñ Lk ∩ Ll. À çíà÷èòü,

w = l.c.(q1, . . . ,qm),

ïðè÷îìó ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ â ïðàâié ÷àñòèíi íåòðèâiàëüíà (w ̸= 0). Òàêèì ÷è-
íîì, ìà¹ìî äâi íåòðèâiàëüíi ëiíiéíi êîìáiíàöi¨, ùî âèðàæàþòü âåêòîð w:

w = l.c.(bm+1, . . . ,bl), w = l.c.(q1, . . . ,qm).

Îòæå, ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü l.c.(q1, . . . ,qm) = l.c.(bm+1, . . . ,bl) àáî l.c.(q1, . . . ,qm)−
l.c.(bm+1, . . . ,bl) = 0. Ç îãëÿäó íà òå, ùî l.c.(bm+1, . . . ,bl) áóëà íåòðèâiàëüíîþ,
ìè îäåðæàëè íåòðèâiàëüíó

l.c.(q1, . . . ,qm,bm+1, . . . ,bl) = 0,

ùî íåìîæëèâî, òîìó ùî q1, . . . ,qm,bm+1, . . . ,bl � áàçèñ Ll.
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4.1 Âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ äâîõ ïëîùèí ó An

Íåõàé πk : r = r1+
∑k

i=1 t
iai � k-âèìiðíà ïëîùèíà â An. Öå îçíà÷à¹, ùî ðiâíÿííÿ

ïëîùèíè πk ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi πk : r = r1+Lin(a1, . . . , ak) àáî, ùå êîðî-
òøå, πk : r = r1 + Lk. Ïiäïðîñòið Lk = Lin(a1, . . . , ak) íàçèâà¹òüñÿ íàïðÿìíèì
ïiäïðîñòîðîì ïëîùèíè πk.

Íåõàé πk : r = r1 + Lk, πl : r = r2 + Ll äâi ïëîùèíè â An, ïðè÷îìó k ≤ l.
Ïëîùèíè πk i πl íàçèâàþòüñÿ ïàðàëåëüíèìè (πk ∥ πl), ÿêùî Lk ⊆ Ll.

173. Íåõàé πk : r = r1 + Lk, πl : r = r2 + Ll (k ≤ l) äâi ïàðàëåëüíi ïëîùèíè
ó An. Ïîêëàäåìî w = r2 − r1. Òîäi

� ÿêùî w /∈ Ll, òî πk ∩ πl = ∅;

� ÿêùî w ∈ Ll, òî πk ⊆ πl.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé a1, . . . , ak � áàçèñ Lk. Îñêiëüêè Lk ⊆ Ll, òî áàçèñ a1, . . . , ak
ìîæíà äîïîâíèòè âåêòîðàìè bk+1, . . . ,bl äî áàçèñó â Ll. Òîäi

πk : r = r1 + Lin(a1, . . . , ak), πl : r = r2 + Lin(a1, . . . , ak,bk+1, . . . ,bl).

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê w = r2 − r1 /∈ Ll i ïðèïóñòèìî, ùî πk ∩ πl ̸= ∅. Íåõàé
M ∈ πk ∩ πl. Òîäi

r(M) = r1 + l.c.(a1, . . . , ak), r(M) = r2 + l.c.(a1, . . . , ak,bk+1, . . . ,bl),

à çíà÷èòü,

r1 + l.c.(a1, . . . , ak) = r2 + l.c.(a1, . . . , ak,bk+1, . . . ,bl).

Çâiäñè w = l.c.(a1, . . . , ak,bk+1, . . . ,bl) ∈ Ll, à öå ñóïåðå÷íiñòü.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîêw ∈ Ll. Öå îçíà÷à¹, ùî r2−r1 = l.c.(a1, . . . , ak,bk+1, . . . ,bl).

Òîäi r2 = r1+l.c.(a1, . . . , ak)+l.c.(bk+1, . . . ,bl), i ðiâíÿííÿ ïëîùèí ìîæíà ïîäàòè
ÿê

πk : r = r1 + Lin(a1, . . . , ak),
πl : r = r1 + l.c.(a1, . . . , ak) + Lin(a1, . . . , ak,bk+1, . . . ,bl).

Ïîêëàäåìî r0 = r1+l.c.(a1, . . . , ak). Ç ëiíiéíî¨ îáîëîíêè Lin(a1, . . . , ak) â ðiâíÿí-
íi πk âèîêðåìèìî çíàéäåíó l.c.(a1, . . . , ak). Òîäi ðiâíÿííÿ ïëîùèí ìîæíà ïîäàòè
ó âèãëÿäi

πk : r = r1 + l.c.(a1, . . . , ak)︸ ︷︷ ︸
r0

+Lin(a1, . . . , ak),

πl : r = r1 + l.c.(a1, . . . , ak)︸ ︷︷ ︸
r0

+Lin(a1, . . . , ak,bk+1, . . . ,bl).

Òàêèì ÷èíîì,

πk : r = r0 + Lin(a1, . . . , ak),
πl : r = r0 + Lin(a1, . . . , ak) + Lin(bk+1, . . . ,bl).
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Òåïåð î÷åâèäíî, ùî πk ⊂ πl, òîìó ùî πk ìîæíà îäåðæàòè ç ðiâíÿííÿ πl, ïî-
êëàâøè íóëÿìè âñi êîåôiöi¹íòè ïðè bk+1, . . . ,bl.

Äâi ïëîùèíè πk i πl ó An íàçèâàþòüñÿ ìèìîáiæíèìè, ÿêùî âîíè íå ïåðåòè-
íàþòüñÿ i íå ïàðàëåëüíi.

174. Íåõàé πk : r = r1+L
l, πl : r = r2+L

l (k ≤ l) äâi íåïàðàëåëüíi ïëîùèíè
â An. Ïîêëàäåìî

w = r2 − r1, Lm = Lk ∩ Ll, Ls = Lk + Ll.

Òîäi

� ÿêùî w /∈ Ls, òî ïëîùèíè ìèìîáiæíi;

� ÿêùî w ∈ Ls, òî πk ∩ πl = πm (òîáòî ïëîùèíè ïåðåòèíàþòüñÿ ïî ïëî-
ùèíi âèìiðíîñòi m).

Ðîçâ'ÿçîê. ßêùî πk ∦ πl, òî iñíóþòü ïëîùèíè ps1 i ps2 òàêi, ùî ps1 ⊃
πk, ps2 ⊃ πl, ps1 ∥ ps2. Äiéñíî, íåõàé q1, . . . ,qm � áàçèñ Lm. Äîïîâíèìî q1, . . . ,qm

äî áàçèñiâ q1, . . . ,qm, am+1, . . . , ak ó Lk i q1, . . . ,qm,bm+1, . . . ,bl â Ll.
Òîäi q1, . . . ,qm, am+1, . . . , ak,bm+1, . . . ,bl � áàçèñ ó Ls = Lk + Ls.
Ðîçãëÿíåìî äâi ïëîùèíè

ps1 : r = r1 + Lin(q1, . . . ,qm, am+1, . . . , ak,bm+1, . . . ,bl) = r1 + Ls,

ps2 : r = r2 + Lin(q1, . . . ,qm, am+1, . . . , ak,bm+1, . . . ,bl) = r2 + Ls.

Î÷åâèäíî, ùî ps1 ∥ ps2 (íàïðÿìíi ïðîñòîðè çáiãàþòüñÿ). Ïðè öüîìó ps1 ⊃ πk,
îñêiëüêè

ps1 : r = r1 + Lin(q1, . . . ,qm, am+1, . . . , ak) + Lin(bm+1, . . . ,bl),

à çíà÷èòü, πk äiéñíî ¹ ïiäìíîæèíîþ ps1, ùî çàäà¹òüñÿ òðèâiàëüíîþ ëiíiéíîþ
êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ bm+1, . . . ,bl. Àíàëîãi÷íî, ps2 ⊃ πl.

ßêùî w /∈ Ls, òî ps1 ∥ ps2 i ps1∩ps2 = ∅. Çíà÷èòü, πk∩πl = ∅. ßêùî æ w ∈ Ls,
òî

w = r2 − r1 = l.c.(q1, . . . ,qm, am+1, . . . , ak,bm+1, . . . ,bl),

òîáòî
r2 = r1 + l.c.(am+1, . . . , ak) + l.c.(q1, . . . ,qm,bm+1, . . . ,bl).

Òåïåð ðiâíÿííÿ ïëîùèí ìîæíà âèïèñàòè çi ñïiëüíîþ ïî÷àòêîâîþ òî÷êîþ

r0 = r1 + l.c.(am+1, . . . , ak).

À ñàìå

πl : r = r1 + l.c.(am+1, . . . , ak) + Lin(q1, . . . ,qm,bm+1, . . . ,bl),
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πk : r = r1 + Lin(q1, . . . ,qm, am+1, . . . , ak) =

r1 + l.c.(am+1, . . . , ak) + Lin(q1, . . . ,qm, am+1, . . . , ak).

Áiëüø òîãî, íàïðÿìíi ïðîñòîðè öèõ ïëîùèí ðîçùåïëþþòüñÿ ó âèãëÿäi

πl : r = r0 + Lin(q1, . . . ,qm) + Lin(bm+1, . . . ,bl),

πk : r = r0 + Lin(q1, . . . ,qm) + Lin(am+1, . . . , ak).

Ðîçãëÿíåìî ïëîùèíó πm : r = r0 + Lin(q1, . . . ,qm). Çðîçóìiëî, ùî πk ⊃ πm i
πl ⊃ πm, à çíà÷èòü, πk ∩ πl ⊇ πm.

Ïîêàæåìî, ùî πk ∩ πl ⊆ πm. Íåõàé òî÷êà M ∈ πk ∩ πl. Òîäi

r(M) = r0 + l.c.(q1, . . . ,qm, am+1, . . . , ak) = r0 +Q1 +A,

r(M) = r0 + l.c.(q1, . . . ,qm,bm+1, . . . ,bl) = r0 +Q2 +B,

äå ïîçíà÷åíî, âiäïîâiäíî,

Q1 = l.c.(q1, . . . ,qm), A = l.c.(am+1, . . . , ak) ó ïåðøîìó âèðàçi äëÿ r(M),

Q2 = l.c.(q1, . . . ,qm), B = l.c.(bm+1, . . . ,bl) ó äðóãîìó âèðàçi äëÿ r(M).

Âiäíiìàþ÷è, îäåðæèìî

0 = Q1 −Q2 +A−B = l.c.(q1, . . . ,qm)+
l.c.(am+1, . . . , ak)− l.c.(bm+1, . . . ,bl).

Ç ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi âåêòîðiâ q1, . . . ,qm, am+1, . . . , ak, bm+1, . . . ,bl âèïëèâà¹,
ùî ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ â ïðàâié ÷àñòèíi òðèâiàëüíi. Iç öüîãî âèïëèâà¹, ùî Q1 −
Q2 = 0, à òàêîæ ùî A = 0,B = 0. Òàêè ÷èíîì, r(M) = r0 + l.c.(q1, . . . ,qm) ∈
πm, à çíà÷èòü, πk ∩ πl ⊆ πm .

Íåõàé πk i πl � äâi ïëîùèíè â An. Ïëîùèíà πk ïàðàëåëüíà ïîðÿäêó m äî
ïëîùèíè πl (ïîçíà÷èìî öå ÷åðåç πk ∥m πl), ÿêùî ¨õíi íàïðÿìíi ïðîñòîðè Lk i Ll

ìàþòü ïåðåòèí âèìiðíîñòi m. ßê ïðèêëàä, äâi ïëîùèíè â òðèâèìiðíîìó ïðî-
ñòîði, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ ïî ïðÿìié, âiäïîâiäàþòü âèïàäêó k = 2, l = 2,m = 1.

Âèïàäîê m = min(k, l) âiäïîâiäà¹ ñèòóàöi¨ ïàðàëåëüíîñòi ïëîùèí. ßê ïðè-
êëàä, ïëîùèíà i ïàðàëåëüíà ¨é ïðÿìà âiäïîâiäàþòü âèìiðíîñòÿì k = 2, l =
1,m = 1.

Âèïàäîê m = 0 îçíà÷à¹ âiäñóòíiñòü ïàðàëåëüíèõ íàïðÿìêiâ. Ó òàêîìó âè-
ïàäêó, ÿêùî πk ∩ πl = ∅, òî ïëîùèíè íàçèâàþòüñÿ öiëêîì ìèìîáiæíèìè. ßê
ïðèêëàä, äâi ìèìîáiæíi ïðÿìi â òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði âiäïîâiäàþòü âèìiðíî-
ñòÿì k = 1, l = 1,m = 0. ßêùî æ πk ∩ πl = {·}, òî πk i πl íàçèâàþòüñÿ òàêèìè,
ùî ïåðåòèíàþòüñÿ òðàíñâåðñàëüíî. ßê ïðèêëàä, ïëîùèíà i íåïàðàëåëüíà ¨é
ïðÿìà â òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði âiäïîâiäàþòü âèìiðíîñòÿì k = 2, l = 1,m = 0.
Âîíè ïåðåòèíàþòüñÿ òðàñâåðñàëüíî.
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175. Íåõàé πk i πl � äâi m-ïàðàëåëüíi ïëîùèíè. Òîäi ïëîùèíà πk ìiñòèòü
(k − m)-ïàðàìåòðè÷íå ñiìåéñòâî ïëîùèí, ïàðàëåëüíèõ äî πl, à ïëîùèíà πl

ìiñòèòü (l −m)-ïàðàìåòðè÷íå ñiìåéñòâî ïëîùèí, ïàðàëåëüíèõ äî πk.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé q1, . . . ,qm � áàçèñ ïåðåòèíó Lk ∩ Ll. Òîäi πl i πk ìîæóòü
áóòè çàäàíi ó íàñòóïíèé ñïîñiá:

πk : r = r1 + Lin(q1, . . . ,qm) + Lin(am+1, . . . , ak),

πl : r = r2 + Lin(q1, . . . ,qm) + Lin(bm+1, . . . ,bl).

Ðîçãëÿíåìî ïëîùèíó πk. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó ëiíiéíó êîìáiíàöiþ am+1, . . . , ak,
íàïðèêëàä, t10am+1+· · ·+tk−m

0 ak. Òîäi â πk ¾âèðiçó¹òüñÿ¿ ïëîùèíà, ùî çàäà¹òüñÿ
ðiâíÿííÿì

r = r1 + t10am+1 + · · ·+ tk−m
0 ak︸ ︷︷ ︸

r0

+Lin(q1, . . . ,qm).

�¨ íàïðÿìíèé ïðîñòið Lm ëåæèòü ó Ll, à îòæå, öÿ ïëîùèíà ïàðàëåëüíà äî Ll. �¨
ïî÷àòêîâà òî÷êà r0 âèçíà÷à¹òüñÿ (k−m) íåçàëåæíèìè ïàðàìåòðàìè t10, . . . , t

k−m
0 .

4.2 Ïðàêòè÷íèé ñïîñiá ç'ÿñóâàííÿ ðîçòàøóâàííÿ ïëîùèí

ó An

4.2.1 Ãåîìåòðè÷íà iíòåðïðåòàöiÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ó ìàòðè÷íié ôîðìi AX = b, äå A � ìà-

òðèöÿ ðîçìiðîì m × n, X =

 x1
...
xn

 � ñòîâïåöü íåâiäîìèõ, b =

 b1
...
bm

 �

ñòîâïåöü ïðàâèõ ÷àñòèí. Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ A ÿê òàêó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç
âåêòîð-ñòîâïöiâ

a1 =

 a11
...
am1

 , a2 =

 a12
...
am2

 , . . . , an =

 a1n
...
amn

 .

Òîäi ñèñòåìó ðiâíÿíü AX = b ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

x1a1 + · · ·+ xnan = b.

Ñòà¹ î÷åâèäíèì, ùî ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü äà¹ âiäïîâiäü íà ïè-
òàííÿ, ÷è íàëåæèòü âåêòîð b äî ëiíiéíî¨ îáîëîíêè çàäàíèõ âåêòîðiâ a1, . . . , an.
ßêùî ðîçâ'ÿçîê iñíó¹, òî âåêòîð b ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ âå-
êòîðiâ a1, . . . , an ç êîåôiöi¹íòàìè, ùî ¹ ÷èñëàìè ç ðîçâ'ÿçêó.
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Ó âèïàäêó b = 0 ðîçâ'ÿçàííÿ äà¹ âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ, ÷è ¹ âåêòîðè
a1, . . . , an ëiíiéíî çàëåæíèìè. ßêùî íåìà¹ iíøèõ ðîçâ'ÿçêiâ, îêðiì x1 = x2 =
. . . = xn = 0, òî âåêòîðè a1, . . . , an ëiíiéíî íåçàëåæíi. ßêùî æ iñíó¹ íåòðèâi-
àëüíèé ðîçâ'ÿçîê, òî âåêòîðè a1, . . . , an ëiíiéíî çàëåæíi.

4.2.2 Ïîáóäîâà áàçèñó ñóìè ïiäïðîñòîðiâ

Íåõàé ïiäïðîñòîðè Lk i Ll çàäàíi ñâî¨ìè áàçèñàìè ÿê ëiíiéíi îáîëîíêè, à ñàìå

Lk = Lin(a1, . . . , ak), Ll = Lin(b1, . . . ,bl).

Âiçüìåìî a1, . . . , ak i ïðèïóñòèìî, ùî ñåðåä âåêòîðiâ b1, . . . ,bl çíàéäåòüñÿ âå-
êòîð bj1 /∈ Lin(a1, . . . , ak). Óòâîðèìî

Lin(a1, . . . , ak,bj1) ⊆ Lk + Ll.

ßêùî çíàéäåòüñÿ
bj2 /∈ Lin(a1, . . . , ak,bj1),

òî óòâîðèìî Lin(a1, . . . , ak,bj1,bj2) ⊂ Lk + Ll i ò.ä. Ïðîöåñ âî÷åâèäü çàêií÷ó¹-
òüñÿ ïîáóäîâîþ áàçèñó ñóìè ïðîñòîðiâ. Êiëüêiñòü âåêòîðiâ ïîáóäîâàíîãî áàçèñó
äàñòü âèìiðíiñòü ñóìè.

Îïèñàíèé ïðîöåñ ðåàëiçó¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íî â òàêèé ñïîñiá. Íåõàé

a1 =

 a11
...
am1

 , a2 =

 a12
...
an2

 , . . . , ak =

 a1k
...
ank

 ,

b1 =

 b11
...
bn1

 , b2 =

 b12
...
bn2

 , . . . ,bl =

 b1l
...
bnl


� âåêòîðè áàçèñiâ Lk i Ll âiäïîâiäíî. Ñôîðìó¹ìî ç ¨õíiõ êîîðäèíàò (ÿê çi ñòîâ-
ïöiâ) ìàòðèöi

A =

 a11 . . . a1k
... ... ...
an1 . . . ank

 , B =

 b11 . . . b1l
... ... ...
bn1 . . . bnl

 .

Ñêëàäåìî ìàòðèöþ

(A|B) =

 a11 . . . a1k
. . . . . . . . .
an1 . . . ank

∣∣∣∣∣∣
b11 . . . b1l
. . . . . . . . .
bn1 . . . bnl

 .

Ïîñëiäîâíå ïðè¹äíàííÿ äî ñòîâïöiâ ìàòðèöi A ñòîâïöiâ ìàòðèöi B, ùî íà êî-
æíîìó êðîöi ëiíiéíî íåçàëåæíi âiä ñòîâïöiâ ìàòðèöi A i âæå ïðè¹äíàíèõ ñòîâ-
ïöiâ ìàòðèöi B äà¹ â îñòàòî÷íîìó ïiäñóìêó ìàêñèìàëüíó ëiíiéíî íåçàëåæíó
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ñèñòåìó âåêòîðiâ ó ñóìi ïðîñòîðiâ Lk +Ll, òîáòî áàçèñ â Lk +Ll. Ìàêñèìàëüíà
êiëüêiñòü ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ñòîâïöiâ ìàòðèöi çà îçíà÷åííÿì ¹ ðàíãîì ìàòðè-
öi. Òàêèì ÷èíîì, dim(Lk+Ll) = rg(A|B). Îïèñàíèé ñïîñiá ïîòðåáó¹ ðîçâ'ÿçàííÿ
íà êîæíîìó êðîöi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Ìåòîä Ãàóñà çâåäåííÿ ìàòðèöi äî
ñòóïií÷àñòîãî âèäó äîçâîëÿ¹ ñïðîñòèòè ïðîöåäóðó ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè ç îäíî-
÷àñíèì âèäiëåííÿì áàçèñó ëiíiéíî¨ îáîëîíêè ñòîâïöiâ ìàòðèöi. Ïî ñóòi, ìåòîä
Ãàóñà áàçîâàíèé íà íàñòóïíîìó ñïîñòåðåæåííi.

176. Íåõàé a1, . . . , ak � ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòåìà âåêòîðiâ. Ñêëàäåìî íî-
âó ñèñòåìó v1, a2, . . . , ak, äå v1 = a1 +

∑k
i=2 µiai. Òîäi v1, a2, . . . , ak òàêîæ

ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòåìà. I íàâïàêè, ÿêùî ñèñòåìà v1, a2, . . . , ak ëiíiéíî
íåçàëåæíà, òî i ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak ëiíiéíî íåçàëåæíà.

Iíøèìè ñëîâàìè, äîäàþ÷è äî áóäü-ÿêîãî âåêòîðà ëiíiéíî íåçàëåæíî¨ ñèñòåìè
ëiíiéíó êîìáiíàöiþ âñiõ iíøèõ âåêòîðiâ öi¹¨ ñèñòåìè, ìè îòðèìó¹ìî íîâèé áàçèñ
ëiíiéíî¨ îáîëîíêè äàíî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ. Äîêëàäíiøå ïðî ìåòîä Ãàóñà i îá÷è-
ñëåííÿ ðàíãó ÷åðåç òàê çâàíi ìiíîðè ìàòðèöi ìîæíà äiçíàòèñÿ ó ïiäðó÷íèêàõ ç
ëiíiéíî¨ àëãåáðè.

4.2.3 Ïîáóäîâà áàçèñó ïåðåòèíó ïiäïðîñòîðiâ

Íåõàé a1, . . . , ak;bj1, . . . ,bjs−k
áàçèñ Lk + Ll. Ïåðåíóìåðó¹ìî âåêòîðè òàê, ùîá

áàçèñ Lk + Ll íàáóâ âèãëÿäó:

{a1, . . . , ak;b1, . . . ,bs−k}.

Òîäi a1, . . . , ak � áàçèñ Lk, {b1, . . . ,bs−k,bs−k+1 . . . ,bl} � áàçèñ Ll. Çðîçóìiëî,
ùî

bs−k+1, . . . ,bl ∈ Lin(a1, . . . , ak;b1, . . . ,bs−k).

Çíàéäåìî âiäïîâiäíi ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ ÿê ðîçâ'ÿçîê l+k−s := m ñèñòåì ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü. Òîäi îäåðæèìî:

bs−k+1 = l.c.(a1, . . . , ak;b1, . . . ,bs−k),
. . . . . . . . .

bl = l.c.(a1, . . . , ak;b1, . . . ,bl−1).

Ðîçiá'¹ìî îòðèìàíi âèðàçè òàê:

bs−k+1 − l.c.(b1, . . . ,bs−k) = l.c.(a1, . . . , ak),

. . . . . . . . .

bl − l.c.(b1, . . . ,bl−1) = l.c.(a1, . . . , ak)

i çàóâàæèìî, ùî ëiâi ÷àñòèíè ðiâíîñòåé ëåæàòü ó Ll ÿê ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ âå-
êòîðiâ áàçèñó Ll, à ïðàâi ÷àñòèíè ëåæàòü ó Lk ç àíàëîãi÷íî¨ ïðè÷èíè. Òîìó
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âåêòîðè
q1 := bs−k+1 − l.c.(b1, . . . ,bs−k) = l.c.(a1, . . . , ak),
. . . . . . . . .
qm := bl − l.c.(b1, . . . ,bl−1) = l.c.(a1, . . . , ak)

ëåæàòü ó Lk ∩ Ll. Ïîêàæåìî, ùî q1, . . . ,qm � ëiíiéíî íåçàëåæíi. Äiéñíî,∑
λiqi =

m∑
i=1

λibs−k+i + l.c.(b1, . . . ,bk−s) = 0

i, îòæå, λi = 0, òîìó ùî b1, . . . ,bl � áàçèñ Ll. Òàêèì ÷èíîì, q1, . . . ,qm � ëiíiéíî
íåçàëåæíi, ëåæàòü ó ïåðåòèíi ïiäïðîñòîðiâ, i ¨õíÿ êiëüêiñòü äîðiâíþ¹ âèìiðíîñòi
ïåðåòèíó. Òîìó çíàéäåíi âåêòîðè óòâîðÿòü øóêàíèé áàçèñ.

Îïèñàíèé ïðîöåñ ðåàëiçó¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íî â òàêèé ñïîñiá. Ñêëàäåìî ìàòðè-
öþ

(A|B) =

 a11 . . . a1k
. . . . . . . . .
an1 . . . ank

∣∣∣∣∣∣
b11 . . . b1s−k

. . . . . . . . .
bn1 . . . bns−k

∥∥∥∥∥∥
b1s−k+1 . . . b1l
. . . . . . . . .
bns−k+1 . . . bnl

 .

ïåðøi s ñòîâïöiâ ÿêî¨ ¹ âåêòîðàìè áàçèñó ñóìè. Äëÿ êîæíîãî íàñòóïíîãî ñòîâïöÿ
çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü ç öèì ñòîâïöåì ÿê ñòîâïöåì ïðàâèõ ÷àñòèí.
ßêùî äëÿ ñòîâïöÿ ç íîìåðîì s − k + i íàáið ÷èñåë {λ1i , . . . , λki ; µ1i , . . . , µs−k

i } ¹
ðîçâ'ÿçêîì, à ñàìå,

bs−k+1 = λ11a1 + . . .+ λk1ak + µ11b1 + . . .+ µs−k
1 bs−k,

òî âåêòîðè áàçèñó ïåðåòèíó ïiäïðîñòîðiâ îòðèìàþòü âèðàç

qi = bs−k+i − µ1ib1 − . . .− µs−k
i bs−k,

àáî, åêâiâàëåíòíî,
qi = λ1ia1 + . . .+ λki ak.

4.2.4 Ç'ÿñóâàííÿ âçà¹ìíîãî ðîçòàøóâàííÿ ïëîùèí

Íåõàé
πk : r = r1 + Lin(a1, . . . , ak) = r1 + Lk,

πl : r = r2 + Lin(b1, . . . ,bl) = r2 + Ll.

Çíàéäåìî áàçèñè Lk+Ll i Lk∩Ll. Íåõàé öå áóäóòü âåêòîðè a1, . . . , ak; b1, . . . ,bs−k

i q1, . . . ,qm. Âåêòîð w := r2 − r1 íàëåæèòü Lk + Ll òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìà¹
ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìà:  a11 . . . a1k b11 . . . b1s−k

... . . .
... ... . . .

...
an1 . . . ank bn1 . . . bns−k

∣∣∣∣∣∣
w1

. . .
wn

 .
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Íåõàé ñèñòåìà ìà¹ ðîçâ'ÿçîê, òîáòî

w = λ1a1 + · · ·+ λkak + µ1b1 + · · ·+ µs−kbs−k.

Òîäi ñïiëüíà òî÷êà ïëîùèí çíàõîäèòüñÿ ÿê

r0 = r1 + λ1a1 + · · ·+ λkak,

i ðiâíÿííÿ ïëîùèíè ïåðåòèíó íàáóäå âèãëÿäó

πm : r = r0 + Lin(q1, . . . ,qm) = r0 + Lm.

ßêùî æ ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ íå ìà¹, òî ïëîùèíè ¹ ìèìîáiæíèìè ç íàïðÿìêîì
÷àñòêîâî¨ ïàðàëåëüíîñòi Lm.

177. Ç'ÿñóâàòè âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ äâîõ 2-âèìiðíèõ ïëîùèí â 4-âèìiðíîìó
àôiííîìó ïðîñòîði, ùî çàäàíi ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè

π1 : r = r1 + Lin(a1, a2), π2 : r = r2 + Lin(b1,b2),

äå
r1 = {1, 2, 1, 1}, a1 = {1, 2, 0, 1}, a2 = {1, 1, 1, 0},
r2 = {2, 1, 2, 1}, b1 = {1, 0, 1, 0}, b2 = {1, 3, 0, 1}.

Ðîçâ'ÿçîê. Çíàéäåìî âåêòîð w = r2− r1 = {1,−1, 1, 0} i ñêëàäåìî ìàòðèöþ
(A|B|w), çàïèñàâøè êîîðäèíàòè âåêòîðiâ ó ñòîâï÷èêè.

(A|B|w) =


1 1
2 1
0 1
1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1
0 3
1 0
0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

−1
1
0

 .

Çíàéäåìî áàçèñ ñóìè, êîðèñòóþ÷èñü ìåòîäîì Ãàóñà ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü. Äëÿ öüîãî áóäåìî çâîäèòè ìàòðèöþ (A|B|w) äî ñòóïií÷àñòîãî âèäó, à
ñàìå 

1 1
2 1
0 1
1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1
0 3
1 0
0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

−1
1
0

 ∼


1 1
0 −1
0 1
0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1

−2 1
1 0

−1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

−3
1

−1

 ∼


1 1
0 −1
0 0
0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1

−2 1
−1 1
1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

−3
−2
2

 ∼


1 1
0 −1
0 0
0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1

−2 1
−1 1
0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

−3
−2
0

 .

Îòæå, áàçèñ ñóìè ñêëàäàþòü âåêòîðè a1, a2,b1 (àëå ìîæíà òàêîæ âçÿòè çà áàçèñ
âåêòîðè a1, a2,b2). Âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç a1, a2,b1 i òîìó w ∈
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L1+L2 . Çíà÷èòü, L1∩L2 ̸= ∅. Çíàéäåìî áàçèñ ïåðåòèíó. Äëÿ öüîãî çíàõîäèìî
ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè  1 1 1

0 −1 −2
0 0 −1

 λ1

λ2

µ1

 =

 1
1
1

 .

Äîñèòü çíàéòè ëèøå µ1 = −1, òîìó ùî q1 = b2 − µ1b1 = {2, 3, 1, 1}. Âåêòîð q1

� íàïðÿìíèé âåêòîð ïåðåòèíó L1 ∩ L2.
Çíàéäåìî ñïiëüíó òî÷êó çàäàíèõ ïëîùèí. Äëÿ öüîãî ðîçâ'ÿæåìî ñèñòåìó

ðiâíÿíü  1 1 1
0 −1 −2
0 0 −1

 λ1

λ2

µ1

 =

 1
−3
−2

 .

�¨ ðîçâ'ÿçîê µ1 = 2, λ2 = −1, λ1 = 0. Îòæå,

r0 = r1 + λ1a1 + λ2a2 = {0, 1, 0, 1}.

Òàêèì ÷èíîì, çíàõîäèìî ðiâíÿííÿ ëiíi¨ ïåðåòèíó

π1 ∩ π2 : r = r0 + tq1

àáî â êîîðäèíàòàõ
r(t) = {0 + 2t, 1 + 3t, 0 + t, 1 + t}.

178. Ç'ÿñóâàòè âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ äâîõ 2-âèìiðíèõ ïëîùèí ó 5-âèìiðíîìó
àôiííîìó ïðîñòîði, ùî çàäàíi ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè

π1 : r = r1 + Lin(a1, a2), π2 : r = r2 + Lin(b1,b2),

äå
r1 = {0, 0, 0, 0, 0}, a1 = {1, 0, 0, 0, 0}, a2 = {0, 1, 0, 0, 0},
r2 = {0, 0, 0, 0, 1}, b1 = {0, 1, 0, 0, 0}, b2 = {0, 0, 0, 1, 0}.

Âiäïîâiäü. Öiëêîì ìèìîáiæíi.

179. Ç'ÿñóâàòè âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ äâîõ 2-âèìiðíèõ ïëîùèí ó 5-âèìiðíîìó
àôiííîìó ïðîñòîði, ùî çàäàíi ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè

π1 : r = r1 + Lin(a1, a2), π2 : r = r2 + Lin(b1,b2),

äå
r1 = {0, 0, 0, 0, 0}, a1 = {1, 0, 0, 0, 0}, a2 = {0, 1, 0, 0, 0},
r2 = {1, 1, 1, 1, 0}, b1 = {0, 0, 1, 0, 0}, b2 = {0, 0, 0, 1, 0}.
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Âiäïîâiäü. Ñïiëüíà òî÷êà (1, 1, 0, 0, 0), ïëîùèíè ïåðåòèíàþòüñÿ òðàíñâåð-
ñàëüíî.

180. Ç'ÿñóâàòè âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ äâîõ 2-âèìiðíèõ ïëîùèí â 5-âèìiðíîìó
àôiííîìó ïðîñòîði, ùî çàäàíi ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿì

π1 : r = r1 + Lin(a1, a2), π2 : r = r2 + Lin(b1,b2),

äå
r1 = {0, 0, 0, 0, 0}, a1 = {1, 0, 0, 0, 0}, a2 = {0, 1, 0, 0, 0},
r2 = {0, 0, 0, 1, 0}, b1 = {0, 0, 1, 0, 0}, b2 = {1, 1, 1, 0, 0}.

Âiäïîâiäü. Ìèìîáiæíi ç ÷àñòêîâîþ 1-ïàðàëåëüíiñòþ äî ïðÿìèõ ç íàïðÿì-
íèì âåêòîðîì {1, 1, 0, 0, 0}.

181. Ç'ÿñóâàòè âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ äâîõ 2-âèìiðíèõ ïëîùèí â 5-âèìiðíîìó
àôiííîìó ïðîñòîði, ùî çàäàíi ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè

π1 : r = r1 + Lin(a1, a2), π2 : r = r2 + Lin(b1,b2),

äå
r1 = {0, 0, 0, 0, 0}, a1 = {1, 0, 0, 0, 0}, a2 = {0, 1, 0, 0, 0},
r2 = {0, 1, 1, 0, 0}, b1 = {0, 0, 1, 0, 0}, b2 = {1, 1, 1, 0, 0}.

Âiäïîâiäü. Ïåðåòèíàþòüñÿ.

4.3 Êóò ìiæ ïëîùèíàìè â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði En

Êóòîì ìiæ äâîìà ïëîùèíàìè â En πk : r = r1 + Lk, πl : r = r2 + Ll íàçèâà¹-
òüñÿ êóò ìiæ ¨õíiìè íàïðÿìíèìè ïðîñòîðàìè Lk i Ll. Äëÿ âèçíà÷åííÿ êóòà ìiæ
ïiäïðîñòîðàìè íàì áóäóòü ïîòðiáíi äîäàòêîâi êîíñòðóêöi¨, ùî ¹ ïðèðîäíèìè
óçàãàëüíåííÿìè âiäïîâiäíèõ êîíñòðóêöié ïðè n = 2, 3.

182. Ïîêàæiòü, ùî â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði En iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ.

Ïiäêàçêà. Ïðèïóñòèìî, ùî a1, . . . , an � ÿêèé-íåáóäü áàçèñ ó En. Ïîñëiäîâ-
íiñòü îïåðàöié

e1 =
a1
|a1| ,

b2 = a2 −
〈
a2, e1

〉
e1, e2 =

b2

|b2| ,

b3 = a3 −
〈
a3, e1

〉
e1 −

〈
a3, e2

〉
e2, e3 =

b3

|b3| ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

bn = an −
∑n−1

i=1

〈
an, ei

〉
ei en = bn

|bn|
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íàçèâà¹òüñÿ ïðîöåñîì îðòîãîíàëiçàöi¨ Ãðàìà�Øìiäòà.

Äâà ïiäïðîñòîðè Lk i Ll ó En íàçèâàþòüñÿ âçà¹ìíî îðòîãîíàëüíèìè, ÿêùî
äëÿ êîæíîãî x ∈ Lk, äëÿ êîæíîãî y ∈ Ll ìà¹ìî

〈
x,y

〉
= 0. Ùîá âêàçàòè íà

îðòîãîíàëüíiñòü ïiäïðîñòîðiâ, ïèøóòü Lk ⊥ Ll.
Íåõàé En = Lk ⊕ Ln−k i Ln−k ⊥ Lk. Òîäi Ln−k íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíèì

äîïîâíåííÿì Lk i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÿê (Lk)⊥. Äëÿ äàíîãî ïiäïðîñòîðó éîãî îðòîãî-
íàëüíå äîïîâíåííÿ çàâæäè iñíó¹.

183. ßêùî Lk � ïiäïðîñòið ó En, òî iñíó¹ ¹äèíèé ïiäïðîñòið Ln−k òàêèé, ùî
En = Lk ⊕ Ln−k, ïðè÷îìó Lk ⊥ Ln−k.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé a1, . . . , ak � áàçèñ â Lk. Äîïîâíèìî a1, . . . , ak äî áàçèñó â
En : a1, . . . , ak︸ ︷︷ ︸

Lk

,bk+1, . . . ,bn︸ ︷︷ ︸
Ln−k

. Î÷åâèäíî, ùî En = Lk ⊕ Ln−k. Âèêîíà¹ìî îðòîãî-

íàëiçàöiþ áàçèñó Lk. Íåõàé e1, . . . , ek � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ Lk. Ðîçãëÿíåìî
âåêòîð

v1 = bk+1 −
〈
bk+1, e1

〉
e1 − . . .−

〈
bk+1, ek

〉
ek.

Òîäi v1 ⊥ e1, . . . , ek i v1 ̸⊂ Lk. Îòæå, f1 =
v1

|v1| ìà¹ âëàñòèâîñòi:

|f1| = 1, f1 ⊥ e1, . . . , ek.

Ïîêëàäåìî

v2 = bk+2 − ⟨bk+2, f1⟩ −
〈
bk+1, e1

〉
e1 − . . .−

〈
bk+1, ek

〉
ek.

Òîäi v2 ⊥ f1, e1, . . . , ek i f2 =
v2

|v2| ¹ òàêèì, ùî

|f2| = 1, f2 ⊥ f1, e1, . . . , ek.

Ïðîäîâæóþ÷è ïðîöåñ, îäåðæèìî áàçèñ ó En : e1, . . . , ek ; f1, . . . , fn−k, ïðè÷îìó
Lin(f1, . . . , fn−k) = (Lk)⊥.

Íåõàé y � äîâiëüíèé âåêòîð i íåõàé e1, . . . , ek, f1, . . . , fn−k � îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ ó En òàêèé, ùî e1, . . . , ek � áàçèñ Lk, f1, . . . , fn−k � áàçèñ (Lk)⊥. Òîäi

y = y1e1 + · · ·+ ykek + yk+1f1 + · · ·+ ynfn−k

i âåêòîð
y↓Lk = y1e1 + · · ·+ ykek

íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ ïðî¹êöi¹þ y íà Lk.
Êóòîì ìiæ âåêòîðîì i ïiäïðîñòîðîì íàçèâà¹òüñÿ êóò ìiæ âåêòîðîì i éîãî

îðòîãîíàëüíîþ ïðî¹êöi¹þ íà öåé ïiäïðîñòið. Òàêèì ÷èíîì,

cos(ŷLk) =
|y↓Lk|
|y|

.

Çîêðåìà êóòîì ìiæ ïðÿìîþ i ïëîùèíîþ â En íàçèâà¹òüñÿ êóò ìiæ íàïðÿìíèì
âåêòîðîì ïðÿìî¨ i íàïðÿìíèì ïiäïðîñòîðîì ïëîùèíè.
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4.3.1 Êóò ìiæ òðàíñâåðñàëüíèìè ïiäïðîñòîðàìè â En

Ïiäïðîñòîðè Ll i Lk íàçèâàþòüñÿ òðàíñâåðñàëüíèìè, ÿêùî Lk ∩Ll = 0. Êóòîì
ìiæ òðàíñâåðñàëüíèìè ïiäïðîñòîðàìè Ll i Lk íàçèâà¹òüñÿ íàéìåíøèé ç êóòiâ
ìiæ x ∈ Ll i y ∈ Lk.

184. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Lk ̂Ll ìiæ ïiäïðîñòîðàìè Ll i Lk. Òîäi

cos(Lk ̂Ll) = max
y∈Ll

|y↓Lk|
|y|

= max
y∈Lk

|y↓Ll|
|y|

êîëè y ïðîáiãà¹ âåñü ïðîñòið Ll àáî y ïðîáiãà¹ âåñü ïðîñòið Lk.

Äëÿ äîâiëüíî¨ ïðÿìîêóòíî¨ ìàòðèöi Ak×l ìàòðèöÿ AAt ¹ ñèìåòðè÷íîþ k ×
k ìàòðèöåþ, âëàñíi ÷èñëà ÿêî¨ äiéñíi i íåâiä'¹ìíi [4]. Àðèôìåòè÷íi êîðåíi ç
âëàñíèõ ÷èñåë ìàòðèöi AAt íàçèâàþòüñÿ ñèíãóëÿðíèìè ÷èñëàìè ìàòðèöi A.

185. Êîñèíóñ êóòà ìiæ äâîìà òðàíñâåðñàëüíèìè ïiäïðîñòîðàìè Lk i Ll â En

äîðiâíþ¹ íàéáiëüøîìó ñèíãóëÿðíîìó ÷èñëó ìàòðèöi Pl×k =
(
⟨fi, ej⟩

)
i=1...l, j=1...k

àáî ìàòðèöi Pk×l =
(
⟨ej, fi⟩

)
j=1...k, i=1...l

, äå e1, . . . , ek i f1, . . . , fl îðòîíîðìîâàíi
áàçèñè â Lk i Ll, âiäïîâiäíî.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé e1, . . . , ek � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ Lk, f1, . . . , fl � îðòîíîð-
ìîâàíèé áàçèñ Ll. Äîïîâíèìî áàçèñ e1, . . . , ek äî áàçèñó En òàê, ùî e1, . . . , ek,
g1, . . . ,gn−k ñêëàäóòü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ En.

Íåõàé y = y1f1 + . . . + ylfl � äîâiëüíèé âåêòîð ó Ll. Òîäi |y|2 =
∑l

i=1(y
i)2. Ç

iíøîãî áîêó, ðîçêëàäåìî y çà áàçèñîì e1, . . . , ek, g1, . . . ,gn−k. Òîäi y = ỹ1e1 +
. . . + ỹkek + ỹk+1g1 + . . . + ỹngn−k, i ÷àñòèíà ðîçêëàäàííÿ ỹ1e1 + . . . + ỹkek
âèçíà÷èòü îðòîãîíàëüíó ïðî¹êöiþ y íà Lk. Çíàéäåìî êîîðäèíàòè öi¹¨ ÷àñòèíè
ðîçêëàäàííÿ.

ỹ1 =
〈
y, e1

〉
=
〈∑l

i=1 y
ifi, e1

〉
=
∑l

i=1 y
i
〈
fi, e1

〉
. . . . . . . . . . . . . . . ,

ỹk =
〈
y, ek

〉
=
〈∑l

i=1 y
ifi, ek

〉
=
∑l

i=1 y
i
〈
fi, ek

〉
.

Ïîçíà÷èìî pij =
〈
fi, ej

〉
(i = 1, . . . , l ; j = 1, . . . , k). Òîäi

ỹ1 =
l∑

i=1

pi1y
i, . . . ỹk =

l∑
i=1

piky
i.

Òåïåð ëåãêî çíàõîäèìî

|y↓Lk |2 =
k∑

j=1

(ỹj)2 =
k∑

j=1

(
l∑

i=1

pijy
i

)2

=
k∑

j=1

l∑
i,s=1

pijpsjy
iys.
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Òàêèì ÷èíîì, âèðàç äëÿ |y↓Lk |2 íàáóâà¹ âèãëÿäó ñèìåòðè÷íî¨ êâàäðàòè÷íî¨
ôîðìè

|y↓Lk |2 =
l∑

i,s=1

qisy
iys,

ç ìàòðèöåþ Ql× l =
(
qis
)
åëåìåíòè ÿêî¨ ìàþòü âèãëÿä

qis =
l∑

j=1

pijpsj ∼ Q = PP t.

Òîäi

cos2(Lk ̂Ll) = max
y

∑l
i,s=1 qisy

iys∑l
i=1(y

i)2
= max

|Y|=1

(
l∑

i,s=1

qisy
iys

)
.

Ëîêàëüíi åêñòðåìóìè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè Q(y,y) =
∑l

i,s=1 qisy
iys çà óìîâè

|y| = 1 äîðiâíþþòü âëàñíèì ÷èñëàì ìàòðèöi öi¹¨ ôîðìè, òîáòî êîðåíÿì õàðà-
êòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ

det(Q− λE) = 0.

Îòæå,
cos(Lk ̂Ll) =

√
λmax,

äå λmax � ìàêñèìàëüíå âëàñíå ÷èñëî ìàòðèöiQ. Ëèøèëîñÿ çàóâàæèòè, ùî âëàñíi
÷èñëà ìàòðèöi Q ¹ êâàäðàòàìè ñèíãóëÿðíèõ ÷èñåë ìàòðèöi

Pl×k =
(
⟨fi, ej⟩

)
i=1...l, j=1...k

.

Î÷åâèäíî, ùî ó çàçíà÷åíèõ îá÷èñëåííÿõ ïiäïðîñòîðè Lk i Ll ìîæíà ïîìiíÿòè
ìiñöÿìè, ùî ïðèçâîäèòü äî ìàòðèöi Pk×l =

(
⟨ej, fi⟩

)
j=1...k, i=1...l

, ùî ¹ òðàíñïî-

íîâàíîþ äëÿ ìàòðèöi Pl×k =
(
⟨fi, ej⟩

)
i=1...l, j=1...k

.

186. Îá÷èñëèòè êóò ìiæ ïiäïðîñòîðàìè V = Lin(e1, e2) i W = Lin(f1, f2), äå

e1 =
{
1, 0, 0, 0

}
, e2 =

{
0, 1, 0, 0

}
,

f1 =
1
2

{
1, 1, 1, 1

}
, f2 =

1
6

{
1, 1, 3,−5

}
.

Ðîçâ'ÿçîê. Âèçíà÷íèê ç êîîðäèíàò âåêòîðiâ íå íóëüîâèé, îòæå, ïiäïðîñòîðè
òðàíñâåðñàëüíi. Áàçèñè ïiäïðîñòîðiâ V i W îðòîíîðìîâàíi. Ñêëàäåìî ìàòðèöþ
P = (⟨fi, ej⟩), à ñàìå

P =

(
1
2

1
6

1
2

1
6

)
.

Ìàòðèöÿ

Q = PP t =

(
1
2

1
6

1
2

1
6

)(
1
2

1
2

1
2

1
6

)
=

1

18

(
5 5
5 5

)
.
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Âëàñíèìè ÷èñëàìè ìàòðèöi Q ¹ λ1 = 0, λ2 = 5
9 . Îòæå, ñèíãóëÿðíèìè ÷èñëàìè

ìàòðèöi P ¹ σ1 = 0, σ2 =
√
5
3 . Òàêèì ÷èíîì, êóò ìiæ V i W äîðiâíþ¹ arccos

√
5
3 .

Âiäïîâiäü. arccos
√
5
3 .

187. Çíàéòè îðòîãîíàëüíó ïðî¹êöiþ âåêòîðà y = {4,−1,−3, 4} íà ïiäïðîñòið,
ùî çàäàíèé ñâî¨ì áàçèñîì f1 = {1, 1, 1, 1}, f2 = {1, 2, 2,−1}.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàïèøåìî ðîçêëàäàííÿ y = x + z = x1f1 + x2f2 + z, äå z ⊥
Lin(f1, f2). Êîîðäèíàòè x1, x2 â ðîçêëàäàííi çíàéäåìî, ñêëàâøè ñèñòåìó{

⟨y, f1⟩ = x1|f1|2 + x2⟨f1, f2⟩,
⟨y, f2⟩ = x1⟨f1, f2⟩+ x2|f2|2.

Äëÿ äàíèõ çàäà÷i ñèñòåìà îòðèìà¹ âèãëÿä{
4 = 4x1 + 4x2,

−8 = 4x1 + 10x2.

Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ñêëàäàþòü x1 = 3, x2 = −2. Îòæå, x = 3f1−2f2 = {1,−1,−1, 5}.
Âiäïîâiäü. {1,−1,−1, 5}.

188. Çíàéòè êóò ìiæ âåêòîðîì {2, 2, 1, 1} i ïiäïðîñòîðîì, ùî çàäàíèé ñâî¨ì
áàçèñîì {3, 4,−4,−1}, {0, 1,−1, 2}.

Âiäïîâiäü. π
3 .

189. Çíàéòè êóò ìiæ ïiäïðîñòîðîì, ùî çàäàíèé áàçèñîì e1 = {1, 0, 0, 0},
e2 = {0, 1, 0, 0}, i ïiäïðîñòîðîì, ùî çàäàíèé áàçèñîì a1 = {2, 3, 1, 6}, a2 =
{3, 2,−6,−1}.

Âiäïîâiäü. π
4 .

4.3.2 Êóò ìiæ íåòðàíñâåðñàëüíèìè ïiäïðîñòîðàìè â En

Íåõàé Lk i Ll � äâà ïiäïðîñòîðè òàêi, ùî Lk ∩ Ll = Lm.

190. Íåõàé Lm ⊂ Lk. Òîäi ìà¹ ìiñöå ðîçêëàäàííÿ Lk = Lm ⊕ Lk−m, äå Lm ⊥
Lk−m. Ïiäïðîñòið Lk−m íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíèì äîïîâíåííÿì Lm ó Lk.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé q1, . . . ,qm � áàçèñ Lm. Ïî÷èíàþ÷è ç âåêòîðà q1, ïîáóäó-
¹ìî îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ Lm : p1, . . . ,pm. Íà m + 1-ìó êðîöi ïðîöåñó îðòîãî-
íàëiçàöi¨ ìè îäåðæèìî âåêòîð pm+1, îðòîãîíàëüíèé óñiì âåêòîðàì p1, . . . ,pm, à
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çíà÷èòü, i âñüîìó ïiäïðîñòîðó Lm. Ïðîäîâæóþ÷è ïðîöåñ, ïðèéäåìî äî áàçèñó â
Lk

{p1, . . . ,pm︸ ︷︷ ︸
Lm

,pm+1, . . . ,pk︸ ︷︷ ︸
Lk−m

},

ïðè÷îìó Lm ⊥ Lk−m.

191. Íåõàé Lk i Ll � äâà ïiäïðîñòîðè â Ln i íåõàé Lm = Lk ∩ Ll. Òîäi

Lk = Lm⊕Lk−m Ll = Lm⊕Ll−m,

äå Lk−m i Ll−m � îðòîãîíàëüíi äîïîâíåííÿ Lm ó Lk i Ll âiäïîâiäíî.

Â îòðèìàíèõ ðîçêëàäàííÿõ ïiäïðîñòîðè Lk−m i Ll−m òðàíñâåðñàëüíi. Òîìó
êóòîì ìiæ äâîìà íåòðàíñâåðñàëüíèìè ïiäïðîñòîðàìè Lk i Ll íàçèâà¹òüñÿ êóò
ìiæ îðòîãîíàëüíèìè äîïîâíåííÿìè ïiäïðîñòîðó Lm = Lk ∩ Ll ó Lk i Ll âiäïî-
âiäíî.

192. Çíàéòè êóò ìiæ ïiäïðîñòîðàìè V = Lin(e1, e2) òà W = Lin(f1, f2),
ÿêùî

e1 =
{
1, 1, 1, 1

}
, e2 =

{
1,−1, 1,−1

}
,

f1 =
{
2, 2, 1, 0

}
, f2 =

{
1,−2, 2, 0

}
.

Ðîçâ'ÿçîê. Âåêòîðè e1, e2, f1, f2 ëiíiéíî çàëåæíi, îñêiëüêè

3(e1 + e2) = 2(f1 + f2) = {6, 0, 6, 0}.

Áàçèñ ó V ∩W ñêëàäà¹ âåêòîð a = {1, 0, 1, 0}. Éîãî îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ
â ïiäïðîñòîði V ñêëàäà¹òüñÿ ç âåêòîðó

x = e1 −
⟨e1, a⟩
|a|2

a = {0, 1, 0, 1},

à â ïiäïðîñòîði W ç âåêòîðà

y = f1 −
⟨f1, a⟩
|a|2

a =
{1
2
, 2,−1

2
, 0
}
.

Îòæå,

cosφ =
⟨x,y⟩
|x| |y|

=
2

3
.

Âiäïîâiäü. arccos 2
3 .

Ìíîãîâèäîì Ãðàñìàíà G(n, k) íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà k -âèìiðíèõ ïëîùèí â
n -âèìiðíîìó ïðîñòîði, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò. Ìíîãîâèä Ãðà-
ñìàíà ¹ óçàãàëüíåííÿì ïðî¹êòèâíîãî ïðîñòîðó IRP n = G(n, 1). Â ÿêîñòi âiäñòàíi
ìiæ òî÷êàìè ìíîãîâèäó Ãðàñìàíà îáèðà¹òüñÿ êóò ìiæ âiäïîâiäíèìè ïëîùèíà-
ìè. Çàäà÷à 185 äà¹ ñïîñiá îá÷èñëåííÿ âiäñòàíi ìiæ òî÷êàìè ìíîãîâèäó Ãðàñìà-
íà.



4.4. ÂIÄÑÒÀÍÜ ÌIÆ ÒÎ×ÊÀÌÈ I ÏËÎÙÈÍÀÌÈ Â En 109

4.4 Âiäñòàíü ìiæ òî÷êàìè i ïëîùèíàìè â En

Ìàòðèöåþ Ãðàìà ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, . . . , ak íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ

G = G(a1, . . . , ak) =
(
⟨ai, aj⟩

)
(i, j = 1 . . . k),

ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîïàðíèõ ñêàëÿðíèõ äîáóòêiâ âåêòîðiâ äàíî¨ ñèñòåìè.

193. Âåêòîðè a1, . . . , ak ëiíiéíî íåçàëåæíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨õ ìàòðè-
öÿ Ãðàìà íåâèðîäæåíà, òîáòî detG ̸= 0.

Ïiäêàçêà. Ïîêàæiòü, ùî G = AtA, äå A � ìàòðèöÿ, ñôîðìîâàíà êîîðäèíà-
òàìè âåêòîðiâ, çàïèñàíèìè ó ñòîâï÷èêè.

Íåõàé L ⊂ En ïiäïðîñòið âèìiðíîñòi k < n. Äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà x ∈ En

çàïèøåìî ðîçêëàäàííÿ x = xL+x⊥
L , äå xL ∈ L, x⊥

L ∈ L⊥. Âåêòîð x⊥
L íàçèâà¹òüñÿ

íîðìàëüíîþ ñêëàäîâîþ âåêòîðà x âiäíîñíî ïiäïðîñòîðó L. Î÷åâèäíî, ùî x⊥
L =

x− xL.

194. Íåõàé ïiäïðîñòið L = Lin(a1, . . . , ak). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà x ∈ En

xL = λ1a1 + . . .+ λkak,

äå êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäàííÿ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè
⟨a1, a1⟩λ1 + ⟨a1, a2⟩λ2 + . . .+ ⟨a1, ak⟩λk = ⟨a1,x⟩,
⟨a2, a1⟩λ1 + ⟨a2, a2⟩λ2 + . . .+ ⟨a2, ak⟩λk = ⟨a2,x⟩,

. . . . . . . . .

⟨ak, a1⟩λ1 + ⟨ak, a2⟩λ2 + . . .+ ⟨ak, ak⟩λk = ⟨ak,x⟩,

ìàòðèöåþ ÿêî¨ ¹ ìàòðèöÿ Ãðàìà áàçèñó ïiäïðîñòîðó.

Ïàðàëåëåïiïåäîì ç âåðøèíîþ ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ùî óòâîðåíèé âåêòîðàìè
a1, . . . , ak, íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà òî÷îê

P (a1, . . . , ak) = {M(r) ∈ En : r = x1a1 + . . .+ xkak, 0 ≤ xi ≤ 1}.

Âèçíà÷èìî îá'¹ì k-ïàðàëåëåïiïåäà iíäóêòèâíî:

� k = 1, îá'¹ìP (a1) = |a1|;

� îá'¹ìP (a1, . . . , ak)=îá'¹ìP (a1, . . . , ak−1) · |a⊥k |, äå a⊥k � íîðìàëüíà ñêëàäîâà
âåêòîðà ak âiäíîñíî ïiäïðîñòîðó Lin(a1, . . . , ak−1).

Îá'¹ì k-ïàðàëåëåïiïåäà ïîçíà÷èìî V ol(a1, . . . , ak).

195. Ìà¹ ìiñöå ôîðìóëà
(
V ol(a1, . . . , ak)

)2
= detG(a1, . . . , ak).
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Ïiäêàçêà. Âèêîðèñòàòè iíäóêöiþ çà âèìiðíiñòþ ïàðàëåëåïiïåäà.

Âiäñòàííþ âiä òî÷êè M äî k-ïëîùèíè Πk íàçèâà¹òüñÿ íàéìåíøà âiäñòàíü
ìiæ òî÷êîþ M i äîâiëüíîþ òî÷êîþ M0 ïëîùèíè Πk.

196. Ïîêàæiòü, ùî âiäñòàíü âiä òî÷êè M(r1) äî ïëîùèíè Πk : r = r0 +
Lin(a1, . . . , ak) îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

d(M,Πk) =
V ol(a1, . . . , ak, r1 − r0)

V ol(a1, . . . , ak)
.

Ïiäêàçêà. Îá'¹ì ïàðàëåëåïiïåäà äîðiâíþ¹ äîáóòêó ïëîùi (îá'¹ìó) îñíîâè
íà éîãî âèñîòó.

Âiäñòàííþ ìiæ ìèìîáiæíèìè ïëîùèíàìè Πk i Πm â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði En

íàçèâà¹òüñÿ íàéìåíøà âiäñòàíü ìiæ äîâiëüíèìè òî÷êàìè ïëîùèí Πk i Πm.

197. Ïîêàæiòü, ùî âiäñòàíü ìiæ ìèìîáiæíèìè ïëîùèíàìè Πk : r = r1 +
Lin(a1, . . . , ak) i Πm : r = r2 + Lin(b1, . . . ,bm) îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

d(Πk,Πm) =
V ol(a1, . . . , ak,b1, . . . ,bm, r2 − r1)

V ol(a1, . . . , ak,b1, . . . ,bm)
.
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