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Топологiя – це частина математики, що вивчає загальне поняття непе-
рервностi, вiдношення еквiвалентностi, що будуються за допомогою не-
перервних вiдображень, та iнварiанти цих вiдношень. Стандартним пiд-
ходом до введення цих концепцiй є використання поняття топологiчного
простору.

1 Топологiчний простiр. Околи
Означення 1.1. Нехай X – довiльна множина. Топологiєю на X зветься
сукупнiсть T пiдмножин X, що задовольняє наступним властивостям:

1. Об’єднання будь-якої сукупностi пiдмножин з T належить до T ,
тобто якщо {Uα}α∈A ⊂ T , то

⋃
α∈A

Uα ∈ T .

2. Перетин будь-якої скiнченної сукупностi пiдмножин з T належить

до T , тобто якщо {Ui}ni=1 ⊂ T , то
n⋂

i=1

Ui ∈ T .

3. Порожня множина i сама множина X належать до T : ∅, X ∈ T .

Пара (X, T ), що складається з множини та топологiї на нiй, зветься то-
пологiчним простором. Пiдмножини X, що належать до T , називаються
вiдкритими пiдмножинами цього простору (або вiдкритими в X вiдно-
сно топологiї T ).

Зауваження. У позначеннях вище A – множина iндексiв (довiльної
потужностi), n – натуральне число. Перерахованi вимоги 1.–3. часто на-
зивають аксiомами топологiї. Iнколи аксiому 3. виводять з перших двох,
використовуючи стандартнi узгодження теорiї множин про об’єднання
i перетин порожньої сукупностi множин. Якщо зрозумiло, про яку то-
пологiю на множинi X йдеться, ми будемо опускати її явне позначення
i говорити просто про топологiчний простiр X. Елементи топологiчного
простору традицiйно називають його точками.

Означення 1.2. Нехай (X, T ) – топологiчний простiр. Пiдмножина V ⊂
X називається околом точки x ∈ X, якщо iснує вiдкрита пiдмножина U
(тобто U ∈ T ) така, що x ∈ U ⊂ V .

Має мiсце наступний простий критерiй вiдкритостi множини:

Твердження 1.1. Пiдмножина U ⊂ X вiдкрита тодi й тiльки тодi,
коли вона є околом кожної своєї точки x ∈ U .
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Доведення. ⇒ Необхiднiсть очевидна, оскiльки для будь-яких U ∈
T i x ∈ U маємо x ∈ U ⊂ U .

⇐ Перевiримо достатнiсть. Нехай для кожної точки x ∈ U множина U
є околом x, тобто iснує вiдкрита Ux ∈ T така, що x ∈ Ux ⊂ U . Об’єднання
усiх таких множин мiститься в U , бо кожна з них мiститься в U :⋃

x∈U

Ux ⊂ U.

З iншого боку, кожна точка x ∈ U мiститься у вiдповiднiй множинi:
x ∈ Ux ⊂

⋃
x∈U

Ux, тому маємо обернене включення:

U ⊂
⋃
x∈U

Ux.

Отже,
U =

⋃
x∈U

Ux ∈ T

вiдкрита як об’єднання вiдкритих пiдмножин за аксiомою 1.

Зауваження. У деяких джерелах поняття ”окiл x” означає ”вiдкри-
тий окiл x”, тобто, в силу попереднього твердження, будь-яку вiдкриту
множину, що мiстить x. Як правило, у всiх означеннях i твердженнях,
що використовують цi поняття, вони взаємозамiннi (перевiрка цього у ко-
жному конкретному випадку може розглядатися як нескладна вправа).

Наведемо деякi класичнi приклади топологiй та вiдповiдних тополо-
гiчних просторiв.

Приклад 1.1. Нехай X – довiльна множина. В якостi системи пiдмно-
жин виберемо T = {∅, X}. Ясно, що аксiоми 1.–3. для такої сукупностi
виконанi, тому вона утворює топологiю на X, що зветься тривiальною
або антидискретною топологiєю на X.

Приклад 1.2. Нехай X – довiльна множина. В якостi сукупностi пiд-
множин T виберемо систему всiх пiдмножин X (iнколи це позначають
T = 2X). Так само очевидно, що аксiоми 1.–3. виконанi, й система T
утворює топологiю на X. Її називають дискретною топологiєю на X.

Приклад 1.3. Нехай множина X складається з двох точок: X = {x, y}.
Неважко встановити, що iснують всього 4 сукупностi пiдмножин X, якi
задовольняють аксiомам топологiї:
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• T1 = {∅, {x, y}} – тривiальна;

• T2 = {∅, {x, y}, {x}, {y}} – дискретна;

• T3 = {∅, {x, y}, {x}};

• T4 = {∅, {x, y}, {y}}.

Системи T3 i T4 звуться топологiями зв’язної двокрапки (або топологi-
ями Серпiнського, а X з будь-якою з них – простором Серпiнського).

Вправа 1.1. Описати всi топологiї на триточковiй множинi X = {x, y, z}.

Приклад 1.4. Розглянемо дiйсну пряму X = R. Визначимо сукупнiсть
її пiдмножин T умовою:

T := {U ⊂ R | ∀ x ∈ U ∃ ε > 0: (x− ε, x+ ε) ⊂ U}.

Тобто множина належить до T тодi й тiльки тодi, коли кожна її точка
входить до неї з деяким ε-околом. Перевiримо, що ця сукупнiсть утворює
топологiю на R:

1. Для довiльної сукупностi пiдмножин {Uα}α∈A ⊂ T i довiльної точки
x ∈

⋃
α∈A

Uα, оскiльки x ∈ Uα для деякого iндекса α ∈ A, iснує ε > 0

таке, що
(x− ε, x+ ε) ⊂ Uα ⊂

⋃
α∈A

Uα.

Тому
⋃
α∈A

Uα ∈ T .

2. Для довiльної скiнченної сукупностi пiдмножин {Ui}ni=1 ⊂ T i до-

вiльної x ∈
n⋂

i=1

Ui маємо x ∈ Ui для кожного i = 1, n. Тому для

кожного i iснує таке εi > 0, що (x − εi, x + εi) ⊂ Ui. Покладемо
ε := min{εi}ni=1 > 0. Тодi для усiх i = 1, n

(x− ε, x+ ε) ⊂ (x− εi, x+ εi) ⊂ Ui,

тому

(x− ε, x+ ε) ⊂
n⋂

i=1

Ui,

отже
n⋂

i=1

Ui ∈ T .
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3. Для порожньої множини умова виконується тривiально; для будь-
якої x ∈ R достатньо взяти ε = 1.

Ця топологiя зветься стандартною (природною, натуральною, евклiдо-
вою) топологiєю прямої. Це приклад метричної топологiї (детальнiше
про це див. нижче у роздiлi 7).

Стандартним прикладом вiдкритої множини у цiй топологiї є iнтер-
вал. Так, для довiльної точки скiнченного iнтервалу x ∈ (a, b) можна
взяти ε := min{x − a, b − x}, для напiвнескiнченних iнтервалiв усе ще
простiше. З iншого боку, наприклад, напiвiнтервали не є вiдкритими:
для будь-якого ε > 0 окiл (a − ε, a + ε) не мiститься у [a, b). Зауважи-
мо, що [a, b) можна представити у виглядi перетину злiченної кiлькостi

iнтервалiв: [a, b) =
∞⋂
n=1

(a − 1
n
, b). Тому умова скiнченностi у аксiомi 2.

топологiї для цього прикладу суттєва.

Важливiсть iнтервалу як прикладу вiдкритої пiдмножини стандар-
тної прямої пiдкреслюється наступною теоремою:

Теорема 1.1 (Опис вiдкритих пiдмножин прямої). Пiдмножина U ⊂ R
дiйсної прямої зi стандартною топологiєю є вiдкритою тодi й тiльки
тодi, коли вона є об’єднанням не бiльш нiж злiченної кiлькостi iнтер-
валiв, що попарно не перетинаються.

Зауваження. Вираз ”не бiльш нiж злiченний” означає ”скiнченний
або злiченний”. Об’єднання пiдмножин, що попарно не перетинаються,
зазвичай називають диз’юнктним i позначають знаком ⊔. Отже, в тео-
ремi стверджується, що вiдкритi пiдмножини прямої – це в точностi тi,
що мають вигляд

U =
∞⊔
i=1

(ai, bi),

де замiсть ∞ може стояти натуральне n або 0 – для порожньої U , iнтер-
вали можуть мати нескiнченнi межi, й (ai, bi) ∩ (aj, bj) = ∅ при i ̸= j.

Доведення. ⇐ Достатнiсть тут очевидна: ми вже встановили, що
iнтервали вiдкритi, а отже i їхнi об’єднання.

⇒ Покажемо зворотне. Нехай U ⊂ R – вiдкрита, й x ∈ U . За означе-
нням, iснує таке εx > 0, що (x− εx, x+ εx) ⊂ U . Покладемо:

ax := inf{a | ∃ (a, b) : x ∈ (a, b) ⊂ U};

bx := sup{b | ∃ (a, b) : x ∈ (a, b) ⊂ U}.
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За побудовою, ax ⩽ x − εx < x i bx ⩾ x + εx > x, тобто x ∈ (ax, bx).
З iншого боку, (ax, bx) ⊂ U . Дiйсно, якщо y ∈ (ax, bx) i, скажiмо, y ⩽ x,
то з ax < y i означення iнфiмума маємо, що iснує iнтервал (a, b) такий,
що x ∈ (a, b) ⊂ U i ax ⩽ a < y. Тодi y ∈ (a, x] ⊂ (a, b) ⊂ U . Аналогiчно
отримуємо y ∈ U i для випадку y ⩾ x з властивостей супремума.

Вправа 1.2. Перевiрити, що

(ax, bx) =
⋃

x∈(a,b)⊂U

(a, b),

i що (ax, bx) – найбiльший за включенням iнтервал, що мiстить x та мi-
ститься в U (це не буде потрiбне для подальшого доведення).

Отже, оскiльки для кожного x ∈ U маємо x ∈ (ax, bx) ⊂ U , аналогiчно
до доведення попереднього твердження отримуємо, що

U =
⋃
x∈U

(ax, bx).

Нехай два таких iнтервали (ax, bx) i (ay, by) перетинаються, тобто мають
спiльний елемент z ∈ (ax, bx)∩(ay, by) ̸= ∅. Тодi, оскiльки z ∈ (ax, bx) ⊂ U ,
(ax, bx) ⊂ (az, bz) за побудовою az i bz. Зокрема, x ∈ (ax, bx) ⊂ (az, bz), то-
му, з аналогiчних мiркувань, (az, bz) ⊂ (ax, bx). Таким чином, (ax, bx) =
(az, bz). Аналогiчно, (ay, by) = (az, bz), тому (ay, by) = (ax, bx). Отже, ми
показали, що будь-якi два побудованi нами iнтервали або не перетинаю-
ться, або збiгаються. Зауважимо, що межi цих iнтервалiв не обов’язково
скiнченнi: можливо ax = −∞ або bx = +∞, i для цих випадкiв усi попе-
реднi мiркування залишаються вiрними.

Згрупуємо iнтервали, що збiгаються, залишивши лише попарно рiзнi
(а отже такi, що не перетинаються), i перепозначимо їх за допомогою
множини iндексiв A. Отримаємо диз’юнктне об’єднання:

U =
⊔
α∈A

(aα, bα).

Залишилося помiтити, що в кожному з цих iнтервалiв, що попарно не
перетинаються, є рацiональне число, тому потужнiсть |A| ⩽ |Q| = ℵ0,
тобто A не бiльш нiж злiченна. Це й означає, що множина U має потрi-
бний вигляд.

Приклад 1.5. Знову покладемо X = R, а в якостi системи пiдмножин
в X розглянемо

T := {∅,R} ∪ {(a,+∞)}a∈R.
Неважко пересвiдчитися у тому, що це топологiя на R:
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1.
⋃
α∈A

(aα,+∞) = (inf{aα}α∈A,+∞). Це виконується й для випадку,

коли одна з лiвих меж дорiвнює +∞ (тобто вiдповiдна множина
порожня) або −∞ (тобто це вся пряма) – перевiрте це!

2.
n⋂

i=1

(ai,+∞) = (max{ai}ni=1,+∞). Це теж справедливо й для нескiн-

ченних меж. Як i у минулому прикладi, скiнченнiсть перетину тут
є суттєвою (чому?).

3. виконана за побудовою.

Така T зветься топологiєю напiвнескiнченних iнтервалiв на прямiй.

2 Замкненi множини
Означення 2.1. Нехай (X, T ) – топологiчний простiр. Пiдмножина V ⊂
X зветься замкненою, якщо доповнення до неї X \ V вiдкрите (тобто
X \ V ∈ T ).

Властивостi замкнених пiдмножин топологiчного простору дуальнi
до властивостей вiдкритих:

Твердження 2.1 (Властивостi замкнених множин). Нехай (X, T ) – то-
пологiчний простiр.

1. Перетин будь-якої сукупностi замкнених пiдмножин замкнений,
тобто якщо {Vα}α∈A замкненi, то

⋂
α∈A

Vα замкнена.

2. Об’єднання будь-якої скiнченної сукупностi замкнених пiдмножин

замкнене, тобто якщо {Vi}ni=1 замкненi, то
n⋃

i=1

Vi замкнена.

3. Порожня множина та X замкненi.

Доведення. Цi властивостi випливають з означень топологiї, замкне-
ної множини та формул де Моргана:

X \
⋂
α∈A

Vα =
⋃
α∈A

(X \ Vα);

X \
n⋃

i=1

Vi =
n⋂

i=1

(X \ Vi).

Повернемося до наших прикладiв топологiй:
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Приклад 2.1. У тривiальнiй топологiї є лише двi вiдкритих пiдмножи-
ни ∅ та X, тому в точностi вони є i замкненими. У подальшому цi двi
одночасно вiдкритi й замкненi у кожнiй топологiї множини ми будемо
називати тривiальними.

Приклад 2.2. Вiдносно дискретної топологiї будь-яка пiдмножина X
є вiдкритою i замкненою одночасно.

Приклад 2.3. У топологiї зв’язної двокрапки T3 = {∅, {x, y}, {x}} на
двоточковiй множинi X = {x, y} єдиною нетривiальною замкненою пiд-
множиною є {y}. Аналогiчно для топологiї T4 (у позначеннях прикла-
ду 1.3) на цiй множинi.

Приклад 2.4. Приклади замкнених пiдмножин прямої R зi стандар-
тною топологiєю суб’єктивно рiзноманiтнiшi, нiж вiдкритих. Зокрема,
до них вiдносяться:

- Вiдрiзки [a, b] (зокрема, одноточкова множина {a} = [a, a]), бо до-
повнення R \ [a, b] = (−∞, a) ∪ (b,+∞) вiдкрите в данiй топологiї.
Аналогiчно для напiвнескiнченних напiвiнтервалiв [a,+∞) i (−∞, b].

- Множина цiлих чисел Z, бо доповнення R\Z =
⋃
n∈Z

(n, n+1) вiдкрите

(i аналогiчно для множини натуральних чисел N).

- Множина Кантора утворюється з вiдрiзка [0, 1] послiдовним ви-
киданням iнтервалiв (1

3
, 2
3
); (1

9
, 2
9
), (7

9
, 8
9
); ( 1

27
, 2
27
), ( 7

27
, 8
27
), (19

27
, 20
27
),

(25
27
, 26
27
) i т.д. Вона замкнена, бо її доповнення є об’єднанням злi-

ченної кiлькостi iнтервалiв, що попарно не перетинаються. Також
її можна описати як множину дiйсних чисел вiд 0 до 1, запис
яких у трiйковiй системi числення не мiстить одиниць, лише нулi
та двiйки (вiдтворiть деталi самостiйно). Як вiдомо з курсу аналi-
за, ця множина, зокрема, континуальна. Її бiльш детальний опис
можна знайти у [15, с. 57-58].

З iншого боку, скiнченний напiвiнтервал [a, b) не є замкненим, оскiль-
ки його доповнення R \ [a, b) = (−∞, a) ∪ [b,+∞) не вiдкрите в цiй то-

пологiї (чому?). При цьому [a, b) =
∞⋃

n=n0

[a, b − 1
n
] (де n0 – натуральне

число достатньо велике для того, щоб цi вiдрiзки iснували), тож умова
скiнченностi об’єднання у властивостi 2. твердження 2.1 суттєва.

Вправа 2.1. Показати, що множина рацiональних чисел Q не є замкне-
ною в цiй топологiї.
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Приклад 2.5. У прямiй R з топологiєю напiвнескiнченних iнтервалiв
нетривiальнi замкненi пiдмножини мають вигляд (−∞, a].

Дуальнiсть властивостей вiдкритих i замкнених множин пiдказує нам,
що топологiю можна визначати за допомогою сукупностi замкнених пiд-
множин:

Твердження 2.2. Нехай C – система пiдмножин деякої множини X,
що задовольняє умовам 1.–3. з твердження 2.1. Тодi

T := {U |X \ U ∈ C}

є топологiєю на X, а C – сукупнiстю пiдмножин, що замкненi у цiй
топологiї.

Доведення. Як i твердження 2.1, це безпосереднiй наслiдок означень
i формул де Моргана.

Приклад 2.6. Нехай X – довiльна множина, а C складається з усiх
скiнченних пiдмножин X i (за потреби) самої X. Умови 1.–3. тверджен-
ня 2.1 для такого C, очевидно, виконанi, бо перетин будь-якої кiлькостi
та об’єднання скiнченної кiлькостi скiнченних пiдмножин скiнченнi. От-
же, доповнення до скiнченних пiдмножин (i ∅ за потреби) утворюють
топологiю на X, що зветься кофiнiтною. Якщо X скiнченна, то ця топо-
логiя збiгається з дискретною.

3 Порiвняння топологiй
Означення 3.1. Нехай X – деяка множина, а T i S – топологiї на X.
Кажуть, що T слабша (грубша) за S, а S сильнiша (тонша) за T , якщо
будь-яка пiдмножина, що вiдкрита вiдносно топологiї T , є вiдкритою
й вiдносно топологiї S. Це позначається T ≺ S або S ≻ T .

Зауваження. Звичайно, це просто включення двох систем пiдмно-
жин: T ≺ S означає T ⊂ S. Зокрема, воно встановлює вiдношення (час-
ткового) порядку на множинi топологiй X, що задовольняє вiдповiдним
аксiомам:

- T ≺ T для будь-якої T (рефлексивнiсть);

- якщо T ≺ S i S ≺ T , то T = S (антисиметричнiсть);
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- якщо T ≺ S i S ≺ R, то T ≺ R (транзитивнiсть).

Замiсть топологiй можна порiвнювати сукупностi замкнених множин, як
у прикладi 3.4 нижче (чому?).

Приклад 3.1. Тривiальна топологiя на довiльнiй множинi слабша за
будь-яку iншу, тобто є найслабшою.

Приклад 3.2. Дискретна топологiя на довiльнiй множинi сильнiша за
будь-яку iншу, тобто є найсильнiшою.

Приклад 3.3. На двоточковiй множинi X = {x, y} топологiї зв’язної
двокрапки T3 i T4 (див. позначення вище) знаходяться мiж тривiальною
T1 i дискретною T2: T1 ≺ T3 ≺ T2, T1 ≺ T4 ≺ T2. При цьому вонi непо-
рiвнюванi мiж собою, бо у кожнiй з них є вiдкрита множина, якої немає
у iншiй ({x} та {y} вiдповiдно).

Приклад 3.4. На прямiй R крiм тривiальної (найслабшої) та дискретної
(найсильнiшої) маємо три приклади топологiй: стандартну, напiвнескiн-
ченних iнтервалiв i кофiнiтну. При цьому топологiя напiвнескiнченних
iнтервалiв та кофiнiтна топологiя слабшi за стандартну: у кожнiй з них
вiдкритi множини є, очевидно, об’єднанням iнтервалiв, а отже вiдкритi
у стандартнiй. Але мiж собою цi двi топологiї непорiвнюванi. Наприклад,
множина (−∞, 0] є замкненою у топологiї напiвнескiнченних iнтервалiв,
але не у кофiнiтнiй (бо нескiнченна i не збiгається з усiєю прямою), а {0} –
навпаки.

4 База топологiї
Згадаємо, що у стандартнiй топологiї числової прямої вiдкритi множини
є об’єднаннями iнтервалiв: це випливає з теореми 1.1 або просто з озна-
чення цiєї топологiї. Це дає нам iдею ”економного” описання топологiї
за допомогою об’єднань множин з деякого ”стандартного набору”, що
формалiзована у наступному означеннi:

Означення 4.1. Деяка сукупнiсть B ⊂ T вiдкритих пiдмножин тополо-
гiчного простору (X, T ) зветься базою топологiї T , якщо для будь-якої
вiдкритої множини U ∈ T i будь-якої її точки x ∈ U iснує така V ∈ B,
що x ∈ V ⊂ U .

Перш за все, переформулюємо це означення i покажемо, що воно вiд-
повiдає викладенiй вище iдеї:
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Твердження 4.1. Система вiдкритих множин B ⊂ T є базою топо-
логiї T тодi й тiльки тодi, коли будь-яка вiдкрита множина U ∈ T
є об’єднанням деякої сукупностi множин, що належать до B: iснує
{Vα}α∈A ⊂ B така, що U =

⋃
α∈A

Vα.

Доведення. ⇒ Дiйсно, якщо B – база, то для кожної вiдкритої U
i кожної x ∈ U знайдеться Vx ∈ B така, що x ∈ Vx ⊂ U . Тодi U =

⋃
x∈U

Vx

(аналогiчно, наприклад, до доведення твердження 1.1).
⇐ I навпаки, якщо будь-яка вiдкрита множина має вигляд U =

⋃
α∈A

Vα,

де усi Vα ∈ B, то для кожної точки x ∈ U цiєї множини iснує α ∈ A таке,
що x ∈ Vα ⊂ U .

Приклад 4.1. Тривiальним прикладом бази топологiї T для довiльного
топологiчного простору (X, T ) є сама топологiя: означення, очевидно,
виконується для B := T . Звичайно, про жодну економiю опису вiдкритих
множин у цьому випадку не йдеться.

Приклад 4.2. Повернемося до стандартної топологiї R. Як було зазна-
чено вище, iнтервали складають деяку базу цiєї топологiї

B := {(a, b)}a,b∈R, a<b ,

бо за побудовою мiж кожною вiдкритою множиною U ⊂ R i кожною
її точкою x ∈ U можна вставити iнтервал: x ∈ (a, b) ⊂ U (наприклад,
(a, b) = (x − ε, x + ε) для деякого ε > 0). Але тодi, у свою чергу, з вла-
стивостей рацiональних чисел випливає iснування q, r ∈ Q таких, що
a < q < x i x < r < b, тобто x ∈ (q, r) ⊂ (a, b) ⊂ U . Це означає, що
(строго) менша система

B̃ := {(q, r)}q,r∈Q, q<r ⊂ B

iнтервалiв з рацiональними кiнцями також є базою цiєї топологiї. До
того ж, вона є злiченною на вiдмiну вiд B (i T ). Отже, ми бачимо, що
база топологiї не визначається однозначно: одна й та сама топологiя може
мати кiлька баз рiзної потужностi.

5 Аксiоми злiченностi. Теорема Лiндельофа
Означення 5.1. Сукупнiсть B ⊂ T вiдкритих пiдмножин топологiчного
простору (X, T ), що мiстять точку x ∈ X, зветься базою в точцi x то-
пологiї T , якщо для будь-якої вiдкритої множини U ∈ T , що мiстить x,
iснує така V ∈ B, що x ∈ V ⊂ U .
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База i база в точцi пов’язанi наступним очевидним чином:

Твердження 5.1. Нехай B – база топологiї T , i x ∈ X. Тодi сукупнiсть

Bx := {V ∈ B | V ∋ x} ⊂ B

усiх елементiв B, що мiстять x, є базою T в x.

Доведення. Це безпосередньо випливає з означень: для будь-якої
вiдкритої U ∋ x iснує V ∈ B така, що x ∈ V ⊂ U . Але тодi V ∈ Bx.

Вправа 5.1. Як побудувати базу топологiї з баз у точках (тобто як
виглядає конструкцiя, зворотня до твердження 5.1)?

Наступнi властивостi топологiчного простору є нашими першими змi-
стовними прикладами топологiчних iнварiантiв (чому вони так назива-
ються, буде зрозумiло з подальших лекцiй, див. роздiл 14).

Означення 5.2. Говорять, що топологiчний простiр (X, T )

- задовольняє першiй аксiомi злiченностi, якщо для кожної точки
x ∈ X iснує не бiльш нiж злiченна база топологiї T в x;

- задовольняє другiй аксiомi злiченностi, якщо iснує не бiльш нiж
злiченна база топологiї T .

Наслiдок 5.1. Якщо топологiчний простiр задовольняє другiй аксiомi
злiченностi, то вiн задовольняє i першiй аксiомi злiченностi.

Доведення. Це наслiдок твердження 5.1: якщо B не бiльш нiж злi-
ченна, то й Bx ⊂ B не бiльш нiж злiченна для кожної x ∈ X.

Зауваження. Топологiчнi простори, що задовольняють другiй аксiо-
мi злiченностi, також звуть просторами з не бiльш нiж злiченною базою,
причому ”не бiльш нiж” часто пропускають. Аналогiчна термiнологiя ви-
користовується й для бази в точцi. Обернене до попереднього наслiдку
твердження, взагалi кажучи, невiрне: це демонструється, зокрема, у при-
кладi 5.2 нижче.

Приклад 5.1. Як було встановлено у прикладi 4.2, iнтервали з рацiо-
нальними кiнцями утворюють злiченну базу B̃ стандартної топологiї пря-
мої R, тобто вона задовольняє другiй аксiомi злiченностi, а отже й пер-
шiй. Зауважимо, що крiм B̃x у якостi бази в довiльнiй x ∈ R можна
розглядати, наприклад, теж злiченну

{
(x− 1

n
, x+ 1

n
)
}
n∈N (чому?).
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Вправа 5.2. Чи задовольняють аксiомам злiченностi iншi топологiї на R,
що були розглянутi вище? Показати, зокрема, що кофiнiтна топологiя не
задовольняє першiй аксiомi злiченностi (а отже й другiй), бiльш того, це
так для кофiнiтної топологiї на будь-якiй незлiченнiй множинi.

Приклад 5.2. Розглянемо довiльну множину X з дискретною тополо-
гiєю. Для кожної x ∈ X одноточкова пiдмножина {x} вiдкрита, i для
будь-якої U ∋ x маємо x ∈ {x} ⊂ U . Це означає, що система з однiєї мно-
жини {x} є базою в x, отже, X задовольняє першiй аксiомi злiченностi.
З iншого боку, якщо B – якась база цiєї топологiї, то з тiєї ж вiдкрито-
стi {x} випливає, що для кожної x ∈ X повинна iснувати V ∈ B така, що
x ∈ V ⊂ {x}, тобто V = {x}. Отже, B повинна мiстити усi одноточковi
пiдмножини {x} (i навпаки, система усiх одноточкових пiдмножин, оче-
видно, буде базою). Тому X задовольняє другiй аксiомi злiченностi тодi
й тiльки тодi, коли X не бiльш нiж злiченна.

Означення 5.3. Система пiдмножин U = {Uα}α∈A множини X зветься
покриттям ї ї пiдмножини V ⊂ X, якщо об’єднання елементiв U мi-
стить V : V ⊂

⋃
α∈A

Uα. Якщо менша сукупнiсть {Uα}α∈B ⊂ U (для деякої

B ⊂ A) також є покриттям V , ї ї називають пiдпокриттям U . У тополо-
гiчному просторi X покриття називається вiдкритим, якщо кожна з його
множин Uα вiдкрита.

Якщо у попередньому означеннi V = X, то його умова перетворює-
ться на X =

⋃
α∈A

Uα. Виявляється, що вiдкритi покриття просторiв з не

бiльш нiж злiченною базою мають наступну корисну властивiсть (яка
також дещо нагадує означення компактного простору, див. роздiл 20
у подальших лекцiях):

Теорема 5.1 (Лiндельоф). Якщо топологiчний простiр задовольняє дру-
гiй аксiомi злiченностi, то у будь-якого його вiдкритого покриття iснує
не бiльш нiж злiченне пiдпокриття.

Доведення. Отже, нехай X – простiр, B – його не бiльш нiж злiченна
база, а U = {Uα}α∈A – деяке вiдкрите покриття. За означенням покриття,
для будь-якої x ∈ X iснує таке αx ∈ A, що x ∈ Uαx . За означенням бази,
тодi iснує Vx ∈ B така, що x ∈ Vx ⊂ Uαx . Залишимо лише елементи бази,
що виникають у цiй конструкцiї, тобто розглянемо сукупнiсть

B̃ := {V ∈ B | ∃α ∈ A : V ⊂ Uα} ⊂ B
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елементiв бази, що мiстяться принаймнi у одному елементi покриття. Во-
на також не бiльш нiж злiченна, тобто її елементи можна перенумерува-
ти: B̃ = {Vi}∞i=1, де замiсть ∞ може стояти натуральне n. Для кожного i
тодi оберемо αi ∈ A таке, що Vi ⊂ Uαi

.
Тепер повернемося до початку: для будь-якої x ∈ X ми знайшли

Vx ∈ B таку, що x ∈ Vx ⊂ Uαx . Це означає, що Vx ∈ B̃, тобто iснує i
таке, що Vx = Vi, а отже

x ∈ Vi ⊂ Uαi
⊂
⋃
i

Uαi
.

Це означає, що {Uαi
}∞i=1 (або до n) – потрiбне нам не бiльш нiж злiченне

пiдпокриття U .

6 Критерiй бази
Виявляється, що топологiя визначається своєю базою однозначно i може
бути за нею побудована. У наступнiй теоремi наведенi властивостi, що є
необхiдними та достатнiми для того, щоб система пiдмножин була базою
деякої топологiї.

Теорема 6.1 (Критерiй бази). Нехай X – множина, а B – якась суку-
пнiсть її пiдмножин. Якщо B – база деякої топологiї на X, то вона
має наступнi властивостi:

B1. B – покриття X: X =
⋃

V ∈B
V .

B2. Для будь-яких U, V ∈ B та x ∈ U ∩ V iснує W ∈ B така, що
x ∈ W ⊂ U ∩ V .

I навпаки, якщо B має властивостi B1. i B2., то на X iснує єдина
топологiя, базою якої є B.

Зауваження. Аналогiчно до переформулювання означення бази у
твердженнi 4.1, властивiсть B2. еквiвалентна наступнiй: для будь-яких
U, V ∈ B їхнiй перетин U ∩ V можна представити у виглядi об’єднання
множин, що належать до B.

Доведення. Властивiсть B1. випливає з твердження 4.1, оскiльки X
є вiдкритою множиною i тому повинна дорiвнювати об’єднанню деяких
(а отже й усiх) множин B. B2. випливає безпосередньо з означення бази,
бо U ∩ V – вiдкрита множина як перетин вiдкритих.
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Тепер нехай B має зазначенi властивостi. Побудуємо систему T пiд-
множин X, що складається з усiх можливих об’єднань множин з B:

T :=

{
U =

⋃
β∈B

Vβ

}
{Vβ}β∈B⊂B

.

Зауважимо, що ∅ також належить до T як об’єднання порожньої суку-
пностi пiдмножин. Перевiримо, що T – топологiя на X:

1. Нехай {Uα}α∈A ⊂ T . За побудовою, кожен елемент цiєї сукупностi
має вигляд Uα =

⋃
β∈Bα

Vαβ для деякої {Vαβ}β∈Bα ⊂ B, що iндексована

множиною Bα, власною для кожного α ∈ A. Тодi⋃
α∈A

Uα =
⋃

α∈A, β∈Bα

Vαβ ∈ T

за побудовою T .

2. Нехай {Ui}ni=1 ⊂ T . Перш за все, зауважимо, що належнiсть перети-
ну цих множин до T достатньо перевiрити для n = 2 з iндуктивних
мiркувань: якщо U1∩U2 ∈ T , то й U1∩U2∩U3 = (U1∩U2)∩U3 ∈ T ,
бо ми вже знаємо, що це вiрно для двох множин, i так далi до
n⋂

i=1

Ui =

(
n−1⋂
i=1

Ui

)
∩ Un ∈ T .

Отже, маємо U1 =
⋃

β∈B1

V1β i U2 =
⋃

β∈B2

V2β для деяких сукупно-

стей {V1β}β∈B1 , {V2β}β∈B2 ⊂ B. Тодi з дистрибутивностi перетинiв
i об’єднань випливає, що

U1 ∩ U2 =
⋃

β1∈B1, β2∈B2

V1β1 ∩ V2β2 .

Оскiльки для будь-якого вибору iндексiв β1 ∈ B1 i β2 ∈ B2 множини
V1β1 i V2β2 належать до B, з її властивостi B2. i зауваження вище
випливає, що V1β1 ∩ V2β2 =

⋃
γ∈Γβ1 β2

Wβ1 β2 γ, де {Wβ1 β2 γ}γ∈Γβ1 β2
⊂ B

(для якоїсь iндексуючої множини Γβ1 β2 , що залежить вiд β1 i β2).
Тому

U1 ∩ U2 =
⋃

β1∈B1, β2∈B2, γ∈Γβ1 β2

Wβ1 β2 γ ∈ T

за побудовою.
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3. Як ми зауважили вище, ∅ ∈ T . Множина X належить до T в силу
властивостi B1.

Вiдносно топологiї T усi множини з B вiдкритi (як об’єднання суку-
пностi з одної множини). Те, що B – база цiєї топологiї, тодi випливає
з побудови T i твердження 4.1.

Залишилося перевiрити, що така топологiя єдина. Нехай S – якась
iнша топологiя з базою B. Тодi в силу твердження 4.1 будь-яка U ∈ S
є об’єднанням елементiв B, а отже належить до T : S ≺ T . З iншого
боку, усi елементи B повиннi бути вiдкритими вiдносно S, а отже i їхнi
об’єднання, тому T ≺ S. Отже, S = T . Це й означає єдинiсть.

Приклад 6.1. Згадаємо, що одною з баз стандартної топологiї R є су-
купнiсть iнтервалiв (див. приклад 4.2). Розглянемо тепер аналогiчну си-
стему з напiвiнтервалiв:

B := {[a, b)}a,b∈R, a<b ,

Вона задовольняє умовам теореми 6.1. Дiйсно, всю пряму можна пред-

ставити у виглядi, наприклад, R =
∞⋃
n=1

[−n, n), а непорожнiй перетин двох

напiвiнтервалiв також є напiвiнтервалом. Тому цiй базi вiдповiдає деяка
топологiя. Вона зветься топологiєю Зоргенфрея, а пряма R з нею – пря-
мою Зоргенфрея.

Перш за все, зауважимо, що будь-який iнтервал можна представити

у виглядi об’єднання напiвiнтервалiв: (a, b) =
∞⋃

n=n0

[a + 1
n
, b) (для деякого

достатньо великого натурального n0), а тому й будь-яка вiдкрита в стан-
дартнiй топологiї множина є об’єднанням напiвiнтервалiв, отже вiдкри-
тою в прямiй Зоргенфрея. Таким чином, топологiя Зоргенфрея сiльнiша
за стандартну (причому строго, оскiльки самi напiвiнтервали не є вiд-
критими у стандартнiй топологiї). Також цiкавим є те, що в цiй топологiї
напiвiнтервали є не лише вiдкритими (як елементи бази), але й замкне-

ними: доповнення R \ [a, b) = (−∞, a) ∪ [b,+∞) =
∞⋃

n=n0

[−n, a) ∪
∞⋃

n=n1

[b, n)

вiдкрите.
Для будь-якої x ∈ R злiченна сукупнiсть

{
[x, x+ 1

n
)
}∞
n=1

є базою топо-
логiї Зоргенфрея в x (перевiрте це!), тому пряма Зоргенфрея задовольняє
першiй аксiомi злiченностi. З iншого боку, будь-яка база її топологiї для
кожної x ∈ R повинна мiстити Vx таку, що x ∈ Vx ⊂ [x, x + 1). Зокрема,
minVx = x, а тому рiзним точкам вiдповiдають рiзнi множини: Vx ̸= Vy
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для x ̸= y. З цього випливає, що потужнiсть будь-якої бази топологiї
Зоргенфрея не менша за потужнiсть R, тому у цiєї топологiї немає не
бiльш нiж злiченних баз. Таким чином, ми отримали ще один приклад
простору, що задовольняє першiй, але не другiй аксiомi злiченностi.

Вправа 6.1. Перевiрити, що сiмейство пiдмножин круга на площинi, що
складається з усiх його дiаметрiв i центра, є базою деякої топологiї.

7 Метричнi простори
Важливим класом топологiчних просторiв є метричнi простори, що дуже
часто зустрiчаються в геометрiї, аналiзi та застосуваннях математики –
всюди, де виникає можливiсть тим чи iншим чином задати вiдстань мiж
елементами деякої множини.

Означення 7.1. Нехай X – довiльна множина. Метрикою на X назива-
ється вiдображення ρ : X×X → R+, що задовольняє наступним умовам:

1. ρ(x, y) = 0 тодi й тiльки тодi, коли x = y (невиродженiсть).

2. ρ(x, y) = ρ(y, x) для будь-яких x, y ∈ X (симетричнiсть).

3. ρ(x, y) ⩽ ρ(x, z)+ρ(z, y) для будь-яких x, y, z ∈ X (нерiвнiсть три-
кутника).

Пара (X, ρ) з множини та метрики на нiй зветься метричним простором.

Зауваження. Тут R+ = [0,+∞) – традицiйне позначення для мно-
жини невiд’ємних дiйсних чисел. Як i у випадку топологiчного просто-
ру, якщо зрозумiло, про яку метрику на X йдеться, ми будемо говорити
просто про метричний простiр X. Елементи метричного простору також
називають його точками, а ρ(x, y) – вiдстанню мiж точками x та y.

Приклад 7.1. На довiльнiй множинi X введемо ρ : X ×X → R+ насту-
пним чином:

ρ(x, y) :=

[
0, x = y;
1, x ̸= y.

Це вiдображення є метрикою. Дiйсно, першi двi умови означення випли-
вають з побудови, а нерiвнiсть трикутника можна перевiрити, виписавши
всi варiанти взаємного розташування трьох точок (зробiть це). Така ме-
трика на X зветься дискретною.
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Приклад 7.2. Для X = Rn розглянемо сiмейство вiдображень ρp, що
параметризоване дiйсним p ∈ [1,+∞) i визначене для x = (x1, . . . , xn)
та y = (y1, . . . , yn) формулою

ρp(x, y) :=

(
n∑

i=1

|xi − yi|p
) 1

p

.

Властивостi невиродженостi та симетричностi випливають безпосередньо
з цього означення. Зокрема, якщо ρp(x, y) = 0, то з невiд’ємностi доданкiв
маємо xi = yi для усiх i, а отже x = y. Нерiвнiсть трикутника тут є на-
слiдком нерiвностi Мiнковського, що доводиться в курсi аналiза (див.,
наприклад, [3, с. 154]). Отже, це метрики на Rn. Метрика ρ1 зветься ман-
хеттенською (вуличною, метрикою таксиста), а ρ2 – евклiдовою. Крiм
перелiчених, також розглянемо ρ∞, що визначена наступним чином:

ρ∞(x, y) := max{|xi − yi|}ni=1.

Знову невиродженiсть i симетричнiсть випливають безпосередньо з по-
будови. Перевiримо нерiвнiсть трикутника: для будь-яких x, y, z ∈ Rn та
i вiд 1 до n

|xi − yi| = |xi − zi + zi − yi| ⩽ |xi − zi|+ |zi − yi| ⩽ ρ∞(x, z) + ρ∞(z, y).

Тодi й найбiльше з цих значень ρ∞(x, y) ⩽ ρ∞(x, z) + ρ∞(z, y).
Зауважимо, що при n = 1 (на прямiй) всi цi метрики збiгаються й да-

ють ρp(x, y) = |x− y|, у т. ч. для p = ∞.

Приклад 7.3. Побудуємо метрику на множинi C[a, b] неперервних фун-
кцiй на вiдрiзку, використавши iдею, схожу до побудови ρ∞ у попере-
дньому прикладi:

ρ(f, g) := max{|f(x)− g(x)|}x∈[a,b].

Цей максимум iснує в силу теореми Веєрштрасса (далi у цьому курсi ми
будемо розглядати її узагальнення, див. роздiл 22). Властивостi метрики
перевiряються аналогiчно до попереднього прикладу (зробiть це).

Вправа 7.1. Для довiльного дiйсного p ∈ [1,+∞) розглянемо множи-

ну ℓp дiйсних послiдовностей {xn}∞n=1 таких, що ряд
∞∑
n=1

|xn|p збiгається.

Перевiрити що на ℓp

ρ(x, y) :=

(
∞∑
n=1

|xn − yn|p
) 1

p
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коректно визначене i задає метрику.
Перевiрити також що на множинi ℓ∞ обмежених дiйсних послiдовно-

стей {xn}∞n=1 (тобто тих, для яких iснує C таке, що |xn| ⩽ C для усiх n)

ρ(x, y) := sup{|xn − yn|}∞n=1

коректно визначене i задає метрику. Пор. цi метрики з прикладом 7.2.

Означення 7.2. Нехай (X, ρ) i (Y, σ) – метричнi простори. Вiдображення
f : X → Y зветься

- iзометрiєю, якщо f – бiєкцiя, i для будь-яких x, y ∈ X

σ(f(x), f(y)) = ρ(x, y);

- лiпшицевим з константою Лiпшиця C > 0 (а також нерозтягую-
чим при C = 1), якщо для будь-яких x, y ∈ X

σ(f(x), f(y)) ⩽ Cρ(x, y);

- бiлiпшицевою еквiвалентнiстю, якщо f – бiєкцiя, а f i f−1 – лi-
пшицевi.

Зауваження. Про вiдображення f метричних просторiв, яке задо-
вольняє умовi σ(f(x), f(y)) = ρ(x, y), говорять також, що воно зберiгає
вiдстанi мiж точками. Зокрема, такi вiдображення iн’єктивнi: з f(x) =
f(y) випливає ρ(x, y) = σ(f(x), f(y)) = 0, отже x = y в силу невироджено-
стi. Тому в означеннi iзометрiї достатньо вимагати лише сюр’єктивностi
вiдображення f . Якщо f – iзометрiя, то й f−1 – iзометрiя. Будь-яка iзо-
метрiя є бiлiпшицевою еквiвалентнiстю, але, взагалi кажучи, не навпаки
(приклад можна зайти нижче).

Приклад 7.4. Iзометрiї f : Rn → Rn евклiдового простору (Rn, ρ2) на
себе (рухи), як може бути вiдомо з курсiв лiнiйної алгебри та геометрiї
(принаймнi для n ⩽ 3), є в точностi iзометричними афiнними перетворе-
ннями, тобто мають вигляд f(x) = Ax + b, де A ∈ O(n) – ортогональна
матриця i b ∈ Rn.

Означення 7.3. Метричнi простори (X, ρ) i (Y, σ) звуться

- iзометричними, якщо iснує iзометрiя f : X → Y ;

- бiлiпшицево еквiвалентними, якщо iснує бiлiпшицева еквiвален-
тнiсть f : X → Y .
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Двi метрики ρ i σ на множинi X звуться бiлiпшицево еквiвалентними,
якщо тотожне вiдображення idX : X → X, що кожнiй точцi X ставить
у вiдповiднiсть її ж, є бiлiпшицевою еквiвалентнiстю метричних просто-
рiв (X, ρ) i (X, σ).

Твердження 7.1. Метрики ρ та σ на X бiлiпшицево еквiвалентнi тодi
й тiльки тодi, коли iснують c, C > 0 такi, що для будь-яких x, y ∈ X

cρ(x, y) ⩽ σ(x, y) ⩽ Cρ(x, y).

Доведення. Друга з цих нерiвностей є просто умовою лiпшицевостi
для тотожного вiдображення (X, ρ) → (X, σ). Записуючи цю умову для
оберненого вiдображення (теж, звичайно, тотожного), отримаємо першу
нерiвнiсть.

Вправа 7.2. Показати, що усi еквiвалентностi з означення 7.3 дiйсно
є вiдношеннями еквiвалентностi (метричних просторiв та метрик на мно-
жинi вiдповiдно).

Вправа 7.3. Метричний простiр (X, ρ) зветься повним, якщо у ньому
будь-яка фундаментальна послiдовнiсть {xn}∞n=1 ⊂ X (тобто така, що
ρ(xn, xm) −→

n,m→∞
0) збiгається (тобто iснує x ∈ X така, що ρ(xn, x) −→

n→∞
0, див. далi означення 13.1 i зауваження пiсля нього). Перевiрити, що
якщо метричнi простори бiлiпшицево еквiвалентнi (зокрема, iзометри-
чнi) i один з них повний, то й iнший повний.

Приклад 7.5. Метрики ρp на Rn з прикладу 7.2 бiлiпшицево еквiвален-
тнi для усiх p ∈ [1,+∞), а також p = ∞. Дiйсно, для будь-яких x, y ∈ Rn

та i вiд 1 до n за побудовою |xi−yi| ⩽ ρ∞(x, y), тому для усiх p ∈ [1,+∞)

ρp(x, y) =

(
n∑

i=1

|xi − yi|p
) 1

p

⩽ (nρ∞(x, y)p)
1
p = n

1
pρ∞(x, y).

З iншого боку, оскiльки ρ∞(x, y) – це найбiльше з |xi − yi|,

ρ∞(x, y) = (ρ∞(x, y)p)
1
p ⩽

(
n∑

i=1

|xi − yi|p
) 1

p

= ρp(x, y).

Це дає потрiбнi нам згiдно з твердженням 7.1 нерiвностi. Отже, кожна
ρp з p ∈ [1,+∞) еквiвалентна ρ∞, тому вони еквiвалентнi й одна однiй
в силу транзитивностi.

21



8 Метрична топологiя
Тепер покажемо, що метричнi простори дiйсно є окремим випадком то-
пологiчних. Для цього спочатку розглянемо деякi кориснi класи пiдмно-
жин, що очевидним чином узагальнюють вiдповiднi поняття евклiдової
геометрiї:

Означення 8.1. Нехай (X, ρ) – метричний простiр, x ∈ X i ε > 0. Пiд-
множина X

- Bε(x) := {y ∈ X | ρ(x, y) < ε} зветься вiдкритою кулею з центром
у точцi x радiуса ε;

- Dε(x) := {y ∈ X | ρ(x, y) ⩽ ε} зветься замкненою кулею з центром
у точцi x радiуса ε;

- Sε(x) := {y ∈ X | ρ(x, y) = ε} зветься сферою з центром у точцi x
радiуса ε.

Зауваження. Очевидно, замкнена куля – це диз’юнктне об’єднання
вiдкритої кулi та сфери з тими ж центром i радiусом. Зауважимо також,
що Bε(x) ⊂ Bδ(x) для ε ⩽ δ – це безпосередньо випливає з означення.
Так само для замкнених куль (але не для сфер).

Наступне означення узагальнює стандартну топологiю прямої:

Означення 8.2. Метричною топологiєю метричного простору (X, ρ)
(або метрики ρ) зветься сукупнiсть його пiдмножин

T := {U ⊂ X | ∀x ∈ U ∃ ε > 0: Bε(x) ⊂ U}.

Якщо для топологiчного простору (X, T ) iснує така метрика ρ на X, що
T –метрична топологiя ρ, то цей простiр зветься метризовним.

Доведемо коректнiсть цього означення.

Твердження 8.1. Метрична топологiя є топологiєю на X. Сукупнiсть
усiх вiдкритих куль (X, ρ) є її базою.

Доведення. Перевiримо виконання аксiом топологiї.

1. Для деякої сукупностi пiдмножин {Uα}α∈A ⊂ T i довiльної точки
x ∈

⋃
α∈A

Uα, оскiльки x ∈ Uα для деякого iндекса α ∈ A, iснує ε > 0

таке, що Bε(x) ⊂ Uα ⊂
⋃
α∈A

Uα. Тому
⋃
α∈A

Uα ∈ T .
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2. Для скiнченної сукупностi пiдмножин {Ui}ni=1 ⊂ T i довiльної x ∈
n⋂

i=1

Ui маємо x ∈ Ui для кожного i = 1, n. Тому для кожного i iснує

таке εi > 0, що Bεi(x) ⊂ Ui. Покладемо ε := min{εi}ni=1 > 0. Тодi для

усiх i = 1, n виконується Bε(x) ⊂ Bεi(x) ⊂ Ui, тому Bε(x) ⊂
n⋂

i=1

Ui,

отже
n⋂

i=1

Ui ∈ T .

3. Для порожньої множини умова виконується тривiально; для будь-
якої x ∈ X достатньо взяти B1(x) ⊂ X, тому X ∈ T .

Згiдно з вправою 8.1 нижче, вiдкритi кулi належать до T . Їх сукупнiсть
тодi задовольняє означенню бази T за побудовою цiєї топологiї.

Зауваження. Отже, множина вiдкрита вiдносно метричної топологiї
тодi й тiльки тодi, коли кожна її точка входить до неї з деякою вiдкритою
кулею з центром у цiй точцi. У подальшому вважатимемо усi метричнi
простори надiленими цiєю топологiєю.

Зауважимо також, що доведення вище повнiстю повторює доведе-
ння для стандартної топологiї прямої. Можна було провести його iн-
шим способом, застосувавши критерiй бази до сукупностi вiдкритих куль
(зробiть це).

Вправа 8.1. Вiдносно метричної топологiї вiдкритi кулi є вiдкритими
множинами, а замкненi кулi та сфери – замкненими.

Твердження 8.2. Метричнi топологiї бiлiпшицево еквiвалентних ме-
трик спiвпадають.

Доведення. Отже, нехай ρ та σ – бiлiпшицево еквiвалентнi метрики
на множинi X. В силу твердження 7.1, тодi iснують c, C > 0 такi, що для
будь-яких x, y ∈ X

cρ(x, y) ⩽ σ(x, y) ⩽ Cρ(x, y).

Будемо позначати вiдкритi кулi цих метрик через Bρ
ε (x) i Bσ

ε (x) вiдпо-
вiдно. Тодi з першої нерiвностi вище маємо, що Bσ

cε(x) ⊂ Bρ
ε (x) для будь-

яких x ∈ X i ε > 0, бо з y ∈ Bσ
cε(x) випливає

ρ(x, y) ⩽
σ(x, y)

c
< ε,
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тобто y ∈ Bρ
ε (x). Аналогiчно, друга нерiвнiсть означає, що Bρ

ε (x) ⊂
Bσ

Cε(x) для усiх x i ε.
Нехай тепер T i S – метричнi топологiї ρ i σ вiдповiдно. Для кожної

U ∈ T i будь-якої x ∈ U згiдно з означенням iснує ε > 0 таке, що
Bρ

ε (x) ⊂ U . Згiдно з показаним вище, тодi й Bσ
cε(x) ⊂ Bρ

ε (x) ⊂ U . Це
доводить, що U ∈ S. Отже, T ≺ S. Аналогiчно доводиться, що S ≺ T ,
тому T = S.

Приклад 8.1. Для дискретної метрики на множинi X згiдно з означе-
ннями маємо

Bε(x) =

[
{x}, 0 < ε ⩽ 1;
X, ε > 1.

Тому для кожної x ∈ X одноточкова множина {x} = B1(x) ⊂ {x},
тобто усi {x} є вiдкритими, а тодi й усi пiдмножини X вiдкритi як
об’єднання одноточкових. Отже, вiдповiдна метрична топологiя є дис-
кретною. До речi, як виглядають замкненi кулi та сфери цiєї метрики?

Приклад 8.2. Повернемося до X = Rn. При n = 1 метрика ρp(x, y) =
|x − y| (одна й та сама для усiх p) дає Bε(x) = (x − ε, x + ε), Dε(x) =
[x − ε, x + ε], Sε(x) = {x − ε, x + ε}. Згiдно з означенням, вiдповiдна
метрична топологiя – це стандартна топологiя R.

Уявлення про рiзнi ρp при бiльших n дає наступна iлюстрацiя куль
площини R2 для p = 1, p = 2 i p = ∞:

У прикладi 7.5 ми показали, що усi цi метрики бiлiпшицево еквiва-
лентнi, а тому згiдно з твердженням 8.2 породжують одну й ту саму
метричну топологiю. Вона зветься стандартною (природною, натураль-
ною, евклiдовою) топологiєю Rn. При цьому з твердження 8.1 випливає,
що вiдкритi кулi рiзних метрик ρp утворюють рiзнi бази цiєї топологiї.
Можна розглядати й iншi бази, наприклад, у R2 не вiдкритi круги або
квадрати, а вiдкритi прямокутники (чому?).
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Твердження 8.3. Для будь-якого метричного простору (X, ρ) i будь-
якої його точки x ∈ X вiдкритi кулi

{
B 1

n
(x)
}∞

n=1
складають злiченну

базу метричної топологiї в x. Тому цей простiр задовольняє першiй
аксiомi злiченностi.

Доведення. Якщо U ∋ x – вiдкрита, то згiдно з означенням iснує
ε > 0 таке, що Bε(x) ⊂ U . Оберемо натуральне n таке, що 1

n
< ε. Тодi

x ∈ B 1
n
(x) ⊂ Bε(x) ⊂ U .

Зауваження. Зокрема, щоб топологiчний простiр був метризовним,
вiн повинен задовольняти першiй аксiомi злiченностi. Тому, наприклад,
незлiченна множина з кофiнiтною топологiєю не є метризовною в силу
вправи 5.2. Приклади евклiдової метрики на прямiй та дискретної метри-
ки на незлiченнiй множинi демонструють, що метричнi простори можуть
як задовольняти, так i не задовольняти другiй аксiомi злiченностi.

Вправа 8.2. Показати, що вiдкритi кулi будь-якої з метрик ρp з центра-
ми в точках з рацiональними координатами та радiусами вигляду 1

m

B :=
{
B 1

m
(x)
}

x∈Qn,m∈N

утворюють злiченну базу стандартної топологiї Rn, отже цей простiр за-
довольняє другiй аксiомi злiченностi й для довiльного n.

9 Прообраз топологiї. Iндукована топологiя
Тут ми продовжимо знайомитися зi способами побудови топологiй.

Означення 9.1. Нехай X – деяка множина, (Y, T ) – топологiчний про-
стiр, а f : X → Y – вiдображення. Прообразом топологiї T пiд дiєю f
назвемо сукупнiсть пiдмножин X, що складається з прообразiв елемен-
тiв T пiд дiєю f :

f−1(T ) := {f−1(V ) ⊂ X}V ∈T .

Твердження 9.1. Система f−1(T ) є топологiєю на X.

Доведення. Перевiримо виконання означення топологiї.

1. Нехай {Uα}α∈A ⊂ f−1(T ). Тодi Uα = f−1(Vα), де Vα ∈ T , для ко-
жного α ∈ A. Iз загальної властивостi прообразiв маємо⋃

α∈A

Uα =
⋃
α∈A

f−1(Vα) = f−1

(⋃
α∈A

Vα

)
∈ f−1(T ),
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бо
⋃
α∈A

Vα ∈ T .

2. Аналогiчно, для скiнченної {Ui}ni=1 ⊂ f−1(T ) маємо Ui = f−1(Vi),
де Vi ∈ T , для кожного i = 1, n, i з властивостi прообразiв

n⋂
i=1

Ui =
n⋂

i=1

f−1(Vi) = f−1

(
n⋂

i=1

Vi

)
∈ f−1(T ),

оскiльки
n⋂

i=1

Vi ∈ T .

3. Очевидно, ∅ = f−1(∅) i X = f−1(Y ) належать до f−1(T ).

Зауваження. Розглянемо частковий випадок, коли X – пiдмножи-
на Y (де (Y, T ), як i ранiше, є топологiчним простором), а f = i : X → Y –
формальне включення, тобто вiдображення, що кожнiй точцi X ставить
у вiдповiднiсть її ж, але вже як точку Y . Прообразами пiдмножин V ⊂ Y
тодi будуть їхнi перетини з X: i−1(V ) = X ∩ V . Дiйсно, належнiсть то-
чки пiдмножини X до обох частин цiєї рiвностi означає просто, що вона
належить також i до V .

Наслiдок 9.1. Сукупнiсть пiдмножин, що є перетинами з X вiдкри-
тих пiдмножин Y ,

i−1(T ) = {U ⊂ X | ∃V ∈ T : U = X ∩ V }

є топологiєю на X ⊂ Y .

Означення 9.2. Говорять, що топологiя i−1(T ) iндукована на X топо-
логiєю T . При цьому топологiчний простiр (X, i−1(T )) називається (то-
пологiчним) пiдпростором простору (Y, T ).

Зауваження. У подальшому, якщо не обумовлене iнше, ми будемо
вважати, що на довiльнiй пiдмножинi топологiчного простору розгляда-
ється саме iндукована топологiя, i будемо говорити про властивостi цi-
єї топологiї (властивостi топологiчного пiдпростору) як про властивостi
пiдмножини.

Твердження 9.2. Якщо B – база топологiї T на Y (вiдповiдно, база T
у точцi x ∈ X ⊂ Y ), то

i−1(B) = {X ∩ V }V ∈B

є базою топологiї, що iндукована T на X ⊂ Y (вiдповiдно, базою iндуко-
ваної топологiї у x).
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Доведення. Це безпосередньо випливає з означень iндукованої топо-
логiї та бази. Будь-яка пiдмножина X, що вiдкрита вiдносно iндукованої
топологiї, має вигляд X∩U , де U ∈ T . Оскiльки довiльна точка x ∈ X∩U
належить до U , iснує V ∈ B така, що x ∈ V ⊂ U . Але тодi виконується й
x ∈ X ∩ V ⊂ X ∩ U , оскiльки x ∈ X. Аналогiчно для бази у точцi.

Наслiдок 9.2. Якщо топологiчний простiр задовольняє першiй (вiдпо-
вiдно, другiй) аксiомi злiченностi, то й будь-який його пiдпростiр задо-
вольняє першiй (вiдповiдно, другiй) аксiомi злiченностi.

Доведення. Дiйсно, якщо B у минулому твердженнi не бiльш нiж
злiченна, то такою є й i−1(B).

Зауваження. Iнколи про властивостi, що зберiгаються при переходi
до пiдпростору (як у попередньому наслiдку), говорять, що вони наслiду-
ються. Корисно у якостi вправи перевiряти, чи це так, для кожної з вла-
стивостей (iнварiантiв) топологiчних просторiв, що будуть з’являтися
у подальшому.

Приклад 9.1. Нехай Y = R зi стандартною топологiєю. З опису вiдкри-
тих пiдмножин цього простору у теоремi 1.1 випливає, що, наприклад,
у напiвiнтервалi X = [a, b) з iндукованою топологiєю вiдкритими будуть
диз’юнктнi об’єднання не бiльш нiж злiченної кiлькостi промiжкiв вигля-
ду [a, c) (не бiльше одного), (d, e) i (f, b) (не бiльше одного). Зауважимо,
що промiжки першого з цих типiв не є вiдкритими в топологiї прямої.

Для пiдпростору X = Z прямої iндукована топологiя є дискретною,
оскiльки для кожної x ∈ Z одноточкова пiдмножина {x} = Z∩(x−1, x+1)
є вiдкритою. У вихiднiй топологiї прямої такi пiдмножини замкненi, але
не вiдкритi.

Приклад 9.2. Визначимо для кожного цiлого невiд’ємного n стандар-
тну n-вимiрну сферу як сферу метричного простору (Rn+1, ρ2) радiуса 1
з центром у початку координат:

Sn := S1(0) =

{
x = (x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1

∣∣∣∣∣
n+1∑
i=1

(xi)2 = 1

}
.

Пояснення того, чому ця сфера саме n-вимiрна, буде дане у роздiлi 29.
У якостi топологiї на Sn оберемо iндуковану стандартною топологiєю
Rn+1. З тверджень 8.1 i 9.2 тодi випливає, що базу цiєї топологiї утворю-
ють перетини зi сферою вiдкритих куль будь-якої з метрик ρp. Зокрема,
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для кола (одновимiрної сфери) S1 це вiдкритi дуги, що є перетинами
вiдкритих евклiдових кругiв R2 з колом. Для двовимiрної сфери S2 до-
вiльний елемент бази можна описати як ”вiдкритий криволiнiйний круг”
у сферi, тобто одну з двох частин, на яку S2 дiлить пласке коло, що у нiй
лежить (без точок самого кола), i яка є перетином з S2 вiдритої евклiдо-
вої кулi R3. Аналогiчний опис має мiсце й для довiльної вимiрностi n.

Вправа 9.1. Показати, що пiдмножина S1 є вiдкритою тодi й тiльки
тодi, коли вона є диз’юнктним об’єднанням не бiльш нiж злiченної кiль-
костi вiдкритих дуг (аналогiчно до теореми 1.1).

Зауваження. З означення метрики випливає, що для будь-якого ме-
тричного простору (Y, ρ) i будь-якої його пiдмножини X ⊂ Y обмеження
ρ на X ×X буде метрикою на X, тому пару (X, ρ|X×X) можемо назвати
метричним пiдпростором (Y, ρ). Але на ньому iснують двi апрiорi рiзнi
топологiї!

Вправа 9.2. Показати, що метрична топологiя (X, ρ|X×X) збiгається з
топологiєю, що iндукована на X метричною топологiєю (Y, ρ).

10 Розташування точок вiдносно множини
Наведемо кiлька означень, що знадобляться нам для бiльш детального
дослiдження пiдмножин топологiчних просторiв:

Означення 10.1. Нехай (X, T ) – топологiчний простiр i A ⊂ X – його
пiдмножина. Точка x ∈ X зветься

- внутрiшньою точкою A, якщо iснує вiдкритий окiл U ∋ x, що
мiститься в A: x ∈ U ⊂ A; множина усiх внутрiшнiх точок A нази-
вається внутрiшнiстю A i позначається IntA або Å;

- точкою дотику A, якщо будь-який вiдкритий окiл U ∋ x перети-
нається з A: U ∩A ̸= ∅; множина усiх точок дотику A називається
замиканням A i позначається A або ClA;

- граничною точкою A, якщо будь-який вiдкритий окiл U ∋ x мi-
стить хоча б одну точку A, вiдмiнну вiд x: (U \ {x}) ∩A ̸= ∅; мно-
жина усiх граничних точок A називається похiдною множиною A
i позначається A′;
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- межовою точкою A, якщо будь-який вiдкритий окiл U ∋ x мiстить
точки як A, так i його доповнення: U ∩ A ̸= ∅ i U ∩ (X \ A) ̸= ∅;
множина усiх межових точок A називається межею A i позначає-
ться ∂A;

- iзольованою точкою A, якщо iснує вiдкритий окiл U ∋ x, перетин
якого з A складається з самої цiєї точки: U ∩ A = {x}.

Зауваження. Зокрема, усi внутрiшнi та iзольованi точки належать
до A, а ось точки iнших типiв можуть як належати до A, так i нi, як по-
бачимо у наведених нижче прикладах. Також з означень випливає, що
x – внутрiшня точка A тодi й тiльки тодi, коли A – окiл x. Як зауважува-
лося вище, в усiх цих означеннях вiдкритi околи U ∋ x можна помiняти
на довiльнi (перевiрте це).

Вправа 10.1. Усi перелiченi означення залишаться вiрними (тобто по-
значатимуть тi самi об’єкти), якщо замiсть вiдкритих околiв U ∋ x роз-
глядати елементи будь-якої бази топологiї T , що мiстять x.

Наступнi приклади дозволять нам краще опанувати цi поняття.

Приклад 10.1. Розглянемо у R2 (зi стандартною топологiєю) множину

A := ((0, 1)× (0, 1)) ∪ ({0} × [0, 1]) ∪ ([0, 1)× {0}) ∪ {(2, 2)} \
{(

1

2
,
1

2

)}
,

що зображена на iлюстрацiї знизу злiва. Знайдемо для A множини точок
типiв, що перелiченi у означеннi 10.1:

- IntA = ((0, 1)× (0, 1)) \
{(

1
2
, 1
2

)}
(вiдкритий квадрат без точки);

- A = ([0, 1]× [0, 1]) ∪ {(2, 2)} (замкнений квадрат i точка);

- A′ = [0, 1]× [0, 1] (замкнений квадрат);

- ∂A = ({0, 1}× [0, 1])∪ ([0, 1]×{0, 1})∪
{(

1
2
, 1
2

)
, (2, 2)

}
(сторони ква-

драта та двi точки);

- єдиною iзольованою точкою A є (2, 2).

Цi множини можна побачити на наступному рисунку справа:
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Приклад 10.2. У просторi X з дискретною топологiєю одноточкова
множина {x} є вiдкритим околом будь-якої точки x ∈ X, звiдки не-
складно вивести, що для довiльної пiдмножини A ⊂ X

IntA = A = A, A′ = ∂A = ∅,

усi точки A iзольованi. Вигляд внутрiшностi та замикання A також ви-
пливає з твердження 10.1 нижче та того, що ця множина є одночасно
вiдкритою та замкненою.

Приклад 10.3. Якщо A ⊂ R – промiжок прямої зi стандартною топо-
логiєю з кiнцями у дiйсних точках a < b, тобто A = (a, b), [a, b], [a, b) або
(a, b], то

IntA = (a, b), A = A′ = [a, b], ∂A = {a, b},

iзольованих точок у A немає. Це випливає з того, що у точок (a, b) зав-
жди є вiдкритий окiл (наприклад, вигляду (x − ε, x − ε)), що мiститься
в A, у точок (−∞, a) ∪ (b,+∞) – окiл, що мiститься в R \ A, а ось у a
i b будь-який окiл перетинає обидвi цi множини, навiть якщо викинути
з нього саму точку. Аналогiчнi твердження вiрнi й для напiвнескiнченних
промiжкiв.

Усi точки пiдмножини цiлих чисел Z ⊂ R цього ж простору є iзольо-
ваними (i тому не є внутрiшнiми), бо {x} = Z∩ (x− 1, x+ 1) для кожної
x ∈ Z. При цьому у будь-якої x /∈ Z є окiл, що не перетинається з Z,
тому точками дотику i межовими є в точностi точки Z, i жодна точка не
є граничною. Отже,

IntZ = Z′ = ∅, Z = ∂Z = Z.

Нарештi, з властивостей множини рацiональних чисел Q ⊂ R, а саме
з того, що у будь-якому околi будь-якої точки R є як рацiональнi, так й
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iррацiональнi точки, випливає, що

IntQ = ∅, Q = Q′ = ∂Q = R,

а iзольованих точок немає. Тi ж властивостi має множина iррацiональ-
них чисел R \Q.

Приклад 10.4. З iншого боку, у прямiй Зоргенфрея напiвiнтервали [a, b)
є вiдкритими та замкненими, зокрема, [x, x + ε) є вiдкритим околом x
для будь-якого ε > 0. Звiдси випливає, що

Int [a, b) = [a, b) = [a, b)′ = [a, b), ∂[a, b) = ∅,

iзольованих точок немає.

Вправа 10.2. Описати внутрiшнiсть, замикання, похiдну множину, ме-
жу та iзольованi точки довiльної пiдмножини R з топологiєю напiвне-
скiнченних iнтервалiв.

Твердження 10.1 (Властивостi внутрiшностi, замикання i межi). Не-
хай (X, T ) – топологiчний простiр, A,B ⊂ X.

1. Внутрiшнiсть A є об’єднанням усiх вiдкритих пiдмножин X, що
мiстяться в A:

IntA =
⋃

U⊂A,U∈T

U.

2. Внутрiшнiсть A є найбiльшою за включенням вiдкритою пiдмно-
жиною X, що мiститься в A.

3. A вiдкрита тодi й тiльки тодi, коли A = IntA.

4. Якщо A ⊂ B, то IntA ⊂ IntB (монотоннiсть внутрiшностi).

5. Замикання A є перетином усiх замкнених пiдмножин X, що мi-
стять A:

A =
⋂

V⊃A,X\V ∈T

V.

6. Замикання A є найменшою за включенням замкненою пiдмножи-
ною X, що мiстить A.

7. A замкнена тодi й тiльки тодi, коли A = A.

8. Якщо A ⊂ B, то A ⊂ B (монотоннiсть замикання).
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9. A = A ∪ A′ = A ∪ ∂A = IntA ⊔ ∂A.

10. ∂A = A ∩X \ A.

11. X = IntA ⊔X \ A = A ⊔ Int (X \ A).

Доведення.

1. Дiйсно, належнiсть точки x ∈ X до такого об’єднання еквiвалентна
iснуванню вiдкритої U такої, що x ∈ U ⊂ A. Але це й означає, що
x ∈ IntA.

2. випливає з 1.: IntA вiдкрита як об’єднання вiдкритих пiдмножин,
мiститься в A як об’єднання пiдмножин A, i будь-яка вiдкрита U ⊂
A включається до об’єднання з 1., а тому U ⊂ IntA. Це й значить,
що IntA – найбiльша за включенням серед таких множин.

3. ⇐ Достатнiсть випливає з того, що IntA вiдкрита згiдно з 2.

⇒ Перевiримо необхiднiсть: якщо A вiдкрита, то, оскiльки A ⊂ A,
A ⊂ IntA в силу 2. З iншого боку, IntA ⊂ A завжди за означенням.
Тому A = IntA.

4. Для будь-якої x ∈ IntA iснує вiдкрита U така, що x ∈ U ⊂ A ⊂ B,
тому x ∈ IntB.

5. Доведемо еквiвалентну рiвнiсть доповнень до цих множин.

Дiйсно, якщо точка x ∈ X не належить до вказаного перетину,
то iснує замкнена V така, що A ⊂ V i x /∈ V . Тодi U := X \ V –
вiдкрита, x ∈ U i U∩A = ∅. Це означає, що x не є точкою дотику A:
x /∈ A.

I навпаки: з x /∈ A випливає iснування вiдкритої U ∋ x такої, що
U ∩ A = ∅, тодi V := X \ U – замкнена i має властивостi x /∈ V
i A ⊂ V , отже x не належить до перетину.

6. випливає з 5. так само, як 2. з 1. (перевiрте це).

7. доводиться за допомогою 6. так само, як 3. доводиться за допомо-
гою 2. (перевiрте це).

8. Доведемо еквiвалентне включення доповнень X\B ⊂ X\A. Дiйсно,
якщо x /∈ B, то iснує вiдкрита U ∋ x така, що U ∩B = ∅. Але тодi
й U ∩ A ⊂ U ∩B = ∅. Тому x /∈ A.
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9. Перш за все, усi множини A, A′, ∂A i IntA ⊂ A включаються до
A, бо з належностi x ∈ X кожнiй з них випливає, що будь-який
вiдкритий окiл цiєї точки має непорожнiй перетин з A (у випадку
x ∈ A це принаймнi сама x). Тому рiзноманiтнi об’єднання цих
множин теж є пiдмножинами A. З iншого боку:

- Якщо x ∈ A, але x /∈ A, то у кожнiй вiдкритiй U ∋ x повинна
мiститися якась точка A крiм x, тому x ∈ A′. Отже, A ⊂ A∪A′.

- Знову ж, якщо x ∈ A, але x /∈ A, то у кожнiй вiдкритiй U ∋ x
мiститься якась точка A i точка x ∈ X \A, тому x ∈ ∂A. Отже,
A ⊂ A ∪ ∂A.

- Якщо x ∈ A, але x /∈ IntA, то у кожнiй вiдкритiй U ∋ x
мiститься якась точка A, i U ̸⊂ A, тому U мiстить якусь точку
X \ A, отже x ∈ ∂A. Таким чином, A ⊂ IntA ∪ ∂A.

Нарештi, якщо x ∈ IntA, то деякий її вiдкритий окiл мiститься в A,
тому не мiстить точок X \ A, отже x /∈ ∂A. Тому IntA ∩ ∂A = ∅,
i останнє об’єднання у формулюваннi цього пункту є диз’юнктним.

10. Це просто переформулювання означення: x ∈ ∂A означає, що для
будь-якої вiдкритої U ∋ x перетини U ∩ A ̸= ∅ (тобто x ∈ A)
i U ∩ (X \ A) ̸= ∅ (тобто x ∈ X \ A).

11. Якщо x /∈ IntA, то U ̸⊂ A для кожної вiдкритої U ∋ x, тобто
U ∩ (X \A) ̸= ∅, отже x ∈ X \ A. Таким чином, X = IntA∪X \ A.
Крiм того, якщо x ∈ IntA, то iснує вiдкрита U ∋ x така, що U ⊂ A,
тому U∩(X\A) = ∅, отже x /∈ X \ A. Звiдси IntA∩X \ A = ∅, тому
об’єднання тут є диз’юнктним. Другу рiвнiсть отримуємо з першої,
замiнивши A на X \ A (i навпаки).

З цих основних властивостей можна виводити й iншi, наприклад:

Вправа 10.3. Показати, що множина A є вiдкритою тодi й тiльки тодi,
коли вона не перетинається зi своєю межею: A ∩ ∂A = ∅; i замкненою
тодi й тiльки тодi, коли вона мiстить свою межу: A ⊃ ∂A.

11 Властивостi щiльностi та сепарабельнiсть
Означення 11.1. Пiдмножина A топологiчного простору X зветься всю-
ди щiльною в X, якщо A = X, i нiде не щiльною в X, якщо IntA = ∅.
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Зауваження. З означення замикання випливає, що A є всюди щiль-
ною тодi й тiльки тодi, коли має непорожнiй перетин з будь-яким вiд-
критим околом будь-якої точки X, тобто з будь-якою непорожньою вiд-
критою пiдмножиною X. Втiм, тут достатньо обмежитися множинами
з будь-якої бази (перевiрте це). Зв’язок мiж введеними поняттями сфор-
мульовано у наступнiй вправi:

Вправа 11.1. Показати, що множина A нiде не щiльна тодi й тiльки
тодi, коли Int (X \ A) всюди щiльна (пiдказка: використати пункт 11.
у твердженнi 10.1). Вивести з цього, що вiдкрита множина всюди щiльна
тодi й тiльки тодi, коли її доповнення нiде не щiльне.

Означення 11.2. Топологiчний простiр X називається сепарабельним,
якщо в X iснує не бiльш нiж злiченна всюди щiльна пiдмножина.

Приклад 11.1. З прикладу 10.2 випливає, що єдиною всюди щiльною
пiдмножиною простору X з дискретною топологiєю є X, а єдиною нiде
не щiльною – ∅. Зокрема, такий простiр сепарабельний тодi й тiльки
тодi, коли множина X не бiльш нiж злiченна.

Приклад 11.2. Як було встановлено у прикладi 10.3, у R зi стандар-
тною топологiєю Q = R \Q = R, тому рацiональнi та iррацiональнi чи-
сла утворюють всюди щiльнi пiдмножини, що доповнюють одна одну.
Оскiльки перша з них є злiченною, цей простiр сепарабельний. З iншо-
го боку, IntZ = IntZ = ∅, тобто цiлi числа утворюють нiде не щiльну
пiдмножину.

Приклад 11.3. У Rn зi стандартною топологiєю множина Qn точок
з рацiональними координатами злiченна i всюди щiльна. Дiйсно, будь-
який вiдкритий окiл U будь-якої точки x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn мiстить
деякий елемент бази метричної топологiї метрики ρ∞ – куб

Bε(x) = (x1 − ε, x1 + ε)× . . .× (xn − ε, xn + ε),

де ε > 0. Оскiльки для будь-якого i вiд 1 до n iнтервал (xi − ε, xi + ε)
мiстить рацiональне qi ∈ Q, точка q := (q1, . . . , qn) ∈ Qn мiститься у
Bε(x) ⊂ U . Отже, Rn сепарабельний. З цього i твердження 11.2 нижче
випливатиме, що вiн задовольняє другiй аксiомi злiченностi.

Прикладами нiде не щiльних пiмножин Rn є скiнченнi, Zn (аналогiчно
до випадку n = 1 у попередньому прикладi) i нетривiальнi афiннi пiд-
простори, скажiмо, прямi у площинi, прямi та площини у тривимiрному
просторi (чому?).
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Сепарабельнiсть тiсно пов’язана з аксiомами злiченностi, тому зазви-
чай її теж вiдносять до цiєї групи аксiом.

Твердження 11.1. Якщо топологiчний простiр задовольняє другiй аксi-
омi злiченностi, то вiн є сепарабельним.

Доведення. Отже, нехай B – не бiльш нiж злiченна база простору X.
Занумеруємо її елементи: B = {Vi}∞i=1, де замiсть ∞ може стояти нату-
ральне n. Для кожного i тодi оберемо якусь точку xi ∈ Vi. Тодi не бiльш
нiж злiченна множина таких точок A := {xi} є всюди щiльною. Дiйсно,
для будь-якої x ∈ X та вiдкритої U ∋ x iснує i таке, що x ∈ Vi ⊂ U ,
а отже xi ∈ Vi ⊂ U , тобто U ∩ A ̸= ∅.

Вправа 11.2. Показати, що обернене твердження, взагалi кажучи, не-
вiрне (навести контрприклад).

Твердження 11.2. Метричний простiр задовольняє другiй аксiомi злi-
ченностi тодi й тiльки тодi, коли вiн є сепарабельним.

Доведення. В силу попереднього твердження, тут залишилося до-
вести лише достатнiсть. Отже, нехай A – не бiльш нiж злiченна всюди
щiльна пiдмножина метричного простору (X, ρ). Покажемо, що тодi злi-
ченна система вiдкритих куль

B :=
{
B 1

n
(y)
}

y∈A,n∈N

є його базою. Дiйсно, у будь-яку вiдкриту U будь-яка точка x ∈ U вхо-
дить разом з вiдкритою кулею Bε(x) для деякого ε > 0: Bε(x) ⊂ U .
Оберемо натуральне n таке, що 1

n
< ε

2
. Куля B 1

n
(x) повинна мiстити

точку y ∈ A, бо є непорожньою вiдкритою множиною. Тодi

x ∈ B 1
n
(y) ⊂ B ε

2
(y) ⊂ Bε−ρ(x,y)(y) ⊂ Bε(x) ⊂ U,

де друге включення куль випливає з ρ(x, y) < 1
n
< ε

2
, а третє – з нерiвностi

трикутника (перевiрте це).

Вправа 11.3. Показати, що у метричному просторi C[a, b] з прикладу 7.3
пiдмножина Q[x] полiномiв з рацiональними коефiцiєнтами є злiченною
i всюди щiльною, тому цей простiр сепарабельний.

Вправа 11.4. Показати, що метричнi простори ℓp з вправи 7.1 сепара-
бельнi для усiх p ∈ [1,+∞), а ℓ∞ не є сепарабельним.
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12 Неперервнi вiдображення
Наступне означення визначає, якi вiдображення топологiчних просторiв
ми вважаємо ”природними” для них.

Означення 12.1. Нехай (X, T ) та (Y,S) – топологiчнi простори. Вiд-
ображення f : X → Y зветься неперервним, якщо прообрази вiдкритих
множин вiдкритi: f−1(V ) ∈ T для будь-якої V ∈ S.

Перш за все, встановимо зв’язок мiж цим поняттям i бiльш звичним
завдяки курсу аналiза поняттям неперервностi у точцi.

Означення 12.2. Вiдображення топологiчних просторiв f : X → Y на-
зивається неперервним у точцi x ∈ X, якщо для будь-якого вiдкрито-
го околу її образу V ∋ f(x) iснує її вiдкритий окiл U ∋ x такий, що
U ⊂ f−1(V ).

Твердження 12.1. Вiдображення f : X → Y неперервне тодi й тiльки
тодi, коли воно неперервне у кожнiй точцi x ∈ X.

Доведення. ⇒ Для доведення неперервностi у x неперервного f по-
кладемо у означеннi U := f−1(V ). Це буде потрiбний вiдкритий окiл x.

⇐ Нехай V ⊂ Y – довiльна вiдкрита пiдмножина. Для будь-якої x ∈
f−1(V ) вiдображення f неперервне в x, отже iснує вiдкрита Ux така, що
x ∈ Ux ⊂ f−1(V ) Це означає, що f−1(V ) =

⋃
x∈f−1(V )

Ux – вiдкрита.

Зауваження. У означеннi 12.1 можна замiсть вiдкритих множин ви-
користати замкненi (чому?). У означеннi 12.2 умову U ⊂ f−1(V ) можна
замiнити на еквiвалентну f(U) ⊂ V . Як i в означеннях минулих роз-
дiлiв, вiдкритi околи у ньому можна замiнити на довiльнi. Крiм того,
їх можна замiнити на елементи довiльних баз вiдповiдних топологiй у
точках. Бiльш строго це означає наступне:

Твердження 12.2. Нехай (X, T ) i (Y,S) – топологiчнi простори, x ∈
X, B i C – бази T у x i S у f(x) вiдповiдно. Вiдображення f : X → Y
неперервне у точцi x тодi й тiльки тодi, коли для будь-якої V ∈ C iснує
U ∈ B така, що f(U) ⊂ V .

Доведення. ⇒ Будь-яка V ∈ C буде вiдкритим околом f(x), тому
згiдно з означенням неперервностi в x iснує вiдкрита W ∋ x така, що
f(W ) ⊂ V . З означення бази в точцi, iснує U ∈ B така, що U ⊂ W . Тодi
f(U) ⊂ f(W ) ⊂ V .
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⇐ Аналогiчно, для будь-якої вiдкритої V ∋ f(x) iснує W ∈ C така,
що W ⊂ V . За умовою тодi iснує U ∈ B така, що f(U) ⊂ W ⊂ V . При
цьому U буде вiдкритим околом x.

Наслiдок 12.1. Нехай (X, ρ) i (Y, σ) – метричнi простори. Вiдображе-
ння f : X → Y неперервне у точцi x ∈ X тодi й тiльки тодi, коли для
будь-якого ε > 0 iснує δ > 0 таке, що f(Bδ(x)) ⊂ Bε(f(x)).

Доведення. Випливає з попереднього твердження i того, що вiдкритi
кулi з центром у x утворюють базу метричної топологiї в x.

Зауваження. Включення куль у цьому формулюваннi означає, що
з ρ(x, y) < δ випливає σ(f(x), f(y)) < ε. Це вже звичне ”епсилон-дельта”
означення. Далi через C(X, Y ) позначатимемо множину неперервних вiд-
ображень X → Y .

Вправа 12.1. Показати, що вiдображення f : X → Y топологiчних про-
сторiв неперервне тодi й тiльки тодi, коли f−1(V ) вiдкрита для будь-якої
V ∈ C, де C – якась база топологiї Y .

Приклад 12.1. Для будь-яких просторiв X та Y постiйне вiдображення
f = y0 : X → Y , що кожнiй x ∈ X ставить у вiдповiднiсть одну й ту саму
f(x) = y0, неперервне, оскiльки прообраз будь-якої множини f−1(V ) – це
або ∅ (якщо y0 /∈ V ), або X (якщо y0 ∈ V ).

Приклад 12.2. Тотожне вiдображення будь-якого простору X на себе
f = idX : X → X, що кожнiй x ∈ X ставить у вiдповiднiсть її ж (idX(x) =
x), є неперервним, бо id−1

X (V ) = V для будь-якої V .

Приклад 12.3. Якщо X має дискретну топологiю, то f ∈ C(X,Y ) для
будь-яких Y i f : X → Y , бо всi прообрази вiдкритi.

Приклад 12.4. Якщо Y має антидискретну (тривiальну) топологiю, то
f ∈ C(X, Y ) для будь-яких X i f : X → Y , бо прообрази вiдкритих
множин f−1(Y ) = X i f−1(∅) = ∅ вiдкритi.

Вправа 12.2. Як змiниться множина C(X, Y ), якщо послабити або по-
силити топологiю X або Y ?

Приклад 12.5. Лiпшицевi вiдображення метричних просторiв (зокрема
iзометрiї) неперервнi у вiдповiдних метричних топологiях. Дiйсно, нехай
у позначеннях наслiдку 12.1 вiдображення f : X → Y має константу
Лiпшиця C > 0: σ(f(x), f(y)) ⩽ Cρ(x, y) для будь-яких x, y ∈ X. Це
означає, що f

(
B ε

C
(x)
)
⊂ Bε(f(x)) для будь-якого ε > 0, тобто достатньо

взяти δ := ε
C
.
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Приклад 12.6. Наслiдок 12.1 означає, зокрема, що наше поняття непе-
рервностi в точцi узагальнює означення неперервностi функцiї багатьох
змiнних f : Rn → R (зокрема R → R) з курсу аналiза, якщо надiли-
ти Rn i R стандартними топологiями. Бiльш того, зберiгаються звичнi
властивостi функцiй, навiть якщо розглянути бiльш загальну область
визначення:

Вправа 12.3. Нехай f, g ∈ C(X,R) – неперервнi функцiї на довiльному
просторi X, тобто його вiдображення у R зi стандартною топологiєю. По-
казати, що тодi f + g, fg, f

g
(остання – на областi визначення з iндукова-

ною топологiєю, пор. з твердженням 12.4 нижче) також є неперервними.

Вправа 12.4. Нехай f : X → Rn – вiдображення довiльного простору
у Rn зi стандартною топологiєю, f = (f 1, . . . , fn), де f i : X → R – коор-
динатнi функцiї f . Показати, що f ∈ C(X,Rn) тодi й тiльки тодi, коли
f i ∈ C(X,R) для усiх i.

Зауваження. З цих двох вправ випливає, що для будь-яких f, g ∈
C(X,Rn) i λ, µ ∈ R лiнiйна комбiнацiя λf+µg ∈ C(X,Rn), тобто C(X,Rn)
утворює векторний пiдпростiр у векторному просторi (Rn)X усiх вiдобра-
жень X → Rn.

Твердження 12.3. Композицiя неперервних вiдображень є неперерв-
ним вiдображенням: якщо f ∈ C(Y, Z) i g ∈ C(X, Y ), то f ◦g ∈ C(X,Z).

Доведення. Дiйсно, для будь-якої вiдкритої V ⊂ Z маємо за означе-
нням, що f−1(V ) ⊂ Y вiдкрита, а отже й (f ◦ g)−1(V ) = g−1(f−1(V )) ⊂ X
вiдкрита.

Твердження 12.4. Нехай X,Y – топологiчнi простори, A ⊂ X i B ⊂
Y – їхнi топологiчнi пiдпростори (тобто пiдмножини з iндукованою
топологiєю), f : X → Y таке, що f(A) ⊂ B. Якщо f ∈ C(X, Y ), то його
обмеження f |A ∈ C(A,B).

Доведення. За означенням iндукованої топологiї, будь-яка вiдкри-
та пiдмножина B має вигляд B ∩ V , де V – вiдкрита в Y . При цьому
(f |A)−1(B ∩V ) = A∩ f−1(V ) вiдкрита в A, бо f−1(V ) вiдкрита в X. Тому
f |A неперервне.

Зауваження. Iншими словами, неперервнi вiдображення топологi-
чних просторiв iндукують неперервнi вiдображення їхнiх пiдпросторiв.
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Також неперервнiсть можна використати для характеризацiї прообра-
зу топологiї (зокрема iндукованої топологiї), як показано у наступному
твердженнi. Зауважимо, що у частково впорядкованiй множинi iснує не
бiльше одного найменшого чи найбiльшого елемента, тому подiбнi твер-
дження дiйсно визначають вiдповiдну топологiю однозначно i можуть
слугувати у якостi альтернативних означень.

Твердження 12.5. Нехай f : X → Y – вiдображення деякої множи-
ни X у топологiчний простiр (Y, T ). Прообраз f−1(T ) тодi є найслаб-
шою топологiєю на X з тих, у яких f неперервне.

Доведення. Ми вже знаємо, що f−1(T ) – топологiя. За її побудовою,
f−1(V ) ∈ f−1(T ) для будь-якої V ∈ T , тобто f дiйсно є неперервним. Але
якщо f неперервне вiдносно будь-якої iншої топологiї S на X, то й для
неї з означення неперервностi матимемо f−1(V ) ∈ S для усiх V ∈ T ,
тобто f−1(T ) ≺ S.

13 Границi та секвенцiйнi означення
Наступне означення узагальнює ще одне класичне поняття аналiза.

Означення 13.1. Нехай {xn}∞n=1 ⊂ X – послiдовнiсть у топологiчному
просторi X. Говорять, що вона збiгається до точки x ∈ X (або що x – її
границя), якщо для будь-якого вiдкритого околу U ∋ x iснує натураль-
не N таке, що xn ∈ U для будь-якого n ⩾ N .

Зауваження. Аналогiчно до означень попереднього роздiлу, можна
у якостi U брати довiльнi околи або множини з довiльної бази в x (пере-
вiрте це). Наприклад, використавши кулi Bε(x) для метричних просторiв
як у наслiдку 12.1, отримаємо звичне ”епсилон-означення” границi: для
будь-якого ε > 0 iснує натуральне N таке, що ρ(xn, x) < ε для будь-якого
n ⩾ N . Тому збiжнiсть послiдовностi {xn}∞n=1 до точки x у метричному
просторi еквiвалентна збiжностi вiдстаней ρ(xn, x) −→

n→∞
0. За потреби

будемо використовувати класичне позначення збiжностi xn −→
n→∞

x або
просто xn → x. Але зауважимо, що тепер границя може не бути єдиною!

Приклад 13.1. Розглянемо послiдовнiсть
{
xn = x0 +

1
n

}∞
n=1

⊂ R.
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- У стандартнiй топологiї x0 – єдина границя {xn}, як вiдомо з кур-
су аналiза (i неважко перевiрити самостiйно). Це так i в прямiй
Зоргенфрея (перевiрте).

- У топологiї напiвнескiнченних iнтервалiв x ∈ R є границею {xn}
тодi й тiльки тодi, коли x ⩽ x0. Дiйсно, будь-який вiдкритий окiл
такої точки має вигляд (a,+∞) з a < x ⩽ x0, а отже мiстить усi
елементи {xn}. З iншого боку, у будь-якої точки x > x0 iснує окiл
(a,+∞) з a ∈ (x0, x), що мiстить лише скiнченну кiлькiсть елемен-
тiв послiдовностi {xn} або зовсiм їх не мiстить.

- Визначимо топологiю базою з напiвiнтервалiв вигляду (a, b] анало-
гiчно до топологiї Зоргенфрея. У цiй топологiї границь у {xn} не
iснує. Дiйсно, для будь-якої x ∈ R можна знайти ε > 0 таке, що вiд-
критий окiл (x−ε, x] точки x буде мiстити лише скiнченну кiлькiсть
елементiв послiдовностi {xn} або не мiститиме їх зовсiм.

Вправа 13.1. Описати границi {xn} у дискретнiй, антидискретнiй та
кофiнiтнiй топологiях. Чи можна щось сказати про границi довiльної
послiдовностi у довiльнiй множинi з цими топологiями?

Твердження 13.1. Якщо вiдображення f : X → Y топологiчних про-
сторiв неперервне у точцi x ∈ X, то для будь-якої послiдовностi {xn}∞n=1

у X, що збiгається до x, її образ {f(xn)}∞n=1 збiгається до f(x). Якщо в x
iснує не бiльш нiж злiченна база (зокрема, якщо X задовольняє першiй
аксiомi злiченностi), то вiрне й обернене твердження.

Доведення. ⇒ Отже, нехай f неперервне в x i xn → x. Тодi для будь-
якої вiдкритої V ∋ f(x) iснує вiдкрита U така, що x ∈ U ⊂ f−1(V ), i,
у свою чергу, iснує натуральне N таке, що для усiх n ⩾ N маємо xn ∈ U ,
а отже f(xn) ∈ V . Таким чином, f(xn) → f(x).

⇐ Нехай тепер B – не бiльш нiж злiченна база в x. Перенумеруємо її
елементи: B = {Un}∞n=1. При цьому, якщо B скiнченна, просто вiзьмемо
усi множини починаючи з деякого iндекса рiвними. Покладемо Wn :=
U1 ∩ . . . ∩ Un для усiх n ∈ N. Тодi {Wn}∞n=1 – теж база в x (оскiльки x ∈
Wn ⊂ Un для будь-якого n) i є незростаючою послiдовнiстю вiдкритих
околiв x: W1 ⊃ W2 ⊃ . . . ⊃ Wn ⊃ Wn+1 ⊃ . . . ∋ x.

Припустимо, що умова на послiдовностi виконується, але f не є не-
перервним у x: iснує вiдкрита V ∋ f(x) така, що для будь-якої вiдкритої
U ∋ x її образ f(U) ̸⊂ V . Зокрема, тодi для кожного n ∈ N iснує xn ∈ Wn

такий, що f(xn) /∈ V .
Покажемо, що xn → x (це буде вiрно для будь-якої послiдовностi

з властивiстю xn ∈ Wn). Дiйсно, для будь-якої вiдкритої U ∋ x, оскiльки
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B – база в x, iснує таке натуральне N , що x ∈ WN ⊂ UN ⊂ U . Тодi для
кожного n ⩾ N вiдповiдний елемент послiдовностi xn ∈ Wn ⊂ WN ⊂
U , що й доводить збiжнiсть до x. З iншого боку, f(xn) ̸→ f(x), бо усi
елементи послiдовностi {f(xn)} лежать за межами вiдкритого околу V ∋
f(x). Отримуємо протирiччя.

Зауваження. Умову попереднього твердження також називають умо-
вою секвенцiйної неперервностi або секвенцiйним (тобто даним у термi-
нах послiдовностей) означенням неперервностi. Виявляється, що у цих
термiнах можна описувати не лише неперервнiсть: секвенцiйним зами-
канням множини iнколи називають сукупнiсть границь усiх послiдов-
ностей, що лежать у цiй множинi. Сама множина мiститься у своєму
секвенцiйному замиканнi за побудовою, бо кожна її точка є границею
постiйної послiдовностi. Множину тодi називають секвенцiйно замкне-
ною, якщо вона дорiвнює такому замиканню.

Твердження 13.2. Нехай Â – секвенцiйне замикання пiдмножини A ⊂
X топологiчного простору, тобто

Â := {x ∈ X | ∃ {xn}∞n=1 ⊂ A : xn → x}.

Тодi Â ⊂ A. Якщо X задовольняє першiй аксiомi злiченностi, то вiрне
й обернене включення.

Доведення. ⊂ Якщо x ∈ Â, то будь-яка вiдкрита U ∋ x мiстить
усi елементи вiдповiдної послiдовностi, починаючи з деякого iндекса N :
{xn}∞n=N ⊂ U ∩ A. Отже, U ∩ A ̸= ∅. Тому x ∈ A.

⊃ Для будь-якого x ∈ A побудуємо послiдовнiсть околiв {Wn} як
у попередньому доведеннi. З означення замикання, для кожного n ∈ N
iснує xn ∈ Wn ∩ A. Як i ранiше, тодi xn → x i тому x ∈ Â.

Вправа 13.2. Навести приклади, що демонструють невiрнiсть оберненої
iмплiкацiї у твердженнi 13.1 i оберненого включення у твердженнi 13.2
для загального простору X, тобто те, що секвенцiйнi означення не можна
вiльно використовувати без аксiом злiченностi.

14 Гомеоморфнiсть i топологiчнi iнварiанти
Поняття неперервного вiдображення дозволяє нам визначити основне
вiдношення еквiвалентностi топологiчних просторiв – їхню гомеомор-
фнiсть. Вона формалiзує iнтуїтивне уявлення про ”перетворення множин
без розривiв i склеювань”.
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Означення 14.1. Вiдображення f : X → Y топологiчних просторiв X
та Y зветься їх гомеоморфiзмом, якщо f – бiєкцiя i при цьому f та f−1

неперервнi. Якщо iснує гомеоморфiзм f : X → Y , то говорять, що X
гомеоморфний Y (або що X та Y гомеоморфнi) i позначають це X ∼= Y .

Зауваження. Тобто гомеоморфiзм – це взаємно однозначне i взаємно
неперервне вiдображення.

Твердження 14.1. Гомеоморфнiсть є вiдношенням еквiвалентностi
топологiчних просторiв.

Доведення. Перевiримо умови з означення еквiвалентностi.

- Рефлексивнiсть: для будь-якого простору X тотожне вiдображення
idX : X → X – гомеоморфiзм (див. приклад 12.2), тому X ∼= X.

- Симетричнiсть: якщо X ∼= Y i f : X → Y – вiдповiдний гомео-
морфiзм, то f−1 : Y → X – теж гомеоморфiзм за означенням (бо
(f−1)−1 = f), тому Y ∼= X.

- Транзитивнiсть: нехай X ∼= Y , Y ∼= Z, i f : X → Y , g : Y → Z –
вiдповiднi гомеоморфiзми. Тодi g ◦ f : X → Z – бiєкцiя, g ◦ f ∈
C(X,Z) i (g ◦f)−1 = f−1 ◦g−1 ∈ C(Z,X) згiдно з твердженням 12.3.
Отже, g ◦ f – гомеоморфiзм, тому X ∼= Z.

Приклад 14.1. Якщо X та Y одночасно надiленi дискретною або анти-
дискретною топологiєю, то будь-яка бiєкцiя мiж ними буде гомеоморфi-
змом (див. приклади 12.3 i 12.4). Тому X ∼= Y тодi й тiльки тодi, коли цi
множини рiвнопотужнi.

Приклад 14.2. В силу прикладу 12.5, бiлiпшицевi еквiвалентностi ме-
тричних просторiв (зокрема iзометрiї) є гомеоморфiзмами.

Приклад 14.3. Афiннi перетворення f : Rn → Rn (тобто вiдображення
вигляду f(x) = Ax+ b, де A ∈ GL(n,R) – невироджена матриця i b ∈ Rn)
є гомеоморфiзмами вiдносно стандартної топологiї (перевiрте це).

Приклад 14.4. Усi iнтервали в R (включно з самою R) з топологiя-
ми, що iндукованi стандартною топологiєю прямої, гомеоморфнi. Дiйсно,
розглянемо вiдображення:

(0, 1) → (a, b), a, b ∈ R, a < b : t 7→ (1− t)a+ tb;
(0, 1) → (0,+∞) : t 7→ t

1−t
;

(0,+∞) → (a,+∞), a ∈ R : t 7→ t+ a;
(0,+∞) → (−∞, a), a ∈ R : t 7→ −t+ a;
(0,+∞) → R : t 7→ ln t.
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Замiсть другої з цих функцiй також можна взяти t 7→ tg π
2
t. Неважко пе-

ревiрити, що це все бiєкцiї, i, як вiдомо з аналiза (див. приклад 12.6), усi
цi функцiї та оберненi до них – неперервнi, а отже iндукують неперервнi
вiдображення iнтервалiв в силу твердження 12.4. З транзитивностi го-
меоморфностi у твердженнi 14.1 тодi випливає, що усi перелiченi типи
iнтервалiв гомеоморфнi.

Аналогiчно, усi вiдрiзки [a, b] гомеоморфнi мiж собою. Те ж вiрне й
для усiх напiвiнтервалiв вигляду [a, b), (a, b], [a,+∞) або (−∞, a] (тут
всюди a, b ∈ R, a < b). При цьому жоднi два промiжки з рiзних груп не
гомеоморфнi, як буде продемонстровано у наступних роздiлах (це також
випливає з наступної вправи, що, втiм, неявно використовує зв’язнiсть,
яка з’явиться у цьому курсi пiзнiше). Зауважимо, що всi використанi
у цьому прикладi функцiї строго монотоннi, i це не випадково:

Вправа 14.1. Показати, що функцiя f : A → B є гомеоморфiзмом про-
мiжкiв A ⊂ R i B ⊂ R тодi й тiльки тодi, коли вона неперервна, строго
монотонна i сюр’єктивна (пiдказка: використати теорему Больцано – Ко-
шi про промiжне значення функцiї, див. її узагальнення у роздiлi 25).

Вправа 14.2. Тут i далi позначатимемо через Bn := B1(0) ⊂ Rn евклi-
дову вiдкриту кулю радiуса 1 з центром у початку координат. Показати,
що Bn ∼= Rn. Чи вiрно це для довiльної непорожньої вiдкритої опуклої
пiдмножини Rn? (Вiдповiдь див., наприклад, у [9].)

Вправа 14.3. Розглянемо геометричний метод побудови гомеоморфiзма
мiж скiнченним iнтервалом (a, b) i R, що показаний на попередньому ри-
сунку. Цей гомеоморфiзм має вигляд композицiї g ◦ f , де f – обернена
ортогональна проєкцiя iнтервала на вiдкрите пiвколо, а g – центральна
проєкцiя пiвкола на пряму. Записати цi вiдображення аналiтично i по-
казати, що кожне з них (а отже i їхня композицiя) є гомеоморфiзмом.
Пiвколо тут розглядається з топологiєю, iндукованою з R2.
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Приклад 14.5. Вище проiлюстрована стереографiчна проєкцiя – вiд-
ображення ”проколотої сфери” f : Sn \ {x0} → Rn для деякої x0 ∈ Sn,
що ставить у вiдповiднiсть точцi x сфери точку перетину променю x0x
з гiперплощиною Rn+1, яка проходить через 0 ортогонально до радiуса-
вектора x0 i яку ми ототожнюємо з Rn. Обертаючи за необхiдностi си-
стему координат, можемо вважати, що x0 = N = (0, . . . , 0, 1) – пiвнiчний
полюс сфери. Тодi вiдповiдну гiперплощину утворюють точки з xn+1 = 0.
Для довiльної x = (x1, . . . , xn+1) ∈ Sn \ {N} параметричнi рiвняння про-
меню Nx мають вигляд:

y1 = tx1,
...

...
yn = txn,
yn+1 = 1 + t(xn+1 − 1).

Для його перетину з гiперплощиною {xn+1 = 0} маємо t = 1
1−xn+1 . Отже,

f(x) =

(
x1

1− xn+1
, . . . ,

xn

1− xn+1

)
.

Це бiєкцiя за побудовою, i вона неперервна згiдно з твердженням 12.4 як
обмеження на Sn \ {N} неперервного вiдображення Rn+1 \ {xn+1 = 1} →
Rn (див. також вправу 12.4). Знайдемо обернене вiдображення. Нехай
f(x) = y = (y1, . . . , yn), тобто yi = xi

1−xn+1 для кожного i = 1, n. Тодi,
оскiльки x ∈ Sn, квадрат евклiдової норми y дорiвнює

|y|2 :=
n∑

i=1

(yi)2 =
n∑

i=1

(xi)2

(1− xn+1)2
=

1− (xn+1)2

(1− xn+1)2
=

1 + xn+1

1− xn+1
,
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звiдки отримуємо xn+1 = |y|2−1
|y|2+1

i 1− xn+1 = 2
|y|2+1

. Таким чином,

f−1(y) =

(
2y1

|y|2 + 1
, . . . ,

2yn

|y|2 + 1
,
|y|2 − 1

|y|2 + 1

)
.

Тобто f−1 – обмеження на область значень Sn \ {N} неперервного вiд-
ображення Rn → Rn+1, тому знову ж неперервне в силу твердження 12.4.
Отже, f – гомеоморфiзм.

Наступне корисне спостереження також випливає з твердження 12.4:

Наслiдок 14.1. Якщо f : X → Y – гомеоморфiзм топологiчних про-
сторiв, A ⊂ X, B ⊂ Y i f(A) = B, то f |A : A → B – гомеоморфiзм
пiдпросторiв (з iндукованими топологiями).

Зауваження. В означеннi гомеоморфiзма умова неперервностi обер-
неного вiдображення f−1 означає, що (f−1)−1(U) = f(U) вiдкрита для
будь-якої вiдкритої U ⊂ X, тобто f переводить вiдкритi множини у вiд-
критi. Ця властивiсть вiдображень має спецiальну назву:

Означення 14.2. Вiдображення f : X → Y топологiчних просторiв зве-
ться вiдкритим (вiдповiдно, замкненим), якщо для будь-якої вiдкритої
(замкненої) U ⊂ X образ f(U) ⊂ Y вiдкритий (замкнений).

Твердження 14.2. Нехай f : X → Y – бiєктивне вiдображення топо-
логiчних просторiв. Тодi наступнi умови еквiвалентнi:

- f – гомеоморфiзм;

- U ⊂ X вiдкрита тодi й тiльки тодi, коли f(U) ⊂ Y вiдкрита;

- f неперервне i вiдкрите;

- V ⊂ X замкнена тодi й тiльки тодi, коли f(V ) ⊂ Y замкнена;

- f неперервне i замкнене;

- для будь-якої бази B топологiї X її образ f(B) := {f(U) | U ∈ B} –
база топологiї Y .

Доведення. Еквiвалентнiсть перших п’яти умов безпосередньо ви-
пливає з означень i попереднього зауваження (а також iз того, що для
бiєкцiї f(X \ V ) = Y \ f(V )). Доведемо еквiвалентнiсть гомеоморфностi
останнiй умовi збереження бази:

45



⇒ Отже, нехай f – гомеоморфiзм. Тодi усi елементи f(B) вiдкритi
в силу вiдкритостi f , i для будь-якої вiдкритої V ⊂ Y прообраз кожної
її точки y ∈ V належить до f−1(V ), що вiдкрита в X в силу неперервно-
стi f . Тодi iснує U ∈ B така, що f−1(y) ∈ U ⊂ f−1(V ), отже y ∈ f(U) ⊂ V ,
i f(U) ∈ f(B). Таким чином, f(B) дiйсно є базою.

⇐ Тепер нехай f зберiгає бази, i B – якась база топологiї X. Тодi
f(B) – база топологiї Y . Отже, для будь-якої вiдкритої V ⊂ Y i кожної
точки x ∈ f−1(V ) iснує U ∈ B така, що f(x) ∈ f(U) ⊂ V , тому x ∈ U ⊂
f−1(V ). Усi такi U вiдкритi, тому f−1(V ) вiдкрита. Отже, f неперервне.

Аналогiчно, для будь-якої вiдкритої W ⊂ X i кожної y ∈ f(W ) iснує
U ∈ B така, що f−1(y) ∈ U ⊂ W , тому y ∈ f(U) ⊂ f(W ). Оскiльки
усi f(U) вiдкритi як елементи бази f(B), f(W ) вiдкрита. Таким чином,
f вiдкрите, а отже є гомеоморфiзмом.

Зауваження. З попереднього доведення випливає, що для гомеомор-
фностi f достатньо, щоб воно переводило в базу топологiї Y якусь одну
базу B. Аналогiчний критерiй можна сформулювати також для баз у то-
чках. З того, що гомеоморфiзми зберiгають вiдкритi околи, випливає, що
вони також зберiгають внутрiшностi, замикання, межi, границi послiдов-
ностей i т. iн. (Сформулюйте й доведiть вiдповiднi наслiдки.) Важливим
окремим класом гомеоморфiзмiв є вкладення:

Означення 14.3. Вiдображення топологiчних просторiв f : X → Y зве-
ться вкладенням X у Y , якщо його обмеження на область значень f : X →
f(X) є гомеоморфiзмом для iндукованої топологiї на f(X).

Приклад 14.6. Якщо X ⊂ Y – пiдпростiр топологiчного простору Y , то
включення i : X → Y є вкладенням, бо його обмеження i : X → i(X) = X
є тотожним (тут обидвi копiї X мають одну й ту саму – iндуковану –
топологiю).

Зауваження. З означення випливає, що будь-яке вкладення є непе-
рервним (чому?) та iн’єктивним вiдображенням, але цi двi властивостi
не є достатнiми, як демонструє наступний приклад (пор. також з наслiд-
ком 20.4 далi).

Приклад 14.7. Вiдображення f : [0, 1) → R2, що визначене умовою
f(t) = (cos 2πt, sin 2πt), є неперервним (бо задається неперервними фун-
кцiями) та iн’єктивним, але не є вкладенням, бо напiвiнтервал [0, 1) не
гомеоморфний колу S1 = f ([0, 1)). Це буде встановлено далi у прикла-
дi 23.10 (а також випливатиме з результатiв роздiлу 20), але можна й

46



безпосередньо перевiрити, що вiдображення f : [0, 1) → S1 не є гомео-
морфiзмом, бо не є вiдкритим (зробiть це).

Зауваження. Щоб доводити негомеоморфнiсть топологiчних про-
сторiв (скажiмо, промiжкiв рiзних типiв з прикладу 14.4), нам знадобля-
ться властивостi з наступного неформального означення, що зберiгаю-
ться при гомеоморфiзмах. Тодi якщо iснує така властивiсть (iнварiант),
що виконується для простору X i не виконується для Y , то X ≁= Y .

Означення 14.4. Нехай P – якась властивiсть або характеристика,
у т. ч. числова, топологiчних просторiв така, що для будь-яких гомео-
морфних X та Y простiр X задовольняє P тодi й тiльки тодi, коли Y
задовольняє P або характеристики P просторiв X та Y рiвнi. Тодi будемо
називати P топологiчним iнварiантом.

Приклад 14.8. Поки що нам зустрiчалися наступнi топологiчнi iнварi-
анти простору (X, T ):

- Потужнiсть X (бо гомеоморфiзм є бiєкцiєю). Наприклад, жоден
скiнченний простiр негомеоморфний нескiнченному, а злiченний –
континуальному.

- Потужнiсть топологiї T (бо гомеоморфiзм встановлює бiєкцiю мiж
вiдкритими множинами в силу твердження 14.2). Наприклад, про-
стори з тривiальною i нетривiальною топологiями негомеоморфнi,
навiть якщо це одна й та сама множина.

- Друга аксiома злiченностi (це випливає з умови збереження бази
у твердженнi 14.2, бо гомеоморфiзм переводить не бiльш нiж злi-
ченну базу у не бiльш нiж злiченну базу). Наприклад, стандартна
пряма негомеоморфна прямiй Зоргенфрея.

- Перша аксiома злiченностi (з аналогiчної умови збереження бази
в точцi). Наприклад, пряма з кофiнiтною топологiєю негомеомор-
фна анi стандартнiй, анi прямiй Зоргенфрея.

- Сепарабельнiсть (бо гомеоморфiзм зберiгає як замикання, так i по-
тужностi множин). Наприклад, метричнi простори C[a, b] i ℓ∞ не-
гомеоморфнi в силу вправ 11.3 i 11.4. Зокрема, тодi з прикладу 14.2
випливає, що вони не можуть бути й бiлiпшицево еквiвалентними.

- Метризовнiсть (доведiть самостiйно i наведiть приклад).

У подальших роздiлах цей список буде доповнюватися.
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15 Топологiя прямого добутку
Продовжимо знайомство з топологiчними конструкцiями, тобто зi спосо-
бами побудови нових топологiчних просторiв з iснуючих. У нас вже був
приклад такої конструкцiї – прообраз топологiї (зокрема iндукована то-
пологiя). Нагадаємо, що прямим (декартовим) добутком скiнченної су-
купностi множин X1, . . . , Xn зветься множина усiх впорядкованих набо-
рiв, що мiстять по одному елементу кожної з цих множин:

X1 × . . .×Xn := {(x1, . . . , xn) | ∀i = 1, n xi ∈ Xi}.

Твердження 15.1. Нехай X та Y – топологiчнi простори з базами
топологiй B i C вiдповiдно. Тодi

H := {U × V |U ∈ B, V ∈ C}

є базою деякої топологiї на прямому декартовому добутку X × Y . Вiд-
носно цiєї топологiї W ⊂ X × Y вiдкрита тодi й тiльки тодi, коли для
будь-якої її точки (x, y) ∈ W iснують вiдкритi U ⊂ X i V ⊂ Y такi,
що (x, y) ∈ U × V ⊂ W . Зокрема, ця топологiя однозначно визначена
топологiями X та Y (тобто не залежить вiд вибору баз B i C).

Доведення. Перевiримо виконання умов критерiю бази для систе-
ми H. Оскiльки B i C є покриттями X та Y вiдповiдно, для кожної
(x, y) ∈ X × Y iснують U ∈ B i V ∈ C такi, що x ∈ U та y ∈ V , а отже
(x, y) ∈ U × V . Таким чином, H є покриттям X × Y .

Нехай тепер U × V, Ũ × Ṽ ∈ H. Оскiльки (U × V ) ∩ (Ũ × Ṽ ) = (U ∩
Ũ) × (V ∩ Ṽ ), для будь-якої (x, y) з цього перетину маємо x ∈ U ∩ Ũ

та y ∈ V ∩ Ṽ . Оскiльки B i C – бази, iснують Û ∈ B i V̂ ∈ C, для яких
x ∈ Û ⊂ U∩Ũ та y ∈ V̂ ⊂ V ∩Ṽ . Отже, (x, y) ∈ Û×V̂ ⊂ (U×V )∩(Ũ×Ṽ ).

В силу критерiю, H дiйсно є базою деякої топологiї на X × Y . До-
ведемо тепер необхiдну та достатню умову належностi множини W цiй
топологiї. Незалежнiсть вiд вибору баз випливає звiдси, бо умова дана
в термiнах топологiй X i Y .

⇒ Отже, нехай W ⊂ X × Y вiдкрита. За визначенням бази, тодi для
будь-якої точки (x, y) ∈ W iснують такi U ∈ B i V ∈ C, що (x, y) ∈
U × V ⊂ W . Зокрема, U i V вiдкритi.

⇐ Нехай тепер для будь-якої (x, y) ∈ W iснують вiдкритi U i V , для
яких (x, y) ∈ U ×V ⊂ W . Тодi iснують Û ∈ B i V̂ ∈ C такi, що x ∈ Û ⊂ U

та y ∈ V̂ ⊂ V , а отже (x, y) ∈ Û × V̂ ⊂ U × V ⊂ W . Оскiльки усi такi
Û × V̂ ∈ H вiдкритi, W вiдкрита вiдносно топологiї X × Y з базою H.
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Означення 15.1. Топологiя на X×Y , що побудована у твердженнi 15.1,
зветься топологiєю прямого добутку, а X × Y – прямим добутком топо-
логiчних просторiв X та Y .

Вправа 15.1. Показати, що топологiя прямого добутку має властивiсть
асоцiативностi: топологiї (X×Y )×Z й X×(Y×Z) на X×Y×Z збiгаються,
тобто можна говорити однозначно про простiр X × Y × Z. Бiльш того,
це вiрно для будь-якої скiнченної кiлькостi множникiв: можна коректно
(тобто незалежно вiд розстановки дужок) визначити прямий добуток
топологiчних просторiв X1, . . . , Xn, де пiдмножина W ⊂ X1 × . . . × Xn

вiдкрита тодi й тiльки тодi, коли для будь-якої точки (x1, . . . , xn) ∈ W
iснують вiдкритi Ui ⊂ Xi для усiх i вiд 1 до n такi, що (x1, . . . , xn) ∈
U1 × . . .× Un ⊂ W .

Зауваження. У подальшому будемо за замовчуванням вважати то-
пологiю на добутку скiнченної кiлькостi топологiчних просторiв саме
такою. Аналогiчно до означення бази, з твердження 15.1 i попередньої
вправи випливає, що W ⊂ X1× . . .×Xn вiдкрита тодi й тiльки тодi, коли
її можна представити у виглядi об’єднання добуткiв вiдкритих множин
U1 × . . . × Un. Зокрема, самi цi добутки є вiдкритими i утворюють базу
даної топологiї.

Означення 15.2. Канонiчнi проєкцiї pX : X × Y → X i pY : X × Y → Y
прямого добутку на множники визначенi наступним чином: pX : (x, y) 7→
x i pY : (x, y) 7→ y.

Твердження 15.2 (Властивостi канонiчних проєкцiй). Нехай X, Y i Z –
деякi топологiчнi простори, i при цьому X × Y надiлений топологiєю
прямого добутку.

1. Вiдображення pX i pY є неперервними.

2. Топологiя прямого добутку є найслабшою на X×Y з тих, для яких
вiдображення pX i pY неперервнi.

3. Вiдображення f : Z → X × Y неперервне тодi й тiльки тодi, коли
композицiї pX ◦ f i pY ◦ f неперервнi.

4. Вiдображення pX |X×{y} : X × {y} → X та pY |{x}×Y : {x} × Y → Y
є гомеоморфiзмами для будь-яких y ∈ Y та x ∈ X вiдповiдно. Тут
X × {y} та {x} × Y розглядаються з топологiями, що iндукованi
з X × Y .
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Доведення.

1. Помiтимо, що прообраз будь-якої U ⊂ X має вигляд p−1
X (U) = U×Y

i тому вiдкритий в X × Y для вiдкритої U як добуток вiдкритих
множин (див. попереднє зауваження). Отже, pX неперервне. Ана-
логiчно для pY .

2. Ми вже знаємо з 1., що проєкцiї неперервнi у топологiї прямого
добутку. Нехай тепер T – якась iнша топологiя на X × Y , вiдносно
якої pX i pY неперервнi. Тодi для будь-яких вiдкритих U ⊂ X,
V ⊂ Y їхнiй добуток

U × V = (U × Y ) ∩ (X × V ) = p−1
X (U) ∩ p−1

Y (V ) ∈ T ,

бо це перетин вiдкритих множин. А тодi й усi елементи топологiї
прямого добутку на X × Y також належать до T як об’єднання
множин вигляду U × V . Таким чином, топологiя прямого добутку
слабша за T .

3. ⇒ Нехай f ∈ C(Z,X × Y ). Оскiльки pX ∈ C(X × Y,X) i pY ∈
C(X × Y, Y ) в силу 1., pX ◦ f ∈ C(Z,X) i pY ◦ f ∈ C(Z, Y ) як
композицiї неперервних.
⇐ Тепер нехай pX ◦ f ∈ C(Z,X) i pY ◦ f ∈ C(Z, Y ). Тодi для будь-
яких вiдкритих U ⊂ X i V ⊂ Y маємо

f−1(U × V ) = f−1((U × Y )∩ (X × V )) = f−1(U × Y )∩ f−1(X × V ) =

= f−1(p−1
X (U)) ∩ f−1(p−1

Y (V )) = (pX ◦ f)−1(U) ∩ (pY ◦ f)−1(V ),

що є вiдкритим як перетин вiдкритих. Таким чином, f ∈ C(Z,X ×
Y ), оскiльки в силу вправи 12.1, щоб довести його неперервнiсть,
достатньо показати, що усi прообрази елементiв якоїсь бази X × Y
вiдкритi.

4. Доведемо це твердження для pX (для pY аналогiчно). Зауважимо,
що вiдображення pX |X×{y} : X × {y} → X бiєктивне за побудовою
i неперервне як обмеження неперервного. Тому в силу тверджен-
ня 14.2 залишилося показати, що воно вiдкрите. Нехай W ⊂ X×{y}
вiдкрита в iндукованiй топологiї, тобто є перетином X×{y} i деякої
множини, вiдкритої вiдносно топологiї прямого добутку. В силу за-
уваження вище, це означає, що для деяких сукупностей вiдкритих
множин {Uα ⊂ X}α∈A i {Vα ⊂ Y }α∈A

W = (X × {y}) ∩

(⋃
α∈A

Uα × Vα

)
=

⋃
α∈A : y∈Vα

Uα × {y}.
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Тут об’єднання береться по усiх iндексах α ∈ A таких, що y ∈
Vα. Друга рiвнiсть тут випливає з того, що точка (x, y) мiститься
у перетинi, яким є W , тодi й тiльки тодi, коли x ∈ Uα i y ∈ Vα для
деякого iндекса α ∈ A. Тодi

pX(W ) =
⋃

α∈A : y∈Vα

Uα,

шо вiдкрита в X як об’єднання вiдкритих. Це й доводить вiдкри-
тiсть обмеження pX на X × {y}.

Зауваження. Усi цi властивостi очевидним чином узагальнюються
на будь-яку скiнченну кiлькiсть множникiв (як у вправi 15.1). Зокрема,
в узагальненнi пункта 4. гомеоморфiзмами будуть обмеження вигляду

pXi
|{x1}×...×Xi×...×{xn} : {x1} × . . .×Xi × . . .× {xn} → Xi.

Характеризацiя топологiї прямого добутку у пунктi 2. невипадково нага-
дує характеризацiю прообразу топологiї у твердженнi 12.5: це окремi ви-
падки загального поняття iнiцiальної топологiї (див. [5, с. 56-57] або [7,
с. 30-32]). Бiльш того, використовуючи цю характеризацiю, можна уза-
гальнити поняття топологiї прямого добутку зi скiнченної кiлькостi мно-
жникiв на довiльну сукупнiсть топологiчних просторiв {Xγ}γ∈Γ (т. зв.
тихонiвський добуток). Детальнiше див. [5, с. 57], [7, с. 31-32] або [14,
с. 113-114].

Приклад 15.1. Розглянемо простори Rn i Rm зi стандартними топологi-
ями та їхнiй добуток, який ототожнимо з Rn+m. Зауважимо, що у якостi
бази стандартної топологiї на Rk можна обрати сукупнiсть вiдкритих па-

ралелепiпедiв, тобто добуткiв iнтервалiв
k∏

i=1

(ai, bi). Дiйсно, вiдкритi кулi

метрики ρ∞ – куби Bε(x) =
k∏

i=1

(xi−ε, xi+ε) – мають такий вигляд i, з iн-

шого боку, кожен вiдкритий паралелепiпед можна представити у виглядi
об’єднання вiдкритих куль цiєї метрики, бо кожен з iнтервалiв (ai, bi) ра-
зом з кожною своєю точкою xi мiстить (xi − ε, xi + ε) для деякого ε > 0.
Таким чином, згiдно з твердженням 15.1, база топологiї прямого добутку
на Rn+m = Rn × Rm складається з множин вигляду

n∏
i=1

(ai, bi)×
n+m∏
i=n+1

(ai, bi) =
n+m∏
i=1

(ai, bi).
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Отже, ця топологiя на Rn+m збiгається зi стандартною. Аналогiчно для
довiльної скiнченної кiлькостi множникiв: так, Rn можна представити
у виглядi R× . . .× R︸ ︷︷ ︸

n

з топологiєю прямого добутку. Зокрема, тодi кри-

терiй неперервностi вiдображень у Rn з вправи 12.4 випливає з узагаль-
нення пункта 3. твердження 15.2 на випадок n множникiв.

Приклад 15.2. Прямий добуток кола на пряму S1 × R гомеоморфний
будь-якому круговому (або елiптичному) цилiндру в R3. Тут, як завжди,
R3 розглядається зi стандартною топологiєю, а цилiндр – з iндукованою.
Дiйсно, розглянемо круговий цилiндр A = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 = 1}.
Будь-який iнший елiптичний цилiндр в R3 можна отримати з нього афiн-
ним перетворенням, що є гомеоморфiзмом R3 на себе (приклад 14.3) i
тому iндукує гомеоморфiзм цилiндрiв згiдно з наслiдком 14.1. Розгляне-
мо f : S1 × R → A, що переводить пару ((x, y), z) з точки кола i точки
прямої у точку (x, y, z) ∈ R3. Очевидно, це бiєктивне вiдображення на A.
Згiдно з твердженням 15.1 i прикладом 9.2, базу S1×R утворюють прямi
добутки вiдкритих дуг кола на iнтервали прямої. Пiд дiєю f вони перехо-
дять у вiдкритi ”криволiнiйнi прямокутники” в A (див. iлюстрацiю вище).
З iншого боку, базу iндукованої топологiї A складають, згiдно з твердже-
нням 9.2, перетини A з елементами якоїсь бази R3. Обравши цю базу з
паралелепiпедiв, як у попередньому прикладi, бачимо, що f переводить
базу S1 × R у базу A, i тому є гомеоморфiзмом в силу твердження 14.2
(точнiше, у побудовану базу A входитимуть також пари криволiнiйних
прямокутникiв, що утворюються, коли паралелепiпед ”проштрикує” ци-
лiндр, але їх можна звiдти прибрати як об’єднання iнших елементiв ба-
зи). Iншими словами, вiдображення f : S1×R → R3 є вкладенням S1×R
у R3 з образом A. Аналогiчно, добуток кола на обмежений промiжок,
скажiмо, S1 × [a, b], гомеоморфний обмеженому цилiндру в R3 (чому?).
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Приклад 15.3. Прямий добуток T n := S1 × . . .× S1︸ ︷︷ ︸
n

зветься n-вимiрним

тором. Зокрема, T 1 = S1, а T 2 гомеоморфний круговому тору (”поверхнi
бублика”, див. рисунок нижче) в R3, тобто пiдмножинi, утворенiй обер-
танням кола навколо прямої, що лежить в площинi цього кола i не пе-
ретинається з ним. Гомеоморфiзм будується аналогiчно до попереднього
прикладу (зробiть це). Таким чином, T 2 теж вкладається у R3.

Вправа 15.2. Показати, що добуток X × Y задовольняє першiй (вiд-
повiдно, другiй) аксiомi злiченностi тодi й тiльки тодi, коли простори X
та Y задовольняють першiй (другiй) аксiомi злiченностi. Чи узагальнює-
ться це на довiльну скiнченну кiлькiсть множникiв? Чи вiрне аналогiчне
твердження для сепарабельностi (хоча б в один бiк)?

Вправа 15.3. Показати, що для будь-якого метричного простору (X, ρ)
його метрика ρ : X × X → R є неперервною функцiєю на декартовому
квадратi X ×X з прямим добутком метричних топологiй.

Вправа 15.4. Нехай (X, ρ) та (Y, σ) – метричнi простори. Чи є прямий
добуток метричних топологiй на X × Y метричною топологiєю якоїсь
метрики?

16 Фактортопологiя
Ознайомимося ще з одним прикладом топологiчної конструкцiї.

Означення 16.1. Нехай (X, T ) – топологiчний простiр, Y – деяка мно-
жина, а f : X → Y – вiдображення. Фактортопологiєю на Y , що поро-
джена f , назвемо сукупнiсть усiх таких пiдмножин Y , прообрази яких
пiд дiєю f вiдкритi у X:

S := {U ⊂ Y | f−1(U) ∈ T }.
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Твердження 16.1. Фактортопологiя є найсильнiшою топологiєю на Y
з тих, у яких f неперервне.

Доведення. Перш за все, доведемо, що S з попереднього означення –
дiйсно топологiя, перевiривши виконання аксiом.

1. Нехай {Uα}α∈A ⊂ S. Тодi f−1(Uα) ∈ T для кожного α ∈ A, тому

f−1

(⋃
α∈A

Uα

)
=
⋃
α∈A

f−1(Uα) ∈ T ,

отже
⋃
α∈A

Uα ∈ S.

2. Аналогiчно, для скiнченної сукупностi {Ui}ni=1 ⊂ S маємо f−1(Ui) ∈
T для кожного i = 1, n, тодi

f−1

(
n⋂

i=1

Ui

)
=

n⋂
i=1

f−1(Ui) ∈ T ,

i тому
n⋂

i=1

Ui ∈ S.

3. Множини ∅ i Y належать до S, оскiльки ∅ = f−1(∅) i X = f−1(Y )
належать до T .

За побудовою, прообрази вiдкритих вiдносно S множин вiдкритi, то-
му f неперервне. Нехай тепер R – якась iнша топологiя на Y така, що
f : (X, T ) → (Y,R) неперервне. Тодi для будь-якої U ∈ R ї ї прообраз
f−1(U) ∈ T , тобто U ∈ S. Таким чином, R ≺ S.

Зауваження. Ця характеризацiя фактортопологiї виглядає дуаль-
ною до характеризацiй iнiцiальних топологiй: прообразу топологiї (твер-
дження 12.5) i топологiї прямого добутку (пункт 2. твердження 15.2). У
свою чергу, фактортопологiя є частковим випадком поняття фiнальної
топологiї (див. [5, с. 60] або [7, с. 32-34]), що є дуальним до поняття
iнiцiальної топологiї.

Означення 16.2. Нехай ∼ – вiдношення еквiвалентностi на множинi X.
Клас еквiвалентностi елемента x ∈ X позначатимемо через [x], тобто
[x] = {y ∈ X | y ∼ x}. Сукупнiсть усiх попарно рiзних класiв еквiва-
лентностi назвемо фактормножиною X за ∼ i будемо позначати X/∼.
Вiдображення p : X → X/∼, що переводить кожний елемент x у його
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клас еквiвалентностi [x], будемо називати канонiчною проєкцiєю. Якщо
при цьому (X, T ) – топологiчний простiр, то фактортопологiю, що по-
роджена на X/∼ вiдображенням p, називають фактортопологiєю, що по-
роджена вiдношенням ∼, а фактормножину X/∼ з цiєю топологiєю –
факторпростором (X, T ) за ∼.

Зауваження. Таким чином, U ⊂ X/∼ вiдкрита вiдносно факторто-
пологiї тодi й тiльки тодi, коли вiдкрита в X множина

p−1(U) = {x ∈ X | [x] ∈ U} =
⋃

[x]∈U

[x],

тобто сукупнiсть усiх елементiв усiх класiв еквiвалентностi, що входять
до U . Згiдно з твердженням 16.1, канонiчна проєкцiя p є неперервним
вiдображенням.

Попереднє означення окремого випадку фактортопологiї насправдi
певним чином еквiвалентне загальному означенню фактортопологiї, що
породжена вiдображенням, якщо це вiдображення сюр’єктивне. Дiйсно,
нехай f : X → Y – деяка сюр’єкцiя. Назвемо точки x i y з X еквiвален-
тними, якщо f(x) = f(y). Це задає вiдношення еквiвалентностi ∼ на X,
класами еквiвалентностi якого є прообрази одноточкових пiдмножин Y ,
причому коректно визначене i є бiєкцiєю вiдображення φ : X/∼ → Y , що
переводить кожен клас еквiвалентностi [x] у f(x) (перевiрте це). Якщо
X – топологiчний простiр, то пiдмножина U ⊂ X/∼ є вiдкритою у сенсi
означення 16.2 тодi й тiльки тодi, коли φ(U) ⊂ Y вiдкрита у сенсi озна-
чення 16.1 (чому?), тобто φ є (канонiчно визначеним) гомеоморфiзмом
цих просторiв у силу твердження 14.2. Далi ми роглядатимемо лише фа-
ктортопологiю у сенсi означення 16.2 i за замовчуванням вважатимемо,
що на фактормножинi топологiчного простору введена саме така тополо-
гiя. Узагальнимо конструкцiю, за допомогою якої вище був визначений
гомеоморфiзм φ:

Означення 16.3. Нехай X та Y – деякi множини, ∼ – вiдношення еквi-
валентностi на X, i вiдображення f : X → Y факторизовне, тобто пере-
водить еквiвалентнi точки в одну й ту саму: f(x) = f(y) для будь-яких
x ∼ y з X. Тодi визначимо факторвiдображення f/∼ : X/∼ → Y насту-
пним чином: f/∼([x]) := f(x) для будь-якого [x] ∈ X/∼.

Зауваження. Таким чином, f/∼ переводить клас еквiвалентностi
в образ довiльного його елемента. Коректнiсть цього означення випли-
ває з факторизовностi f . Iншими словами, f/∼ визначається умовою
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f = (f/∼) ◦ p. Такi рiвностi композицiй зручно представляти у вигля-
дi комутативних дiаграм, тобто орiєнтованих графiв, вершинами яких
є деякi множини, а ребрами (що позначенi стрiлочками) – вiдображе-
ння мiж ними, таких, що усi композицiї стрiлочок, що ведуть з певної
множини у якусь iншу, рiвнi. У даному випадку дiаграма

X

p

��

f

!!

X/∼
f/∼

// Y

множин та вiдображень повинна бути комутативною. Зокрема, будь-яке
вiдображення X/∼ → Y має вигляд f/∼ для деякого f : X → Y (чому?).
Наступний критерiй неперервностi таких вiдображень нагадує пункт 3.
твердження 15.2:

Твердження 16.2. Вiдображення топологiчних просторiв f : X → Y ,
що факторизовне вiдносно вiдношення еквiвалентностi ∼ на X, є непе-
рервним тодi й тiльки тодi, коли факторвiдображення f/∼ : X/∼ → Y
неперервне.

Доведення. ⇐ Якщо f/∼ ∈ C(X/∼, Y ), то f = (f/∼) ◦ p ∈ C(X, Y )
як композицiя неперервних (див. попереднє зауваження).

⇒ Нехай f ∈ C(X,Y ). Тодi для будь-якої вiдкритої V ⊂ Y множина
p−1((f/∼)

−1(V )) = f−1(V ) вiдкрита в X, а отже (f/∼)
−1(V ) вiдкрита в

X/∼ за означенням фактортопологiї. Це й означає, що f/∼ ∈ C(X/∼, Y ).

Приклад 16.1. У цьому i трьох наступних прикладах X := {(t, s) ∈
R2 | t, s ∈ [0, 1]} = [0, 1] × [0, 1] – замкнений квадрат. Топологiю на
ньому можна вводити як iндуковану стандартною топологiєю площи-
ни або як топологiю прямого добутку (чому це одне й те саме?). Перш
за все, задамо вiдношення еквiвалентностi на X умовою (0, s) ∼ (1, s)
для кожного s ∈ [0, 1], iншi точки еквiвалентнi тiльки собi. Визначимо
f : X → S1 × [0, 1] умовою f(t, s) = ((cos 2πt, sin 2πt), s). Воно неперервне
i факторизовне вiдносно ∼ (бо 2π є перiодом синуса i косинуса), тому
породжує факторвiдображення f/∼ : X/∼ → S1 × [0, 1], що неперервне
згiдно з твердженням 16.2. Бiльш того, неважко перевiрити, що вiдобра-
ження f/∼ є бiєкцiєю.

Перевiримо, що f/∼ – вiдкрите. Нехай U ∈ X/∼ вiдкрита, тодi p−1(U)
вiдкрита в X. Розглянемо довiльну точку U . Якщо ця точка – клас еквi-
валентностi з одного елемента [(t, s)] = {(t, s)} (де t ∈ (0, 1)), то в X у то-
чки (t, s) ∈ p−1(U) можна знайти вiдкритий окiл вигляду X ∩ Bε(t, s) ⊂
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p−1(U), що не мiстить точок вигляду (0, s) або (1, s). Тут Bε(t, s) =
(t− ε, t+ ε)× (s− ε, s+ ε) – вiдкрита куля метрики ρ∞. Тодi

f/∼([(t, s)]) = f(t, s) ∈ f(X ∩Bε(t, s)) ⊂ f/∼(U),

i f(X ∩ Bε(t, s)) є добутком дуги кола на промiжок [0, 1] ∩ (s − ε, s + ε),
вiдкритий у [0, 1], тобто є вiдкритим околом f/∼([(t, s)]) у S1 × [0, 1].
Отже, f/∼([(t, s)]) – внутрiшня точка f/∼(U).

Тепер розглянемо точку U , що є класом еквiвалентностi з двох еле-
ментiв: [(0, s)] = {(0, s), (1, s)}. Обидвi цi точки входять у вiдкриту p−1(U)
з деякими околами: (0, s) ∈ X∩Bε0(0, s) ⊂ p−1(U) i (1, s) ∈ X∩Bε1(1, s) ⊂
p−1(U). Покладемо ε := min{ε0, ε1}. Тодi f(X ∩ (Bε(0, s) ∪ Bε(1, s))), що
утвориться склеюванням двох околiв, знову буде добутком дуги кола на
вiдкритий (в iндукованiй топологiї [0, 1]) промiжок i утворюватиме вiд-
критий окiл f/∼([(0, s)]) у S1× [0, 1], як показано на наступнiй iлюстрацiї
злiва зверху.

Оскiльки

f/∼([(0, s)]) = f(0, s) ∈ f(X ∩ (Bε(0, s) ∪Bε(1, s))) ⊂ f/∼(U),

f/∼([(0, s)]) теж буде внутрiшньою точкою f/∼(U). Таким чином, f/∼(U)
вiдкрита. Тому f/∼ дiйсно вiдкрите, а отже є гомеоморфiзмом згiдно
з твердженням 14.2. Ми встановили, що X/∼ ∼= S1 × [0, 1].

З iншого боку, добуток S1× [0, 1] гомеоморфний замкненому обмеже-
ному елiптичному цилiндру в R3, наприклад, множинi {(x, y, z) | x2+y2 =
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1, z ∈ [0, 1]}. Це доводиться аналогiчно до прикладу 15.2: просто перево-
димо пару ((x, y), z) у точку (x, y, z) цилiндра. Отже, склеюючи (тобто
ототожнюючи) точки протилежних сторiн квадрата за допомогою фа-
кторизацiї, отримуємо цилiндр, як на рисунку вище.

Приклад 16.2. Для того ж X нехай (0, s) ∼ (1, 1 − s) для кожного
s ∈ [0, 1], iншi точки еквiвалентнi тiльки собi. Аналогiчно до попередньо-
го прикладу, будуємо пiдмножину R3, що гомеоморфна X/∼, склеюючи
точки протилежних сторiн квадрата, але тепер перед склеюванням по-
трiбно зробити напiвобертання, що вiдповiдає симетрiї вiдносно центру
квадрата. Це проiлюстровано вище. Простiр X/∼, що при цьому утворю-
ється, зветься (замкненим) листом Мебiуса, або стрiчкою Мебiуса.

Приклад 16.3. Тепер нехай (0, s) ∼ (1, s) для кожного s ∈ [0, 1], (t, 0) ∼
(t, 1) для кожного t ∈ [0, 1], iншi (внутрiшнi) точки еквiвалентнi тiльки
собi. Зауважимо, що тут чотири точки (0, 0), (0, 1), (1, 0) i (1, 1) еквiва-
лентнi, а iншi точки межi квадрата ототожнюються по двi.
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Аналогiчно до прикладу 16.1, можна побудувати вiдображення f : X →
S1 × S1:

f(t, s) = ((cos 2πt, sin 2πt), (cos 2πs, sin 2πs)) ,

що факторизується у гомеоморфiзм f/∼ : X/∼ → S1×S1 = T 2 (перевiрте
це; зауважимо, що окiл для вершин квадрата треба будувати з чотирьох
частин), тобто X/∼ гомеоморфний двовимiрному тору. Вiн, у свою чергу,
гомеоморфний поверхнi бублика в R3 (див. приклад 15.3). Рисунок вище
дає уявлення, як отримати з квадрата цю поверхню: спочатку склеюємо
квадрат у цилiндр, а потiм приклеюємо його кiнцi один до одного.

Приклад 16.4. Нарештi, нехай (0, s) ∼ (1, s) для кожного s ∈ [0, 1],
(t, 0) ∼ (1 − t, 1) для кожного t ∈ [0, 1], внутрiшнi точки квадрата еквi-
валентнi тiльки собi. Тут знову вершини квадрата еквiвалентнi, а iншi
точки межi квадрата склеюються по двi. Iнтуїтивне уявлення про простiр
X/∼ можна отримати з iлюстрацiї нижче за аналогiєю з тором: тепер пе-
ред склеюванням кiнцiв цилiндра необхiдно його вивернути. Зауважимо,
що з цiєї причини умовне зображення цього простору у виглядi поверх-
нi має самоперетини. Насправдi вiн не вкладається у R3, на вiдмiну вiд
просторiв з попереднiх трьох прикладiв, тобто не iснує множини Y ⊂ R3

з iндукованою топологiєю, що гомеоморфна X/∼. Втiм, така множина
iснує у R4. Доведення цих фактiв виходить за межi даного курсу. Про-
стiр X/∼ зветься пляшкою Клейна й iнколи позначається K2.

Зауваження. У подальшому площину R2, у якiй лежить стандартне
коло S1, будемо ототожнювати з комплексною площиною C. Тодi S1 ото-
тожниться з множиною комплексних чисел модуля 1. Тому, наприклад,
вiдображення f з прикладу 16.3 можна записати у бiльш компактнiй
формi f(t, s) = (e2πit, e2πis) в силу формули Ейлера eit = cos t+ i sin t.
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Приклад 16.5. Нехай A – пiдмножина топологiчного простору X. Вве-
демо вiдношення еквiвалентностi ∼ на X наступним чином: усi точки A
еквiвалентнi, усi iншi еквiвалентнi тiльки собi. Тодi факторпростiр X/∼
позначається X/A й iнколи зветься факторпростором X за A. Iнтуїтивно
ця факторизацiя вiдповiдає стягуванню множини A в одну точку. На-
приклад, [0, 1]/{0,1} ∼= S1: склеюючи кiнцi вiдрiзка, отримуємо коло. Це
доводиться як у прикладi 16.1 (тiльки простiше) за допомогою вiдобра-
ження f : [0, 1] → S1: f(t) = e2πit. Узагальнимо це спостереження:

Вправа 16.1. Далi будемо позначати через Dn := D1(0) ⊂ Rn евклiдову
замкнену кулю радiуса 1 з центром у початку координат. Очевидно, при
n ⩾ 1 межею цiєї кулi буде Sn−1 ⊂ Dn. Показати, що Dn/Sn−1

∼= Sn.

17 Суми, склеювання i букети
Нехай X та Y – деякi множини. Якщо вони є пiдмножинами якоїсь мно-
жини Z i не перетинаються там, то можемо розглянути їх диз’юнктне
об’єднання X ⊔ Y . Якщо вони перетинаються, можна доповнити їх еле-
менти ”мiтками”, тобто замiнити X та Y на {(x, 0) | x ∈ X} та {(y, 1) | y ∈
Y } вiдповiдно та розглянути об’єднання цих нових множин, що гаранто-
вано буде диз’юнктним. Аналогiчно, для сiм’ї {Xγ}γ∈Γ довiльних множин
(у тому числi й таких, що не включаються у спiльну множину) можемо
визначити їх формальне диз’юнктне об’єднання наступним чином:⊔

γ∈Γ

Xγ := {(x, γ) | γ ∈ Γ, x ∈ Xγ}.

Далi пiд диз’юнктним об’єднанням множин будемо розумiти саме цю
конструкцiю. Якщо цi множини надiленi топологiями, то топологiю їхньо-
го диз’юнктного об’єднання будуватимемо наступним чином:

Означення 17.1. Топологiчною сумою сукупностi топологiчних просто-
рiв {(Xγ, Tγ)}γ∈Γ називається множина

⊔
γ∈Γ

Xγ з топологiєю

T :=

{⊔
γ∈Γ

Uγ

∣∣∣∣∣ ∀ γ ∈ Γ Uγ ∈ Tγ

}
.

Вправа 17.1. Перевiрити, що T з попереднього означення дiйсно є то-
пологiєю. Бiльш того, це найсильнiша топологiя на

⊔
γ∈Γ

Xγ з тих, у яких

включення
iγ : Xγ →

⊔
γ∈Γ

Xγ : x 7→ (x, γ)
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для усiх γ ∈ Γ неперервнi (бiльш того, це вкладення). Таким чином, це
ще один (разом з фактортопологiєю) приклад фiнальної топологiї.

Означення 17.2. Нехай X та Y – топологiчнi простори, A ⊂ X, i вiд-
ображення f : A → Y неперервне (вiдносно iндукованої топологiї A).
Тодi склеюванням просторiв X та Y за f називається факторпростiр
X∪f Y := (X⊔Y )/∼, де еквiвалентнiсть ∼ визначається умовою x ∼ f(x)
для кожної x ∈ A, а iншi точки еквiвалентнi лише собi.

Приклад 17.1. Нехай f = y0 – постiйне вiдображення з A ⊂ X у одно-
точковий простiр Y = {y0}. Тодi X ∪f Y – це результат ототожнення усiх
точок A з точкою y0, що гомеоморфний X/A з прикладу 16.5 (чому?).
Так, S1 – це результат склеювання кiнцiв вiдрiзка [0, 1] з точкою (або, як
ще кажуть, приклеювання точки до кiнцiв цього вiдрiзка).

Означення 17.3. Букетом топологiчних просторiв X та Y з вiдмiчени-
ми точками x ∈ X та y ∈ Y зветься простiр (X, x) ∨ (Y, y) := X ∪f Y , де
f : A → Y визначене умовами A = {x} i f(x) = y.

Приклад 17.2. Тобто ми склеюємо вiдмiченi точки. Нижче зображенi
рiзнi букети вiдрiзка i кола, що залежать вiд вибору точки вiдрiзка:

Поняття букета також природним чином узагальнюється на довiльну
сiм’ю просторiв:

Означення 17.4. Букетом сукупностi топологiчних просторiв iз вiдмi-
ченими точками {(Xγ, xγ)}γ∈Γ зветься факторпростiр

∨
γ∈Γ

(Xγ, xγ) :=

(⊔
γ∈Γ

Xγ

)/
∼
,

де вiдношення еквiвалентностi ∼ визначається умовою xγ ∼ xδ для будь-
яких γ, δ ∈ Γ, iншi точки еквiвалентнi лише собi.

Вправа 17.2. Показати, що букет скiнченної сукупностi кiл S1 не зале-
жить (з точнiстю до гомеоморфiзма) вiд вибору вiдмiчених точок. Тому
букет n кiл позначається просто S1 ∨ . . . ∨ S1︸ ︷︷ ︸

n

. Наприклад, при n = 2 це

”вiсiмка” (див. наступну iлюстрацiю).
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З iншими топологiчними конструкцiями, що будуються за допомогою
факторизацiї, можна ознайомитися у [10, с. 8-14].

18 Дiя групи на множинi. Простiр орбiт
Розглянемо тепер ще один важливий клас факторпросторiв. Для цьо-
го знадобляться деякi базовi поняття та приклади з теорiї груп, якi за
необхiдностi можна знайти у доповненнi (зокрема, означення A.1 та при-
клади пiсля нього). Як i там, у цьому параграфi, якщо не вказане iнше,
для груп будуть використовуватися мультиплiкативнi позначення, тобто
групова операцiя виглядатиме як множення.

Означення 18.1. Нехай G – деяка група, а X – множина. (Лiвою) дi-
єю G на X зветься вiдображення λ : G × X → X, що переводить пару
(a, x) з елемента групи i елемента множини у λ(a, x) = a · x ∈ X (позна-
чення з точкою будемо використовувати, коли зрозумiло, про яку саме
дiю йдеться) таке, що:

1. e · x = x для будь-якого x ∈ X, де e – нейтральний елемент (одини-
ця) G.

2. a · (b · x) = (ab) · x для будь-яких a, b ∈ G i x ∈ X.

Означення 18.2. Дiя називається:

- ефективною, якщо для будь-якого e ̸= a ∈ G iснує x ∈ X такий, що
a · x ̸= x;

- вiльною, якщо a · x ̸= x для будь-яких e ̸= a ∈ G i x ∈ X;

- транзитивною, якщо для будь-яких x, y ∈ X iснує a ∈ G такий,
що a · x = y.

Орбiтою елемента x ∈ X зветься G · x := {a · x | a ∈ G}.

Зауваження. Очевидно, вiльнi дiї є ефективними. Транзитивнiсть
дiї еквiвалентна тому, що вся множина X є орбiтою будь-якого її еле-
мента: X = G · x. Зв’язок з поняттям фактормножини стає зрозумiлим,
коли ми помiтимо, що орбiти дiї – це класи деякого вiдношення еквiва-
лентностi:
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Твердження 18.1. Нехай група G дiє на X. Введемо вiдношення ∼
на X: x ∼ y, якщо y ∈ G · x. Тодi це вiдношення еквiвалентностi, при-
чому класом еквiвалентностi x ∈ X є G · x.

Доведення. Iншими словами, x ∼ y тодi й тiльки тодi, коли iснує
a ∈ G такий, що y = a · x Перевiримо виконання умов еквiвалентностi:

- Для будь-якого x ∈ X за умовою 1. означення дiї x = e · x, тому
x ∼ x.

- Нехай x ∼ y, тобто y = a · x для деякого a ∈ G. Дiючи на обидвi
частини цiєї рiвностi оберненим елементом a−1, з умов означення
дiї отримуємо, що

a−1 · y = a−1 · (a · x) = (a−1a) · x = e · x = x,

тому y ∼ x.

- Якщо x ∼ y i y ∼ z, тобто y = a · x i z = b · y для деяких a, b ∈ G,
то за умовою 2. означення дiї z = b · (a · x) = (ba) · x, тому x ∼ z.

Орбiти тодi є класами еквiвалентностi за побудовою цього вiдношення.

Означення 18.3. Нехай група G дiє на X, а ∼ – вiдношення еквiва-
лентностi з попереднього твердження. Тодi фактормножина X/∼, тобто
множина усiх попарно рiзних орбiт дiї, називається множиною орбiт X
за (дiєю) G i позначається X/G. Якщо X – топологiчний простiр, то X/G
з фактортопологiєю зветься простором орбiт.

Зауваження. Бiльш коректним для лiвої дiї було б позначення G\X,
але у нас всi дiї такi, тому немає сенсу робити розрiзнення. У означеннi
правої дiї умова 2. замiнюється на (x · a) · b = x · (ab).

Приклад 18.1. Нехай X = Rn (зi стандартною топологiєю; тут i далi
до кiнця роздiлу n ⩾ 1), а G = GL(n,R) – повна лiнiйна група, що скла-
дається з усiх невироджених (n× n)-матриць з дiйсними коефiцiєнтами.
Операцiя на цiй групi – це матричний добуток, а нейтральний елемент –
одинична матриця E. Дiя визначається умовою A · x := Ax для матрицi
A ∈ GL(n,R) i точки x ∈ Rn, яку ми вважаємо вектором-стовпчиком.
Умови означення дiї випливають з властивостей матричного добутку.
Ця дiя є ефективною, але не вiльною (перевiрте це). Орбiта точки x має
вигляд {0} для x = 0 i Rn\{0} для x ̸= 0 (чому?), зокрема, дiя не тран-
зитивна. Тобто Rn/GL(n,R) = {GL(n,R) · 0,GL(n,R) · x0} (для довiльної
x0 ̸= 0), а фактортопологiя виявляється топологiєю зв’язної двокрапки{
∅,Rn/GL(n,R), {GL(n,R) · x0}

}
, бо Rn\{0} вiдкрита в Rn, а {0} – нi.
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Приклад 18.2. Для того ж X = Rn розглянемо ортогональну групу
G = O(n). Це пiдгрупа (див. означення A.3) GL(n,R), що складається
з усiх ортогональних матриць A, тобто таких, що AAT = ATA = E, де
(·)T – матричне транспонування. Якщо елементи GL(n,R) вiдповiдають
довiльним невиродженим операторам на Rn, то цi матрицi – iзометрiям
евклiдової метрики, що зберiгають початок координат. Дiя визначається
як у попередньому прикладi. Вона є ефективною, не вiльною (чому?)
i не транзитивною: орбiта точки x ∈ Rn має вигляд O(n) · x = S|x|(0),
тобто є евклiдовою сферою з центром у 0 i радiусом |x|, якщо допустити
також сфери радiуса 0, що складаються лише з центра (перевiрте це).
При n = 2 i 3 цi орбiти можна побачити на наступному рисунку:

Зокрема, при n = 2 цей приклад пояснює походження поняття ”орбi-
та”. Простiр орбiт Rn/O(n) гомеоморфний променю [0,+∞) ⊂ R (з iнду-
кованої топологiєю). Дiйсно, розглянемо вiдображення f : Rn → [0,+∞):
x 7→ |x|. Воно переводить кожну орбiту в одну точку, тобто фактори-
зується у бiєкцiю Rn/O(n) → [0,+∞). Зауважимо, що у якостi бази фа-
ктортопологii можна обрати множини сфер, радiуси яких мiстяться у iн-
тервалах (a, b) або напiвiнтервалах [0, c) (чому?). Прообрази цих множин
в Rn – це вiдкритi сферичнi кiльця Bb(0) \Da(0) i кулi Bc(0) вiдповiдно,
що зображенi злiва на попереднiй iлюстрацiї для випадку n = 2. Оскiль-
ки факторизоване f переводить цi множини у промiжки (a, b) i [0, c)
вiдповiдно, що утворюють базу [0,+∞), воно є гомеоморфiзмом в силу
твердження 14.2.

Приклад 18.3. Тепер для X = Rn вiзьмемо G = Rn з операцiєю додава-
ння векторiв (див. приклад A.3) та дiєю паралельними перенесеннями:
a · x := x + a. Очевидно, це дiя, вона вiльна (зокрема ефективна), бо
x + a ̸= x при a ̸= 0, i транзитивна, бо y = x + (y − x) для будь-яких
x, y ∈ Rn. Отже, простiр орбiт Rn/Rn є одноточковим.

Приклад 18.4. Знову для X = Rn вiзьмемо групу наборiв з n цiлих
чисел G = Zn ⊂ Rn (що теж описана у прикладi A.3) з тiєю ж дiєю, що
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у попередньому прикладi. Вона так само вiльна, але вже не транзитивна,
бо орбiта довiльного елемента має вигляд т. зв. решiтки (або ґратки)
Zn · (x1, . . . , xn) = {(x1 + a1, . . . , xn + an) | a1, . . . , an ∈ Z}. Див. наступнi
iлюстрацiї для n = 1 i 2:

Визначимо вiдображення f : Rn → S1 × . . .× S1︸ ︷︷ ︸
n

= T n у n-вимiрний

тор умовою f(x1, . . . , xn) =
(
e2πix

1
, . . . , e2πix

n
)
. В силу перiодичностi три-

гонометричних функцiй, воно переводить усi точки деякої орбiти в одну
точку тора (й рiзнi орбiти – в рiзнi точки), тому факторизується у бiєкцiю
Rn/Zn → T n. Можна сказати, що f ”намотує” простiр на тор, зокрема,
пряму на коло при n = 1.

Вправа 18.1. Перевiрити, що побудоване факторвiдображення є гомео-
морфiзмом, тобто Rn/Zn ∼= T n.

Також можна спочатку встановити гомеоморфiзм Rn/Zn ∼= [0, 1]n/∼,
де [0, 1]n := [0, 1]× . . .× [0, 1]︸ ︷︷ ︸

n

– n-вимiрний куб, а вiдношення еквiвален-

тностi ∼ на ньому визначається таким чином: (x1, . . . , xn) ∼ (y1, . . . , yn),
якщо для кожного i = 1, n або xi = yi, або множина {xi, yi} = {0, 1}. Iн-
шими словами, це куб зi склеєними протилежними гранями, шо узагаль-
нює приклади 16.5 при n = 1 i 16.3 при n = 2 (див. рисунок вище справа).
Гомеоморфiзм будується як вiдображення, що переводить орбiту елемен-
та (x1, . . . , xn) у клас еквiвалентностi точки куба ({x1}, . . . , {xn}), де {·}
означає дробову частину числа. У свою чергу, [0, 1]n/∼ ∼= T n аналогiчно
до згаданих прикладiв. Виконайте всi необхiднi перевiрки самостiйно.
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Приклад 18.5. Нехай X = Rn+1 \{0} з топологiєю, що iндукована стан-
дартною, а G = R∗ := R \ {0} з операцiєю множення – мультиплiкативна
група поля дiйсних чисел з прикладу A.4, що дiє на Rn+1 \ {0} гомоте-
тiями: λ · x := λx. Ця дiя, очевидно, вiльна, але не транзитивна: орбiтою
точки x ̸= 0 є пряма, що проходить через початок координат та x (але
без самого початку координат 0):

(x1 : . . . : xn+1) := R∗ · (x1, . . . , xn+1) =
{
(λx1, . . . , λxn+1)

∣∣ λ ̸= 0
}
,

де для позначення орбiти ми традицiйно використовуємо однорiднi ко-
ординати. Вiдповiдний простiр орбiт RP n := (Rn+1 \ {0}) /R∗ зветься n-
вимiрним дiйсним проєктивним простором.

Зауважимо, що кожна пряма, що вiдповiдає точцi RP n, перетинає
стандартну n-вимiрну сферу Sn ⊂ Rn+1 у двох дiаметрально протиле-
жних точках. Це дозволяє встановити гомеоморфнiсть RP n i фактор-
простору, що утворюється з Sn ототожненням пар дiаметрально проти-
лежних точок i який також можна описати як простiр орбiт Sn/Z2 . Тут
групу Z2 з прикладу A.5 зручно представляти у виглядi {1,−1} з опе-
рацiєю множення (бо [0] 7→ 1, [1] 7→ −1 задає iзоморфiзм Z2 на {1,−1}
у сенсi означення A.2; перевiрте це) i брати дiю таку ж, як для R∗, тоб-
то нетривiальний елемент −1 просто змiнює всi точки на дiаметрально
протилежнi: (−1) · x = −x. Вiдповiдний гомеоморфiзм має вигляд

(x1 : . . . : xn+1) 7→ ±
(
x1

|x|
, . . . ,

xn+1

|x|

)
,

де вираз справа позначає пару дiаметрально протилежних точок Sn (див.
iлюстрацiю нижче).

Вправа 18.2. Показати, що це вiдображення дiйсно є гомеоморфiзмом,
тобто RP n ∼= Sn/Z2 .
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Далi будемо за потреби ототожнювати цi два простори. Зауважимо,
що RP n також можна представити у виглядi об’єднання

RP n =
{
(x1 : . . . : xn+1)

∣∣ xn+1 ̸= 0
}
⊔
{
(x1 : . . . : xn : 0)

}
.

До цих множин входять прямi, що вiдповiдно не лежать i лежать у гiпер-
площинi xn+1 = 0. Це вiдповiдає розбиттю сфери Sn на пару вiдкритих
напiвсфер i екватор, що є (n−1)-вимiрною сферою. Перша з цих пiдмно-
жин RP n гомеоморфна вiдкритiй одиничнiй кулi Bn. Вiдповiдний гомео-
морфiзм можна побудувати як факторизацiю наступного вiдображення
з Sn \ {xn+1 = 0} у Bn:

(x1, . . . , xn+1) 7→
[
(x1, . . . , xn), xn+1 > 0;
(−x1, . . . ,−xn), xn+1 < 0.

Тобто точки верхньої напiвсфери ортогонально проєктуються на вiдкри-
ту одиничну кулю у гiперплощинi xn+1 = 0, а точки нижньої – пере-
водяться у дiаметрально протилежнi точки верхньої, а потiм теж про-
єктуються. Якщо при цьому залишити на мiсцi пари точок екватора,
що ототожнюються, ми отримаємо бiєкцiю мiж факторпросторами Sn/Z2

i Dn/∼, де вiдношення еквiвалентностi ∼ на замкненiй одиничнiй ку-
лi Dn = Bn ⊔ Sn−1 ототожнює дiаметрально протилежнi точки її межi
Sn−1, при цьому точки внутрiшностi Bn еквiвалентнi лише собi.

Вправа 18.3. Показати, що побудована таким чином бiєкцiя є гомео-
морфiзмом, тобто Sn/Z2

∼= Dn/∼.

Таким чином, iснують три рiзних описи RP n як факторпростору.
Зокрема, при n = 1 (для проєктивної прямої RP 1) маємо D1 = [−1, 1],
i при склеювання кiнцiв цього вiдрiзку отримуємо коло, як у прикла-
дi 16.5: RP 1 ∼= D1/∼ ∼= S1. Ототожнюючи дiаметрально протилежнi то-
чки кола, тобто знаходячи S1/Z2 , також отримаємо S1, як показано на
рисунку вище. При n = 2 проєктивна площина RP 2 ∼= S2/Z2

∼= D2/∼ не
вкладається в R3, як i пляшка Клейна з прикладу 16.4 (але теж вкла-
дається в R4). Детальнiше про будову цього простору див., наприклад,
у [11, с. 313-321, 340-341]. Там же можна знайти пояснення використання
термiну ”проєктивний”.

Вправа 18.4. Введемо на X = [0, 1] × [0, 1] з прикладiв 16.1–16.4 вiд-
ношення еквiвалентностi наступними умовами: (0, s) ∼ (1, 1− s) для ко-
жного s ∈ [0, 1], (t, 0) ∼ (1− t, 1) для кожного t ∈ [0, 1], внутрiшнi точки
квадрата еквiвалентнi тiльки собi. Показати, що X/∼ ∼= RP 2.

Вправа 18.5. Описати n-вимiрний комплексний проєктивний простiр
CP n := (Cn+1 \ {0}) /C∗ за аналогiєю з RP n. Показати, що CP 1 ∼= S2

(пiдказка: використати стереографiчну проєкцiю з прикладу 14.5).
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19 Аксiоми вiдокремлюваностi
У цьому роздiлi ми ознайомимося з цiлою сiм’єю корисних топологiчних
iнварiантiв, що пов’язанi з вiдокремлюванням точок i множин топологi-
чних просторiв.

Означення 19.1. Говорять, що топологiчний простiр X задовольняє
аксiомi T0 (Колмогорова), або є T0-простором, якщо для будь-яких рi-
зних точок x, y ∈ X, x ̸= y, iснує вiдкритий окiл U ∋ x такий, що U ̸∋ y
або iснує вiдкритий окiл U ∋ y такий, що U ̸∋ x.

Приклад 19.1. Простiр з бiльш нiж одної точки з тривiальною (анти-
дискретною) топологiєю очевидним чином не задовольняє T0.

Вправа 19.1. Навести приклад нетривiальної топологiї на триточковiй
множинi X = {x, y, z} що не задовольняє T0.

Означення 19.2. Топологiчний простiр X задовольняє аксiомi T1, або
є T1-простором, якщо для будь-яких рiзних точок x, y ∈ X, x ̸= y, iснує
вiдкритий окiл U ∋ x такий, що U ̸∋ y.

Зауваження. Переставлючи x та y мiсцями, отримуємо, що анало-
гiчний окiл iснує й для точки y. Тому ця нова аксiома сильнiша: з T1

випливає T0, але, взагалi кажучи, не навпаки, що демонструють насту-
пнi приклади.

Приклад 19.2. Топологiя зв’язної двокрапки на двоелементнiй множинi
{∅, {x}, {x, y}} задовольняє T0, але не T1: у y немає вiдкритого околу, що
не мiстив би x, а для x таким околом є {x}.

Приклад 19.3. Дiйсна пряма R з топологiєю напiвнескiнченних iнтерва-
лiв є T0-, але не T1-простором: якщо x < y, то вiдкритий окiл (a,+∞) ∋ y
для x < a < y не мiстить x, але будь-який вiдкритий окiл x мiстить y.

Твердження 19.1. Простiр X задовольняє T1 тодi й тiльки тодi, коли
одноточкова множина {x} є замкненою для кожної x ∈ X.

Доведення. Дiйсно, замкненiсть {x} еквiвалентна вiдкритостi до-
повнення X \ {x}, тобто тому, що для будь-якої y ̸= x iснує її вiдкритий
окiл U ∋ y такий, що U ⊂ X \ {x}. Але це i є умова аксiоми T1.

Наслiдок 19.1. Простiр задовольняє T1 тодi й тiльки тодi, коли усi
його скiнченнi пiдмножини замкненi. Зокрема, кофiнiтна топологiя –
найслабша на данiй множинi з тих, що задовольняють T1.
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Доведення. Це випливає з попереднього твердження та замкненостi
скiнченних об’єднань замкнених множин. Таким чином, замкненi мно-
жини кофiнiтної топологiї на X – скiнченнi та X – мiстяться в сукупно-
стi замкнених множин будь-якої iншої T1-топологiї T , а тому кофiнiтна
топологiя слабша за T .

Означення 19.3. Топологiчний простiр X задовольняє аксiомi T2 (Ха-
усдорфа), або є хаусдорфовим простором, якщо для будь-яких рiзних
точок x, y ∈ X, x ̸= y, iснують вiдкритi околи U ∋ x i V ∋ y, що не
перетинаються: U ∩ V = ∅.

Зауваження. Очевидно, з T2 випливає T1. Але знову, взагалi кажучи,
не навпаки:

Приклад 19.4. Кофiнiтна топологiя на нескiнченнiй множинi задоволь-
няє T1 в силу наслiдку 19.1, але не T2, оскiльки будь-якi двi непорожнi
вiдкритi множини перетинаються.

Приклад 19.5. Розглянемо дiйсну пряму з ”подвоєним нулем”: X :=
(−∞, 0) ∪ {01, 02} ∪ (0,+∞). Топологiя тут складається з

- вiдкритих пiдмножин R (зi стандартною топологiєю), що не мiстять
точку 0;

- вiдкритих пiдмножин R, де точка 0 замiнена на 01;

- вiдкритих пiдмножин R, де точка 0 замiнена на 02.

Перевiрте, що це дiйсно топологiя i що вона задовольняє T1. Вона не
задовольняє T2, бо будь-якi вiдкритi околи точок 01 i 02 перетинаються.

Твердження 19.2. Будь-яка послiдовнiсть у хаусдорфовому топологi-
чному просторi має не бiльше одної границi.

Доведення. Припустимо, що у хаусдорфовому X iснує послiдовнiсть
{xn}∞n=1, що має принаймнi двi рiзних границi: xn → x i xn → y, де
x ̸= y. Тодi у цих точок iснують вiдкритi околи U ∋ x i V ∋ y, що не
перетинаються. Але за означенням границi тодi iснують такi натуральнi
N i M , що xn ∈ U для n ⩾ N та xn ∈ V для n ⩾ M , а отже xn ∈ U ∩ V
для будь-якого n ⩾ max{N,M}, протирiччя.

Зауваження. В умовi попереднього твердження аксiоми T1 було б
недостатньо, як демонструють простори з двох попереднiх прикладiв.
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Дiйсно, якщо X – нескiнченна множина з кофiнiтною топологiєю, то
будь-який вiдкритий окiл будь-якої точки x ∈ X мiстить всi елементи
будь-якої нескiнченної (тобто з нескiнченною кiлькiстю попарно рiзних
елементiв) послiдовностi {xn}∞n=1 крiм, можливо, скiнченного числа, i то-
му xn → x. У просторi ж з прикладу 19.5 точки 01 i 02 є границями
послiдовностi { 1

n
}∞n=1.

Означення 19.4. Топологiчний простiр X задовольняє аксiомi T3, якщо
для будь-якої точки x ∈ X i будь-якої замкненої множини A ⊂ X такої,
що x /∈ A, iснують вiдкритi U ∋ x i V ⊃ A, що не перетинаються: U ∩V =
∅. Простiр X зветься регулярним, якщо вiн задовольняє T1 i T3.

Зауваження. Вiдкриту множину V ⊃ A часто звуть вiдкритим око-
лом A. З аксiоми T3 не випливає жодна з попереднiх, як демонструє
тривiальна топологiя. Дiйсно, вона задовольняє T3, бо з iснування x /∈ A
для замкненої A випливає A = ∅, тому умова виконується для U = X
i V = ∅. В умовах вправи 19.1 також можна знайти приклад, який буде
задовольняти T3, але не T0, а отже не T1 i не T2 (зробiть це). Саме тому
в означеннi регулярностi виконання T1 вимагається окремо. Якщо для
точок x ̸= y регулярного простору покласти A = {y} (що є замкненою
згiдно з твердженням 19.1) в умовi аксiоми T3, то отримаємо T2. Тому
регулярнi простори хаусдорфовi. Обернене, взагалi кажучи, невiрне, бо
з T2 не випливає T3:

Приклад 19.6. Визначимо топологiю на R базою з усiх множин U
i U \ { 1

n
}∞n=1, де U вiдкрита вiдносно стандартної топологiї (перевiрте

виконання умов критерiю бази). Вона задовольняє T2, тому що сильнiша
за стандартну, i не задовольняє T3, бо множина { 1

n
}∞n=1 вiдносно неї за-

мкнена, але будь-який вiдкритий окiл цiєї множини перетинає будь-який
вiдкритий окiл точки 0 (чому?).

Твердження 19.3. Простiр X задовольняє T3 тодi й тiльки тодi, коли
для будь-яких x ∈ X i вiдкритої U ∋ x iснує вiдкрита V ∋ x така, що
V ⊂ U .

Доведення. ⇒ Отже, нехай x мiститься у вiдкритiй U . Тодi X \ U
замкнена i не мiстить x. Згiдно з аксiомою T3, iснують вiдкритi V ∋ x
i W ⊃ X \ U такi, що V

⋂
W = ∅. Але тодi V ⊂ X \W , i з монотонностi

замикання маємо
V ⊂ X \W = X \W ⊂ U,

де рiвнiсть випливає з того, що X \ W замкнена, а наступне за нею
включення – з X \ U ⊂ W .
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⇐ Тепер маємо x, що не мiститься у замкненiй A. Звiдси X \ A вiд-
крита та мiстить x. За умовою, iснує вiдкрита V ∋ x така, що V ⊂ X \A,
тобто V

⋂
A = ∅. За означенням замикання, тодi для кожної y ∈ A iснує

вiдкрита Wy ∋ y така, що Wy ∩ V = ∅. Покладемо W :=
⋃
y∈A

Wy. Це

вiдкрита множина як об’єднання вiдкритих, A ⊂ W i W ∩ V = ∅ за
побудовою. Це й означає виконання T3.

Означення 19.5. Топологiчний простiр X задовольняє аксiомi T4, якщо
для будь-яких замкнених множин, що не перетинаються, A,B ⊂ X, A ∩
B = ∅, iснують їх вiдкритi околи U ⊃ A i V ⊃ B, що не перетинаються:
U ∩ V = ∅. Простiр X називається нормальним, якщо вiн задовольняє
аксiомам T1 i T4.

Зауваження. У ситуацiї аксiоми T4 говорять, що U i V вiдокрем-
люють A вiд B (i аналогiчно в попереднiх аксiомах, коли одна чи оби-
двi множини є точками). Знову ж, небхiднiсть вимагати T1 у означеннi
нормальностi обумовлена тим, що з T4 не випливає жодна з попереднiх
аксiом. Для T0–T2 це демонструють тi ж приклади, що у попередньому
зауваженнi. Топологiя зв’язної двокрапки з прикладу 19.2 задовольняє T4

тривiальним чином, бо двох непорожнiх замкнених множин, що не пере-
тинаються, там не iснує, але не задовольняє T3, бо x не вiдокремлюється
вiд замкненої {y}. З нормальностi виводиться регулярнiсть так само, як
з регулярностi – хаусдорфовiсть. Знову-таки, обернена iмплiкацiя, взага-
лi кажучи, невiрна, що демонструє наступний приклад:

Приклад 19.7. Площиною Немицького (або Мура) зветься напiвплощи-
на X := {(x, y) ∈ R2 | y ⩾ 0}, топологiя T на якiй визначається базою
з усiх вiдкритих пiдмножин напiвплощини {y > 0} (в топологiї, що iнду-
кована стандартною R2) та всiх множин вигляду {(x, 0)}∪Bx,ε, де x ∈ R,
а Bx,ε – вiдкритий евклiдовий круг радiуса ε > 0, що дотикається до
прямої {y = 0} у точцi (x, 0). Умови критерiю бази тут неважко пере-
вiрити. Зокрема, перетин двох множин вигляду {(x, 0)} ∪ Bx,ε – це або
вiдкрита пiдмножина напiвплощини {y > 0} (коли точки дотику рiзнi),
або множина того ж вигляду (коли вони спiвпадають).

Зауважимо, що T iндукує дискретну топологiю на прямiй {y = 0}, бо
всi одноточковi множини там вiдкритi. Тому вони (й взагалi усi пiдмно-
жини цiєї прямої) є замкненими як в iндукованiй топологiї, так i у T ,
бо {y = 0} є замкненою пiдмножиною. Зокрема, площина Немицького
є T1-простором в силу твердження 19.1 (одноточковi пiдмножини напiв-
площини {y > 0}, звичайно, теж замкненi).
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Перевiримо, що T задовольняє T3, використавши твердження 19.3.
Нехай x ∈ R. Для будь-якої вiдкритої U ∋ (x, 0) за побудовою топологiї
iснує ε > 0 таке, що {(x, 0)} ∪ Bx,ε ⊂ U . Тодi для будь-якого 0 < ε′ < ε

замикання {(x, 0)} ∪Bx,ε′ = {(x, 0)}∪Dx,ε′ ⊂ {(x, 0)}∪Bx,ε ⊂ U , де Dx,ε –
замкнений евклiдовий круг радiуса ε, що дотикається до {y = 0} у (x, 0)
(див. це на наступному рисунку злiва; чому замикання має саме такий
вигляд?). Це й дає потрiбну умову. Для точок напiвплощини {y > 0}
перевiрка аналогiчна з використанням евклiдових кругових околiв (або
можна дiяти як у доведеннi твердження 19.5 нижче).

Покажемо, що T не задовольняє T4. Розглянемо пiдмножини прямої
{y = 0}: A := {(x, 0) | x ∈ R\Q} i B := {(x, 0) | x ∈ Q}. Згiдно з зауваже-
нням вище, вони замкненi вiдносно T . Нехай U ⊃ A вiдкрита. Тодi для
будь-якого x ∈ R \ Q iснує ε(x) > 0 таке, що {(x, 0)} ∪ Bx,ε(x) ⊂ U . По-
значимо An :=

{
x | ε(x) > 1

n

}
для кожного натурального n. Цi множини,

очевидно, вичерпують усi iррацiональнi числа: R = Q ⊔
(

∞⋃
n=1

An

)
.

Вправа 19.2. Показати, що пряму R зi стандартною топологiєю не мо-
жна представити у виглядi об’єднання злiченної сукупностi нiде не щiль-
них множин (пiдказка: використати лему Кошi – Кантора про вкладенi
вiдрiзки з курсу аналiза, див., наприклад, [3, с. 32-33]).

Представивши Q у виглядi злiченного об’єднання одноточкових мно-
жин, отримуємо з цiєї вправи, що An не є нiде не щiльною для деякого n,
тобто IntAn ̸= ∅ (ще раз наголосимо, що тут йдеться про стандартну то-
пологiю прямої, а не про дискретну, яку iндукує на нiй T ). Отже, An мi-
стить деякий iнтервал (a, b). Тодi Bx, 1

n
⊂ U для кожного x ∈ (R\Q)∩(a, b)

(чому це так?).
Тепер нехай V ⊃ B вiдкрита. Виберемо y ∈ Q ∩ (a, b). Знову ж, iснує

ε > 0 таке, що {(y, 0)} ∪By,ε ⊂ V . З геометричних мiркувань i щiльностi
множини iррацiональних чисел тодi випливає iснування x ∈ (R\Q)∩(a, b)
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такого, що Bx, 1
n

перетинається з By,ε, як показано на iлюстрацiї вище
справа. А тодi U ∩ V ̸= ∅. Таким чином, A i B неможливо вiдокремити.

З деякими iншими властивостями цього простору можна познайоми-
тися у [15, с. 100-103].

Твердження 19.4. Простiр X задовольняє T4 тодi й тiльки тодi, коли
для будь-яких замкненої A ⊂ X i вiдкритої U ⊃ A iснує вiдкрита V ⊃ A
така, що V ⊂ U .

Доведення. Аналогiчно до твердження 19.3 (перевiрте це).

Зауваження. Отже, маємо наступну строгу ”iєрархiю” аксiом вiд-
окремлюваностi:

нормальнiсть ⇒ регулярнiсть ⇒ T2 ⇒ T1 ⇒ T0.

Як (майже) завжди, вiдкритi околи тут можна всюди замiнiти на до-
вiльнi (у тому числi для множин: V будемо називати околом A ⊂ X,
якщо iснує вiдкрита U така, що A ⊂ U ⊂ V ) або на елементи деякої бази
(перевiрте це).

Далi наведемо цiлий клас прикладiв нормальних просторiв, показав-
ши, що усi метричнi простори нормальнi. Зокрема, з цього випливатиме,
що усi наведенi у цьому роздiлi приклади ненормальних топологiчних
просторiв не є метризовними.

Означення 19.6. Нехай (X, ρ) – метричний простiр. Вiдстанню вiд то-
чки x ∈ X до множини A ⊂ X зветься

ρ(x,A) := inf{ρ(x, y) | y ∈ A}.

Лема 19.1. Для будь-яких точок x, y метричного простору (X, ρ) i будь-
якої його пiдмножини A

|ρ(x,A)− ρ(y, A)| ⩽ ρ(x, y).

Доведення. Для будь-якої z ∈ A за нерiвнiстю трикутника

ρ(x,A) ⩽ ρ(x, z) ⩽ ρ(x, y) + ρ(y, z).

Перейшовши до iнфiмуму за z, отримуємо з цього ρ(x,A) ⩽ ρ(x, y) +
ρ(y, A), тобто ρ(x,A)−ρ(y, A) ⩽ ρ(x, y). Помiнявши мiсцями x та y, маємо
ρ(y, A)− ρ(x,A) ⩽ ρ(x, y). Цi двi нерiвностi й дають потрiбну.
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Вправа 19.3. Показати, що для будь-якої пiдмножини A метричного
простору (X, ρ)

A = {x ∈ X | ρ(x,A) = 0}.

Твердження 19.5. Метричнi простори нормальнi.

Доведення. Аксiома T1 виконується для метричного простору (X, ρ),
бо y /∈ Bρ(x,y)(x) для будь-яких x, y ∈ X, x ̸= y.

Перевiримо тепер виконання T4. Нехай A,B ⊂ X замкненi, A
⋂
B =

∅. Поклавши f(x) := ρ(x,A) − ρ(x,B), визначимо функцiю f : X → R.
Вона лiпшiцева, а отже неперервна: дiйсно, з леми 19.1 маємо для будь-
яких x, y ∈ X

|f(x)− f(y)| ⩽ |ρ(x,A)− ρ(y, A)|+ |ρ(x,B)− ρ(y,B)| ⩽ 2ρ(x, y).

Покладемо U := f−1((−∞, 0)) i V := f−1((0,+∞)). Цi множини склада-
ються з точок, що ближчi до A, нiж до B, i з точок, що ближчi до B,
нiж до A, вiдповiдно. Вони вiдкритi як прообрази вiдкритих множин пiд
дiєю неперервної функцiї, i U

⋂
V = ∅. Для будь-якої x ∈ A, очеви-

дно, ρ(x,A) = 0. При цьому ρ(x,B) > 0, бо в iншому випадку x ∈ B = B
згiдно з попередньою вправою. Тому f(x) < 0. Таким чином, A ⊂ U . Ана-
логiчно, B ⊂ V . Зауважимо, що лише тут використовується A

⋂
B = ∅,

а також замкненiсть A i B.

Наведемо ще кiлька важливих загальних властивостей аксiом вiд-
окремлюваностi.

Твердження 19.6. Аксiоми T0–T4, регулярнiсть i нормальнiсть є то-
пологiчними iнварiантами.

Доведення. Це випливає з того, що гомеоморфiзми є бiєкцiями, збе-
рiгають околи i замкненiсть множин. Тому умови аксiом просто перено-
сяться з одного з гомеоморфних просторiв на iнший.

Зауваження. Таким чином, аксiоми вiдокремлюваностi можна вико-
ристовувати для доведення негомеоморфностi. Наприклад, стандартна
пряма (нормальна в силу твердження 19.5, бо це метричний простiр),
пряма з кофiнiтною топологiєю (T1) i пряма з топологiєю напiвнескiн-
ченних iнтервалiв (T0) попарно негомеоморфнi.

Твердження 19.7. Нехай X ⊂ Y – пiдпростiр топологiчного простору.
Якщо Y задовольняє Ti, де i – вiд 0 до 3, то X також задовольняє Ti.
Якщо Y задовольняє T4 i X – замкнена пiдмножина Y , то X також
задовольняє T4.
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Доведення. Для перевiрки цього твердження у випадку аксiом T0–
T2 застосовуємо до x, y ∈ X, x ̸= y вiдповiдну аксiому Y i перетинаємо
околи U i V (якщо вiн є) з X, отримуючи околи цих точок у X.

Перевiримо твердження для T3: замкнена пiдмножина A ⊂ X має
вигляд Ã ∩ X, де Ã – замкнена в Y (чому?). З x /∈ A випливає x /∈ Ã,
тому можна застосувати аксiому T3 до x i Ã в Y та знову ж перетнути
отриманi околи U ∋ x, V ⊃ Ã з X, побудувавши таким чином околи x
i A вiдповiдно, що не перетинаються.

Нарештi, для T4 множини A i B, що замкненi у замкненому пiдпро-
сторi X, будуть замкненими й у Y . Застосуємо до них аксiому T4 для Y
i знову перетнемо отриманi околи U i V з X.

Зауваження. Тобто аксiоми вiдокремлюваностi наслiдуються, але
T4 – з додатковою умовою замкненостi пiдпростору. Ця умова є суттєвою.
Наприклад, можна побудувати топологiю на компактному поповненнi
Y = X ∪{x} площини Немицького X з прикладу 19.7 одною додатковою
точкою (т. зв. одноточковiй компактифiкацiї, див. [7, с. 92-93]), яка є
нормальною, а X – її ненормальним пiдпростором (див. деталi у [15,
с. 103]).

Вправа 19.4. Показати, що прямий добуток топологiчних просторiв
X × Y хаусдорфовий тодi й тiльки тодi, коли X та Y хаусдорфовi. Чи
узагальнюється це на довiльну скiнченну кiлькiсть множникiв? Чи вiрнi
аналогiчнi твердження для iнших аксiом вiдокремлюваностi (принаймнi
в один бiк)? Пiдказка: спробуйте показати, що пряма Зоргенфрея нор-
мальна, а ось її прямий добуток на себе (площина Зоргенфрея) є ще
одним прикладом (крiм 19.7) регулярного, але не нормального просто-
ру. Див. деталi цього та огляд iнших властивостей площини Зоргенфрея
у [15, с. 103-105].

Наступне твердження демонструє взаємодiю аксiом вiдокремлювано-
стi та злiченностi:

Твердження 19.8. Якщо простiр задовольняє T3 та другiй аксiомi
злiченностi, то вiн задовольняє T4. Зокрема, регулярний простiр з не
бiльш нiж злiченною базою є нормальним.

Доведення. Отже, нехай A i B – замкненi у даному просторi X,
A
⋂

B = ∅. З твердження 19.3, оскiльки кожна x ∈ A належить вiд-
критiй X \ B, iснує вiдкрита Ux ∋ x така, що Ux ⊂ X \ B. Аналогiчно,
для кожної y ∈ B iснує вiдкрита Vy ∋ y така, що Vy ⊂ X \ A. Множи-
ни A i B з iндукованими топологiями теж задовольняють другiй аксiомi

75



злiченностi. Тому до їхнiх вiдкритих покрить {Ux}x∈A i {Vy}y∈B можна
застосувати теорему Лiндельофа (точнiше, ми застосовуємо її до пере-
тинiв елементiв цих покрить з A i B вiдповiдно). Отримаємо вiдкритi
не бiльш нiж злiченнi пiдпокриття {Un}∞n=1 i {Vn}∞n=1 множин A i B вiд-
повiдно, причому за побудовою Un ∩B = ∅ i Vn ∩A = ∅ для будь-якого
натурального n.

Для кожного натурального n покладемо

Ũn := Un \
n⋃

i=1

Vi , Ṽn := Vn \
n⋃

i=1

Ui.

Цi множини вiдкритi i, за властивiстю покрить {Un}∞n=1 i {Vn}∞n=1, також
утворюють вiдкритi покриття A i B вiдповiдно. При цьому жодна з мно-

жин Ũn не перетинається з жодною з Ṽn. Тодi U :=
∞⋃
n=1

Ũn i V :=
∞⋃
n=1

Ṽn є

вiдкритими околами A i B вiдповiдно, що не перетинаються.

Зауваження. Далi наведемо без доведень (але з посиланнями на них
для зацiкавлених) три теореми, що пов’язанi з аксiомою T4. Зокрема, на-
ступний нетривiальний критерiй виконання цiєї аксiоми важливий тим,
що дозволяє використання дiйсних чисел з їхньою багатою структурою
для дослiдження не тiльки метричних, а й ширшого (в силу твердже-
ння 19.5) класу топологiчних просторiв, що задовольняють T4, подiбно
до того, як аксiоми злiченностi дозволяють використання натуральних.
Двi наступнi теореми виводяться з цiєї.

Теорема 19.1 (Лема Урисона). Топологiчний простiр X задовольняє
аксiомi T4 тодi й тiльки тодi, коли для будь-яких замкнених A,B ⊂ X
таких, що A ∩ B = ∅, iснує неперервна функцiя f ∈ C(X, [0, 1]) така,
що f |A = 0 i f |B = 1.

Доведення. Достатнiсть (⇐) тут можна перевiрити аналогiчно до
доведення твердження 19.5 (зробiть це), а складною частиною є необхi-
днiсть (⇒). Її доведення можна знайти у [5, с. 82-83] або у [14, с. 207-210].

Означення 19.7. Функцiю f iз формулювання леми Урисона будемо
називати функцiєю Урисона множин A i B.

Теорема 19.2 (Тiтце про продовження). Нехай топологiчний простiр X
задовольняє аксiомi T4 i A ⊂ X замкнена. Тодi для будь-якої неперервної
функцiї f ∈ C(A,R) (вiдносно iндукованої топологiї A) iснує її неперерв-
не продовження на X – функцiя f ∈ C(X,R) така, що f |A = f .
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Доведення. Див. [5, с. 86-88] або [14, с. 219-222].

Теорема 19.3 (Урисона про метризацiю). Топологiчний простiр, що за-
довольняє другiй аксiомi злiченностi, є метризовним тодi й тiльки то-
дi, коли вiн нормальний.

Доведення. Необхiднiсть (⇒) безпосередньо випливає з тверджен-
ня 19.5 (причому незалежно вiд аксiом злiченностi). Достатнiсть (⇐)
доводиться за допомогою вкладення даного простору X у деякий ме-
тричний простiр. Метрика тодi переноситься з цього образу на X. Рiзнi
побудови такого вкладення описанi у [5, с. 88-90], де воно здiйснюється
у простiр ℓ2, що був описаний у вправi 7.1, та у [14, с. 214-218], де, зокре-
ма, X вкладається у деякий тихонiвський добуток вiдрiзкiв.

Зауваження. У формулюваннi попередньої теореми часто замiсть
нормальностi використовують регулярнiсть. Дiйсно, у просторах, що за-
довольняють другiй аксiомi злiченностi, це еквiвалентнi властивостi в си-
лу твердження 19.8.

20 Компактнiсть
Компактнiсть у деякому сенсi узагальнює скiнченнiсть множини i є одним
з найважливiших топологiчних iнварiантiв.

Означення 20.1. Топологiчний простiр зветься компактним, якщо у
будь-якого його вiдкритого покриття iснує скiнченне пiдпокриття. Пiд-
множина топологiчного простору зветься компактною, або компактом,
якщо вона є компактним простором в iндукованiй топологiї.

Зауваження. Це означення нагадує посилене твердження теореми
Лiндельофа. Зауважимо, що iнколи (наприклад, у [7]) термiн ”компакт”
використовується для хаусдорфових компактних просторiв, але у нас це
просто синонiм компактної пiдмножини. Також у деяких бiльш старих
джерелах ”наша” компактнiсть зветься бiкомпактнiстю.

Твердження 20.1. Пiдмножина топологiчного простору є компактною
тодi й тiльки тодi, коли у будь-якого її вiдкритого покриття iснує
скiнченне пiдпокриття.
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Доведення. Це безпосередньо випливає з означень: за побудовою
iндукованої топологiї, будь-яке вiдкрите покриття пiдмножини K ⊂ X як
топологiчного простору має вигляд {K∩Uα}α∈A, де {Uα}α∈A – її вiдкрите
покриття як пiдмножини, i аналогiчно для скiнченних пiдпокриттiв {K∩
Uαi

}ni=1 i {Uαi
}ni=1 вiдповiдно.

Вправа 20.1. Нехай Y – пiдпростiр топологiчного простору X. Показа-
ти, що пiдмножина K ⊂ Y ⊂ X є компактною в Y тодi й тiльки тодi,
коли вона компактна в X.

Приклад 20.1. Усi скiнченнi пiдмножини будь-якого топологiчного про-
стору (зокрема, всi скiнченнi простори) компактнi. Дiйсно, якщо K =
{xi}ni=1 i {Uα}α∈A – її вiдкрите покриття, то для кожного i = 1, n iснує
αi ∈ A такий, що xi ∈ Uαi

, а тодi {Uαi
}ni=1 й буде потрiбним пiдпокриттям.

Приклад 20.2. У просторi з антидискретною топологiєю всi пiдмножи-
ни, очевидно, компактнi.

Вправа 20.2. Показати, що у просторi з кофiнiтною топологiєю всi пiд-
множини компактнi.

Приклад 20.3. У просторi з дискретною топологiєю
{
{x}
}
x∈K є вiдкри-

тим покриттям пiдмножини K, у якого не iснує нетривiального (тобто
меншого) пiдпокриття. Тому (i в силу прикладу 20.1) K компактна тодi
й тiльки тодi, коли вона скiнченна.

Приклад 20.4. Вiдрiзок [a, b] ⊂ R компактний у стандартнiй топологiї.
Це твердження леми Гейне – Бореля (або Бореля – Лебега), що вiдома
з курсу аналiза. Для повноти викладення наведемо тут доведення цього
факту. Зауважимо, що у ньому використовується лема Кошi – Кантора
про вкладенi вiдрiзки, яку, в свою чергу, можна вивести з повноти ме-
тричного простору R. Див., наприклад, її доведення у [3, с. 32-33], де
з повноти випливає iснування супремума (як саме?).

Твердження 20.2 (Лема Гейне – Бореля). Будь-який вiдрiзок [a, b] у дiй-
снiй прямiй зi стандартною топологiєю є компактним.

Доведення. Припустимо, що у I1 := [a, b] iснує вiкрите покриття
{Uα}α∈A, що не має скiнченного пiдпокриття. Тодi воно не матиме скiн-
ченного пiдпокриття i як покриття принаймнi одного з вiдрiзкiв

[
a, a+b

2

]
та
[
a+b
2
, b
]
, який позначимо через I2. Аналогiчним чином роздiливши I2

навпiл, отримаємо вiдрiзок I3 з тiєю ж властивiстю. Iтеруючи, отримає-
мо незростаючу послiдовнiсть I1 ⊃ I2 ⊃ . . . ⊃ In ⊃ In+1 ⊃ . . . вiдрiзкiв,

78



довжини яких прямують до нуля. За лемою Кошi – Кантора тодi у них

iснує спiльна точка c ∈
∞⋂
n=1

In. Нехай iндекс α ∈ A такий, що c ∈ Uα. Обе-

ремо ε > 0 таке, що (c− ε, c+ ε) ⊂ Uα, i n таке, що довжина вiдрiзку In
менша за ε. Тодi, оскiльки c ∈ In, In ⊂ (c − ε, c + ε) ⊂ Uα, тобто {Uα} –
скiнченне пiдпокриття вiдрiзку In, протирiччя.

Вправа 20.3. Довести теорему Кантора, що в деякому сенсi узагаль-
нює лему Кошi – Кантора: будь-яка незростаюча послiдовнiсть K1 ⊃
K2 ⊃ . . . ⊃ Kn ⊃ Kn+1 ⊃ . . . замкнених компактних непорожнiх пiдмно-

жин топологiчного простору має непорожнiй перетин:
∞⋂
n=1

Kn ̸= ∅.

Приклад 20.5. Сама пряма R не є компактним простором, бо, напри-
клад, її вiдкрите покриття {(n− 1, n+ 1)}n∈Z не має нетривiального пiд-
покриття. Всi iнтервали та напiвiнтервали в R також некомпактнi: так,
для iнтервала (a, b) це демонструє покриття

{(
a, b− 1

n

)}∞
n=n0

, що не має
скiнченного пiдпокриття (перевiрте це для iнших типiв iнтервалiв та на-
пiвiнтервалiв).

Твердження 20.3. Нехай f : X → Y – неперервне вiдображення топо-
логiчних просторiв, а X компактний. Тодi f(X) ⊂ Y компактна.

Доведення. Нехай {Uα}α∈A – якесь вiдкрите покриття множини f(X)
у просторi Y . Прообрази його елементiв утворюють вiдкрите покриття
{f−1(Uα)}α∈A простору X в силу неперервностi f , а отже iснує його скiн-
ченне пiдпокриття {f−1(Uαi

)}ni=1. Тодi {Uαi
}ni=1 – скiнченне пiдпокриття

для f(X).

Наслiдок 20.1. Компактнiсть є топологiчним iнварiантом.

Доведення. Дiйсно, якщо f : X → Y – гомеоморфiзм, то Y = f(X)
та X = f−1(Y ), де f i f−1 неперервнi. Тому X та Y одночасно або ком-
пактнi, або некомпактнi.

Зауваження. Отже, компактнiсть можна використовувати для до-
ведення негомеоморфностi. Так, в силу встановленого вище у прикла-
дах 20.4 i 20.5, жоден вiдрiзок [a, b] ⊂ R не може бути гомеоморфним
жодному iнтервалу або напiвiнтервалу.

Наслiдок 20.2. Факторпростiр компактного простору (за вiдношен-
ням еквiвалентностi) є компактним.
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Доведення. Дiйсно, X/∼ = p(X), де канонiчна проєкцiя p є непе-
рервним вiдображенням.

Приклад 20.6. Коло S1 ∼= [0, 1]/∼ (див. приклад 16.5) компактне в силу
попереднiх двох наслiдкiв, бо вiдрiзок [0, 1] компактний згiдно з твердже-
нням 20.2.

Теорема 20.1 (Компактнiсть прямого добутку). Прямий добуток то-
пологiчних просторiв X×Y компактний тодi й тiльки тодi, коли про-
стори X та Y компактнi.

Доведення. ⇒ Нехай X × Y компактний. Згадаємо, що канонiчнi
проєкцiї неперервнi: pX ∈ C(X×Y,X) i pY ∈ C(X×Y, Y ) в силу пункта 1.
твердження 15.2. Отже, X = pX(X × Y ) i Y = pY (X × Y ) компактнi за
твердженням 20.3.

⇐ Нехай X та Y – компактнi простори, а U – вiдкрите покриття X×Y .
За побудовою топологiї прямого добутку, кожна множина системи U має
вигляд

⋃
γ∈Γ

Uγ × Vγ, де Uγ i Vγ вiдкритi в X i Y вiдповiдно. Замiнимо

в U кожну таку множину на набiр множин Uγ × Vγ. Отримаємо нову
сукупнiсть Ũ = {Uα×Vα}α∈A, яка також є вiдкритим покриттям простору
X × Y , i кожна її множина є пiдмножиною якоїсь множини з U (у таких
випадках кажуть, що покриття Ũ вписане в U).

Нехай x ∈ X – довiльна точка. Тодi {x} × Y ∼= Y згiдно з пунктом 4.
твердження 15.2, отже {x} × Y – компакт в X × Y за наслiдком 20.1.
При цьому Ũ є, зокрема, вiдкритим покриттям {x} × Y ⊂ X × Y . Отже,
з нього можна видiлити скiнченне пiдпокриття {Ux,i × Vx,i}nx

i=1. Можемо
вважати, що (Ux,i × Vx,i) ∩ ({x} × Y ) ̸= ∅ для кожного i = 1, nx (для
цього просто викинемо з пiдпокриття елементи, що не перетинаються
з множиною). Тодi x ∈ Ux,i для кожного i, тому вiдкрита множина Ux :=
nx⋂
i=1

Ux,i мiстить x, вiдкрита смуга Ux×Y включає {x}×Y , i {Ux,i×Vx,i}nx
i=1 –

вiдкрите покриття смуги Ux × Y .
Повторивши цю побудову для кожної x ∈ X, отримаємо вiдкрите

покриття {Ux}x∈X компактного простору X. У нього iснує скiнченне пiд-
покриття {Uxj

}mj=1. Тодi

Û :=
{
Uxj ,i × Vxj ,i

}
i=1,nxj , j=1,m

буде покриттям X × Y (тобто пiдпокриттям Ũ). Справдi, для кожної
точки (x, y) ∈ X × Y iснує j таке, що x ∈ Uxj

. Оскiльки тодi {Uxj ,i ×
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Vxj ,i}
nxj

i=1 – покриття Uxj
× Y ⊃ {x} × Y за побудовою вище, одна з цих

множин мiстить (x, y).
Кожна множина з Û , що вiдповiдає iндексам i = 1, nxj

, j = 1,m,
належить до Ũ , отже є пiдмножиною якоїсь множини Wij ∈ U . Тодi
сукупнiсть {Wij} є вiдкритим скiнченним покриттям X × Y , що є пiдпо-
криттям U . Таким чином, X × Y компактний.

Зауваження. Ця теорема очевидним чином узагальнюється за iнду-
кцiєю: добуток просторiв X1 × . . . × Xn компактний тодi й тiльки тодi,
коли X1, . . . , Xn компактнi. Бiльш того, вона залишається вiрною й для
тихонiвського добутку довiльної сукупностi просторiв. Це її узагальнен-
ня зветься теоремою Тихонова про компактнiсть. Її доведення можна
знайти у [14, с. 230-237].

Приклад 20.7. З цiєї теореми випливає, зокрема, що замкненi пара-
лелепiпеди [a1, b1] × . . . × [an, bn] компактнi в Rn = R× . . .× R︸ ︷︷ ︸

n

в силу

твердження 20.2, при цьому сам простiр Rn не є компактним в силу при-
кладу 20.5 (див. також теорему 22.2 нижче).

Приклад 20.8. Аналогiчно, n-вимiрний тор T n = S1 × . . .× S1︸ ︷︷ ︸
n

компа-

ктний, бо коло S1 компактне (приклад 20.6).

Зауваження. Приклади 20.4 i 20.5 демонструють, зокрема, що у за-
гальному випадку компактнiсть не зберiгається при переходi до пiдмно-
жини (не наслiдується). Але це так для замкнених множин:

Твердження 20.4. Будь-яка замкнена пiдмножина компактного то-
пологiчного простору компактна.

Доведення. Отже, нехай простiр X компактний, K ⊂ X замкнена,
i U – вiдкрите покриття K. Тодi U ∪ {X \K} – вiдкрите покриття X.
Видiлимо з нього скiнченне пiдпокриття та викинемо з цього пiдпокриття
множину X \ K (якщо вона там є). Отримаємо покриття множини K,
що є скiнченним пiдпокриттям U .

Далi опишемо зв’язок компактностi з аксiомами вiдокремлюваностi.

Твердження 20.5. Будь-яка компактна пiдмножина хаусдорфового то-
пологiчного простору замкнена.
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Доведення. Нехай пiдмножина K простору X компактна, а x /∈ K.
В силу хаусдорфовостi X, для будь-якої y ∈ K iснують вiдкритi Uy ∋ x
i Vy ∋ y такi, що Uy ∩ Vy = ∅. Тодi {Vy}y∈K – вiдкрите покриття K,

у якого iснує скiнченне пiдпокриття {Vyi}ni=1. Покладемо U :=
n⋂

i=1

Uyi . Це

вiдкритий окiл x, i U∩K = ∅ за його побудовою. Отже, довiльна точка x
множини X \K є внутрiшньою, тобто K замкнена.

Зауваження. У нехаусдорфових просторах компактнi пiдмножини
можуть бути незамкненими: див. приклад 20.2 або вправу 20.2.

Наслiдок 20.3. Нехай f : X → Y – бiєктивне неперервне вiдображення
топологiчних просторiв, X компактний, а Y хаусдорфовий. Тодi f –
гомеоморфiзм.

Доведення. Згiдно з твердженням 14.2, нам залишилося перевiрити
вiдкритiсть f . Дiйсно, нехай U ⊂ X вiдкрита. Тодi X\U замкнена. В силу
твердження 20.4, X\U – компакт. В силу твердження 20.3, Y \ f(U) =
f(X \U) – компакт. Нарештi, в силу твердження 20.5, Y \f(U) замкнена.
Отже, f(U) вiдкрита.

Наслiдок 20.4. Нехай f : X → Y – iн’єктивне неперервне вiдображен-
ня топологiчних просторiв, X компактний, а Y хаусдорфовий. Тодi f –
вкладення.

Доведення. Достатньо застосувати попереднiй наслiдок до бiєктив-
ного обмеження f : X → f(X), де простiр f(X) є хаусдорфовим в силу
твердження 19.7.

Твердження 20.6. Якщо топологiчний простiр хаусдорфовий i компа-
ктний, то вiн нормальний.

Доведення. Оскiльки даний простiр X задовольняє аксiомi T2 (а от-
же й T1), для доведення нормальностi достатньо перевiрити виконання
аксiоми T4. Нехай A,B ⊂ X – замкненi, A ∩ B = ∅. Згiдно з тверджен-
ням 20.4, A i B компактнi. В силу хаусдорфовостi X, для будь-яких x ∈ A
та y ∈ B iснують вiдкритi Ux,y ∋ x i Vx,y ∋ y такi, що Ux,y ∩ Vx,y = ∅.

Розглянемо довiльну x ∈ A. Тодi маємо {Vx,y}y∈B – вiдкрите покри-
ття компактної B, тому у нього iснує скiнченне пiдпокриття {Vx,yi}nx

i=1.
Покладемо

Ux :=
nx⋂
i=1

Ux,yi ; Vx :=
nx⋃
i=1

Vx,yi .
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Цi множини вiдкритi, Ux ∩ Vx = ∅ (бо Ux,yi ∩ Vx,yi = ∅ для будь-якого i),
i за побудовою x ∈ Ux, B ⊂ Vx.

Отже, {Ux}x∈A є вiдкритим покриттям компактної A. У нього iснує
скiнченне пiдпокриття {Uxi

}mi=1. Вiзьмемо

U :=
m⋃
i=1

Uxi
; V :=

m⋂
i=1

Vxi
.

Знову ж, U i V вiдкритi, U ∩ V = ∅ (бо Uxi
∩ Vxi

= ∅ для кожного i),
i A ⊂ U , B ⊂ V за побудовою. Це й демонструє виконання T4.

Зауваження. Вiдмiтимо, що у другому абзацi попереднього доведе-
ння ми доводимо регулярнiсть даного простору (тобто виконання T3),
а у третьому – виводимо з неї нормальнiсть.

Iнформацiю про два корисних узагальнення компактностi – локаль-
ну компактнiсть i паракомпактнiсть – разом з посиланнями на детальнi
викладення вiдповiдного матерiалу можна знайти у [5, с. 95-96].

21 Секвенцiйна компактнiсть
В аналiзi часто використовується варiант компактностi, що формулює-
ться у термiнах послiдовностей. У цьому роздiлi ми з’ясуємо зв’язок мiж
цими поняттями, почавши з допомiжних мiркувань.

Означення 21.1. Нехай X – топологiчний простiр. Точка x ∈ X зветься
точкою накопичення пiдмножини A ⊂ X, якщо для будь-якої вiдкритої
U ∋ x перетин U ∩ A нескiнченний.

Зауваження. Точки накопичення множини є її граничними точками,
бо у попередньому означеннi усi перетини U∩A залишаться непорожнiми,
якщо з них викинути x.

Твердження 21.1. Будь-яка нескiнченна пiдмножина компактного то-
пологiчного простору має точку накопичення.

Доведення. Нехай X компактний i A ⊂ X нескiнченна. Припустимо,
що жодна точка x ∈ X не є точкою накопичення A, тобто iснує вiдкрита
Ux ∋ x така, що перетин Ux ∩ A скiнченний. Тодi {Ux}x∈X є вiдкритим
покриттям X, у якого не iснує скiнченного пiдпокриття, бо будь-яка його
скiнченна пiдсистема навiть не покриває A, протирiччя.
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Означення 21.2. Топологiчний простiр називається секвенцiйно компа-
ктним, якщо у будь-якої послiдовностi в ньому iснує пiдпослiдовнiсть,
що має границю. Пiдмножина топологiчного простору називається се-
квенцiйно компактною, якщо вона є секвенцiйно компактним простором
в iндукованiй топологiї.

Твердження 21.2. Секвенцiйна компактнiсть є топологiчним iнварi-
антом.

Доведення. Випливає з того, що гомеоморфiзм зберiгає пiдпослiдов-
ностi та границi.

Твердження 21.3. Якщо компактний топологiчний простiр задоволь-
няє першiй аксiомi злiченностi, то вiн секвенцiйно компактний.

Доведення. Отже, нехай простiр X компактний та задовольняє пер-
шiй аксiомi злiченностi. Розглянемо довiльну послiдовнiсть {xn}∞n=1 ⊂ X.
Якщо множина A ї ї значень скiнченна, то iснує постiйна пiдпослiдовнiсть
{xnk

= x}∞k=1, що, очевидно, збiгається до x. У iншому випадку, в силу
компактностi X та твердження 21.1, у A iснує точка накопичення x ∈ X.

Нехай тепер B = {Un}∞n=1 – не бiльш нiж злiченна база в x. Далi дiємо

як у доведеннi твердження 13.1: покладемо Vk :=
k⋂

n=1

Un для усiх k ∈ N,

тодi {Vk}∞k=1 – не бiльш нiж злiченна база в x, що утворює незростаючу
послiдовнiсть вiдкритих околiв x. Оскiльки x – точка накопичення A, для
будь-якого натурального k окiл Vk мiстить нескiнченну кiлькiсть точок
послiдовностi {xn}. Тому можна побудувати пiдпослiдовнiсть, обравши
для кожного k ∈ N iндекс nk так, що xnk

∈ Vk i nk < nk+1. Аналогiчно до
доведення твердження 13.1 встановлюємо, що тодi xnk

−→
k→∞

x.

Твердження 21.4. Якщо секвенцiйно компактний топологiчний про-
стiр задовольняє другiй аксiомi злiченностi, то вiн компактний.

Доведення. Отже, розглянемо простiр X, що є секвенцiйно компа-
ктним та задовольняє другiй аксiомi злiченностi, i нехай U – деяке його
вiдкрите покриття. За теоремою Лiндельофа у U iснує не бiльш нiж злi-

ченне пiдпокриття {Un}∞n=1. Покладемо Vk :=
k⋃

n=1

Un для кожного k ∈ N,

тодi {Vk}∞k=1 – не бiльш нiж злiченне вiдкрите покриття X, що утворює
неспадну послiдовнiсть:

V1 ⊂ V2 ⊂ . . . ⊂ Vk ⊂ Vk+1 ⊂ . . . ⊂ X.
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Щоб показати компактнiсть X, достатньо довести, що iснує k ∈ N таке,

що X = Vk =
k⋃

n=1

Un. Дiйсно, у цьому випадку {Un}kn=1 буде скiнченним

пiдпокриттям U .
Припустимо, що це не так, тобто Vk ̸= X для будь-якого натураль-

ного k: iснує xk ∈ X така, що xk /∈ Vk. Отримали послiдовнiсть {xk}∞k=1.
В силу секвенцiйної компактностi, у неї iснує пiдпослiдовнiсть {xkl}∞l=1,
що збiгається до деякої x ∈ X. Оскiльки {Vk}∞k=1 є покриттям X, iснує
m ∈ N таке, що x ∈ Vm, тобто Vm – вiдкритий окiл x. Тодi, оскiльки
xkl −→

l→∞
x, iснує натуральне L таке, що xkl ∈ Vm для будь-якого l ⩾ L.

При цьому, оскiльки {xkl} – пiдпослiдовнiсть {xk}, iснує l ⩾ L таке, що
kl ⩾ m. Тодi xkl ∈ Vm ⊂ Vkl , що неможливо за побудовою {xk}.

Вправа 21.1. Показати, що аксiоми злiченностi у попереднiх двох твер-
дженнях суттєвi, навiвши вiдповiднi контрприклади (див. [15, с. 68-70,
125-126]).

Наслiдок 21.1. Пiдмножина простору, що задовольняє другiй аксiо-
мi злiченностi, компактна тодi й тiльки тодi, коли вона секвенцiйно
компактна.

Доведення. Це безпосередньо випливає з двох попереднiх тверджень,
бо друга аксiома злiченностi наслiдується при переходi до пiдпростору,
а перша – випливає з другої.

22 Компактнiсть у метричному просторi
Компактнi пiдмножини метричних просторiв є важливим предметом ви-
вчення в аналiзi. Їм буде присвячена, зокрема, частина курсу функцiо-
нального аналiза (див., наприклад, [4]). Тут ми наведемо лише деякi
найважливiшi поняття i факти, що стосуються таких множин. Перш за
все, закiнчимо з секвенцiйною компактнiстю.

Вправа 22.1. Показати, що секвенцiйно компактний метричний простiр
сепарабельний. Пiдказка: показати спочатку, що з секвенцiйної компа-
ктностi метричного простору (X, ρ) випливає iснування для будь-якого
ε > 0 скiнченної A ⊂ X такої, що ρ(x,A) < ε для кожної x ∈ X (такi
множини A звуть ε-сiтками).
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Теорема 22.1 (Секвенцiйний критерiй компактностi). Пiдмножина ме-
тричного простору компактна тодi й тiльки тодi, коли вона секвен-
цiйно компактна.

Доведення. Отже, нехай K ⊂ X – пiдмножина метричного про-
стору. Зауважимо, що iндукована топологiя на нiй є метричною в силу
вправи 9.2.

⇒ Якщо K компактна, то вона секвенцiйно компактна в силу твер-
дження 21.3, бо усi метричнi простори задовольняють першiй аксiомi
злiченностi за твердженням 8.3.

⇐ Якщо K секвенцiйно компактна, то вона сепарабельна за попе-
редньою вправою, а отже задовольняє другiй аксiомi злiченностi згiдно
з твердженням 11.2. Тодi вона компактна в силу твердження 21.4.

Означення 22.1. Пiдмножина A ⊂ X метричного простору зветься
обмеженою, якщо вона мiститься в деякiй кулi: iснують x ∈ X i ε > 0
такi, що A ⊂ Bε(x).

Твердження 22.1. Будь-яка компактна пiдмножина метричного про-
стору обмежена.

Доведення. Отже, нехай (X, ρ) – метричний простiр, а K ⊂ X
компактна. Тодi K секвенцiйно компактна за теоремою 22.1. Припу-
стимо, що K необмежена. Зафiксуємо довiльну точку x0 ∈ X. Оскiль-
ки не iснує кулi Bε(x0), що мiстить K, для будь-якого натурального n
iснує xn ∈ K ∩ (X \ Bn(x0)). Таким чином отримуємо послiдовнiсть
{xn}∞n=1 ⊂ K. В силу секвенцiйної компактностi K, у неї iснує пiдпо-
слiдовнiсть {xnk

}∞k=1 з границею x. Зокрема, iснує натуральне k0 таке,
що xnk

∈ B1(x) ⊂ Bρ(x,x0)+1(x0) для будь-якого k ⩾ k0 (тут включення
куль є простим наслiдком нерiвностi трикутника). Для достатньо вели-
ких k ⩾ k0 матимемо nk ⩾ ρ(x, x0)+1, тому xnk

∈ Bρ(x,x0)+1(x0) ⊂ Bnk
(x0),

що суперечить вибору xnk
. Таким чином, K обмежена.

Теорема 22.2 (Критерiй компактностi пiдмножин евклiдового просто-
ру). Пiдмножина простору Rn (зi стандартною топологiєю) компа-
ктна тодi й тiльки тодi, коли вона обмежена i замкнена.

Доведення. ⇒ Отже, нехай K ⊂ Rn компактна. Тодi вона обмеже-
на в силу попереднього твердження i замкнена в силу твердження 20.5,
оскiльки всi метричнi простори нормальнi за твердженням 19.6, зокрема
хаусдорфовi.
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⇐ Тепер нехай K ⊂ Rn обмежена i замкнена. За означенням обмеже-
ностi, iснують x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn i ε > 0 такi, що K ⊂ Bε(x) ⊂ Dε(x) =
n∏

i=1

[xi − ε, xi + ε], де кулi розглядаємо у метрицi ρ∞. Оскiльки куб Dε(x)

компактний згiдно з прикладом 20.7, а K – його замкнена (i в iндукова-
нiй топологiї куба також) пiдмножина, K компактна за твердженням 20.4
в iндукованiй топологiї куба, а отже й у Rn за вправою 20.1.

Приклад 22.1. Стандартна n-вимiрна сфера Sn ⊂ Rn+1, очевидно, обме-
жена i замкнена, тому компактна. А отже й проєктивний простiр RP n ∼=
Sn/Z2 (див. приклад 18.5) компактний згiдно з наслiдками 20.1 i 20.2.

Зауваження. У попереднiй теоремi необхiднiсть виконується для
будь-якого метричного простору, а специфiчною для Rn є саме доста-
тнiсть: будь-яка обмежена замкнена пiдмножина є компактною. Ця вла-
стивiсть (що iнколи зветься обмеженою компактнiстю або властивi-
стю Гейне – Бореля) вiрна також для компактних метричних просторiв
(в силу твердження 20.4), але невiрна в загальному випадку. Наприклад,
K = X = (0, 1) з евклiдовою метрикою обмежена i замкнена (в собi), але
не є компактною.

Вправа 22.2. Показати, що будь-який обмежено компактний (зокрема
компактний) метричний простiр є повним.

Вправа 22.3. Показати, що повний метричний простiр (X, ρ) компа-
ктний тодi й тiльки тодi, коли для будь-якого ε > 0 iснує компакт K ⊂ X
такий, що ρ(x,K) < ε для будь-якої x ∈ X (компактна ε-сiтка).

Теорема 22.3 (Веєрштрасс). Нехай топологiчний простiр X компа-
ктний, а функцiя f : X → R неперервна. Тодi f обмежена i приймає
на X свої найменше та найбiльше значення.

Доведення. В силу твердження 20.3, f(X) компактна у R як непе-
рервний образ компактного простору. Тодi f(X) обмежена i замкнена
в силу теореми 22.2. З її обмеженостi випливає, що функцiя f обмеже-
на на X, а з замкненостi – що f(X) = f(X). Крiм того, оскiльки f(X)
обмежена, m := inf f(X) > −∞ i M := sup f(X) < +∞. За означеннями
iнфiмума i супремума, m i M належать до f(X) = f(X) (бо в кожному
їх ε-околi є точка f(X)), тобто функцiя f приймає на X своє найменше
значення m i найбiльше M .
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Означення 22.2. Нехай (X, ρ) – метричний простiр. Дiаметром пiд-
множини A ⊂ X називається

diamA := sup{ρ(x, y) | x, y ∈ A}.

Вправа 22.4. Показати, що множина обмежена тодi й тiльки тодi, коли
її дiаметр скiнченний. Як вiн пов’язаний iз радiусом кулi з означення
обмеженостi?

Теорема 22.4 (Лема Лебега). Нехай U = {Uα}α∈A – вiдкрите покриття
компактного метричного простору X. Тодi iснує таке δ > 0, що якщо
дiаметр пiдмножини B ⊂ X менший за δ, то B мiститься в однiй
з множин покриття: iснує iндекс α ∈ A такий, що B ⊂ Uα.

Доведення. Визначимо функцiю f : X → R на даному метричному
просторi (X, ρ) умовою

f(x) := sup{ε > 0 | ∃α ∈ A : Bε(x) ⊂ Uα}.

для кожного x ∈ X. Зауважимо, що f > 0. Дiйсно, для будь-якого x ∈ X
iснує α ∈ A таке, що x ∈ Uα (бо U – покриття), i, оскiльки Uα вiдкрита,
iснує ε > 0 таке, що Bε(x) ⊂ Uα, тому f(x) ⩾ ε > 0.

Покажемо, що f лiпшицева. Дiйсно, нехай x, y ∈ X. Розглянемо до-
вiльне ε > 0, для якого iснує α ∈ A таке, що Bε(x) ⊂ Uα. Якщо y /∈ Bε(x),
тобто ρ(x, y) ⩾ ε, то f(y) > 0 ⩾ ε − ρ(x, y). Якщо ж y ∈ Bε(x), то
Bε−ρ(x,y)(y) ⊂ Bε(x) ⊂ Uα за нерiвнiстю трикутника, тому f(y) ⩾ ε −
ρ(x, y) за побудовою функцiї f . Отже, в будь-якому разi ε ⩽ f(y)+ρ(x, y).
У цiй нерiвностi перейдемо до супремума за ε > 0, для яких таке α iснує,
i отримаємо f(x) ⩽ f(y)+ρ(x, y). Тобто f(x)−f(y) ⩽ ρ(x, y). Помiнявши
мiсцями x та y, отримаємо f(y) − f(x) ⩽ ρ(x, y), отже |f(x) − f(y)| ⩽
ρ(x, y). Це й означає лiпшицевiсть f . Звiдси випливає, що f неперервна
на просторi X.

В силу компактностi X i теореми Веєрштрасса, f приймає на X своє
найменше значення. Нехай це 2δ = min

x∈X
f(x) = f(x0) > 0. Тепер нехай

B ⊂ X така, що diamB < δ, i x ∈ B – якась її точка. Тодi f(x) ⩾ 2δ > δ,
тому за означенням супремума iснує α ∈ A такий, що Bδ(x) ⊂ Uα. Крiм
того, B ⊂ Bδ(x) ⊂ Uα за означенням дiаметра (дiйсно, ρ(x, y) ⩽ diamB <
δ для будь-якої y ∈ B), що й потрiбно було показати.

Означення 22.3. Число δ з формулювання леми Лебега називають чи-
слом Лебега покриття U .
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Зауваження. Це число, звичайно, визначене неоднозначно: якщо δ –
число Лебега U , то й будь-яке не бiльше за δ додатне значення буде
числом Лебега цього покриття.

23 Зв’язнiсть
Неформально кажучи, зв’язнiсть – це властивiсть простору ”складати-
ся з одного шматка”. Вона теж є важливим топологiчним iнварiантом.
Простiше спочатку визначити, якi простори не є зв’язними:

Означення 23.1. Топологiчний простiр X зветься незв’язним, якщо
iснують непорожнi вiдкритi U, V ⊂ X такi, що U ∩ V = ∅ та X = U ∪ V ;
i зв’язним у протилежному випадку. Пiдмножина топологiчного просто-
ру зветься незв’язною (вiдповiдно, зв’язною), якщо вона є незв’язним
(зв’язним) простором в iндукованiй топологiї.

Твердження 23.1. Множина A у топологiчному просторi X незв’язна
тодi й тiльки тодi, коли iснують вiдкритi U, V ⊂ X такi, що A∩U ̸=
∅, A ∩ V ̸= ∅, A ∩ U ∩ V = ∅ i A ⊂ U ∪ V .

Доведення. Дiйсно, за побудовою iндукованої топологiї, будь-якi двi
вiдкритi пiдмножини A ⊂ X як топологiчного простору мають вигляд
A∩U i A∩V для деяких вiдкритих U, V ⊂ X. Записуючи для них умови
з означення незв’язностi, отримаємо умови нашого твердження.

Означення 23.2. Пiдмножина топологiчного простору називається вiд-
критозамкненою, якщо вона одночасно вiдкрита i замкнена.

Зауваження. Англiйською це буде clopen. Звичайно, такi множини
не є для нас новими. Зокрема, у кожному просторi до вiдкритозамкне-
них множин вiдносяться порожня i сам простiр. Зауважимо також, що
доповнення до вiдкритозамкненої множини теж вiдкритозамкнене.

Твердження 23.2. Топологiчний простiр X зв’язний тодi й тiльки
тодi, коли вiдкритозамкненими множинами в X є лише ∅ та X.

Доведення. ⇒ Нехай X зв’язний, а U ⊂ X вiдкритозамкнена, тобто
U та X \U – вiдкритi. Тодi X = U ∪ (X \U), U ∩ (X \U) = ∅. Тому якщо
U та X \ U були б непорожнiми, X був би незв’язним. Отже або U = ∅,
або X \ U = ∅ i тому U = X.
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⇐ Нехай тепер вiдкритозамкненими множинами в X є лише ∅ та X.
Припустимо, що X незв’язний, тобто у ньому iснують непорожнi вiдкритi
U i V такi, що U ∩V = ∅ та X = U ∪V . Тодi U = X \V замкнена (а отже
вiдкритозамкнена), при цьому U ̸= ∅ i U ̸= X (бо V ̸= ∅), протирiччя.
Таким чином, X зв’язний.

Приклад 23.1. Порожня множина та одноточковi пiдмножини зв’язнi
у будь-якому просторi з тривiальних причин: їх не можна роздiлити на
двi непорожнi пiдмножини.

Приклад 23.2. У просторi з антидискретною топологiєю iснує лише
одна непорожня вiдкрита пiдмножина – сам простiр, тому всi його пiд-
множини зв’язнi.

Приклад 23.3. У прямiй з топологiєю напiвнескiнченних iнтервалiв усi
пiдмножини зв’язнi. Дiйсно, нехай A ⊂ R i A ∩ U ∩ V = ∅ для деяких
вiдкритих U, V ⊂ R. Оскiльки U i V – iнтервали вигляду (a,+∞), один
з них мiститься в iншому, нехай для визначеностi U ⊂ V . Тодi A ∩ U =
A ∩ U ∩ V = ∅. Тому A зв’язна згiдно з твердженням 23.1.

Вправа 23.1. Показати, що у нескiнченному просторi з кофiнiтною то-
пологiєю пiдмножина є зв’язною тодi й тiльки тодi, коли вона порожня,
одноточкова або нескiнченна.

Приклад 23.4. У просторi з дискретною топологiєю (i в будь-якiй його
пiдмножинi) усi пiдмножини вiдкритозамкненi. Тому, в силу тверджен-
ня 23.2, зв’язними у ньому є лише ∅ i одноточковi пiдмножини.

Приклад 23.5. У прямiй Зоргенфрея зв’язними теж є лише ∅ i одно-
точковi пiдмножини. Дiйсно, нехай A ⊂ R мiстить хоча б двi рiзнi точки
x, y ∈ A, x < y. Тодi iснує a ∈ (x, y), й вiдкритi (в топологiї Зоргенфрея)
множини U = (−∞, a) i V = [a,+∞) задовольняють умовi тверджен-
ня 23.1, отже A незв’язна.

Приклад 23.6. Для R зi стандартною топологiєю ми дамо повний опис
зв’язних пiдмножин. Почнемо з того, що вiдрiзки зв’язнi:

Твердження 23.3. Будь-який вiдрiзок [a, b] у дiйснiй прямiй зi стан-
дартною топологiєю є зв’язним.

Доведення. Тут вважаємо, що a < b (iнакше матимемо тривiальний
випадок одноточкової множини). Нехай якась непорожня пiдмножина
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U ⊂ [a, b] є вiдкритозамкненою в iндукованiй топологiї. В силу твердже-
ння 23.2, достатньо довести, що тодi U = [a, b]. Можемо вважати, що
a ∈ U , бо у iншому випадку Û := [a, b]\U теж вiдкритозамкнена, i a ∈ Û .
Замiнивши у подальшому доведеннi U на Û , отримаємо, що Û = [a, b],
тому U = ∅, протирiччя.

Оскiльки U вiдкрита i a ∈ U , iснує ε > 0 таке, що [a, a + ε) ⊂ U .
Покладемо

c := sup{d | [a, d) ⊂ U},

тодi c ⩾ a + ε > a. Для будь-якого e ∈ [a, c) за означенням супремума
iснує d ∈ (e, c) таке, що [a, d) ⊂ U , тому e ∈ [a, d) ⊂ U . Таким чином,
[a, c) ⊂ U , отже [a, c] = [a, c) ⊂ U = U в силу монотонностi замикання
i замкненостi U . Припустимо, що c < b, тодi, оскiльки U вiдкрита i c ∈ U ,
iснує δ > 0 таке, що (c− δ, c + δ) ⊂ U . Отримуємо, що [a, c + δ) ⊂ U , що
суперечить вибору c. Отже, c = b, тобто U = [a, b].

Зауваження. Коли у цьому доведеннi ми використовували монотон-
нiсть замикання, малися на увазi замикання в iндукованiй топологiї [a, b],
але вони спiвпадають з перетинами замикань вiдповiдних множин у R
з [a, b] (чому?). Аналогiчнi зауваження матимуть мiсце i для подальших
доведень у цьому роздiлi. Далi наведемо декiлька корисних достатнiх
умов зв’язностi пiдмножин, проiлюструвавши їх прикладами.

Означення 23.3. Будемо казати, що пiдмножини A i B топологiчного
простору роздiленi, якщо A ∩B = A ∩B = ∅.

Вправа 23.2. Показати, що простiр X є незв’язним тодi й тiльки тодi,
коли iснують непорожнi роздiленi A,B ⊂ X такi, що X = A ∪B.

Твердження 23.4. Нехай {Aλ}λ∈Λ – сукупнiсть зв’язних пiдмножин
топологiчного простору та iснує iндекс λ0 ∈ Λ такий, що Aλ0 i Aλ

не роздiленi для будь-якого λ ∈ Λ. Тодi об’єднання
⋃
λ∈Λ

Aλ цих множин

є зв’язним.

Доведення. Тут також будемо використовувати твердження 23.2.
Нехай непорожня U ⊂

⋃
λ∈Λ

Aλ вiдкритозамкнена в iндукованiй топологiї.

Можемо вважати, що U ∩Aλ0 ̸= ∅, iнакше перейдемо до доповнення, як
у попередньому доведеннi. Перетин U ∩Aλ0 є вiдкритозамкненим в iнду-
кованiй топологiї Aλ0 , отже, оскiльки Aλ0 зв’язна, U ∩ Aλ0 = Aλ0 , тобто
Aλ0 ⊂ U . Розглянемо довiльний iндекс λ ∈ Λ. За умовою тодi Aλ0∩Aλ ̸= ∅
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або Aλ0∩Aλ ̸= ∅. У першому з цих випадкiв, оскiльки Aλ0 ⊂ U = U за мо-
нотоннiстю замикання та замкненiстю U , U∩Aλ ̸= ∅. У другому випадку
iснує x ∈ Aλ0 ∩Aλ, тодi, оскiльки U – вiдкритий окiл x, U ∩Aλ ̸= ∅. Тодi
в будь-якому разi Aλ ⊂ U аналогiчно до випадку Aλ0 . Отже, U =

⋃
λ∈Λ

Aλ.

Це й доводить зв’язнiсть цього об’єднання.

Зауваження. Нагадаємо, що пiдмножина A ⊂ R є промiжком, якщо
вiдрiзок [x, y] ⊂ A для будь-яких x, y ∈ A, x ⩽ y. До промiжкiв вiдно-
сяться ∅, усi вiдрiзки (зокрема одноточковi множини {a} = [a, a]), iн-
тервали (скiнченнi, напiвнескiнченнi та R) i напiвiнтервали (скiнченнi та
напiвнескiнченнi). Жодна iнша пiдмножина R не є промiжком.

Теорема 23.1 (Опис зв’язних пiдмножин прямої). Пiдмножина дiйсної
прямої зi стандартною топологiєю є зв’язною тодi й тiльки тодi, коли
це промiжок.

Доведення. ⇒ Отже, нехай A ⊂ R зв’язна. Припустимо, що це не
промiжок, тобто iснують x, y ∈ A, x ⩽ y такi, що вiдрiзок [x, y] ̸⊂ A: iснує
a ∈ [x, y] \ A (очевидно, a ∈ (x, y)). Тодi вiдкритi пiдмножини прямої
U = (−∞, a) i V = (a,+∞) задовольняють умовi твердження 23.1, тобто
A незв’язна, протирiччя.

⇐ Ми вже знаємо, що зв’язними є ∅, одноточковi множини (при-
клад 23.1) й вiдрiзки (за твердженням 23.3). Решта промiжкiв може бути
представлена у виглядi об’єднання вiдрiзкiв, що має загальну точку, на-

приклад, (a, b) =
∞⋃
n=1

[a+ b−a
2n

, b− b−a
2n

]. В силу твердження 23.4, де у якостi

Aλ0 можна взяти спiльну одноточкову пiдмножину {a+b
2
}, це об’єднання

зв’язне. Аналогiчно для iнших типiв промiжкiв (перевiрте це).

Твердження 23.5. Якщо A i B – пiдмножини топологiчного простору,
A зв’язна i A ⊂ B ⊂ A, то B зв’язна.

Доведення. Представимо B у виглядi об’єднання:

B = A ∪

(⋃
x∈B

{x}

)
.

Для будь-якої x ∈ B множина A не роздiлена з {x}, бо x ∈ A. Тому це
об’єднання задовольняє умовi твердження 23.4 i є таким чином зв’язним.
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Наслiдок 23.1. Нехай A – пiдмножина топологiчного простору X.

1. Якщо A зв’язна, то її замикання A зв’язне.

2. Якщо A зв’язна i всюди щiльна, то X зв’язний.

Твердження 23.6. Нехай X – топологiчний простiр, у якому iснує
точка x ∈ X з наступною властивiстю: для будь-якої y ∈ X iснує
зв’язна Axy ⊂ X така, що x, y ∈ Axy. Тодi X зв’язний.

Доведення. Це також простий наслiдок твердження 23.4: за умовою

X = {x} ∪

(⋃
y∈X

Axy

)
,

й {x} ⊂ Axy для кожної y ∈ X.

Зауваження. Попереднє твердження часто використовують у бiльш
слабкiй формi: якщо для будь-яких двох точок x, y ∈ X iснує зв’язна
Axy ⊂ X така, що x, y ∈ Axy, то X зв’язний.

Твердження 23.7. Нехай f : X → Y – неперервне вiдображення топо-
логiчних просторiв, а X зв’язний. Тодi f(X) ⊂ Y зв’язна.

Доведення. Якщо f(X) незв’язна, то згiдно з твердженням 23.1
iснують вiдкритi U, V ⊂ Y такi, що f(X) ∩ U ̸= ∅, f(X) ∩ V ̸= ∅,
f(X)∩U ∩V = ∅, i f(X) ⊂ U ∪V . Тодi f−1(U) i f−1(V ) – вiдкритi в X за
неперервнiстю f , непорожнi, i X = f−1(U)⊔ f−1(V ), тобто X незв’язний.

Аналогiчно до компактностi, звiдси випливають наступнi наслiдки:

Наслiдок 23.2. Зв’язнiсть є топологiчним iнварiантом.

Наслiдок 23.3. Факторпростiр зв’язного простору (за вiдношенням
еквiвалентностi) є зв’язним.

Нагадаємо деякi поняття геометрiї Rn:

Означення 23.4. Вiдрiзком з кiнцями в точках x та y з Rn зветься
пiдмножина

[x, y] := {(1− t) x+ t y | t ∈ [0, 1]} ⊂ Rn.

Пiдмножина A ⊂ Rn зветься опуклою, якщо для будь-яких x, y ∈ A
вiдрiзок [x, y] ⊂ A; й зiрчатою вiдносно точки x ∈ A, якщо для будь-
якої y ∈ A вiдрiзок [x, y] ⊂ A.
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Зауваження. Очевидно, опуклi множини є зiрчатими, але, взагалi
кажучи, не навпаки, як показано на попереднiй iлюстрацiї. При n = 1
(тобто для прямої) опуклi пiдмножини – це в точностi промiжки.

Приклад 23.7. Будь-який вiдрiзок у Rn є зв’язним за твердження-
ми 23.3 i 23.7, бо має вигляд [x, y] = f([0, 1]), де вiдображення f : [0, 1] →
Rn, що визначене умовою f(t) = (1− t) x+ t y, задається лiнiйними фун-
кцiями, а отже є неперервним (насправдi це гомеоморфiзм [0, 1] та [x, y] –
перевiрте це). Тому будь-яка A ⊂ Rn, що є зiрчатою вiдносно x ∈ A,
(зокрема, будь-яка опукла A) буде зв’язною за твердженням 23.6: доста-
тньо взяти Axy = [x, y].

Приклад 23.8. Аналогiчно за допомогою твердження 23.6 можна пока-
зати, що n-вимiрна сфера Sn ⊂ Rn+1 зв’язна для n ⩾ 1: для будь-яких
x, y ∈ Sn вiзьмемо у якостi Axy будь-яку дугу великого кола (тобто кола,
що є перетином Sn з двовимiрною площиною, яка проходить через поча-
ток координат), що з’єднує x та y. Дiйсно, якщо x = cosφ0 e + sinφ0 f ,
а y = cosφ1 e+sinφ1 f для деякого ортонормованого базиса {e, f} площи-
ни, що проходить через початок координат, x та y (див. рисунок нижче),
то визначимо g : [0, 1] → Sn умовою

g : t 7→ cos ((1− t)φ0 + t φ1) e+ sin ((1− t)φ0 + t φ1) f.

Тодi g неперервне як обмеження вiдображення [0, 1] → Rn+1 з неперерв-
ними координатними функцiями, а тому дуга Axy := g([0, 1]) (”криволi-
нiйний вiдрiзок”) зв’язна за твердженнями 23.3 i 23.7 (i знову ж g буде
гомеоморфiзмом [0, 1] i Axy).
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У свою чергу, проєктивний простiр RP n ∼= Sn/Z2 буде тодi зв’язним
згiдно з наслiдками 23.2 i 23.3.

Зауваження. Для доведення негомеоморфностi, окрiм безпосере-
дньої перевiрки зв’язностi, буває корисно подивитися на те, що вiдбу-
вається з просторами, коли ми викидаємо з них точки.

Приклад 23.9. Промiжки [a, b) i (c, d) обидва зв’язнi за теоремою 23.1.
Тим не менш, вони негомеоморфнi. Дiйсно, припустимо, що iснує го-
меоморфiзм f : [a, b) → (c, d). Викинемо з [a, b) точку a i обмежимо f
на пiдмножину [a, b) \ {a} = (a, b), що переходить у (c, d) \ {f(a)}. Тодi
обмеження f |(a,b) : (a, b) → (c, d) \ {f(a)} теж має бути гомеоморфiзмом
за наслiдком 14.1. Але за теоремою 23.1 перша з цих множин зв’язна,
а друга – нi, бо f(a) є внутрiшньою точкою (c, d), протирiччя.

Вправа 23.3. За допомогою зв’язностi показати, що будь-який вiдрiзок
[a, b] не гомеоморфний жодному iнтервалу (c, d) або напiвiнтервалу [c, d)
(у роздiлi 20 це було зроблено за допомогою компактностi).

Приклад 23.10. Аналогiчно доводиться негомеоморфнiсть будь-якого
промiжка A ⊂ R, що складається бiльш нiж з однiєї точки, i S1, що
теж, як ми встановили, обидва зв’язнi. Дiйсно, у iншому випадку були б
гомеоморфнi A\{a} i S1\{f(a)}, де a ∈ A – якась внутрiшня точка, а f –
деякий гомеоморфiзм. Але перша з цих множин незв’язна (не промiжок),
а друга зв’язна (аналогiчно прикладу 23.8, де дуги тепер проводимо так,
щоб вони не проходили через f(a), або просто помiтимо, що S1\{f(a)} ∼=
R, де гомеоморфiзмом буде стереографiчна проєкцiя).

Приклад 23.11. Таким же способом доводиться, що R ≇ Rn при n ⩾
2: у iншому випадку незв’язна R \ {0} була б гомеоморфною до Rn \
{f(0)} для деякого гомеоморфiзма f . Хоча друга з цих множин i не є
опуклою або зiрчатою, її зв’язнiсть неважко встановити аналогiчно до
прикладу 23.7: будь-якi двi точки можна з’єднати або вiдрiзком, або,
якщо цьому заважає точка f(0), дугою кола. Також можна показати,
що Rn \ {f(0)} ∼= Sn−1 × R (зробiть це) i використати зв’язнiсть Sn−1

(приклад 23.8), зв’язнiсть R та наступну теорему:
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Доповнення. Необхiднi вiдомостi з алгебри
У цьому роздiлi будуть наведенi потрiбнi для цього курсу початковi вiдо-
мостi з теорiї груп. Детальнiше викладення мiститься, наприклад, у [2],
або частинi I книги [8] (гл. 1–3). Зокрема, там можна знайти доведен-
ня викладених тут тверджень, але бiльшiсть з них неважко перевiрити
самостiйно, що й рекомендується робити у якостi вправ.

Означення А.1. Групою зветься множина G разом з бiнарною груповою
операцiєю, тобто вiдображенням G×G → G : (a, b) 7→ ab, що задовольняє
наступним умовам:

- (ab)c = a(bc) для будь-яких a, b, c ∈ G (асоцiативнiсть операцiї);

- iснує нейтральний елемент (або одиниця групи) e такий, що ae =
ea = a для будь-якого a ∈ G;

- для будь-якого a ∈ G iснує обернений елемент a−1 ∈ G такий, що
aa−1 = a−1a = e.

Якщо крiм того групова операцiя комутативна, тобто ab = ba для будь-
яких a, b ∈ G, то групу G називають абелевою.

Як бачимо, групова операцiя виглядає як множення чисел. Цi по-
значення називаються мультиплiкативними, i саме їх ми й будемо тут
використовувати. Як i у цьому означеннi, одиницю групи будемо у за-
гальному випадку позначати через e. Натомiсть, для абелевих груп ча-
сто застосовують адитивнi позначення, тобто групова операцiя виглядає
як додавання ((a, b) 7→ a + b), нейтральний елемент позначається нулем
(a + 0 = a для будь-якого a ∈ G), а обернений виглядає як протиле-
жний (для будь-якого a ∈ G iснує −a ∈ G такий, що a + (−a) = 0).
Такий вибiр позначень мотивується, зокрема, наступними прикладами.
Виконайте для них усi необхiднi перевiрки самостiйно.

Приклад А.1. Тривiальною зветься група {e}, що складається лише
з одиницi.

Приклад А.2. Усi цiлi числа з операцiєю додавання утворюють абелеву
групу Z. Це ж вiрно для множини дiйсних R чисел з цiєю операцiєю,
а також для множин елементiв будь-якого поля та будь-якого векторного
простору з їх вiдповiдними операцiями додавання.

Приклад А.3. Узагальнимо попереднiй приклад, розглянувши множи-
ни Zn i Rn впорядкованих наборiв з n цiлих (вiдповiдно, дiйсних) чисел.
Це абелевi групи з операцiями покомпонентного додавання: (x1, . . . , xn)+
(y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn).
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Приклад А.4. Усi ненульовi дiйснi числа з операцiєю множення теж
утворюють абелеву групу R \ {0}. Це ж вiрно для множини ненульових
елементiв будь-якого поля з його операцiєю множення (т. зв. мультиплi-
кативна група поля). Крiм того, абелеву групу утворюють усi додатнi
дiйснi числа з тiєю ж операцiєю множення.

Приклад А.5. Для будь-якого натурального n будемо вважати цiлi чи-
сла k i l еквiвалентними, якщо вони рiвнi за модулем n: k ≡ l mod n,
тобто k−l кратне n. Вiдповiдна множина класiв еквiвалентностi познача-
ється Zn. У якостi її елементiв зручно розглядати класи еквiвалентностi
перших n цiлих невiд’ємних чисел: Zn = {[0], . . . , [n− 1]}, де [k] склада-
ється з усiх цiлих чисел, що мають залишок k при дiленнi на n. Тодi
коректно визначена операцiя додавання [k] + [l] := [k + l], що перетво-
рює Zn на абелеву групу з n елементiв. Вона зветься групою залишкiв
за модулем n. Звичайно, група Z1 тривiальна.

Приклад А.6. Для натурального n усi перестановки множини {1, . . . , n}
з операцiєю композицiї утворюють скiнченну симетричну групу Sn. При
n ⩾ 3 вона є неабелевою.

Означення А.2. Вiдображення груп α : G → H зветься їх гомоморфi-
змом, якщо зберiгає групову операцiю: α(ab) = α(a)α(b) для будь-яких
a, b ∈ G. Гомоморфiзм груп зветься їх iзоморфiзмом, якщо є бiєкцiєю.
Якщо iснує iзоморфiзм α : G → H, то говорять, що група G iзоморфна
групi H (або що групи G i H iзоморфнi). Ми позначатимемо це G ≃ H.

З означення також випливає, що гомоморфiзм зберiгає одиницю гру-
пи та оберненi елементи: α(e) = e (зауважимо, що тут e злiва й справа
позначає, взагалi кажучи, рiзнi елементи: одиницi G i H вiдповiдно),
α(a−1) = α(a)−1 для будь-якого a ∈ G (перевiрте це). Вiдображення
груп, що обернене до iзоморфiзма, теж є iзоморфiзмом в силу означень.
Iзоморфнiсть є вiдношенням еквiвалентностi на множинi груп (чому?)
та означає, що їх структури фактично однаковi з алгебраїчної точки зо-
ру. Зокрема, iзоморфiзм зберiгає абелевiсть групи.

Приклад А.7. Вiдображення x 7→ lnx є iзоморфiзмом мiж групами до-
датних дiйсних чисел з операцiєю множення та усiх дiйсних чисел з опе-
рацiєю додавання, що розглядалися у прикладах А.4 i А.2 вiдповiдно
(перевiрте це).

Означення А.3. Нехай G – деяка група. Пiдмножина H ⊂ G зветься
пiдгрупою G, якщо ab ∈ H i a−1 ∈ H для будь-яких a, b ∈ H.
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Будь-яка пiдгрупа H групи G мiстить одиницю e ∈ G (покажiть це)
i з обмеженням на H групової операцiї сама перетворюється на групу,
бо для неї виконанi умови означення А.1. Двi умови попереднього озна-
чення часто записують як одну: ab−1 ∈ H для будь-яких a, b ∈ H, що
є еквiвалентною до них (чому?).

Приклад А.8. Будь-яка група G мiстить тривiальнi пiдгрупи {e} (див.
приклад А.1) та G.

Приклад А.9. Додатнi дiйснi числа утворюють пiдгрупу групи нену-
льових дiйсних чисел з прикладу А.4, бо добуток двох додатних чисел
i обернене до додатного є додатними. Аналогiчним чином пiдмножина
Zn у Rn з прикладу А.3 (зокрема Z у R) є пiдгрупою.
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