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Топологiя – це частина математики, що вивчає загальне поняття непе-
рервностi, вiдношення еквiвалентностi, що будуються за допомогою не-
перервних вiдображень, та iнварiанти цих вiдношень. Стандартним пiд-
ходом до введення цих концепцiй є використання поняття топологiчного
простору.

1 Топологiчний простiр. Околи
Означення 1.1. Нехай X – довiльна множина. Топологiєю на X зветься
сукупнiсть T пiдмножин X, що задовольняє наступним властивостям:

1. Об’єднання будь-якої сукупностi пiдмножин з T належить до T ,
тобто якщо {Uα}α∈A ⊂ T , то

⋃
α∈A

Uα ∈ T .

2. Перетин будь-якої скiнченної сукупностi пiдмножин з T належить

до T , тобто якщо {Ui}ni=1 ⊂ T , то
n⋂

i=1

Ui ∈ T .

3. Порожня множина i сама множина X належать до T : ∅, X ∈ T .

Пара (X, T ), що складається з множини та топологiї на нiй, зветься то-
пологiчним простором. Пiдмножини X, що належать до T , називаються
вiдкритими пiдмножинами цього простору (або вiдкритими в X вiдно-
сно топологiї T ).

Зауваження. У позначеннях вище A – множина iндексiв (довiльної
потужностi), n – натуральне число. Перерахованi вимоги 1.–3. часто на-
зивають аксiомами топологiї. Iнколи аксiому 3. виводять з перших двох,
використовуючи стандартнi узгодження теорiї множин про об’єднання
i перетин порожньої сукупностi множин. Якщо зрозумiло, про яку то-
пологiю на множинi X йдеться, ми будемо опускати її явне позначення
i говорити просто про топологiчний простiр X. Елементи топологiчного
простору традицiйно називають його точками.

Означення 1.2. Нехай (X, T ) – топологiчний простiр. Пiдмножина V ⊂
X називається околом точки x ∈ X, якщо iснує вiдкрита пiдмножина U
(тобто U ∈ T ) така, що x ∈ U ⊂ V .

Має мiсце наступний простий критерiй вiдкритостi множини:

Твердження 1.1. Пiдмножина U ⊂ X вiдкрита тодi й тiльки тодi,
коли вона є околом кожної своєї точки x ∈ U .
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Доведення. ⇒ Необхiднiсть очевидна, оскiльки для будь-яких U ∈
T i x ∈ U маємо x ∈ U ⊂ U .

⇐ Перевiримо достатнiсть. Нехай для кожної точки x ∈ U множина U
є околом x, тобто iснує вiдкрита Ux ∈ T така, що x ∈ Ux ⊂ U . Об’єднання
усiх таких множин мiститься в U , бо кожна з них мiститься в U :⋃

x∈U

Ux ⊂ U.

З iншого боку, кожна точка x ∈ U мiститься у вiдповiднiй множинi:
x ∈ Ux ⊂

⋃
x∈U

Ux, тому маємо обернене включення:

U ⊂
⋃
x∈U

Ux.

Отже,
U =

⋃
x∈U

Ux ∈ T

вiдкрита як об’єднання вiдкритих пiдмножин за аксiомою 1.

Зауваження. У деяких джерелах поняття ”окiл x” означає ”вiдкри-
тий окiл x”, тобто, в силу попереднього твердження, будь-яку вiдкриту
множину, що мiстить x. Як правило, у всiх означеннях i твердженнях,
що використовують цi поняття, вони взаємозамiннi (перевiрка цього у ко-
жному конкретному випадку може розглядатися як нескладна вправа).

Наведемо деякi класичнi приклади топологiй та вiдповiдних тополо-
гiчних просторiв.

Приклад 1.1. Нехай X – довiльна множина. В якостi системи пiдмно-
жин виберемо T = {∅, X}. Ясно, що аксiоми 1.–3. для такої сукупностi
виконанi, тому вона утворює топологiю на X, що зветься тривiальною
або антидискретною топологiєю на X.

Приклад 1.2. Нехай X – довiльна множина. В якостi сукупностi пiд-
множин T виберемо систему всiх пiдмножин X (iнколи це позначають
T = 2X). Так само очевидно, що аксiоми 1.–3. виконанi, й система T
утворює топологiю на X. Її називають дискретною топологiєю на X.

Приклад 1.3. Нехай множина X складається з двох точок: X = {x, y}.
Неважко встановити, що iснують всього 4 сукупностi пiдмножин X, якi
задовольняють аксiомам топологiї:
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• T1 = {∅, {x, y}} – тривiальна;

• T2 = {∅, {x, y}, {x}, {y}} – дискретна;

• T3 = {∅, {x, y}, {x}};

• T4 = {∅, {x, y}, {y}}.

Системи T3 i T4 звуться топологiями зв’язної двокрапки.

Вправа 1.1. Описати всi топологiї на триточковiй множинi X = {x, y, z}.

Приклад 1.4. Розглянемо дiйсну пряму X = R. Визначимо сукупнiсть
її пiдмножин T умовою:

T := {U ⊂ R | ∀ x ∈ U ∃ ε > 0: (x− ε, x+ ε) ⊂ U}.

Тобто множина належить до T тодi й тiльки тодi, коли кожна її точка
входить до неї з деяким ε-околом. Перевiримо, що ця сукупнiсть утворює
топологiю на R:

1. Для довiльної сукупностi пiдмножин {Uα}α∈A ⊂ T i довiльної точки
x ∈

⋃
α∈A

Uα, оскiльки x ∈ Uα для деякого iндекса α ∈ A, iснує ε > 0

таке, що
(x− ε, x+ ε) ⊂ Uα ⊂

⋃
α∈A

Uα.

Тому
⋃
α∈A

Uα ∈ T .

2. Для довiльної скiнченної сукупностi пiдмножин {Ui}ni=1 ⊂ T i до-

вiльної x ∈
n⋂

i=1

Ui маємо x ∈ Ui для кожного i = 1, n. Тому для

кожного i iснує таке εi > 0, що (x − εi, x + εi) ⊂ Ui. Покладемо
ε := min{εi}ni=1 > 0. Тодi для усiх i = 1, n

(x− ε, x+ ε) ⊂ (x− εi, x+ εi) ⊂ Ui,

тому

(x− ε, x+ ε) ⊂
n⋂

i=1

Ui,

отже
n⋂

i=1

Ui ∈ T .

3. Для порожньої множини умова виконується тривiально; для будь-
якої x ∈ R достатньо взяти ε = 1.
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Ця топологiя зветься стандартною (природною, натуральною, евклiдо-
вою) топологiєю прямої. Це приклад метричної топологiї (детальнiше
про це див. нижче у роздiлi 7).

Стандартним прикладом вiдкритої множини у цiй топологiї є iнтер-
вал. Так, для довiльної точки скiнченного iнтервалу x ∈ (a, b) можна
взяти ε := min{x − a, b − x}, для напiвнескiнченних iнтервалiв усе ще
простiше. З iншого боку, наприклад, напiвiнтервали не є вiдкритими:
для будь-якого ε > 0 окiл (a − ε, a + ε) не мiститься у [a, b). Зауважи-
мо, що [a, b) можна представити у виглядi перетину злiченної кiлькостi

iнтервалiв: [a, b) =
∞⋂
n=1

(a − 1
n
, b). Тому умова скiнченностi у аксiомi 2.

топологiї для цього прикладу суттєва.
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