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Вступ

Топологiя, як загальна дисциплiна, що вивчає неперервнiсть та пов’язанi
з нею iнварiанти, займає одне з центральних мiсць у математицi та сучаснiй
математичнiй освiтi. Посiбник заснований на кiлькарiчному досвiдi викладан-
ня базового курсу топологiї студентам факультету математики i iнформатики
Харкiвського нацiонального унiверситету iменi В.Н. Каразiна та мiстить де-
тальне викладення тем цього курсу, що включають загальну топологiю, еле-
менти алгебраїчної та геометричної топологiї в об’ємi, якiй необхiдний для
вивчення подальших аналiтичних та геометричних курсiв. Змiст посiбника,
що детально буде описаний нижче, вiдповiдає робочiй програмi курсу ”Топо-
логiя” освiтньої програми ”Математика” ХНУ iменi В.Н. Каразiна, а також
мiстить додатковi теми з загальної та алгебраїчної топологiї. Тому посiбник
можна рекомендувати студентам математичних спецiальностей для вивчен-
ня курсiв топологiї, об’єднаних курсiв диференцiальної геометрiї та топологiї,
а також частково для курсiв, що пов’язанi з алгебраїчною топологiєю.

Роздiл 1 присвячений основним поняттям: топологiчним та метричним
просторам, неперервним вiдображенням, гомеоморфностi, iдеї топологiчно-
го iнварiанта й першим прикладам таких iнварiантiв. Роздiл 2 починається
з розгляду прикладiв та варiантiв найважливiших топологiчних конструкцiй:
добутку та факторпростору. Пiсля цього ми детально зупиняємося на загаль-
нотопологiчних iнварiантах з трьох основних груп: вiдокремлюваностi, ком-
пактностi та зв’язностi, розглядаючи їхнi властивостi та приклади застосу-
вання. Зокрема, у зв’язку з аксiомами вiдокремлюваностi ми доводимо лему
Урисона та виводимо з неї теореми Тiтце про продовження, Урисона про
вкладення i метризацiю. На жаль, цей складнiший матерiал при реальному
викладаннi часто доводиться пропускати. У роздiлi 3, що може бути вико-
ристаний як у базовому, так i у спецiалiзованих курсах з алгебраїчної топо-
логiї, розглянутi двi, на нашу думку, дуже суттєвi для математичної культу-
ри (зокрема, для подальшого загального курсу комплексного аналiза) теми:
фундаментальна група та накриття. Детально розбираються питання обчи-
слення фундаментальної групи за допомогою унiверсальних накрить, а також
її застосування для доведень таких класичних фактiв, як теореми Брауера
(у двовимiрному випадку) та Борсука – Уляма. Ми з самого початку вико-
ристовуємо поняття дiї групи на множинi при побудовi прикладiв фактор-
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просторiв (зокрема, торiв та дiйсних проєктивних просторiв), що дозволяє
на цьому етапi вiдносно нескладно описати їхнi унiверсальнi накриття i обчи-
слити фундаментальнi групи. Деякi бiльш складнi результати, що стосуються
накрить, наведенi без доведень. Нарештi, у роздiлi 4 ми викладаємо основ-
нi факти про многовиди, наводячи їх приклади та iлюстрацiї застосування
до дослiдження многовидiв методiв, що були розвиненi у попереднiх роздi-
лах. Пiсля цього ми формулюємо класичну теорему класифiкацiї компактних
зв’язних поверхонь, коротко обговорюємо iдею її доведення та необхiднi для
цього поняття i надаємо посилання на рiзнi способи доведення.

Викладення у посiбнику орiєнтується на дiючi навчальнi плани освiтньої
програми ”Математика”, тому вважаються вiдомими лише поняття з теорiї
множин, першого року вивчення математичного аналiза, лiнiйної алгебри та
аналiтичної геометрiї. Зокрема, спираючись на досвiд, ми не очiкуємо попе-
реднього знайомства студентiв з поняттями та прикладами теорiї груп i тому
викладаємо їх у необхiдному обсязi (без доведень, але з посиланнями на лiте-
ратуру) у доповненнi. Детальний предметний покажчик, що включає також
стандартнi позначення для просторiв та груп, що розглядаються, доповнює
довiдковий апарат посiбника. Список лiтератури мiстить пiдручники зi зга-
даних базових курсiв, книги з топологiї та iншi джерела, що можна вико-
ристовувати як додатковий матерiал. Всюди, де це можливо, ми посилає-
мося на тексти українською, в iнших випадках використовуємо англомовнi.
Номери сторiнок i роздiлiв у книжках данi за цитованими виданнями. Де-
тальнiшi лiтературнi рекомендацiї наведенi у вступах до роздiлiв. Окремо
хотiлося б згадати книгу члена-кореспондента НАН України Олександра Бо-
рисенка ”Диференцiальна геометрiя i топологiя”, що є першим пiдручником
з цих предметiв у сучаснiй Українi та з якої почалося викладення курсу то-
пологiї у ХНУ iменi В.Н. Каразiна, на традицiї котрого ми спиралися.

Посiбник мiстить певну кiлькiсть вправ та задач до усiх розглянутих тем.
Найпростiшi з них знаходяться у текстi доведень та прикладiв та позначенi
примiтками у дужках на кшталт ”чому?” або ”покажiть це”. Такi примiтки
означають, що у цьому мiсцi читачу треба зупнинитися й вiдтворити пропу-
щений елемент доведення. Iншi завдання видiленi у окремi вправи з номера-
ми. Вони можуть бути доволi рiзної складностi, включно з нетривiальними
задачами. Ми не збираємо вправи разом, а розмiщуємо у тих мiсцях текста,
до якого вони вiдносяться, як це зазвичай робиться при читаннi лекцiй. Деякi
складнiшi задачi мiстять пiдказки або посилання на розв’язки.

Автор волiв би висловити подяку Олександру Ямпольському за попере-
днє обговорення посiбника, цiннi поради та зауваження, а також Шону Нго,
Олексiю Колупаєву та їх одногрупникам за детальнi конспекти та пiдготовку
першої електронної версiї цих нотаток.



Роздiл 1

Основнi поняття:
простори та неперервнi вiдображення

Топологiя – це частина математики, що вивчає загальне поняття неперерв-
ностi, вiдношення еквiвалентностi, що пов’язанi з неперервними вiдображен-
нями, та iнварiанти цих вiдношень. У наш час стандартним пiдходом до вве-
дення цих концепцiй є використання топологiчних просторiв. Даний роздiл
присвячений ознайомленню з цим та безпосередньо пов’язаними з ним понят-
тями, формулюванню умов неперервностi вiдображення у термiнах топологi-
чних просторiв, а також важливому окремому класу топологiчних просторiв –
метричним просторам. Роздiл завершується розглядом гомеоморфностi, що
є одним з найголовнiших вiдношень еквiвалентностi у топологiї, та топологi-
чних iнварiантiв. У якостi пiдручникiв, що покривають весь матерiал даного
курсу або його бiльшу частину, рекомендуються [2], [7], [8] (українською), [20]
та [24] (англiйською). Також корисним є альтернативний пiдхiд до викладе-
ння курсу основ топологiї у книзi [10], що мiстить багато цiкавого матерiалу.

1.1 Топологiчний простiр. Околи.
Замкненi множини. Порiвняння топологiй

У цьому курсi ми будемо користуватися стандартними поняттями, позначе-
ннями та концепцiями (наївної) теорiї множин, за замовчуванням вважаючи
виконаними усi додатковi умови, що можуть знадобитися у конкретних озна-
ченнях чи доведеннях (такi як аксiома вибору). Почнемо з базових понять:

Означення 1.1.1. Нехай X – довiльна множина. Топологiєю на X зветься
сукупнiсть T пiдмножин X, що задовольняє наступним властивостям:

1. Об’єднання будь-якої сукупностi пiдмножин з T належить до T , тобто
якщо {Uα}α∈A ⊂ T , то

⋃
α∈A

Uα ∈ T .

2. Перетин будь-якої скiнченної сукупностi пiдмножин з T належить до T ,
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8 РОЗДIЛ 1. ПРОСТОРИ ТА НЕПЕРЕРВНI ВIДОБРАЖЕННЯ

тобто якщо {Ui}ni=1 ⊂ T , то
n⋂
i=1

Ui ∈ T .

3. Порожня множина i сама множина X належать до T : ∅, X ∈ T .

Пара (X, T ), що складається з множини та топологiї на нiй, зветься топологi-
чним простором. ПiдмножиниX, що належать до T , називаються вiдкрити-
ми пiдмножинами цього простору (або вiдкритими вX вiдносно топологiї T ).

У позначеннях вище A – множина iндексiв (довiльної потужностi), n – на-
туральне число. Перерахованi вимоги 1.–3. часто називають аксiомами топо-
логiї . Iнколи аксiому 3. виводять з перших двох, використовуючи стандартнi
домовленостi теорiї множин про об’єднання i перетин порожньої сукупностi
множин. Якщо зрозумiло, про яку топологiю на множинi X йдеться, ми не
будемо згадувати її явно i говоритимемо просто про топологiчний простiр X.
Елементи топологiчного простору традицiйно називають його точками.

Означення 1.1.2. Нехай (X, T ) – топологiчний простiр. Пiдмножина V ⊂ X
називається околом точки x ∈ X, якщо iснує вiдкрита пiдмножина U (тобто
U ∈ T ) така, що x ∈ U ⊂ V .

Має мiсце наступний простий критерiй вiдкритостi множини:

Твердження 1.1.3. Пiдмножина U ⊂ X вiдкрита тодi й тiльки тодi,
коли вона є околом кожної своєї точки x ∈ U .

Доведення. ⇒ Необхiднiсть очевидна, оскiльки для будь-яких U ∈ T
i x ∈ U маємо x ∈ U ⊂ U .

⇐ Перевiримо достатнiсть. Нехай для кожної x ∈ U множина U є око-
лом x, тобто iснує вiдкрита Ux ∈ T така, що x ∈ Ux ⊂ U . Об’єднання усiх
таких множин мiститься в U , бо кожна з них мiститься в U :⋃

x∈U

Ux ⊂ U.

З iншого боку, кожна точка x ∈ U мiститься у вiдповiднiй множинi: x ∈ Ux ⊂⋃
x∈U

Ux, тому маємо обернене включення:

U ⊂
⋃
x∈U

Ux.

Отже,
U =

⋃
x∈U

Ux ∈ T

вiдкрита як об’єднання вiдкритих пiдмножин за аксiомою 1.
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У деяких джерелах поняття ”окiл x” означає ”вiдкритий окiл x”, тобто,
в силу попереднього твердження, будь-яку вiдкриту множину, що мiстить x.
Як правило, у всiх означеннях i твердженнях, що використовують цi поняття,
вони взаємозамiннi (перевiрка цього у кожному конкретному випадку може
розглядатися як нескладна вправа).

Наведемо деякi простi класичнi приклади топологiй та вiдповiдних топо-
логiчних просторiв:

Приклад 1.1.4. Нехай X – довiльна множина. У якостi системи пiдмножин
виберемо T = {∅, X}. Ясно, що аксiоми 1.–3. для такої сукупностi виконанi,
тому вона утворює топологiю на X, що зветься тривiальною або антидис-
кретною топологiєю на X.

Приклад 1.1.5. Нехай X – довiльна множина. В якостi сукупностi пiдмно-
жин T виберемо систему всiх пiдмножин X (iнколи це позначають T = 2X).
Так само очевидно, що аксiоми 1.–3. виконанi, i система T утворює топологiю
на X. Її називають дискретною топологiєю на X.

Приклад 1.1.6. Нехай множина X складається з двох точок: X = {x, y}.
Неважко встановити, що iснують всього 4 сукупностi пiдмножин X, якi за-
довольняють аксiомам топологiї:

• T1 = {∅, {x, y}} – тривiальна;

• T2 = {∅, {x, y}, {x}, {y}} – дискретна;

• T3 = {∅, {x, y}, {x}};

• T4 = {∅, {x, y}, {y}}.
Системи T3 i T4 звуться топологiями зв’язної двокрапки.

Вправа 1.1.7. Описати всi топологiї на триточковiй множинi X = {x, y, z}.
Приклад 1.1.8. Розглянемо дiйсну пряму X = R. Визначимо сукупнiсть її
пiдмножин T умовою:

T := {U ⊂ R | ∀ x ∈ U ∃ ε > 0: (x− ε, x+ ε) ⊂ U}.

Тобто множина належить до T тодi й тiльки тодi, коли кожна її точка вхо-
дить до неї з деяким ε-околом. Перевiримо, що ця сукупнiсть дiйсно утворює
топологiю на R:

1. Для довiльної сукупностi пiдмножин {Uα}α∈A ⊂ T i довiльної точки
x ∈

⋃
α∈A

Uα, оскiльки x ∈ Uα для деякого iндекса α ∈ A, iснує ε > 0

таке, що
(x− ε, x+ ε) ⊂ Uα ⊂

⋃
α∈A

Uα.

Тому
⋃
α∈A

Uα ∈ T .
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2. Для довiльної скiнченної сукупностi пiдмножин {Ui}ni=1 ⊂ T i довiльної

x ∈
n⋂
i=1

Ui маємо x ∈ Ui для кожного i = 1, n. Тому для кожного i iснує

таке εi > 0, що (x− εi, x+ εi) ⊂ Ui. Покладемо ε := min{εi}ni=1 > 0. Тодi
для усiх i = 1, n

(x− ε, x+ ε) ⊂ (x− εi, x+ εi) ⊂ Ui,

тому

(x− ε, x+ ε) ⊂
n⋂
i=1

Ui,

отже
n⋂
i=1

Ui ∈ T .

3. Для порожньої множини умова виконується тривiально; для будь-якої
x ∈ R достатньо взяти ε = 1.

Ця топологiя зветься стандартною (евклiдовою, натуральною, природною)
топологiєю прямої. Це приклад метричної топологiї (детальнiше про це див.
далi у параграфi 1.5).

Стандартним прикладом вiдкритої множини у цiй топологiї є iнтервал.
Так, для довiльної точки скiнченного iнтервала x ∈ (a, b) можна взяти ε :=
min{x − a, b − x}, для напiвнескiнченних iнтервалiв провести перевiрку ще
простiше (як саме?). З iншого боку, наприклад, напiвiнтервали не є вiдкри-
тими: для будь-якого ε > 0 окiл (a−ε, a+ε) не мiститься у [a, b). Зауважимо,
що [a, b) можна представити у виглядi перетину злiченної кiлькостi iнтерва-

лiв: [a, b) =
∞⋂
n=1

(a − 1
n , b). Тому умова скiнченностi у аксiомi 2. топологiї для

цього прикладу суттєва.

Важливiсть iнтервала як прикладу вiдкритої пiдмножини стандартної пря-
мої пiдкреслюється наступною теоремою:

Теорема 1.1.9 (Опис вiдкритих пiдмножин прямої). Пiдмножина U ⊂ R
дiйсної прямої зi стандартною топологiєю є вiдкритою тодi й тiльки тодi,
коли вона є об’єднанням не бiльш нiж злiченної кiлькостi iнтервалiв, що
попарно не перетинаються.

Вираз ”не бiльш нiж злiченний” тут i далi означає ”скiнченний або злiчен-
ний”. Об’єднання пiдмножин, що попарно не перетинаються, зазвичай нази-
вають диз’юнктним i позначають знаком ⊔. Отже, в теоремi стверджується,
що вiдкритi пiдмножини прямої – це в точностi тi, що мають вигляд

U =
∞⊔
i=1

(ai, bi),
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де замiсть ∞ може стояти натуральне n або 0 – для порожньої U , iнтервали
можуть мати нескiнченнi межi, й (ai, bi) ∩ (aj, bj) = ∅ при i ̸= j.

Доведення. ⇐ Достатнiсть тут очевидна: ми вже встановили, що iнтер-
вали вiдкритi, а отже i їхнi об’єднання.

⇒ Покажемо зворотне. Нехай U ⊂ R – вiдкрита, i x ∈ U . За означенням,
iснує таке εx > 0, що (x− εx, x+ εx) ⊂ U . Покладемо:

ax := inf{a | ∃ (a, b) : x ∈ (a, b) ⊂ U};

bx := sup{b | ∃ (a, b) : x ∈ (a, b) ⊂ U}.
За побудовою, ax ⩽ x− εx < x i bx ⩾ x+ εx > x, тобто x ∈ (ax, bx). З iншого
боку, (ax, bx) ⊂ U . Дiйсно, якщо y ∈ (ax, bx) i, скажiмо, y ⩽ x, то з ax < y
i означення iнфiмума маємо, що iснує iнтервал (a, b) такий, що x ∈ (a, b) ⊂ U
та ax ⩽ a < y. Тодi y ∈ (a, x] ⊂ (a, b) ⊂ U . Аналогiчно отримуємо y ∈ U i для
випадку y ⩾ x з властивостей супремума.

Вправа 1.1.10. Перевiрити, що

(ax, bx) =
⋃

x∈(a,b)⊂U

(a, b),

i що (ax, bx) – найбiльший за включенням iнтервал, що мiстить x i мiститься
в U (це не буде потрiбне для подальшого доведення).

Отже, оскiльки для кожного x ∈ U маємо x ∈ (ax, bx) ⊂ U , аналогiчно до
доведення твердження 1.1.3 отримуємо, що

U =
⋃
x∈U

(ax, bx).

Нехай два таких iнтервали (ax, bx) i (ay, by) перетинаються, тобто мають
спiльний елемент z ∈ (ax, bx) ∩ (ay, by) ̸= ∅. Тодi, оскiльки z ∈ (ax, bx) ⊂ U ,
(ax, bx) ⊂ (az, bz) за побудовою az i bz. Зокрема, x ∈ (ax, bx) ⊂ (az, bz), тому
з аналогiчних мiркувань (az, bz) ⊂ (ax, bx). Таким чином, (ax, bx) = (az, bz).
Аналогiчно, (ay, by) = (az, bz), тому (ay, by) = (ax, bx). Отже, ми показали, що
будь-якi два побудованi нами iнтервали або не перетинаються, або збiгаю-
ться. Зауважимо, що межi цих iнтервалiв не обов’язково скiнченнi: можливо
ax = −∞ або bx = +∞, i для цих випадкiв усi попереднi мiркування залиша-
ються вiрними.

Згрупуємо iнтервали, що збiгаються, залишивши лише попарно рiзнi (а от-
же такi, що не перетинаються), i перепозначимо їх за допомогою множини
iндексiв A. Отримаємо диз’юнктне об’єднання:

U =
⊔
α∈A

(aα, bα).
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Залишилося помiтити, що в кожному з цих iнтервалiв, що попарно не пере-
тинаються, є рацiональне число, тому потужнiсть |A| ⩽ |Q| = ℵ0, тобто A не
бiльш нiж злiченна. Це й означає, що множина U має потрiбний вигляд.

Приклад 1.1.11. Знову покладемо X = R, а в якостi системи пiдмножин
в X розглянемо

T := {∅,R} ∪ {(a,+∞)}a∈R.

Неважко пересвiдчитися у тому, що це топологiя на R:

1.
⋃
α∈A

(aα,+∞) = (inf{aα}α∈A,+∞). Це виконується й для випадку, коли

одна з лiвих меж iнтервалiв дорiвнює +∞, тобто вiдповiдна множина
порожня, або −∞, тобто це вся пряма (перевiрте це).

2.
n⋂
i=1

(ai,+∞) = (max{ai}ni=1,+∞). Це теж справедливо й для нескiнченних

меж iнтервалiв. Як i у попередньому прикладi, скiнченнiсть перетину тут
є суттєвою (чому?).

3. виконана за побудовою.

Така T зветься топологiєю напiвнескiнченних iнтервалiв на прямiй.

Означення 1.1.12. Нехай (X, T ) – топологiчний простiр. Пiдмножина V ⊂
X зветься замкненою, якщо доповнення до неї уX вiдкрите, тобтоX\V ∈ T .

Властивостi замкнених пiдмножин топологiчного простору дуальнi до вла-
стивостей вiдкритих:

Твердження 1.1.13 (Властивостi замкнених множин). Нехай (X, T ) – то-
пологiчний простiр.

1. Перетин будь-якої сукупностi замкнених пiдмножин замкнений, тоб-
то якщо {Vα}α∈A замкненi, то

⋂
α∈A

Vα замкнена.

2. Об’єднання будь-якої скiнченної сукупностi замкнених пiдмножин за-

мкнене, тобто якщо {Vi}ni=1 замкненi, то
n⋃
i=1

Vi замкнена.

3. Порожня множина та X замкненi.

Доведення. Цi властивостi випливають (як саме?) з означень топологiї,
замкненої множини та формул де Моргана:

X \
⋂
α∈A

Vα =
⋃
α∈A

(X \ Vα);
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X \
n⋃
i=1

Vi =
n⋂
i=1

(X \ Vi).

Повернемося до попереднiх прикладiв топологiй:

Приклад 1.1.14. У тривiальнiй топологiї є лише двi вiдкритих пiдмножини
∅ та X, тому в точностi вони є i замкненими. У подальшому цi двi одно-
часно вiдкритi й замкненi у кожнiй топологiї множини ми будемо називати
тривiальними.

Приклад 1.1.15. Вiдносно дискретної топологiї будь-яка пiдмножина X
є вiдкритою i замкненою одночасно.

Приклад 1.1.16. У топологiї зв’язної двокрапки T3 = {∅, {x, y}, {x}} на
двоточковiй множинi X = {x, y} єдиною нетривiальною замкненою пiдмно-
жиною є {y}. Аналогiчно для топологiї T4 (у позначеннях прикладу 1.1.6) на
цiй множинi.

Приклад 1.1.17. Приклади замкнених пiдмножин прямої R зi стандартною
топологiєю суб’єктивно рiзноманiтнiшi, нiж вiдкритих. Зокрема, до них вiд-
носяться:

- Вiдрiзки [a, b] (зокрема, одноточкова множина {a} = [a, a]), бо доповне-
ння R \ [a, b] = (−∞, a)∪ (b,+∞) вiдкрите в данiй топологiї. Аналогiчно
для напiвнескiнченних напiвiнтервалiв [a,+∞) i (−∞, b].

- Множина цiлих чисел Z, бо доповнення R \ Z =
⋃
n∈Z

(n, n + 1) вiдкрите

(i аналогiчно для множини натуральних чисел N).

- Множина Кантора утворюється з вiдрiзка [0, 1] послiдовним викидан-
ням iнтервалiв (13 ,

2
3); (

1
9 ,

2
9), (

7
9 ,

8
9); (

1
27 ,

2
27), (

7
27 ,

8
27), (

19
27 ,

20
27), (

25
27 ,

26
27) i т. д.

Вона замкнена, бо її доповнення є об’єднанням злiченної кiлькостi iнтер-
валiв, що попарно не перетинаються. Також її можна описати як мно-
жину дiйсних чисел вiд 0 до 1, запис яких у трiйковiй системi числення
не мiстить одиниць, лише нулi та двiйки (вiдтворiть деталi самостiйно).
Як вiдомо з курсу аналiза, ця множина, зокрема, континуальна. Її бiльш
детальний опис можна знайти у [26, с. 57-58].

З iншого боку, скiнченний напiвiнтервал [a, b) не є замкненим, оскiльки
його доповнення R \ [a, b) = (−∞, a) ∪ [b,+∞) не вiдкрите в цiй топологiї

(чому?). При цьому [a, b) =
∞⋃

n=n0

[a, b − 1
n ] (де n0 – натуральне число доста-

тньо велике для того, щоб цi вiдрiзки iснували), отже умова скiнченностi
об’єднання у властивостi 2. твердження 1.1.13 суттєва.
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Вправа 1.1.18. Показати, що множина рацiональних чисел Q не є замкне-
ною в стандартнiй топологiї R.

Приклад 1.1.19. У прямiй R з топологiєю напiвнескiнченних iнтервалiв не-
тривiальнi замкненi пiдмножини мають вигляд (−∞, a].

Дуальнiсть властивостей вiдкритих i замкнених множин пiдказує нам, що
топологiю можна визначати за допомогою сукупностi замкнених пiдмножин:

Твердження 1.1.20. Нехай C – система пiдмножин деякої множини X,
що задовольняє умовам 1.–3. з твердження 1.1.13. Тодi

T := {U |X \ U ∈ C}

є топологiєю на X, а C – сукупнiстю усiх пiдмножин, що замкненi у цiй
топологiї.

Доведення. Як i твердження 1.1.13, це безпосереднiй наслiдок означень
i формул де Моргана (покажiть це).

Приклад 1.1.21. Нехай X – довiльна множина, а C складається з усiх скiн-
ченних пiдмножин X i (за потреби) самої X. Умови 1.–3. твердження 1.1.13
для такого C, очевидно, виконанi, бо перетин будь-якої кiлькостi i об’єднання
скiнченної кiлькостi скiнченних пiдмножин скiнченнi. Отже, доповнення до
скiнченних пiдмножин (i ∅ за потреби) утворюють топологiю на X, що зве-
ться кофiнiтною. Якщо X скiнченна, то ця топологiя збiгається з дискре-
тною. Зауважимо, що для X = R скiнченнi пiдмножини й уся пряма – це
в точностi множини коренiв деяких полiномiв, тобто V = {x | f(x) = 0} для

f ∈ R[x]. Дiйсно, множинi V = {ai}ni=1 вiдповiдає f =
n∏
i=1

(x − ai), порожнiй

множинi – f = 1, а всiй прямiй – f = 0. Узагальнимо це спостереження на
випадок довiльної вимiрностi у наступному прикладi.

Приклад 1.1.22. Розглянемо у X = Rn систему алгебраїчних пiдмножин

C :=
{
{x ∈ Rn | ∀ f ∈ S f(x) = 0}

}
S⊂R[x1,...,xn]

тобто спiльних коренiв для усiх множин (систем) S полiномiв вiд n змiнних
(додаткова вправа для читачiв, що знайомi з теорiєю кiлець: перевiрити, що
замiсть довiльних множин S достатньо розглядати iдеали кiльця полiномiв
R[x1, . . . , xn]).

Вправа 1.1.23. Показати, що C задовольняє умовам 1.–3. твердження 1.1.13.

Тобто C є сукупнiстю замкнених пiдмножин деякої топологiї на Rn. Во-
на називається топологiєю Зариського i є природним вибором для багатьох
задач алгебраїчної геометрiї – дисциплiни, що вивчає алгебраїчнi множини.
Зауважимо, що R тут можна замiнити на довiльне поле.
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Означення 1.1.24. Нехай X – деяка множина, а T i S – топологiї на X.
Кажуть, що T слабша (грубша) за S, а S сильнiша (тонша) за T , якщо будь-
яка пiдмножина, що вiдкрита вiдносно топологiї T , є вiдкритою й вiдносно
топологiї S. Це позначається T ≺ S або S ≻ T .

Звичайно, це просто включення двох систем пiдмножин: T ≺ S означає
T ⊂ S. Зокрема, воно встановлює вiдношення (часткового) порядку на мно-
жинi топологiй X, що задовольняє вiдповiдним аксiомам:

- T ≺ T для будь-якої T (рефлексивнiсть);

- якщо T ≺ S i S ≺ T , то T = S (антисиметричнiсть);

- якщо T ≺ S i S ≺ R, то T ≺ R (транзитивнiсть).

Замiсть топологiй можна порiвнювати сукупностi замкнених множин, як ро-
биться у прикладi 1.1.28 нижче (чому?).

Приклад 1.1.25. Тривiальна топологiя на довiльнiй множинi слабша за
будь-яку iншу, тобто є найслабшою.

Приклад 1.1.26. Дискретна топологiя на довiльнiй множинi сильнiша за
будь-яку iншу, тобто є найсильнiшою.

Приклад 1.1.27. На двоточковiй множинi X = {x, y} топологiї зв’язної
двокрапки T3 i T4 (див. приклад 1.1.6 i позначення у ньому) знаходяться мiж
тривiальною T1 i дискретною T2: T1 ≺ T3 ≺ T2, T1 ≺ T4 ≺ T2. При цьому вони
непорiвнюванi мiж собою, бо у кожнiй з них є вiдкрита множина, якої немає
у iншiй ({x} та {y} вiдповiдно).

Приклад 1.1.28. На прямiй R крiм тривiальної (найслабшої) та дискретної
(найсильнiшої) маємо три приклади топологiй: стандартну, напiвнескiнчен-
них iнтервалiв i кофiнiтну. При цьому топологiя напiвнескiнченних iнтерва-
лiв та кофiнiтна топологiя слабшi за стандартну: у кожнiй з них вiдкритi
множини є, очевидно, об’єднанням iнтервалiв, а отже вiдкритi у стандартнiй.
Але мiж собою цi двi топологiї непорiвнюванi. Наприклад, множина (−∞, 0]
є замкненою у топологiї напiвнескiнченних iнтервалiв, але не у кофiнiтнiй (бо
нескiнченна i не збiгається з усiєю прямою), а {0} – навпаки.

1.2 База топологiї. Аксiоми злiченностi

Згадаємо, що у стандартнiй топологiї числової прямої R вiдкритi множини
є об’єднаннями iнтервалiв: це випливає з теореми 1.1.9 або просто з означення
цiєї топологiї. Це дає нам iдею ”економного” описання топологiї за допомо-
гою об’єднань множин з деякого ”стандартного набору”, що формалiзована
у наступному означеннi:
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Означення 1.2.1. Деяка сукупнiсть B ⊂ T вiдкритих пiдмножин тополо-
гiчного простору (X, T ) зветься базою топологiї T , якщо для будь-якої вiд-
критої множини U ∈ T i будь-якої її точки x ∈ U iснує така V ∈ B, що
x ∈ V ⊂ U .

Перш за все, переформулюємо це означення i покажемо, що воно вiдповiдає
викладенiй вище iдеї:

Твердження 1.2.2. Система вiдкритих множин B ⊂ T є базою деякої
топологiї T тодi й тiльки тодi, коли будь-яка вiдкрита множина U ∈
T представляється у виглядi об’єднання деякої сукупностi множин, що
належать до B: iснує {Vα}α∈A ⊂ B така, що U =

⋃
α∈A

Vα.

Доведення. ⇒ Дiйсно, якщо B – база, то для кожної вiдкритої U i кожної
x ∈ U знайдеться Vx ∈ B така, що x ∈ Vx ⊂ U . Тодi U =

⋃
x∈U

Vx (аналогiчно,

наприклад, до доведення твердження 1.1.3).
⇐ I навпаки, якщо будь-яка вiдкрита множина має вигляд U =

⋃
α∈A

Vα, де

усi Vα ∈ B, то для кожної точки x ∈ U цiєї множини iснує α ∈ A таке, що
x ∈ Vα ⊂ U .

Приклад 1.2.3. Тривiальним прикладом бази топологiї T для довiльного
топологiчного простору (X, T ) є сама топологiя: означення, очевидно, вико-
нується для B := T . Звичайно, про жодну економiю опису вiдкритих множин
у цьому випадку не йдеться.

Приклад 1.2.4. Повернемося до стандартної топологiї R. Як було зазначено
вище, iнтервали складають деяку базу цiєї топологiї

B := {(a, b)}a,b∈R, a<b ,

бо за побудовою мiж кожною вiдкритою множиною U ⊂ R i кожною її точкою
x ∈ U можна вставити iнтервал: x ∈ (a, b) ⊂ U (наприклад, (a, b) = (x−ε, x+
ε) для деякого ε > 0). Але тодi, у свою чергу, з властивостей рацiональних
чисел випливає iснування q, r ∈ Q таких, що a < q < x i x < r < b, тобто
x ∈ (q, r) ⊂ (a, b) ⊂ U . Це означає, що (строго) менша система

B̃ := {(q, r)}q,r∈Q, q<r ⊂ B

iнтервалiв з рацiональними кiнцями також є базою цiєї топологiї. До того ж,
вона є злiченною на вiдмiну вiд B (i T ). Отже, ми бачимо, що база топологiї
не визначається однозначно: одна й та сама топологiя може мати кiлька баз
рiзної потужностi.
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Означення 1.2.5. Сукупнiсть B ⊂ T вiдкритих пiдмножин топологiчного
простору (X, T ), що мiстять точку x ∈ X, зветься базою в точцi x його
топологiї T , якщо для будь-якої вiдкритої множини U ∈ T , що мiстить x,
iснує така V ∈ B, що x ∈ V ⊂ U .

База i база в точцi пов’язанi наступним очевидним чином:

Твердження 1.2.6. Нехай B – база топологiї T , i x ∈ X. Тодi сукупнiсть

Bx := {V ∈ B | V ∋ x} ⊂ B

усiх елементiв B, що мiстять x, є базою T в x.

Доведення. Це безпосередньо випливає з означень: для будь-якої вiдкри-
тої U ∋ x iснує V ∈ B така, що x ∈ V ⊂ U . Але тодi V ∈ Bx.

Вправа 1.2.7. Як побудувати базу топологiї з баз у точках (тобто як вигля-
дає конструкцiя, зворотня до твердження 1.2.6)?

Наступнi властивостi топологiчного простору є нашими першими змiстов-
ними прикладами топологiчних iнварiантiв (чому вони так називаються,
буде зрозумiло з подальшого, див. параграф 1.10).

Означення 1.2.8. Говорять, що топологiчний простiр (X, T )

- задовольняє першiй аксiомi злiченностi , якщо для кожної точки x ∈ X

iснує не бiльш нiж злiченна база топологiї T в x;

- задовольняє другiй аксiомi злiченностi , якщо iснує не бiльш нiж злiчен-
на база топологiї T .

Наслiдок 1.2.9. Якщо топологiчний простiр задовольняє другiй аксiомi
злiченностi, то вiн задовольняє i першiй аксiомi злiченностi.

Доведення. Це наслiдок твердження 1.2.6: якщо B не бiльш нiж злiченна,
то й Bx ⊂ B не бiльш нiж злiченна для кожної x ∈ X.

Топологiчнi простори, що задовольняють другiй аксiомi злiченностi, та-
кож звуть просторами з не бiльш нiж злiченною базою, причому ”не бiльш
нiж” часто пропускають. Аналогiчна термiнологiя використовується й для ба-
зи в точцi. Обернене до попереднього наслiдку твердження, взагалi кажучи,
невiрне: це демонструється, зокрема, у прикладах 1.2.12 i 1.3.2 нижче.

Приклад 1.2.10. Як було встановлено у прикладi 1.2.4, iнтервали з рацiо-
нальними кiнцями утворюють злiченну базу B̃ стандартної топологiї числової
прямої R, тобто вона задовольняє другiй аксiомi злiченностi, а отже й першiй.
Зауважимо, що крiм B̃x у якостi бази в довiльнiй x ∈ R можна розглядати,
наприклад, теж злiченну

{
(x− 1

n , x+
1
n)
}
n∈N (чому?).
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Вправа 1.2.11. Чи задовольняють аксiомам злiченностi iншi топологiї на R,
що були розглянутi у попередньому параграфi? Показати, зокрема, що кофi-
нiтна топологiя не задовольняє першiй аксiомi злiченностi (а отже й другiй),
бiльш того, це так для кофiнiтної топологiї на будь-якiй незлiченнiй множинi.

Приклад 1.2.12. Розглянемо довiльну множину X з дискретною топологi-
єю. Для кожної x ∈ X одноточкова пiдмножина {x} вiдкрита, i для будь-якої
U ∋ x маємо x ∈ {x} ⊂ U . Це означає, що система з однiєї множини {x} утво-
рює базу в x, отже X задовольняє першiй аксiомi злiченностi. З iншого боку,
якщо B – якась база цiєї топологiї, то з тiєї ж вiдкритостi {x} випливає, що
для кожної x ∈ X повинна iснувати V ∈ B така, що x ∈ V ⊂ {x}, тобто
V = {x}. Отже, B повинна мiстити усi одноточковi пiдмножини {x} (i нав-
паки, система усiх одноточкових пiдмножин, очевидно, буде базою). Тому
X задовольняє другiй аксiомi злiченностi тодi й тiльки тодi, коли X не бiльш
нiж злiченна.

Означення 1.2.13. Система пiдмножин U = {Uα}α∈A множини X зветься
покриттям її пiдмножини V ⊂ X, якщо об’єднання елементiв U мiстить V :
V ⊂

⋃
α∈A

Uα. Якщо менша сукупнiсть {Uα}α∈B ⊂ U (для деякої B ⊂ A) та-

кож є покриттям V , ї ї називають пiдпокриттям U . Зокрема, сама U зветься
своїм тривiальним пiдпокриттям. У топологiчному просторi X покриття на-
зивається вiдкритим, якщо кожна з його множин Uα вiдкрита.

Якщо у попередньому означеннi V = X, то його умова перетворюється
на X =

⋃
α∈A

Uα. Виявляється, що вiдкритi покриття просторiв з не бiльш

нiж злiченною базою мають наступну корисну властивiсть (яка також дещо
нагадує означення компактного простору, див. далi параграф 2.7):

Теорема 1.2.14 (Лiндельоф). Якщо топологiчний простiр задовольняє дру-
гiй аксiомi злiченностi, то у будь-якого його вiдкритого покриття iснує не
бiльш нiж злiченне пiдпокриття.

Доведення. Отже, нехай X – простiр, B – його не бiльш нiж злiченна
база, а U = {Uα}α∈A – деяке вiдкрите покриття. За означенням покриття,
для будь-якої x ∈ X iснує таке αx ∈ A, що x ∈ Uαx

. За означенням бази,
тодi iснує Vx ∈ B така, що x ∈ Vx ⊂ Uαx

. Залишимо лише елементи бази, що
виникають у цiй конструкцiї, тобто розглянемо сукупнiсть

B̃ := {V ∈ B | ∃α ∈ A : V ⊂ Uα} ⊂ B

усiх елементiв бази, що мiстяться принаймнi у одному елементi покриття.
Вона також не бiльш нiж злiченна, тобто її елементи можна перенумерувати:
B̃ = {Vi}∞i=1, де замiсть ∞ може стояти натуральне n. Для кожного i тодi
оберемо αi ∈ A таке, що Vi ⊂ Uαi

.
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Тепер повернемося до початку: для будь-якої x ∈ X ми знайшли Vx ∈ B
таку, що x ∈ Vx ⊂ Uαx

. Це означає, що Vx ∈ B̃, тобто iснує i таке, що Vx = Vi,
а отже

x ∈ Vi ⊂ Uαi
⊂
⋃
i

Uαi
.

Це означає, що {Uαi
}∞i=1 (або до n) – потрiбне нам не бiльш нiж злiченне

пiдпокриття U .

1.3 Критерiй бази. Передбаза

Виявляється, що топологiя визначається своєю базою однозначно i може бу-
ти за нею побудована. У наступнiй теоремi наведенi властивостi, що є необ-
хiдними та достатнiми для того, щоб система пiдмножин була базою деякої
топологiї.

Теорема 1.3.1 (Критерiй бази). Нехай X – множина, а B – якась суку-
пнiсть її пiдмножин. Якщо B – база деякої топологiї на X, то вона має
наступнi властивостi:

B1. B – покриття X: X =
⋃
V ∈B

V .

B2. Для будь-яких U, V ∈ B та x ∈ U ∩ V iснує W ∈ B така, що x ∈ W ⊂
U ∩ V .

I навпаки, якщо B має властивостi B1. i B2., то на X iснує єдина то-
пологiя, базою якої є B.

Аналогiчно до переформулювання означення бази у твердженнi 1.2.2, вла-
стивiсть B2. еквiвалентна наступнiй: для будь-яких U, V ∈ B їхнiй перетин
U ∩ V можна представити у виглядi об’єднання множин, що належать до B.

Доведення. Властивiсть B1. випливає з твердження 1.2.2, оскiльки X –
вiдкрита множина i тому повинна дорiвнювати об’єднанню деяких (а отже
й усiх) множин B. B2. випливає безпосередньо з означення бази, бо U ∩ V –
вiдкрита множина як перетин вiдкритих.

Тепер нехай B має зазначенi властивостi. Побудуємо систему T пiдмно-
жин X, що складається з усiх можливих об’єднань множин з B:

T :=

U =
⋃
β∈B

Vβ


{Vβ}β∈B⊂B

.

Зауважимо, що ∅ також належить до T як об’єднання порожньої сукупностi
пiдмножин. Перевiримо, що T – топологiя на X:



20 РОЗДIЛ 1. ПРОСТОРИ ТА НЕПЕРЕРВНI ВIДОБРАЖЕННЯ

1. Нехай {Uα}α∈A ⊂ T . За побудовою, кожен елемент цiєї сукупностi має
вигляд Uα =

⋃
β∈Bα

Vαβ для деякої {Vαβ}β∈Bα
⊂ B, що iндексована множи-

ною Bα, власною для кожного α ∈ A. Тодi⋃
α∈A

Uα =
⋃

α∈A, β∈Bα

Vαβ ∈ T

за побудовою T .

2. Нехай {Ui}ni=1 ⊂ T . Перш за все, зауважимо, що належнiсть перетину
цих множин до T достатньо перевiрити для n = 2 з iндуктивних мiр-
кувань: якщо U1 ∩ U2 ∈ T , то й U1 ∩ U2 ∩ U3 = (U1 ∩ U2) ∩ U3 ∈ T ,

бо ми вже знаємо, що це вiрно для двох множин, i так далi до
n⋂
i=1

Ui =(
n−1⋂
i=1

Ui

)
∩ Un ∈ T .

Отже, маємо U1 =
⋃
β∈B1

V1β i U2 =
⋃
β∈B2

V2β для деяких сукупностей

{V1β}β∈B1
, {V2β}β∈B2

⊂ B. Тодi з дистрибутивностi перетинiв i об’єднань
випливає, що

U1 ∩ U2 =
⋃

β1∈B1, β2∈B2

V1β1 ∩ V2β2.

Оскiльки для будь-якого вибору iндексiв β1 ∈ B1 i β2 ∈ B2 множини
V1β1 i V2β2 належать до B, з її властивостi B2. i зауваження вище випли-
ває, що V1β1 ∩ V2β2 =

⋃
γ∈Γβ1 β2

Wβ1 β2 γ, де {Wβ1 β2 γ}γ∈Γβ1 β2
⊂ B (для якоїсь

iндексуючої множини Γβ1 β2, що залежить вiд β1 i β2). Тому

U1 ∩ U2 =
⋃

β1∈B1, β2∈B2, γ∈Γβ1 β2

Wβ1 β2 γ ∈ T

за побудовою.

3. Як ми зауважили вище, ∅ ∈ T . Множина X належить до T в силу
властивостi B1.

Вiдносно топологiї T усi множини з B вiдкритi (як об’єднання сукупностi
з одної множини). Те, що B – база цiєї топологiї, тодi випливає з побудови T
i твердження 1.2.2.

Залишилося перевiрити, що така топологiя єдина. Нехай S – якась iнша то-
пологiя з базою B. Тодi в силу твердження 1.2.2 будь-яка U ∈ S є об’єднанням
елементiв B, а отже належить до T : S ≺ T . З iншого боку, усi елементи B
повиннi бути вiдкритими вiдносно S, а отже i їхнi об’єднання, тому T ≺ S.
Отже, S = T . Це й означає єдинiсть.
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Приклад 1.3.2. Згадаємо, що одною з баз стандартної топологiї R є суку-
пнiсть iнтервалiв (див. приклад 1.2.4). Розглянемо тепер аналогiчну систему
з напiвiнтервалiв:

B := {[a, b)}a,b∈R, a<b ,

Вона задовольняє умовам теореми 1.3.1. Дiйсно, всю пряму можна предста-

вити у виглядi, наприклад, R =
∞⋃
n=1

[−n, n), а непорожнiй перетин двох напiв-

iнтервалiв також є напiвiнтервалом. Тому цiй базi вiдповiдає деяка топологiя.
Вона зветься топологiєю Зоргенфрея, а пряма R з нею – прямою Зоргенфрея.

Перш за все, зауважимо, що будь-який iнтервал можна представити у ви-

глядi об’єднання напiвiнтервалiв: (a, b) =
∞⋃

n=n0

[a + 1
n , b) (для деякого доста-

тньо великого натурального n0), а тому й будь-яка вiдкрита в стандартнiй
топологiї множина є об’єднанням напiвiнтервалiв, отже вiдкритою в пря-
мiй Зоргенфрея. Таким чином, топологiя Зоргенфрея сiльнiша за стандар-
тну (причому строго, оскiльки самi напiвiнтервали не є вiдкритими у стан-
дартнiй топологiї). Також цiкавим є те, що в цiй топологiї напiвiнтервали
є не лише вiдкритими (як елементи бази), але й замкненими: доповнення

R \ [a, b) = (−∞, a) ∪ [b,+∞) =
∞⋃

n=n0

[−n, a) ∪
∞⋃

n=n1

[b, n) вiдкрите.

Для будь-якої x ∈ R злiченна сукупнiсть
{
[x, x+ 1

n)
}∞
n=1

є базою топологiї
Зоргенфрея в x (перевiрте це), тому пряма Зоргенфрея задовольняє першiй
аксiомi злiченностi. З iншого боку, будь-яка база її топологiї для кожної x ∈ R
повинна мiстити Vx таку, що x ∈ Vx ⊂ [x, x+1). Зокрема, minVx = x, а тому
рiзним точкам вiдповiдають рiзнi множини: Vx ̸= Vy для x ̸= y. З цього
випливає, що потужнiсть будь-якої бази топологiї Зоргенфрея не менша за
потужнiсть R, тому у цiєї топологiї немає не бiльш нiж злiченних баз. Таким
чином, ми отримали ще один приклад простору, що задовольняє першiй, але
не другiй аксiомi злiченностi.

Вправа 1.3.3. Перевiрити, що сiмейство пiдмножин круга на площинi, що
складається з усiх його дiаметрiв i центра, є базою деякої топологiї.

Означення 1.3.4. Система C ⊂ T вiдкритих пiдмножин топологiчного про-
стору (X, T ) зветься передбазою його топологiї T , якщо сукупнiсть усiх скiн-
ченних перетинiв множин iз C є базою T .

Тут пiд скiнченними перетинами маються на увазi перетини лише непоро-
жнiх скiнченних пiдсистем C, тобто ми не можемо отримати X, перетнувши
”нульову кiлькiсть множин”.

Приклад 1.3.5. Будь-яка база B довiльної топологiї T (зокрема сама T )
є також її передбазою, бо одноелементнi перетини вже утворюють B, а до-
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давання iнших перетинiв (що є вiдкритими множинами) нiяк не впливає на
властивiсть B бути базою.

Приклад 1.3.6. Для стандартної топологiї на прямiй R система усiх напiв-
нескiнченних iнтервалiв

C := {(−∞, a)}a∈R ∪ {(a,+∞)}a∈R

утворює передбазу. Дiйсно, скiнченними перетинами множин iз C є усi iнтер-
вали, що утворюють базу B з прикладу 1.2.4, а також самi напiвнескiнченнi
iнтервали та порожня множина. Таким чином, отримаємо сукупнiсть пере-
тинiв B ∪ C ∪ {∅}, що теж є базою стандартної топологiї, оскiльки напiвне-
скiнченнi iнтервали у нiй вiдкритi. Якщо утворити систему C̃, замiнивши в C
дiйснi межi a ∈ R на рацiональнi q ∈ Q, то теж отримаємо передбазу цiєї
топологiї (меншу i тепер злiченну), бо перетини утворять об’єднання бази B̃
з того ж прикладу, C̃ та порожньої множини.

Приклад 1.3.7. Аналогiчним чином, для топологiї прямої Зоргенфрея си-
стема промiжкiв

D := {(−∞, a)}a∈R ∪ {[a,+∞)}a∈R
є передбазою, оскiльки їхнi скiнченнi перетини – це об’єднання бази з при-
кладу 1.3.2, самої D, множини якої вiдкритi у топологiї Зоргенфрея, а також
порожньої множини.

Твердження 1.3.8 (Критерiй передбази). Нехай X – множина, а C – якась
сукупнiсть її пiдмножин. Якщо C – передбаза деякої топологiї на X, то
вона є покриттям X: X =

⋃
V ∈C

V . I навпаки, якщо C є покриттям X, то

на X iснує єдина топологiя, передбазою якої є C.

Доведення. За означенням, скiнченнi перетини множин передбази C утво-
рюють деяку базу B топологiї. Тодi кожна множина U ∈ B включається до
деякої V ∈ C. Оскiльки B є покриттям X за властивiстю B1. теореми 1.3.1,
ним є й C:

X =
⋃
U∈B

U ⊂
⋃
V ∈C

V ⊂ X.

Тепер нехай C – покриття X. Побудуємо систему B пiдмножин X з усiх
перетинiв непорожнiх скiнченних пiдсистем C, тобто

B :=

{
n⋂
i=1

Vi

}
{Vi}ni=1⊂C, n∈N

.

Покажемо, що B – база деякої топологiї на X, перевiривши виконання умов
теореми 1.3.1:
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B1. За побудовою, C ⊂ B, бо усi множини V ∈ C є перетинами вiдповiдних
одноелементних пiдсистем {V } ⊂ C. Тому B теж буде покриттям X.

B2. Будь-якi два елементи B мають вигляд
n⋂
i=1

Vi та
m⋂
j=1

Wj для пiдсистем

{Vi}ni=1, {Wj}mj=1 ⊂ C. Тому їхнiй перетин є перетином усiх елементiв
скiнченної сукупностi {Vi}ni=1 ∪ {Wj}mj=1 ⊂ C, а отже й сам належить до
системи B.

Таким чином, iснує топологiя T на X з базою B, передбазою якої за озна-
ченням є C. Нехай тепер S – якась iнша топологiя з передбазою C. Тодi її
базою повинна бути сукупнiсть усiх скiнченних перетинiв множин iз C, тоб-
то B. Це означає, що T = S в силу теореми 1.3.1, що й дає потрiбну нам
єдинiсть.

Приклад 1.3.9. Якщо з передбази C стандартної топологiї R, що описана у
прикладi 1.3.6, прибрати ”половину” множин, залишивши

Ĉ := {(a,+∞)}a∈R ,

то ця система все ще буде покриттям R, а отже утворюватиме передбазу де-
якої топологiї за попереднiм твердженням. Будуючи базу B як у його до-
веденнi та топологiю T як у доведеннi теореми 1.3.1, отримуємо B = Ĉ
i T = Ĉ ∪ {∅,R} – топологiю напiвнескiнченних iнтервалiв, що (набагато)
слабша за стандартну. Роблячи так само з ”половиною”

D̂ := {[a,+∞)}a∈R ,

передбази топологiї Зоргенфрея з прикладу 1.3.7, що теж є покриттям, отри-
маємо базу D̂ i топологiю Ĉ ∪ D̂ ∪ {∅,R} (чому?), що сильнiша за топологiю
напiвнескiнченних iнтервалiв, (набагато) слабша за топологiю Зоргенфрея
i непорiвнювана зi стандартною.

Вправа 1.3.10. Показати, що якщо C – передбаза (зокрема база) топологiї T
на множинi X, то T – найслабша топологiя на X, що мiстить C. Тому iнколи
також говорять, що T породжується системою C. Бiльш того, показати,
що будь-яке покриття C множини X з такою властивiстю буде передбазою
(але, взагалi кажучи, не базою) T . Таким чином, отримали альтернативне
означення передбази.

Вправа 1.3.11. Чи можна у термiнах передбази переформулювати другу
аксiому злiченностi? А як щодо першої аксiоми злiченностi (для цього, зви-
чайно, доведеться визначити поняття передбази у точцi)?
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1.4 Метричний простiр

Важливим класом топологiчних просторiв є метричнi простори, що дуже ча-
сто зустрiчаються в геометрiї, аналiзi та застосуваннях математики – всюди,
де виникає можливiсть тим чи iншим чином задати вiдстань мiж елементами
деякої множини.

Означення 1.4.1. Нехай X – довiльна множина. Метрикою на X називає-
ться вiдображення ρ : X ×X → R+, що задовольняє наступним умовам:

1. ρ(x, y) = 0 тодi й тiльки тодi, коли x = y (невиродженiсть).

2. ρ(x, y) = ρ(y, x) для будь-яких x, y ∈ X (симетричнiсть).

3. ρ(x, y) ⩽ ρ(x, z) + ρ(z, y) для будь-яких x, y, z ∈ X (нерiвнiсть трику-
тника).

Пара (X, ρ) з множини та метрики на нiй зветься метричним простором.

Тут R+ = [0,+∞) – традицiйне позначення для множини невiд’ємних
дiйсних чисел. Як i у випадку топологiчного простору, якщо зрозумiло, про
яку метрику наX йдеться, будемо говорити просто про метричний простiрX.
Елементи метричного простору також називають його точками, а ρ(x, y) –
вiдстанню мiж точками x та y.

Приклад 1.4.2. На довiльнiй множинiX введемо ρ : X×X → R+ наступним
чином:

ρ(x, y) :=

[
0, x = y;
1, x ̸= y.

Це вiдображення є метрикою. Дiйсно, першi двi умови означення виплива-
ють з побудови, а нерiвнiсть трикутника можна перевiрити, виписавши всi
варiанти взаємного розташування трьох точок (зробiть це). Така метрика на
множинi X зветься дискретною.

Приклад 1.4.3. Для X = Rn розглянемо сiмейство вiдображень ρp, що па-
раметризоване дiйсним числом p ∈ [1,+∞) i визначене для x = (x1, . . . , xn)
та y = (y1, . . . , yn) формулою

ρp(x, y) :=

(
n∑
i=1

|xi − yi|p
) 1

p

.

Властивостi невиродженостi та симетричностi випливають безпосередньо з цi-
єї формули. Зокрема, якщо ρp(x, y) = 0, то з невiд’ємностi доданкiв маємо
xi = yi для усiх i, а отже x = y. Нерiвнiсть трикутника тут є наслiдком
нерiвностi Мiнковського, що доводиться в курсi аналiза (див., наприклад, [4,
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с. 154]). Отже, це метрики на Rn. Метрика ρ1 зветься манхетенською (ву-
личною, метрикою таксиста), а ρ2 – евклiдовою. Крiм перелiчених, також
розглянемо ρ∞, що визначена наступним чином:

ρ∞(x, y) := max{|xi − yi|}ni=1.

Знову невиродженiсть i симетричнiсть випливають безпосередньо з побудови.
Перевiримо нерiвнiсть трикутника: для будь-яких x, y, z ∈ Rn та i вiд 1 до n

|xi − yi| = |xi − zi + zi − yi| ⩽ |xi − zi|+ |zi − yi| ⩽ ρ∞(x, z) + ρ∞(z, y).

Тодi й найбiльше з цих значень ρ∞(x, y) ⩽ ρ∞(x, z) + ρ∞(z, y).
Зауважимо, що при n = 1 (на прямiй) всi цi метрики збiгаються й дають

ρp(x, y) = |x− y|, у т. ч. для p = ∞.

Приклад 1.4.4. Побудуємо метрику на множинi C[a, b] неперервних фун-
кцiй на вiдрiзку, використавши iдею, схожу до побудови ρ∞ у попередньому
прикладi:

ρ(f, g) := max{|f(x)− g(x)|}x∈[a,b].

Цей максимум iснує в силу теореми Веєрштраса (далi ми будемо розгляда-
ти її узагальнення, див. теорему 2.9.9). Властивостi метрики перевiряються
аналогiчно до попереднього прикладу (зробiть це).

Вправа 1.4.5. Для довiльного дiйсного p ∈ [1,+∞) розглянемо множину ℓp
дiйсних послiдовностей {xn}∞n=1 таких, що ряд

∞∑
n=1

|xn|p збiгається. Перевiрити

що на ℓp

ρ(x, y) :=

( ∞∑
n=1

|xn − yn|p
) 1

p

коректно визначене i задає метрику.
Перевiрити також що на множинi ℓ∞ обмежених дiйсних послiдовностей

{xn}∞n=1 (тобто тих, для яких iснує C таке, що |xn| ⩽ C при будь-якому n)

ρ(x, y) := sup{|xn − yn|}∞n=1

коректно визначене i задає метрику. Пор. цi метрики з прикладом 1.4.3.

Означення 1.4.6. Нехай (X, ρ) та (Y, σ) – метричнi простори. Вiдображення
f : X → Y зветься

- iзометрiєю, якщо f – бiєкцiя, i для будь-яких x, y ∈ X

σ(f(x), f(y)) = ρ(x, y);
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- лiпшицевим з константою Лiпшиця C > 0 (а також нерозтягуючим
при C = 1), якщо для будь-яких x, y ∈ X

σ(f(x), f(y)) ⩽ Cρ(x, y);

- бiлiпшицевою еквiвалентнiстю, якщо f – бiєкцiя, а f i f−1 – лiпшицевi.

Про вiдображення f метричних просторiв з попереднього означення, яке
задовольняє умовi σ(f(x), f(y)) = ρ(x, y), говорять також, що воно зберiгає
вiдстанi мiж точками. Зокрема, такi вiдображення iн’єктивнi: з f(x) = f(y)
випливає ρ(x, y) = σ(f(x), f(y)) = 0, отже x = y в силу невиродженостi. То-
му в означеннi iзометрiї достатньо вимагати лише сюр’єктивностi f . Якщо
f – iзометрiя, то й f−1 – iзометрiя. Будь-яка iзометрiя є бiлiпшицевою еквiва-
лентнiстю, але, взагалi кажучи, не навпаки (приклад можна знайти нижче).

Приклад 1.4.7. Iзометрiї f : Rn → Rn евклiдового простору (Rn, ρ2) на себе
(рухи), як вiдомо з курсiв лiнiйної алгебри та геометрiї (принаймнi для n ⩽ 3),
є в точностi iзометричними афiнними перетвореннями, тобто мають вигляд
f(x) = Ax+b, де A ∈ O(n) – ортогональна матриця (див. далi приклад 2.4.6)
i b ∈ Rn.

Означення 1.4.8. Метричнi простори (X, ρ) i (Y, σ) звуться

- iзометричними, якщо iснує iзометрiя f : X → Y ;

- бiлiпшицево еквiвалентними, якщо iснує бiлiпшицева еквiвалентнiсть
f : X → Y .

Двi метрики ρ та σ на множинiX звуться бiлiпшицево еквiвалентними, якщо
тотожне вiдображення idX : X → X : x 7→ x, що кожнiй точцi X ставить
у вiдповiднiсть її ж, є бiлiпшицевою еквiвалентнiстю метричних просторiв
(X, ρ) та (X, σ).

Твердження 1.4.9. Метрики ρ та σ на X бiлiпшицево еквiвалентнi тодi
й тiльки тодi, коли iснують c, C > 0 такi, що для будь-яких x, y ∈ X

cρ(x, y) ⩽ σ(x, y) ⩽ Cρ(x, y).

Доведення. Друга з цих нерiвностей є просто умовою лiпшицевостi для
тотожного вiдображення (X, ρ) → (X, σ). Записуючи цю умову для оберне-
ного вiдображення (теж, звичайно, тотожного), отримаємо першу нерiвнiсть.

Вправа 1.4.10. Показати, що усi еквiвалентностi з означення 1.4.8 дiйсно
є вiдношеннями еквiвалентностi (метричних просторiв та метрик на множинi
вiдповiдно).
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Вправа 1.4.11. Метричний простiр (X, ρ) зветься повним, якщо у ньому
будь-яка фундаментальна послiдовнiсть {xn}∞n=1 ⊂ X (тобто така, що має
мiсце збiжнiсть ρ(xn, xm) −→

n,m→∞
0, див. [4, с. 67]) збiгається (тобто iснує x ∈

X така, що ρ(xn, x) −→
n→∞

0, див. далi означення 1.9.1 i зауваження пiсля нього).
Перевiрити, що якщо метричнi простори бiлiпшицево еквiвалентнi (зокрема,
iзометричнi) та один з них повний, то й iнший повний.

Приклад 1.4.12. Метрики ρp на Rn з прикладу 1.4.3 бiлiпшицево еквiвален-
тнi для усiх p ∈ [1,+∞), а також p = ∞. Дiйсно, для будь-яких x, y ∈ Rn

та i вiд 1 до n за побудовою |xi − yi| ⩽ ρ∞(x, y), тому для усiх p ∈ [1,+∞)

ρp(x, y) =

(
n∑
i=1

|xi − yi|p
) 1

p

⩽ (nρ∞(x, y)p)
1
p = n

1
pρ∞(x, y).

З iншого боку, оскiльки ρ∞(x, y) – це найбiльше з |xi − yi|,

ρ∞(x, y) = (ρ∞(x, y)p)
1
p ⩽

(
n∑
i=1

|xi − yi|p
) 1

p

= ρp(x, y).

Це дає потрiбнi нам згiдно з твердженням 1.4.9 нерiвностi. Отже, кожна ρp
з p ∈ [1,+∞) еквiвалентна ρ∞, тому вони еквiвалентнi й одна однiй в силу
транзитивностi.

1.5 Метрична топологiя

Тепер покажемо, що метричнi простори дiйсно є окремим випадком тополо-
гiчних. Для цього спочатку розглянемо деякi кориснi класи пiдмножин, що
очевидним чином узагальнюють вiдповiднi поняття евклiдової геометрiї:

Означення 1.5.1. Нехай (X, ρ) – метричний простiр, x ∈ X i ε > 0. Пiдмно-
жина X

- Bε(x) := {y ∈ X | ρ(x, y) < ε} називається вiдкритою кулею з центром
у точцi x радiуса ε;

- Dε(x) := {y ∈ X | ρ(x, y) ⩽ ε} називається замкненою кулею з центром
у точцi x радiуса ε;

- Sε(x) := {y ∈ X | ρ(x, y) = ε} називається сферою з центром у точцi x
радiуса ε.

Очевидно, замкнена куля – це диз’юнктне об’єднання вiдкритої кулi та
сфери з тими ж центром i радiусом. Зауважимо також, що Bε(x) ⊂ Bδ(x)
для ε ⩽ δ – це безпосередньо випливає з означення. Так само для замкнених
куль (але не для сфер).

Наступне означення узагальнює стандартну топологiю прямої:
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Означення 1.5.2. Метричною топологiєю метричного простору (X, ρ) (або
метрики ρ) зветься сукупнiсть його пiдмножин

T := {U ⊂ X | ∀ x ∈ U ∃ ε > 0: Bε(x) ⊂ U}.

Якщо для топологiчного простору (X, T ) iснує така метрика ρ на X, що T –
метрична топологiя ρ, то цей простiр зветься метризовним.

Доведемо коректнiсть цього означення.

Твердження 1.5.3. Метрична топологiя є топологiєю на X. Сукупнiсть
усiх вiдкритих куль (X, ρ) є її базою.

Доведення. Перевiримо виконання аксiом топологiї.

1. Для деякої сукупностi пiдмножин {Uα}α∈A ⊂ T та довiльної точки x ∈⋃
α∈A

Uα, оскiльки x ∈ Uα для деякого iндекса α ∈ A, iснує ε > 0 таке, що

Bε(x) ⊂ Uα ⊂
⋃
α∈A

Uα. Тому
⋃
α∈A

Uα ∈ T .

2. Для скiнченної сукупностi пiдмножин {Ui}ni=1 ⊂ T та довiльної x ∈
n⋂
i=1

Ui

маємо x ∈ Ui для кожного i = 1, n. Тому для кожного i iснує таке εi > 0,
що Bεi(x) ⊂ Ui. Покладемо ε := min{εi}ni=1 > 0. Тодi для усiх i = 1, n

виконується Bε(x) ⊂ Bεi(x) ⊂ Ui, тому Bε(x) ⊂
n⋂
i=1

Ui, отже
n⋂
i=1

Ui ∈ T .

3. Для порожньої множини умова виконується тривiально; для будь-якої
x ∈ X достатньо взяти B1(x) ⊂ X, тому X ∈ T .

Згiдно з вправою 1.5.4 нижче, вiдкритi кулi належать до T . Їх сукупнiсть
тодi задовольняє означенню бази T за побудовою цiєї топологiї.

Це доведення повнiстю повторює доведення для стандартної топологiї пря-
мої. Можна було провести його iншим способом, застосувавши критерiй бази
до сукупностi вiдкритих куль (зробiть це). Отже, множина вiдкрита вiдно-
сно метричної топологiї тодi й тiльки тодi, коли кожна її точка входить до
неї разом з деякою вiдкритою кулею з центром у цiй точцi. У подальшому
вважатимемо усi метричнi простори надiленими цiєю топологiєю.

Вправа 1.5.4. Вiдносно метричної топологiї вiдкритi кулi є вiдкритими мно-
жинами, а замкненi кулi та сфери – замкненими.

Твердження 1.5.5. Метричнi топологiї бiлiпшицево еквiвалентних ме-
трик є рiвними.
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Доведення. Отже, нехай ρ та σ – бiлiпшицево еквiвалентнi метрики на
множинi X. В силу твердження 1.4.9, тодi iснують c, C > 0 такi, що для
будь-яких x, y ∈ X

cρ(x, y) ⩽ σ(x, y) ⩽ Cρ(x, y).

Будемо позначати вiдкритi кулi цих метрик через Bρ
ε (x) i Bσ

ε (x) вiдповiдно.
Тодi з першої нерiвностi вище маємо, що Bσ

cε(x) ⊂ Bρ
ε (x) для будь-яких x ∈ X

i ε > 0, бо з y ∈ Bσ
cε(x) випливає

ρ(x, y) ⩽
σ(x, y)

c
< ε,

тобто y ∈ Bρ
ε (x). Аналогiчно, друга нерiвнiсть означає, що Bρ

ε (x) ⊂ Bσ
Cε(x)

для усiх x i ε.
Нехай тепер T i S – метричнi топологiї ρ i σ вiдповiдно. Для кожної U ∈ T

i будь-якої x ∈ U згiдно з означенням iснує ε > 0 таке, що Bρ
ε (x) ⊂ U . Згiдно

з показаним вище, тодi й Bσ
cε(x) ⊂ Bρ

ε (x) ⊂ U . Це доводить, що U ∈ S. Отже,
T ≺ S. Аналогiчно доводиться, що S ≺ T , тому T = S.

Приклад 1.5.6. Для дискретної метрики на множинi X згiдно з означення-
ми маємо

Bε(x) =

[
{x}, 0 < ε ⩽ 1;
X, ε > 1.

Тому для кожної x ∈ X одноточкова множина {x} = B1(x) ⊂ {x}, тобто
усi {x} є вiдкритими, а тодi й усi пiдмножини X вiдкритi як об’єднання
одноточкових. Отже, вiдповiдна метрична топологiя є дискретною. До речi,
як виглядають замкненi кулi та сфери цiєї метрики?

Приклад 1.5.7. Повернемося до X = Rn. При n = 1 метрика ρp(x, y) =
|x−y| (одна й та сама для усiх p) даєBε(x) = (x−ε, x+ε),Dε(x) = [x−ε, x+ε],
Sε(x) = {x− ε, x+ ε}. Згiдно з означенням, вiдповiдна метрична топологiя –
це стандартна топологiя R.

Рис. 1.1: Кулi метрик ρp на R2

Уявлення про рiзнi ρp при бiльших n дає рис. 1.1, де зображенi кулi цих
метрик на площинi R2 для p = 1, p = 2 i p = ∞.
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У прикладi 1.4.12 ми показали, що усi цi метрики бiлiпшицево еквiвалентнi,
а тому згiдно з твердженням 1.5.5 породжують одну й ту саму метричну то-
пологiю. Вона зветься стандартною (евклiдовою, натуральною, природною)
топологiєю Rn. При цьому з твердження 1.5.3 випливає, що вiдкритi кулi рi-
зних метрик ρp утворюють рiзнi бази цiєї топологiї. Можна розглядати й iншi
бази, наприклад, у R2 не вiдкритi круги або квадрати, а вiдкритi прямоку-
тники (чому?).

Твердження 1.5.8. Для будь-якого метричного простору (X, ρ) та довiль-
ної його точки x ∈ X вiдкритi кулi

{
B 1

n
(x)
}∞

n=1
складають злiченну базу

метричної топологiї в x. Таким чином, цей простiр задовольняє першiй
аксiомi злiченностi.

Доведення. Якщо U ∋ x – вiдкрита, то згiдно з означенням iснує ε > 0
таке, що Bε(x) ⊂ U . Оберемо натуральне n таке, що 1

n < ε. Тодi x ∈ B 1
n
(x) ⊂

Bε(x) ⊂ U .

Зокрема, щоб топологiчний простiр був метризовним, вiн повинен задо-
вольняти першiй аксiомi злiченностi. Тому, наприклад, незлiченна множина
з кофiнiтною топологiєю не є метризовною в силу вправи 1.2.11. Приклади
евклiдової метрики на прямiй та дискретної метрики на незлiченнiй множи-
нi демонструють, що метричнi простори можуть як задовольняти, так i не
задовольняти другiй аксiомi злiченностi.

Вправа 1.5.9. Показати, що вiдкритi кулi будь-якої з метрик ρp з центрами
в точках з рацiональними координатами та радiусами вигляду 1

m

B :=
{
B 1

m
(x)
}
x∈Qn,m∈N

утворюють злiченну базу стандартної топологiї Rn, отже цей простiр задо-
вольняє другiй аксiомi злiченностi й для довiльного n.

1.6 Прообраз топологiї. Iндукована топологiя

Тут ми продовжимо знайомитися зi способами побудови топологiй.

Означення 1.6.1. Нехай X – деяка множина, (Y, T ) – топологiчний простiр,
а f : X → Y – вiдображення. Прообразом топологiї T пiд дiєю f назвемо
сукупнiсть пiдмножинX, що складається з прообразiв елементiв T пiд дiєю f :

f−1(T ) := {f−1(V ) ⊂ X}V ∈T .

Твердження 1.6.2. Система f−1(T ) є топологiєю на X.
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Доведення. Перевiримо виконання означення топологiї.

1. Нехай {Uα}α∈A ⊂ f−1(T ). Тодi Uα = f−1(Vα), де Vα ∈ T , для кожного
α ∈ A. Iз загальної властивостi прообразiв маємо

⋃
α∈A

Uα =
⋃
α∈A

f−1(Vα) = f−1

(⋃
α∈A

Vα

)
∈ f−1(T ),

бо
⋃
α∈A

Vα ∈ T .

2. Аналогiчно, для скiнченної {Ui}ni=1 ⊂ f−1(T ) маємо Ui = f−1(Vi), де
Vi ∈ T , для кожного i = 1, n, i з властивостi прообразiв

n⋂
i=1

Ui =
n⋂
i=1

f−1(Vi) = f−1

(
n⋂
i=1

Vi

)
∈ f−1(T ),

оскiльки
n⋂
i=1

Vi ∈ T .

3. Очевидно, ∅ = f−1(∅) i X = f−1(Y ) належать до f−1(T ).

Розглянемо частковий випадок, колиX – пiдмножина Y (де (Y, T ), як i ра-
нiше, є топологiчним простором), а f = i : X → Y – формальне включення,
тобто вiдображення, що кожнiй точцi X ставить у вiдповiднiсть її ж, але вже
як точку Y . Прообразами пiдмножин V ⊂ Y тодi будуть їхнi перетини з X:
i−1(V ) = X∩V . Дiйсно, належнiсть точки пiдмножини X до обох частин цiєї
рiвностi означає просто, що вона належить також i до V .

Наслiдок 1.6.3. Сукупнiсть пiдмножин, що є перетинами з X вiдкритих
пiдмножин Y ,

i−1(T ) = {U ⊂ X | ∃V ∈ T : U = X ∩ V }

є топологiєю на X ⊂ Y .

Означення 1.6.4. Говорять, що топологiя i−1(T ) iндукована на X тополо-
гiєю T . При цьому топологiчний простiр (X, i−1(T )) називається (топологi-
чним) пiдпростором простору (Y, T ).

У подальшому, якщо не обумовлене iнше, ми будемо вважати, що на до-
вiльнiй пiдмножинi топологiчного простору розглядається саме iндукована
топологiя, i будемо говорити про властивостi цiєї топологiї (властивостi то-
пологiчного пiдпростору) як про властивостi пiдмножини.
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Твердження 1.6.5. Якщо B – база топологiї T на Y (вiдповiдно, база T
у точцi x ∈ X ⊂ Y ), то

i−1(B) = {X ∩ V }V ∈B

є базою топологiї, що iндукована T на X ⊂ Y (вiдповiдно, базою iндукованої
топологiї у x).

Доведення. Це безпосередньо випливає з означень iндукованої топологiї
та бази. Будь-яка пiдмножина X, що вiдкрита вiдносно iндукованої топологiї,
має вигляд X ∩ U , де U ∈ T . Оскiльки довiльна точка x ∈ X ∩ U належить
до U , iснує V ∈ B така, що x ∈ V ⊂ U . Але тодi виконується i x ∈ X ∩ V ⊂
X ∩ U , оскiльки x ∈ X. Аналогiчно для бази у точцi.

Наслiдок 1.6.6. Якщо топологiчний простiр задовольняє першiй (вiдповiд-
но, другiй) аксiомi злiченностi, то й будь-який його пiдпростiр задовольняє
першiй (вiдповiдно, другiй) аксiомi злiченностi.

Доведення. Дiйсно, якщо B у попередньому твердженнi не бiльш нiж
злiченна, то такою є й i−1(B).

Iнколи про властивостi, що зберiгаються при переходi до пiдпростору (як
у попередньому наслiдку), говорять, що вони наслiдуються. Корисно у яко-
стi вправи перевiряти, чи це так, для кожної з властивостей (iнварiантiв)
топологiчних просторiв, що будуть виникати у подальшому.

Приклад 1.6.7. Нехай Y = R зi стандартною топологiєю. З опису вiдкритих
пiдмножин цього простору у теоремi 1.1.9 випливає, що, наприклад, у напiв-
iнтервалi X = [a, b) з iндукованою топологiєю вiдкритими будуть диз’юнктнi
об’єднання не бiльш нiж злiченної кiлькостi промiжкiв вигляду [a, c) (не бiль-
ше одного), (d, e) i (f, b) (не бiльше одного). Зауважимо, що промiжки пер-
шого з цих типiв не є вiдкритими в топологiї прямої.

Для пiдпросторуX = Z прямої iндукована топологiя є дискретною, оскiль-
ки для кожної x ∈ Z одноточкова пiдмножина {x} = Z ∩ (x − 1, x + 1)
є вiдкритою. У вихiднiй топологiї прямої такi пiдмножини замкненi, але не
вiдкритi.

Приклад 1.6.8. Визначимо для кожного цiлого невiд’ємного n стандартну
n-вимiрну сферу Sn як сферу метричного простору (Rn+1, ρ2) радiуса 1, центр
якої знаходиться у початку координат:

Sn := S1(0) =

{
x = (x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1

∣∣∣∣∣
n+1∑
i=1

(xi)2 = 1

}
.
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Пояснення того, чому ця сфера саме n-вимiрна, буде дане у параграфi 4.1.
У якостi топологiї на Sn оберемо iндуковану стандартною топологiєю Rn+1.
З тверджень 1.5.3 i 1.6.5 тодi випливає, що базу цiєї топологiї утворюють пе-
ретини зi сферою вiдкритих куль будь-якої з метрик ρp. Зокрема, для кола
(одновимiрної сфери) S1 це вiдкритi дуги, що є перетинами вiдкритих евклi-
дових кругiв R2 з колом. Для двовимiрної сфери S2 довiльний елемент бази
можна описати як ”вiдкритий криволiнiйний круг” у сферi, тобто одну з двох
частин, на яку S2 дiлить пласке коло, що у нiй лежить (без точок самого
кола), i яка є перетином з S2 вiдритої евклiдової кулi R3. Аналогiчний опис
має мiсце й для довiльної вимiрностi n.

Вправа 1.6.9. Показати, що пiдмножина S1 є вiдкритою тодi й тiльки то-
дi, коли вона є диз’юнктним об’єднанням не бiльш нiж злiченної кiлькостi
вiдкритих дуг (аналогiчно до теореми 1.1.9).

З означення метрики випливає, що для будь-якого метричного простору
(Y, ρ) i будь-якої його пiдмножини X ⊂ Y обмеження ρ на X×X буде метри-
кою на X, тому пару (X, ρ|X×X) можемо назвати метричним пiдпростором
(Y, ρ). Але на ньому iснують двi апрiорi рiзнi топологiї: метрична та iндуко-
вана. Виявляється, що насправдi вони рiвнi:

Вправа 1.6.10. Показати, що метрична топологiя (X, ρ|X×X) i топологiя, що
iндукована на X метричною топологiєю (Y, ρ), збiгаються.

1.7 Розташування точок вiдносно множини.
Властивостi щiльностi та сепарабельнiсть

Наведемо кiлька означень, що знадобляться нам для бiльш детального дослi-
дження пiдмножин топологiчних просторiв:

Означення 1.7.1. Нехай (X, T ) – топологiчний простiр i A ⊂ X – його
пiдмножина. Точка x ∈ X зветься

- внутрiшньою точкою A, якщо iснує вiдкритий окiл U ∋ x, що мiсти-
ться в A: x ∈ U ⊂ A; множина усiх внутрiшнiх точок A називається
внутрiшнiстю A i позначається IntA або Å;

- точкою дотику A, якщо будь-який вiдкритий окiл U ∋ x перетинається
з A: U ∩ A ̸= ∅; множина усiх точок дотику A зветься замиканням A
i позначається A або ClA;

- граничною точкою A, якщо будь-який вiдкритий окiл U ∋ x мiстить
хоча б одну точку A, що вiдмiнна вiд x: (U \ {x})∩A ̸= ∅; множина усiх
граничних точок A зветься похiдною множиною A i позначається A′;



34 РОЗДIЛ 1. ПРОСТОРИ ТА НЕПЕРЕРВНI ВIДОБРАЖЕННЯ

- межовою точкою A, якщо будь-який вiдкритий окiл U ∋ x мiстить
точки як A, так i його доповнення: U∩A ̸= ∅ i U∩(X \A) ̸= ∅; множина
усiх межових точок A називається межею A i позначається ∂A;

- iзольованою точкою A, якщо iснує вiдкритий окiл U ∋ x, перетин якого
з A складається з самої цiєї точки: U ∩ A = {x}.

Зокрема, усi внутрiшнi та iзольованi точки належать до A, а ось точки
iнших типiв можуть як належати до A, так i нi, як побачимо у наведених
нижче прикладах. Також з означень випливає, що x – внутрiшня точка A тодi
й тiльки тодi, коли A – окiл x. Як зауважувалося вище, в усiх цих означеннях
вiдкритi околи U ∋ x можна помiняти на довiльнi (перевiрте це).

Вправа 1.7.2. Усi перелiченi означення залишаться вiрними (тобто позна-
чатимуть тi самi об’єкти), якщо замiсть вiдкритих околiв U ∋ x розглядати
елементи будь-якої бази топологiї T , що мiстять x.

Наступнi приклади дозволять нам краще опанувати цi поняття.

Приклад 1.7.3. Розглянемо у R2 (зi стандартною топологiєю) множину

A := ((0, 1)× (0, 1)) ∪ ({0} × [0, 1]) ∪ ([0, 1)× {0}) ∪ {(2, 2)} \
{(

1

2
,
1

2

)}
,

що зображена злiва на рис. 1.2.

Рис. 1.2: Множина A i розташування точок вiдносно неї

Знайдемо для A множини точок типiв, що перелiченi у означеннi 1.7.1:

- IntA = ((0, 1)× (0, 1)) \
{(

1
2 ,

1
2

)}
(вiдкритий квадрат без точки);

- A = ([0, 1]× [0, 1]) ∪ {(2, 2)} (замкнений квадрат i точка);

- A′ = [0, 1]× [0, 1] (замкнений квадрат);
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- ∂A = ({0, 1}× [0, 1])∪ ([0, 1]×{0, 1})∪
{(

1
2 ,

1
2

)
, (2, 2)

}
(сторони квадрата

та двi точки);

- єдиною iзольованою точкою A є (2, 2).

Цi множини можна побачити справа на рис. 1.2.

Приклад 1.7.4. У просторi X з дискретною топологiєю одноточкова множи-
на {x} є вiдкритим околом будь-якої точки x ∈ X, звiдки нескладно вивести,
що для довiльної пiдмножини A ⊂ X

IntA = A = A, A′ = ∂A = ∅,

усi точки A iзольованi. Вигляд внутрiшностi та замикання A також випливає
з твердження 1.7.8 нижче та того, що ця множина є одночасно вiдкритою та
замкненою.

Приклад 1.7.5. Якщо A ⊂ R – промiжок прямої зi стандартною топологiєю
з кiнцями у дiйсних точках a < b, тобто A = (a, b), [a, b], [a, b) або (a, b], то

IntA = (a, b), A = A′ = [a, b], ∂A = {a, b},

iзольованих точок у A немає. Це випливає з того, що у точок (a, b) завжди
є вiдкритий окiл (наприклад, вигляду (x−ε, x−ε)), що мiститься в A, у точок
(−∞, a) ∪ (b,+∞) – окiл, що мiститься в R \ A, а ось у a i b будь-який
окiл перетинає обидвi цi множини, навiть якщо викинути з нього саму точку.
Аналогiчнi твердження вiрнi й для напiвнескiнченних промiжкiв.

Усi точки пiдмножини цiлих чисел Z ⊂ R цього ж простору є iзольованими
(i тому не є внутрiшнiми), бо {x} = Z ∩ (x− 1, x+ 1) для кожної x ∈ Z. При
цьому у будь-якої x /∈ Z є окiл, що не перетинається з Z, тому точками дотику
i межовими є в точностi точки Z, i жодна точка не є граничною. Отже,

IntZ = Z′ = ∅, Z = ∂Z = Z.

Нарештi, з властивостей пiдмножини рацiональних чисел Q ⊂ R, а са-
ме з того, що у будь-якому околi будь-якої точки R є як рацiональнi, так
й iррацiональнi точки, випливає, що

IntQ = ∅, Q = Q′ = ∂Q = R,

а iзольованих точок немає. Тi ж властивостi має множина iррацiональних
чисел R \Q.

Приклад 1.7.6. З iншого боку, у прямiй Зоргенфрея напiвiнтервали [a, b)
є вiдкритими та замкненими, зокрема, [x, x + ε) є вiдкритим околом x для
будь-якого ε > 0. Звiдси випливає, що

Int [a, b) = [a, b) = [a, b)′ = [a, b), ∂[a, b) = ∅,

iзольованих точок немає.
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Вправа 1.7.7. Описати внутрiшнiсть, замикання, похiдну множину, межу
та iзольованi точки довiльної пiдмножини R з топологiєю напiвнескiнченних
iнтервалiв.

Твердження 1.7.8 (Властивостi внутрiшностi, замикання i межi). Нехай
(X, T ) – топологiчний простiр, A,B ⊂ X.

1. Внутрiшнiсть A є об’єднанням усiх вiдкритих пiдмножин X, що мi-
стяться в A:

IntA =
⋃

U⊂A,U∈T

U.

2. Внутрiшнiсть A є найбiльшою за включенням вiдкритою пiдмножи-
ною X, що мiститься в A.

3. A вiдкрита тодi й тiльки тодi, коли A = IntA.

4. Якщо A ⊂ B, то IntA ⊂ IntB (монотоннiсть внутрiшностi).

5. Замикання A є перетином усiх замкнених пiдмножин X, що мiстять A:

A =
⋂

V⊃A,X\V ∈T

V.

6. Замикання A є найменшою за включенням замкненою пiдмножиною X,
що мiстить A.

7. A замкнена тодi й тiльки тодi, коли A = A.

8. Якщо A ⊂ B, то A ⊂ B (монотоннiсть замикання).

9. A = A ∪ A′ = A ∪ ∂A = IntA ⊔ ∂A.

10. ∂A = A ∩X \ A.

11. X = IntA ⊔X \ A = A ⊔ Int (X \ A).

З цих основних властивостей можна виводити й iншi, наприклад:

Вправа 1.7.9. Показати, що множина A є вiдкритою тодi й тiльки тодi, коли
вона не перетинається зi своєю межею: A∩∂A = ∅; i замкненою тодi й тiльки
тодi, коли вона мiстить свою межу: A ⊃ ∂A.

Доведення.

1. Дiйсно, належнiсть точки x ∈ X до такого об’єднання еквiвалентна iсну-
ванню вiдкритої U такої, що x ∈ U ⊂ A. Але це й означає, що x ∈ IntA.
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2. випливає з 1.: IntA вiдкрита як об’єднання вiдкритих пiдмножин, мi-
ститься в A як об’єднання пiдмножин A, i будь-яка вiдкрита U ⊂ A
включається до об’єднання з 1., а тому U ⊂ IntA. Це й значить, що
IntA – найбiльша за включенням серед таких множин.

3. ⇐ Достатнiсть випливає з того, що IntA вiдкрита згiдно з 2.
⇒ Перевiримо необхiднiсть: якщо A вiдкрита, то, оскiльки A ⊂ A, A ⊂
IntA в силу 2. З iншого боку, IntA ⊂ A завжди за означенням. Тому
A = IntA.

4. Для будь-якої x ∈ IntA iснує вiдкрита U така, що x ∈ U ⊂ A ⊂ B, тому
x ∈ IntB.

5. Доведемо еквiвалентну рiвнiсть доповнень до цих множин.
Дiйсно, якщо точка x ∈ X не належить до вказаного перетину, то iснує
замкнена V така, що A ⊂ V i x /∈ V . Тодi U := X \ V – вiдкрита, x ∈ U
i U ∩ A = ∅. Це означає, що x не є точкою дотику A: x /∈ A.
I навпаки: з x /∈ A випливає iснування вiдкритої U ∋ x такої, що U∩A =
∅, тодi V := X \ U – замкнена i має властивостi x /∈ V i A ⊂ V , отже
x не належить до перетину.

6. випливає з 5. так само, як 2. з 1. (перевiрте це).

7. доводиться за допомогою 6. так само, як 3. доводиться за допомогою 2.
(перевiрте це).

8. Доведемо еквiвалентне включення доповнень X \ B ⊂ X \ A. Дiйсно,
якщо x /∈ B, то iснує вiдкрита U ∋ x така, що U ∩ B = ∅. Але тодi й
U ∩ A ⊂ U ∩B = ∅. Тому x /∈ A.

9. Перш за все, усi множини A, A′, ∂A i IntA ⊂ A включаються до A, бо
з належностi x ∈ X кожнiй з них випливає, що будь-який вiдкритий окiл
цiєї точки має непорожнiй перетин з A (у випадку x ∈ A це принаймнi
сама x). Тому рiзноманiтнi об’єднання цих множин теж є пiдмножинами
замикання A. З iншого боку:

- Якщо x ∈ A, але x /∈ A, то у кожнiй вiдкритiй U ∋ x повинна
мiститися якась точка A крiм x, тому x ∈ A′. Отже, A ⊂ A ∪ A′.

- Знову ж, якщо x ∈ A, але x /∈ A, то у кожнiй вiдкритiй U ∋ x
мiститься якась точка A i точка x ∈ X \ A, тому x ∈ ∂A. Отже,
A ⊂ A ∪ ∂A.

- Якщо x ∈ A, але x /∈ IntA, то у кожнiй вiдкритiй U ∋ x мiститься
якась точка A, i U ̸⊂ A, тому U мiстить якусь точку X \ A, отже
x ∈ ∂A. Таким чином, A ⊂ IntA ∪ ∂A.
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Нарештi, якщо x ∈ IntA, то деякий її вiдкритий окiл мiститься в A, тому
не мiстить точок X \ A, отже x /∈ ∂A. Тому IntA ∩ ∂A = ∅, i останнє
об’єднання у формулюваннi цього пункту є диз’юнктним.

10. Це просто переформулювання означення: x ∈ ∂A означає, що для будь-
якої вiдкритої U ∋ x перетини U∩A ̸= ∅ (тобто x ∈ A) i U∩(X \A) ̸= ∅
(тобто x ∈ X \ A).

11. Якщо x /∈ IntA, то U ̸⊂ A для кожної вiдкритої U ∋ x, тобто U ∩ (X \
A) ̸= ∅, отже x ∈ X \ A. Таким чином, X = IntA ∪ X \ A. Крiм того,
якщо x ∈ IntA, то iснує вiдкрита U ∋ x така, що U ⊂ A, тому U ∩ (X \
A) = ∅, отже x /∈ X \ A. Звiдси IntA ∩ X \ A = ∅, тому об’єднання
тут є диз’юнктним. Другу рiвнiсть отримуємо з першої, замiнивши A на
X \ A (i навпаки).

Означення 1.7.10. Пiдмножина A топологiчного простору X зветься всюди
щiльною в X, якщо A = X, i нiде не щiльною в X, якщо IntA = ∅.

З означення замикання випливає, що A є всюди щiльною тодi й тiльки тодi,
коли має непорожнiй перетин з будь-яким вiдкритим околом будь-якої точки
простору X, тобто з будь-якою непорожньою вiдкритою пiдмножиною X.
Втiм, тут достатньо обмежитися множинами з будь-якої бази (перевiрте це).
Зв’язок мiж введеними поняттями сформульовано у наступнiй вправi:

Вправа 1.7.11. Показати, що множина A нiде не щiльна тодi й тiльки тодi,
коли Int (X \A) всюди щiльна (пiдказка: використати пункт 11. у тверджен-
нi 1.7.8). Вивести з цього, що вiдкрита множина всюди щiльна тодi й тiльки
тодi, коли її доповнення нiде не щiльне.

Детальнiше про круг понять, що пов’язаний з властивостями щiльностi
множин, можна дiзнатися, наприклад у роздiлi 6.5 книги [23].

Означення 1.7.12. Топологiчний простiр X зветься сепарабельним, якщо
в X iснує не бiльш нiж злiченна всюди щiльна пiдмножина.

Приклад 1.7.13. З прикладу 1.7.4 випливає, що єдиною всюди щiльною
пiдмножиною простору X з дискретною топологiєю є X, а єдиною нiде не
щiльною – ∅. Зокрема, такий простiр сепарабельний тодi й тiльки тодi, коли
множина X не бiльш нiж злiченна.

Приклад 1.7.14. Як було встановлено у прикладi 1.7.5, у R зi стандартною
топологiєю Q = R \Q = R, тому рацiональнi та iррацiональнi числа утворю-
ють всюди щiльнi пiдмножини, що доповнюють одна одну. Оскiльки перша з
них є злiченною, цей простiр сепарабельний. З iншого боку, IntZ = IntZ = ∅,
тобто цiлi числа утворюють нiде не щiльну пiдмножину.
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Приклад 1.7.15. У Rn зi стандартною топологiєю множина Qn точок з ра-
цiональними координатами злiченна i всюди щiльна. Дiйсно, будь-який вiд-
критий окiл U будь-якої точки x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn мiстить деякий елемент
бази метричної топологiї метрики ρ∞ – куб

Bε(x) = (x1 − ε, x1 + ε)× . . .× (xn − ε, xn + ε),

де ε > 0. Оскiльки для будь-якого i вiд 1 до n iнтервал (xi− ε, xi+ ε) мiстить
рацiональне qi ∈ Q, точка q := (q1, . . . , qn) ∈ Qn мiститься у Bε(x) ⊂ U .
Отже, Rn сепарабельний. З цього i твердження 1.7.18 нижче випливатиме,
що вiн задовольняє другiй аксiомi злiченностi.

Прикладами нiде не щiльних пiмножин Rn є скiнченнi, Zn (аналогiчно до
випадку n = 1 у попередньому прикладi) та нетривiальнi афiннi пiдпросто-
ри, скажiмо, прямi у площинi, прямi та площини у тривимiрному просторi
(покажiть це).

Сепарабельнiсть тiсно пов’язана з аксiомами злiченностi, тому зазвичай її
теж вiдносять до цiєї групи аксiом.

Твердження 1.7.16. Якщо топологiчний простiр задовольняє другiй аксi-
омi злiченностi, то вiн є сепарабельним.

Доведення. Отже, нехай B – не бiльш нiж злiченна база простору X. За-
нумеруємо її елементи: B = {Vi}∞i=1, де замiсть ∞ може стояти натуральне n.
Для кожного i тодi оберемо якусь точку xi ∈ Vi. Тодi не бiльш нiж злiчен-
на множина таких точок A := {xi} є всюди щiльною. Дiйсно, для будь-якої
x ∈ X та вiдкритої U ∋ x iснує i таке, що x ∈ Vi ⊂ U , а отже xi ∈ Vi ⊂ U ,
тобто U ∩ A ̸= ∅.

Вправа 1.7.17. Показати, що обернене твердження, взагалi кажучи, невiрне
(навести контрприклад).

Твердження 1.7.18. Метричний простiр задовольняє другiй аксiомi злi-
ченностi тодi й тiльки тодi, коли вiн є сепарабельним.

Доведення. В силу попереднього твердження, тут залишилося довести
лише достатнiсть. Отже, нехай A – не бiльш нiж злiченна всюди щiльна пiд-
множина метричного простору (X, ρ). Покажемо, що тодi злiченна система
вiдкритих куль

B :=
{
B 1

n
(y)
}
y∈A,n∈N

є його базою. Дiйсно, у будь-яку вiдкриту U будь-яка точка x ∈ U входить
разом з вiдкритою кулею Bε(x) для деякого ε > 0: Bε(x) ⊂ U . Оберемо
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натуральне n таке, що 1
n <

ε
2 . Куля B 1

n
(x) повинна мiстити точку y ∈ A, бо

є непорожньою вiдкритою множиною. Тодi

x ∈ B 1
n
(y) ⊂ B ε

2
(y) ⊂ Bε−ρ(x,y)(y) ⊂ Bε(x) ⊂ U,

де друге включення куль випливає з ρ(x, y) < 1
n <

ε
2 , а третє – з нерiвностi

трикутника (перевiрте це).

Вправа 1.7.19. Показати, що у метричному просторi C[a, b] з прикладу 1.4.4
пiдмножина Q[x] полiномiв з рацiональними коефiцiєнтами є злiченною i всю-
ди щiльною, тому цей простiр сепарабельний.

Вправа 1.7.20. Показати, що метричнi простори ℓp з вправи 1.4.5 сепара-
бельнi для усiх p ∈ [1,+∞), а ℓ∞ не є сепарабельним.

1.8 Неперервнi вiдображення

Наступне означення визначає, якi вiдображення топологiчних просторiв ми
вважаємо ”природними” для них.

Означення 1.8.1. Нехай (X, T ) i (Y,S) – топологiчнi простори. Вiдобра-
ження f : X → Y зветься неперервним, якщо прообрази вiдкритих множин
вiдкритi: f−1(V ) ∈ T для будь-якої V ∈ S.

Перш за все, встановимо зв’язок мiж цим поняттям i бiльш звичним зав-
дяки курсу аналiза поняттям неперервностi у точцi.

Означення 1.8.2. Вiдображення топологiчних просторiв f : X → Y назива-
ється неперервним у точцi x ∈ X, якщо для будь-якого вiдкритого околу її
образу V ∋ f(x) iснує її вiдкритий окiл U ∋ x такий, що U ⊂ f−1(V ).

Твердження 1.8.3. Вiдображення f : X → Y неперервне тодi й тiльки
тодi, коли воно неперервне у кожнiй точцi x ∈ X.

Доведення. ⇒ Для доведення неперервностi у x неперервного f покла-
демо у означеннi U := f−1(V ). Це буде потрiбний вiдкритий окiл x.

⇐ Нехай V ⊂ Y – довiльна вiдкрита пiдмножина. Для будь-якої x ∈
f−1(V ) вiдображення f неперервне в x, отже iснує вiдкрита Ux така, що x ∈
Ux ⊂ f−1(V ) Це означає, що f−1(V ) =

⋃
x∈f−1(V )

Ux – вiдкрита.

У означеннi 1.8.1 можна замiсть вiдкритих множин використати замкненi
(чому?). У означеннi 1.8.2 умову U ⊂ f−1(V ) можна замiнити на еквiва-
лентну f(U) ⊂ V . Як i в означеннях минулих параграфiв, вiдкритi околи
у ньому можна замiнити на довiльнi. Крiм того, їх можна замiнити на еле-
менти довiльних баз вiдповiдних топологiй у точках. Бiльш строго це означає
наступне:
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Твердження 1.8.4. Нехай (X, T ) i (Y,S) – топологiчнi простори, x ∈ X,
B i C – бази T у x i S у f(x) вiдповiдно. Вiдображення f : X → Y неперервне
у точцi x тодi й тiльки тодi, коли для будь-якої V ∈ C iснує U ∈ B така,
що f(U) ⊂ V .

Доведення. ⇒ Будь-яка V ∈ C буде вiдкритим околом f(x), тому згiдно
з означенням неперервностi в x iснує вiдкрита W ∋ x така, що f(W ) ⊂ V .
З означення бази в точцi тодi випливає, що iснує U ∈ B така, що U ⊂ W .
Отже f(U) ⊂ f(W ) ⊂ V .

⇐ Аналогiчно, для будь-якої вiдкритої V ∋ f(x) iснує W ∈ C така, що
W ⊂ V . За умовою тодi iснує U ∈ B така, що f(U) ⊂ W ⊂ V . При цьому
U буде вiдкритим околом x.

Наслiдок 1.8.5. Нехай (X, ρ) i (Y, σ) – метричнi простори. Вiдображення
f : X → Y неперервне у точцi x ∈ X тодi й тiльки тодi, коли для будь-
якого ε > 0 iснує δ > 0 таке, що f(Bδ(x)) ⊂ Bε(f(x)).

Доведення. Випливає з попереднього твердження i того, що вiдкритi кулi
з центром у x утворюють базу метричної топологiї в x.

Включення куль у цьому формулюваннi означає, що з ρ(x, y) < δ випли-
ває σ(f(x), f(y)) < ε. Це вже звичне ”епсилон-дельта” означення. Далi через
C(X, Y ) позначатимемо множину усiх неперервних вiдображень X → Y .

Вправа 1.8.6. Показати, що вiдображення f : X → Y топологiчних просто-
рiв неперервне тодi й тiльки тодi, коли f−1(V ) вiдкрита для будь-якої V ∈ C,
де C – якась передбаза (зокрема база) топологiї Y .

Приклад 1.8.7. Для будь-яких просторiв X та Y постiйне вiдображення
f = y0 : X → Y , що кожнiй x ∈ X ставить у вiдповiднiсть одну й ту саму
f(x) = y0, неперервне, оскiльки прообраз будь-якої множини f−1(V ) – це або
∅ (якщо y0 /∈ V ), або X (якщо y0 ∈ V ).

Приклад 1.8.8. Тотожне вiдображення будь-якого простору X на себе f =
idX : X → X, що кожнiй x ∈ X ставить у вiдповiднiсть її ж (idX(x) = x),
є неперервним, бо id−1

X (V ) = V для будь-якої V .

Приклад 1.8.9. Якщо X має дискретну топологiю, то f ∈ C(X, Y ) для
будь-яких Y i f : X → Y , бо всi прообрази вiдкритi.

Приклад 1.8.10. Якщо Y має антидискретну (тривiальну) топологiю, то
f ∈ C(X,Y ) для будь-яких X i f : X → Y , бо прообрази вiдкритих множин
f−1(Y ) = X i f−1(∅) = ∅ вiдкритi.
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Вправа 1.8.11. Як змiниться множина C(X,Y ), якщо послабити або поси-
лити топологiю X або Y ?

Приклад 1.8.12. Лiпшицевi вiдображення метричних просторiв (зокрема
iзометрiї) неперервнi у вiдповiдних метричних топологiях. Дiйсно, нехай вiд-
ображення f : X → Y має константу Лiпшиця C > 0. Тодi σ(f(x), f(y)) ⩽
Cρ(x, y) у позначеннях наслiдку 1.8.5 для будь-яких x, y ∈ X. Це означає, що
f
(
B ε

C
(x)
)
⊂ Bε(f(x)) для будь-якого ε > 0, тобто достатньо взяти δ := ε

C .

Приклад 1.8.13. Наслiдок 1.8.5 означає, зокрема, що наше поняття непе-
рервностi в точцi узагальнює означення неперервностi функцiї багатьох змiн-
них f : Rn → R (зокрема R → R) з курсу аналiза, якщо надiлити Rn i R стан-
дартними топологiями. Бiльш того, зберiгаються звичнi властивостi функцiй,
навiть якщо розглянути бiльш загальну область визначення:

Вправа 1.8.14. Нехай f, g ∈ C(X,R) – неперервнi функцiї на довiльному
просторi X, тобто його вiдображення у R зi стандартною топологiєю. Пока-
зати, що тодi f + g, fg, f

g (остання – на областi визначення з iндукованою
топологiєю, пор. з твердженням 1.8.17 нижче) також є неперервними.

Вправа 1.8.15. Нехай f : X → Rn – вiдображення довiльного простору у Rn

зi стандартною топологiєю, f = (f 1, . . . , fn), де f i : X → R – координатнi
функцiї f . Показати, що f ∈ C(X,Rn) тодi й тiльки тодi, коли f i ∈ C(X,R)
для усiх i.

З цих двох вправ випливає, що для будь-яких f, g ∈ C(X,Rn) i λ, µ ∈ R
лiнiйна комбiнацiя λf + µg ∈ C(X,Rn), тобто C(X,Rn) утворює векторний
пiдпростiр у векторному просторi (Rn)X усiх вiдображень X → Rn.

Твердження 1.8.16. Композицiя неперервних вiдображень є неперервним
вiдображенням: якщо f ∈ C(Y, Z) i g ∈ C(X, Y ), то f ◦ g ∈ C(X,Z).

Доведення. Дiйсно, для будь-якої вiдкритої V ⊂ Z маємо, що f−1(V ) ⊂
Y вiдкрита, а отже й (f ◦ g)−1(V ) = g−1(f−1(V )) ⊂ X вiдкрита.

Твердження 1.8.17. Нехай X, Y – топологiчнi простори, A ⊂ X i B ⊂ Y –
їхнi топологiчнi пiдпростори (тобто пiдмножини з iндукованою топологi-
єю), f : X → Y таке, що f(A) ⊂ B. Якщо f ∈ C(X, Y ), то його обмеження
f |A ∈ C(A,B).

Доведення. За означенням iндукованої топологiї, будь-яка вiдкрита пiд-
множинаB має виглядB∩V , де V – вiдкрита в Y . При цьому (f |A)−1(B∩V ) =
A ∩ f−1(V ) вiдкрита в A, бо f−1(V ) вiдкрита в X. Тому f |A неперервне.
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Iншими словами, неперервнi вiдображення топологiчних просторiв iндуку-
ють неперервнi вiдображення їхнiх пiдпросторiв. Також неперервнiсть можна
використати для характеризацiї прообразу топологiї (зокрема iндукованої то-
пологiї), як показано у наступному твердженнi. Зауважимо, що у частково
впорядкованiй множинi iснує не бiльше одного найменшого чи найбiльшого
елемента, тому подiбнi твердження дiйсно визначають вiдповiдну топологiю
однозначно i можуть слугувати у якостi альтернативних означень (пор. також
з вправою 1.3.10).

Твердження 1.8.18. Нехай f : X → Y – вiдображення деякої множини X
у топологiчний простiр (Y, T ). Прообраз f−1(T ) тодi є найслабшою топо-
логiєю на X з тих, у яких f неперервне.

Доведення. Ми вже знаємо, що f−1(T ) – топологiя. За її побудовою,
f−1(V ) ∈ f−1(T ) для будь-якої V ∈ T , тобто f дiйсно є неперервним. Але
якщо f неперервне вiдносно будь-якої iншої топологiї S на X, то й для неї
з означення неперервностi матимемо f−1(V ) ∈ S для усiх V ∈ T , тобто
f−1(T ) ≺ S.

1.9 Границi та секвенцiйнi означення

Наступне означення узагальнює ще одне класичне поняття аналiза.

Означення 1.9.1. Нехай {xn}∞n=1 ⊂ X – послiдовнiсть у топологiчному про-
сторiX. Говорять, що вона збiгається до точки x ∈ X (або що x – її границя),
якщо для будь-якого вiдкритого околу U ∋ x iснує натуральне N таке, що
xn ∈ U для будь-якого n ⩾ N .

Аналогiчно до означень попереднього параграфа, можна у якостi U бра-
ти довiльнi околи або множини з довiльної бази в x (перевiрте це). Напри-
клад, використавши кулi Bε(x) для метричних просторiв як у наслiдку 1.8.5,
отримаємо звичне ”епсилон-означення” границi: для будь-якого ε > 0 iснує
натуральне N таке, що ρ(xn, x) < ε для будь-якого n ⩾ N . Тому збiжнiсть по-
слiдовностi {xn}∞n=1 до точки x у метричному просторi еквiвалентна збiжностi
вiдстаней ρ(xn, x) −→

n→∞
0. За потреби будемо використовувати класичне по-

значення збiжностi xn −→
n→∞

x або просто xn → x. Але зауважимо, що тепер
границя може не бути єдиною:

Приклад 1.9.2. Розглянемо послiдовнiсть
{
xn = x0 +

1
n

}∞
n=1

⊂ R.

- У стандартнiй топологiї x0 – єдина границя {xn}, як вiдомо з курсу
аналiза (i неважко перевiрити самостiйно). Це так i в прямiй Зоргенфрея
(перевiрте).
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- У топологiї напiвнескiнченних iнтервалiв x ∈ R є границею {xn} тодi й
тiльки тодi, коли x ⩽ x0. Дiйсно, будь-який вiдкритий окiл такої точки
має вигляд (a,+∞) з a < x ⩽ x0, а отже мiстить усi елементи {xn}.
З iншого боку, у будь-якої точки x > x0 iснує окiл (a,+∞) з a ∈ (x0, x),
що мiстить лише скiнченну кiлькiсть елементiв послiдовностi {xn} або
зовсiм їх не мiстить.

- Визначимо топологiю базою з напiвiнтервалiв вигляду (a, b] аналогiчно
до топологiї Зоргенфрея. У цiй топологiї границь у {xn} не iснує. Дiйсно,
для будь-якої x ∈ R можна знайти ε > 0 таке, що вiдкритий окiл (x−ε, x]
точки x буде мiстити лише скiнченну кiлькiсть елементiв послiдовностi
{xn} або не мiститиме їх зовсiм.

Вправа 1.9.3. Описати границi {xn} у дискретнiй, антидискретнiй та кофiнi-
тнiй топологiях. Чи можна щось сказати про границi довiльної послiдовностi
у довiльнiй множинi з цими топологiями?

Твердження 1.9.4. Якщо вiдображення топологiчних просторiв f : X →
Y неперервне у точцi x ∈ X, то для будь-якої послiдовностi {xn}∞n=1 ⊂ X,
що збiгається до x, її образ {f(xn)}∞n=1 збiгається до f(x). Якщо в x iснує
не бiльш нiж злiченна база (зокрема, якщо X задовольняє першiй аксiомi
злiченностi), то вiрне й обернене твердження.

Доведення. ⇒ Отже, нехай f неперервне в x i xn → x. Тодi для будь-
якої вiдкритої V ∋ f(x) iснує вiдкрита U така, що x ∈ U ⊂ f−1(V ), i, у свою
чергу, iснує натуральне N таке, що для усiх n ⩾ N маємо xn ∈ U , а отже
f(xn) ∈ V . Таким чином, f(xn) → f(x).

⇐ Нехай тепер B – не бiльш нiж злiченна база в x. Перенумеруємо її
елементи: B = {Un}∞n=1. При цьому, якщо B скiнченна, просто вiзьмемо усi
множини починаючи з деякого iндекса рiвними. ПокладемоWn := U1∩. . .∩Un
для усiх n ∈ N. Тодi {Wn}∞n=1 – теж база в x (оскiльки x ∈ Wn ⊂ Un для будь-
якого n) i є незростаючою послiдовнiстю вiдкритих околiв x: W1 ⊃ W2 ⊃
. . . ⊃ Wn ⊃ Wn+1 ⊃ . . . ∋ x.

Припустимо, що умова на послiдовностi виконується, але f не є неперерв-
ним у x: iснує вiдкрита V ∋ f(x) така, що для будь-якої вiдкритої U ∋ x ї ї
образ f(U) ̸⊂ V . Зокрема, тодi для кожного n ∈ N iснує xn ∈ Wn такий, що
f(xn) /∈ V . Покажемо, що xn → x (це буде вiрно для будь-якої послiдовностi
з xn ∈ Wn). Дiйсно, для будь-якої вiдкритої U ∋ x, оскiльки B – база в x, iснує
таке натуральне N , що x ∈ WN ⊂ UN ⊂ U . Тодi для кожного n ⩾ N вiдпо-
вiдний елемент послiдовностi xn ∈ Wn ⊂ WN ⊂ U , що й доводить збiжнiсть
до x. З iншого боку, f(xn) ̸→ f(x), бо усi елементи послiдовностi {f(xn)}
лежать за межами вiдкритого околу V ∋ f(x). Отримуємо протирiччя.
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Умову попереднього твердження також називають умовою секвенцiйної
неперервностi або секвенцiйним (тобто даним у термiнах послiдовностей)
означенням неперервностi. Виявляється, що у цих термiнах можна описувати
не лише неперервнiсть: секвенцiйним замиканням множини iнколи назива-
ють сукупнiсть границь усiх послiдовностей, що лежать у цiй множинi. Сама
множина мiститься у своєму секвенцiйному замиканнi за побудовою, бо ко-
жна її точка є границею постiйної послiдовностi. Множину тодi називають
секвенцiйно замкненою, якщо вона дорiвнює такому замиканню.

Твердження 1.9.5. Нехай Â – секвенцiйне замикання пiдмножини A ⊂ X
топологiчного простору, тобто

Â := {x ∈ X | ∃ {xn}∞n=1 ⊂ A : xn → x}.

Тодi Â ⊂ A. Якщо X задовольняє першiй аксiомi злiченностi, то вiрне й
обернене включення.

Доведення. ⊂ Якщо x ∈ Â, то будь-яка вiдкрита U ∋ x мiстить усi еле-
менти вiдповiдної послiдовностi, починаючи з деякого iндекса N : {xn}∞n=N ⊂
U ∩ A. Отже, U ∩ A ̸= ∅. Тому x ∈ A.

⊃ Для будь-якого x ∈ A побудуємо послiдовнiсть околiв {Wn} як у до-
веденнi попереднього твердження. З означення замикання випливає, що для
кожного n ∈ N iснує xn ∈ Wn ∩ A. Як i ранiше, тодi послiдовнiсть {xn}
збiгається до x й тому x ∈ Â.

Вправа 1.9.6. Навести приклади, що демонструють невiрнiсть оберненої iм-
плiкацiї у твердженнi 1.9.4 i оберненого включення у твердженнi 1.9.5 для
загального простору X, тобто те, що секвенцiйнi означення не можна вiльно
використовувати без аксiом злiченностi.

1.10 Гомеоморфнiсть та топологiчнi iнварiанти

Поняття неперервного вiдображення дозволяє нам визначити основне вiдно-
шення еквiвалентностi топологiчних просторiв – їхню гомеоморфнiсть. Во-
на формалiзує iнтуїтивне уявлення про ”перетворення множин без розривiв
i склеювань”.

Означення 1.10.1. Вiдображення f : X → Y топологiчних просторiвX та Y
зветься їх гомеоморфiзмом, якщо f – бiєкцiя i при цьому f та f−1 неперервнi.
Якщо iснує гомеоморфiзм f : X → Y , то говорять, що X гомеоморфний Y
(або що X та Y гомеоморфнi) i позначають це X ∼= Y .

Тобто гомеоморфiзм – це взаємно однозначне i взаємно неперервне вiд-
ображення.
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Твердження 1.10.2. Гомеоморфнiсть є вiдношенням еквiвалентностi то-
пологiчних просторiв.

Доведення. Перевiримо умови з означення еквiвалентностi.

- Рефлексивнiсть: для будь-якого топологiчного простору X тотожне вiд-
ображення idX : X → X – гомеоморфiзм (див. приклад 1.8.8), тому
X ∼= X.

- Симетричнiсть: якщо X ∼= Y i f : X → Y – вiдповiдний гомеоморфiзм,
то f−1 : Y → X – теж гомеоморфiзм за означенням (бо (f−1)−1 = f),
тому Y ∼= X.

- Транзитивнiсть: нехай X ∼= Y , Y ∼= Z, i f : X → Y , g : Y → Z –
вiдповiднi гомеоморфiзми. Тодi g ◦ f : X → Z – бiєкцiя, g ◦ f ∈ C(X,Z)
i (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1 ∈ C(Z,X) згiдно з твердженням 1.8.16. Отже,
g ◦ f – гомеоморфiзм, тому X ∼= Z.

Приклад 1.10.3. Якщо X та Y одночасно надiленi дискретною або анти-
дискретною топологiєю, то будь-яка бiєкцiя мiж ними буде гомеоморфiзмом
(див. приклади 1.8.9 i 1.8.10). ТомуX ∼= Y тодi й тiльки тодi, коли цi множини
рiвнопотужнi.

Приклад 1.10.4. В силу прикладу 1.8.12, бiлiпшицевi еквiвалентностi ме-
тричних просторiв (зокрема iзометрiї) є гомеоморфiзмами.

Приклад 1.10.5. Афiннi перетворення f : Rn → Rn (тобто вiдображення
вигляду f(x) = Ax + b, де A ∈ GL(n,R) – невироджена матриця i b ∈ Rn)
є гомеоморфiзмами вiдносно стандартної топологiї (перевiрте це).

Приклад 1.10.6. Усi iнтервали в R (включно з самою R) з топологiями, що
iндукованi стандартною топологiєю прямої, гомеоморфнi. Дiйсно, розглянемо
вiдображення:

(0, 1) → (a, b), a, b ∈ R, a < b : t 7→ (1− t)a+ tb;
(0, 1) → (0,+∞) : t 7→ t

1−t ;

(0,+∞) → (a,+∞), a ∈ R : t 7→ t+ a;
(0,+∞) → (−∞, a), a ∈ R : t 7→ −t+ a;
(0,+∞) → R : t 7→ ln t.

У якостi другої функцiї також можна взяти t 7→ tg π
2 t. Неважко перевiрити,

що це все бiєкцiї, i, як вiдомо з аналiза (див. приклад 1.8.13), усi цi функцiї
та оберненi до них – неперервнi, а отже iндукують неперервнi вiдображен-
ня iнтервалiв в силу твердження 1.8.17. З транзитивностi гомеоморфностi
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у твердженнi 1.10.2 тодi випливає, що усi перелiченi типи iнтервалiв дiйсно
гомеоморфнi.

Аналогiчно демонструється, що усi вiдрiзки [a, b] гомеоморфнi мiж собою.
Те ж вiрне й для усiх напiвiнтервалiв вигляду [a, b), (a, b], [a,+∞) або (−∞, a]
(тут всюди a, b ∈ R, a < b). При цьому жоднi два промiжки з рiзних груп не
гомеоморфнi, як буде продемонстровано згодом (це також випливає з насту-
пної вправи, що, втiм, неявно використовує зв’язнiсть, яка з’явиться у цьо-
му курсi пiзнiше). Зауважимо, що всi використанi у цьому прикладi функцiї
строго монотоннi, i це не випадково:

Вправа 1.10.7. Показати, що функцiя f : A → B є гомеоморфiзмом про-
мiжкiв A ⊂ R i B ⊂ R тодi й тiльки тодi, коли вона неперервна, строго
монотонна i сюр’єктивна (пiдказка: використати теорему Больцано – Кошi
про промiжне значення функцiї, див. її узагальнення у параграфi 2.12).

Вправа 1.10.8. Тут i далi позначатимемо через Bn := B1(0) ⊂ Rn евклiдову
вiдкриту кулю радiуса 1 з центром у початку координат. Показати, що Bn ∼=
Rn. Чи вiрно це для довiльної непорожньої вiдкритої опуклої пiдмножини
(див. далi оначення 2.10.23) у Rn? Вiдповiдь див., наприклад, у [16].

Вправа 1.10.9. Розглянемо геометричний метод побудови гомеоморфiзма
мiж скiнченним iнтервалом (a, b) i R, що показаний на рис. 1.3. Цей гомео-
морфiзм має вигляд композицiї g ◦ f , де f – обернена ортогональна проєкцiя
iнтервала на вiдкрите пiвколо, а g – центральна проєкцiя пiвкола на пряму.
Записати цi вiдображення аналiтично i показати, що кожне з них (а отже i
їхня композицiя) є гомеоморфiзмом. Пiвколо тут розглядається з топологiєю,
iндукованою з R2.

Рис. 1.3: Побудова гомеоморфiзма мiж (a, b) i R

Приклад 1.10.10. На рис. 1.4 зображено стереографiчну проєкцiю – вiд-
ображення ”проколотої сфери” f : Sn \ {x0} → Rn для деякої x0 ∈ Sn, що
ставить у вiдповiднiсть точцi x сфери точку перетину променю x0x з гiпер-
площиною Rn+1, яка проходить через 0 ортогонально до радiуса-вектора x0
i яку ми ототожнюємо з Rn. Обертаючи за необхiдностi систему координат,
можемо вважати, що x0 = N = (0, . . . , 0, 1) – пiвнiчний полюс сфери. Тодi
вiдповiдну гiперплощину утворюють точки з xn+1 = 0.
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Для довiльної x = (x1, . . . , xn+1) ∈ Sn \ {N} параметричнi рiвняння про-
меню Nx мають вигляд:

y1 = tx1,
... ...
yn = txn,
yn+1 = 1 + t(xn+1 − 1).

Для його перетину з гiперплощиною {xn+1 = 0} маємо t = 1
1−xn+1 . Отже,

f(x) =

(
x1

1− xn+1
, . . . ,

xn

1− xn+1

)
.

Це бiєкцiя за побудовою, i вона неперервна згiдно з твердженням 1.8.17 як
обмеження на Sn \ {N} неперервного вiдображення Rn+1 \ {xn+1 = 1} → Rn

(див. також вправу 1.8.15). Знайдемо обернене вiдображення. Нехай f(x) =
y = (y1, . . . , yn), тобто yi = xi

1−xn+1 для кожного i = 1, n. Тодi, оскiльки x ∈ Sn,
квадрат евклiдової норми y дорiвнює

|y|2 :=
n∑
i=1

(yi)2 =
n∑
i=1

(xi)2

(1− xn+1)2
=

1− (xn+1)2

(1− xn+1)2
=

1 + xn+1

1− xn+1
,

звiдки отримуємо xn+1 = |y|2−1
|y|2+1 i 1− xn+1 = 2

|y|2+1 . Таким чином,

f−1(y) =

(
2y1

|y|2 + 1
, . . . ,

2yn

|y|2 + 1
,
|y|2 − 1

|y|2 + 1

)
.

Тобто f−1 – обмеження на область значень Sn \ {N} неперервного вiдобра-
ження Rn → Rn+1, тому знову ж неперервне в силу твердження 1.8.17. Отже,
f – гомеоморфiзм.

Рис. 1.4: Стереографiчна проєкцiя

Наступне корисне спостереження
також випливає з твердження 1.8.17:

Наслiдок 1.10.11. Якщо f : X →
Y – гомеоморфiзм топологiчних
просторiв, A ⊂ X, B ⊂ Y i f(A) =
B, то f |A : A → B – гомеоморфiзм
пiдпросторiв (з iндукованими топо-
логiями).

В означеннi гомеоморфiзма умо-
ва неперервностi оберненого вiдобра-
ження f−1 означає, що (f−1)−1(U) =
f(U) вiдкрита для будь-якої вiдкри-

тої U ⊂ X, тобто f переводить вiдкритi множини у вiдкритi. Ця властивiсть
вiдображень має спецiальну назву:
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Означення 1.10.12. Вiдображення f : X → Y топологiчних просторiв зве-
ться вiдкритим (вiдповiдно, замкненим), якщо для будь-якої вiдкритої (за-
мкненої) U ⊂ X образ f(U) ⊂ Y вiдкритий (замкнений).

Твердження 1.10.13. Нехай f : X → Y – бiєктивне вiдображення топо-
логiчних просторiв. Тодi наступнi умови еквiвалентнi:

- f – гомеоморфiзм;

- U ⊂ X вiдкрита тодi й тiльки тодi, коли f(U) ⊂ Y вiдкрита;

- f неперервне i вiдкрите;

- V ⊂ X замкнена тодi й тiльки тодi, коли f(V ) ⊂ Y замкнена;

- f неперервне i замкнене;

- для будь-якої бази B топологiї X її образ f(B) := {f(U) | U ∈ B} – база
топологiї Y .

Доведення. Еквiвалентнiсть перших п’яти умов безпосередньо випливає
з означень i попереднього зауваження (а також iз того, що для бiєкцiї f(X \
V ) = Y \ f(V )). Доведемо еквiвалентнiсть гомеоморфностi останнiй умовi
збереження бази:

⇒ Отже, нехай f – гомеоморфiзм. Тодi усi елементи f(B) вiдкритi в силу
вiдкритостi f , i для будь-якої вiдкритої V ⊂ Y прообраз кожної її точки
y ∈ V належить до f−1(V ), що вiдкрита вX в силу неперервностi f . Тодi iснує
U ∈ B така, що f−1(y) ∈ U ⊂ f−1(V ), отже y ∈ f(U) ⊂ V , i f(U) ∈ f(B).
Таким чином, f(B) дiйсно є базою.

⇐ Тепер нехай f зберiгає бази, i B – якась база топологiї X. Тодi f(B) –
база топологiї Y . Отже, для будь-якої вiдкритої V ⊂ Y i кожної точки x ∈
f−1(V ) iснує U ∈ B така, що f(x) ∈ f(U) ⊂ V , тому x ∈ U ⊂ f−1(V ). Усi
такi U вiдкритi, тому f−1(V ) вiдкрита. Отже, f неперервне.

Аналогiчно, для будь-якої вiдкритої W ⊂ X i кожної y ∈ f(W ) iснує
U ∈ B така, що f−1(y) ∈ U ⊂ W , тому y ∈ f(U) ⊂ f(W ). Оскiльки усi f(U)
вiдкритi як елементи бази f(B), f(W ) вiдкрита. Таким чином, f вiдкрите,
а отже є гомеоморфiзмом.

З попереднього доведення випливає, що для гомеоморфностi f достатньо,
щоб воно переводило в базу топологiї Y якусь одну базу B. Аналогiчний
критерiй можна сформулювати також для баз у точках. З того, що гомео-
морфiзми зберiгають вiдкритi околи, випливає, що вони також зберiгають
внутрiшностi, замикання, межi, границi послiдовностей i т. iн. (Сформулюйте
й доведiть вiдповiднi наслiдки.) Важливим окремим класом гомеоморфiзмiв
є вкладення:
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Означення 1.10.14. Вiдображення топологiчних просторiв f : X → Y зве-
ться вкладенням X у Y , якщо його обмеження на область значень f : X →
f(X) є гомеоморфiзмом для iндукованої топологiї на f(X).

Приклад 1.10.15. Якщо X ⊂ Y – пiдпростiр топологiчного простору Y ,
то включення i : X → Y є вкладенням, бо його обмеження i : X → i(X) =
X є тотожним (тут обидвi копiї X мають одну й ту саму – iндуковану –
топологiю).

З означення випливає, що будь-яке вкладення є неперервним (чому?) та
iн’єктивним вiдображенням, але цi двi властивостi не є достатнiми, як демон-
струє наступний приклад (пор. також з наслiдком 2.7.22 далi).

Приклад 1.10.16. Вiдображення f : [0, 1) → R2, що визначене умовою f(t) =
(cos 2πt, sin 2πt), є неперервним (бо задається неперервними функцiями) та
iн’єктивним, але не є вкладенням, бо напiвiнтервал [0, 1) не гомеоморфний
колу S1 = f ([0, 1)). Це буде встановлено далi у прикладi 2.10.28 (а також ви-
пливатиме з результатiв параграфа 2.7), але можна й безпосередньо перевiри-
ти, що вiдображення f : [0, 1) → S1 не є гомеоморфiзмом, бо не є вiдкритим
(зробiть це).

Щоб доводити негомеоморфнiсть топологiчних просторiв (скажiмо, про-
мiжкiв рiзних типiв з прикладу 1.10.6), нам знадобляться властивостi з на-
ступного неформального означення, що зберiгаються при гомеоморфiзмах.
Тодi якщо iснує така властивiсть (iнварiант), що виконується для простору X
i не виконується для Y , то X ≁= Y .

Означення 1.10.17. Нехай P – якась властивiсть або характеристика, у т. ч.
числова, топологiчних просторiв така, що для будь-яких гомеоморфних X
та Y простiр X задовольняє P тодi й тiльки тодi, коли Y задовольняє P або
характеристики P просторiв X та Y рiвнi. Тодi будемо називати P тополо-
гiчним iнварiантом.

Приклад 1.10.18. Поки що нам зустрiчалися наступнi топологiчнi iнварi-
анти простору (X, T ):

- Потужнiсть X (бо гомеоморфiзм є бiєкцiєю). Наприклад, жоден скiнчен-
ний топологiчний простiр негомеоморфний нескiнченному, а злiченний –
континуальному.

- Потужнiсть топологiї T (бо гомеоморфiзм встановлює бiєкцiю мiж вiд-
критими множинами в силу твердження 1.10.13). Наприклад, простори
з тривiальною i нетривiальною топологiями негомеоморфнi, навiть якщо
це одна й та сама множина.
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- Друга аксiома злiченностi (це випливає з умови збереження бази у твер-
дженнi 1.10.13, бо гомеоморфiзм переводить не бiльш нiж злiченну базу
у не бiльш нiж злiченну базу). Наприклад, стандартна пряма негомео-
морфна прямiй Зоргенфрея.

- Перша аксiома злiченностi (з аналогiчної умови збереження бази в то-
чцi). Наприклад, пряма з кофiнiтною топологiєю негомеоморфна анi
стандартнiй, анi прямiй Зоргенфрея в силу вправи 1.2.11.

- Сепарабельнiсть (бо гомеоморфiзм зберiгає як замикання, так i потужно-
стi множин). Наприклад, метричнi простори C[a, b] i ℓ∞ негомеоморфнi
в силу вправ 1.7.19 i 1.7.20. Зокрема, тодi з прикладу 1.10.4 випливає,
що вони не можуть бути й бiлiпшицево еквiвалентними.

- Метризовнiсть (доведiть самостiйно i наведiть приклад).

У подальшому цей список буде доповнюватися.



52 РОЗДIЛ 1. ПРОСТОРИ ТА НЕПЕРЕРВНI ВIДОБРАЖЕННЯ



Роздiл 2

Загальна топологiя:
конструкцiї та iнварiанти

Загальною (теоретико-множинною) топологiєю називають роздiл тополо-
гiї, що присвячений базовим властивостям топологiчних (зокрема метричних)
просторiв та неперервних вiдображень i найбiльш загальним топологiчним iн-
варiантам, що мають, як правило, аналiтичну природу. Ця частина топологiї
тiсно пов’язана з рiзними роздiлами сучасного аналiза, зокрема, з функцiо-
нальним аналiзом. З основними поняттями загальної топологiї ми вже ознайо-
милися у попередньому роздiлi, а у цьому ми спочатку детально обговоримо
її основнi конструкцiї – прямий добуток та факторизацiю, проiлюструваши
їх численними прикладами. Пiсля цього ми перейдемо до вивчення кiлькох
важливих груп загальнотопологiчних iнварiантiв: аксiом вiдокремлюваностi,
властивостей компактностi та зв’язностi. Цi iнварiанти будуть, зокрема, за-
стосованi до доведення кiлькох нетривiальних теорем та властивостей тополо-
гiчних просторiв. Подальшу iнформацiю iз загальної топологiї можна знайти,
наприклад, у [1], [11], [14], [19], [23] та [26], а також (для випадку метричних
просторiв) у книгах з функцiонального аналiза, таких як [5].

2.1 Топологiя прямого добутку

Продовжимо знайомство з топологiчними конструкцiями, тобто зi способа-
ми побудови нових топологiчних просторiв з iснуючих. У нас вже був при-
клад такої конструкцiї – прообраз топологiї (зокрема iндукована топологiя).
Нагадаємо, що прямим (декартовим) добутком скiнченної сукупностi мно-
жин X1, . . . , Xn зветься множина усiх впорядкованих наборiв, що мiстять по
одному елементу кожної з цих множин:

X1 × . . .×Xn := {(x1, . . . , xn) | ∀i = 1, n xi ∈ Xi}.

Узагальнення цiєї конструкцiї на довiльну сукупнiсть множин наведено ниж-
че у означеннi 2.1.8.

53
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Твердження 2.1.1. Нехай X та Y – топологiчнi простори з базами то-
пологiй B i C вiдповiдно. Тодi

H := {U × V |U ∈ B, V ∈ C}

є базою деякої топологiї на декартовому добутку X×Y . Вiдносно цiєї топо-
логiї W ⊂ X × Y вiдкрита тодi й тiльки тодi, коли для будь-якої її точки
(x, y) ∈ W iснують вiдкритi U ⊂ X i V ⊂ Y такi, що (x, y) ∈ U × V ⊂ W .
Зокрема, ця топологiя однозначно визначена топологiями X та Y (тобто
не залежить вiд вибору баз B i C).

Доведення. Перевiримо виконання умов критерiю бази для системи H.
Оскiльки B i C є покриттями X та Y вiдповiдно, для кожної (x, y) ∈ X × Y
iснують U ∈ B i V ∈ C такi, що x ∈ U та y ∈ V , а отже (x, y) ∈ U ×V . Таким
чином, H є покриттям X × Y .

Нехай тепер U × V, Ũ × Ṽ ∈ H. Оскiльки (U × V ) ∩ (Ũ × Ṽ ) = (U ∩ Ũ)×
(V ∩ Ṽ ), для будь-якої (x, y) з цього перетину маємо x ∈ U ∩ Ũ та y ∈ V ∩ Ṽ .
Оскiльки B i C – бази, iснують Û ∈ B i V̂ ∈ C, для яких x ∈ Û ⊂ U ∩ Ũ

та y ∈ V̂ ⊂ V ∩ Ṽ . Отже, (x, y) ∈ Û × V̂ ⊂ (U × V ) ∩ (Ũ × Ṽ ).
В силу критерiю, H дiйсно є базою деякої топологiї на X × Y . Доведемо

тепер необхiдну та достатню умову належностi множини W цiй топологiї.
Незалежнiсть вiд вибору баз випливає звiдси, бо умова дана в термiнах то-
пологiй X та Y .

⇒ Отже, нехай W ⊂ X×Y вiдкрита. За визначенням бази, тодi для будь-
якої точки (x, y) ∈ W iснують такi U ∈ B i V ∈ C, що (x, y) ∈ U × V ⊂ W .
Зокрема, U i V вiдкритi.

⇐ Нехай тепер для будь-якої (x, y) ∈W iснують вiдкритi U i V , для яких
(x, y) ∈ U × V ⊂ W . Тодi iснують Û ∈ B i V̂ ∈ C такi, що x ∈ Û ⊂ U

та y ∈ V̂ ⊂ V , а отже (x, y) ∈ Û × V̂ ⊂ U × V ⊂ W . Оскiльки усi такi
Û × V̂ ∈ H вiдкритi, W вiдкрита вiдносно топологiї X × Y з базою H.

Означення 2.1.2. Топологiя на X × Y , що побудована у твердженнi 2.1.1,
зветься топологiєю прямого добутку , а X × Y – прямим добутком тополо-
гiчних просторiв X та Y .

Вправа 2.1.3. Показати, що топологiя прямого добутку має властивiсть асо-
цiативностi: топологiї (X × Y )×Z та X × (Y ×Z) на X × Y ×Z збiгаються,
тобто можна говорити однозначно про простiр X × Y × Z. Бiльш того, це
вiрно для будь-якої скiнченної кiлькостi множникiв: можна коректно (тобто
незалежно вiд розстановки дужок) визначити прямий добуток топологiчних
просторiв X1, . . . , Xn, у якому пiдмножина W ⊂ X1× . . .×Xn вiдкрита тодi
й тiльки тодi, коли для будь-якої точки (x1, . . . , xn) ∈ W iснують вiдкритi
Ui ⊂ Xi для усiх i вiд 1 до n такi, що (x1, . . . , xn) ∈ U1 × . . .× Un ⊂ W .
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У подальшому будемо за замовчуванням вважати топологiю на добутку
скiнченної кiлькостi топологiчних просторiв саме такою. Аналогiчно до озна-
чення бази, з твердження 2.1.1 i попередньої вправи випливає, що W ⊂
X1 × . . . × Xn вiдкрита тодi й тiльки тодi, коли її можна представити у ви-
глядi об’єднання добуткiв вiдкритих множин U1 × . . .× Un. Зокрема, самi цi
добутки є вiдкритими й утворюють базу даної топологiї.

Означення 2.1.4. Канонiчнi проєкцiї pX : X × Y → X та pY : X × Y → Y
прямого добутку на множники визначенi наступним чином: pX : (x, y) 7→ x
та pY : (x, y) 7→ y.

Твердження 2.1.5 (Властивостi канонiчних проєкцiй). Нехай X, Y i Z –
деякi топологiчнi простори, i при цьому X × Y надiлений топологiєю пря-
мого добутку.

1. Вiдображення pX та pY є неперервними.

2. Топологiя прямого добутку є найслабшою на X × Y з тих, для яких
вiдображення pX та pY неперервнi.

3. Вiдображення f : Z → X × Y неперервне тодi й тiльки тодi, коли
композицiї pX ◦ f та pY ◦ f неперервнi.

4. Вiдображення pX |X×{y} : X × {y} → X та pY |{x}×Y : {x} × Y → Y є го-
меоморфiзмами для будь-яких y ∈ Y та x ∈ X вiдповiдно. Тут X×{y}
та {x} × Y розглядаються з топологiями, що iндукованi з X × Y .

Доведення.

1. Помiтимо, що прообраз будь-якої U ⊂ X має вигляд p−1
X (U) = U × Y

й тому вiдкритий в X×Y для вiдкритої U як добуток вiдкритих множин
(див. попереднє зауваження). Отже, pX неперервне. Аналогiчно для pY .

2. Ми вже знаємо з 1., що проєкцiї неперервнi у топологiї прямого добутку.
Нехай тепер T – якась iнша топологiя на X × Y , вiдносно якої pX та pY
неперервнi. Тодi для будь-яких вiдкритих U ⊂ X, V ⊂ Y їхнiй добуток

U × V = (U × Y ) ∩ (X × V ) = p−1
X (U) ∩ p−1

Y (V ) ∈ T ,

бо це перетин вiдкритих множин. А тодi й усi елементи топологiї прямого
добутку на X ×Y також належать до T як об’єднання множин вигляду
U × V . Таким чином, топологiя прямого добутку слабша за T .

3. ⇒ Нехай f ∈ C(Z,X×Y ). Оскiльки pX ∈ C(X×Y,X) i pY ∈ C(X×Y, Y )
в силу 1., pX ◦f ∈ C(Z,X) i pY ◦f ∈ C(Z, Y ) як композицiї неперервних.
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⇐ Тепер нехай pX ◦f ∈ C(Z,X) та pY ◦f ∈ C(Z, Y ). Тодi для будь-яких
вiдкритих U ⊂ X i V ⊂ Y маємо

f−1(U × V ) = f−1((U × Y ) ∩ (X × V )) = f−1(U × Y ) ∩ f−1(X × V ) =

= f−1(p−1
X (U)) ∩ f−1(p−1

Y (V )) = (pX ◦ f)−1(U) ∩ (pY ◦ f)−1(V ),

що є вiдкритим як перетин вiдкритих. Таким чином, f ∈ C(Z,X × Y ),
оскiльки в силу вправи 1.8.6, щоб довести його неперервнiсть, достатньо
показати, що усi прообрази елементiв якоїсь бази X × Y вiдкритi.

4. Доведемо це твердження для pX (для pY аналогiчно). Зауважимо, що
вiдображення pX |X×{y} : X × {y} → X бiєктивне за побудовою i непе-
рервне як обмеження неперервного. Тому в силу твердження 1.10.13 за-
лишилося показати, що воно вiдкрите. Нехай W ⊂ X × {y} вiдкрита
в iндукованiй топологiї, тобто є перетином X×{y} i деякої множини, що
вiдкрита вiдносно топологiї прямого добутку. В силу зауваження вище,
це означає, що для деяких сукупностей вiдкритих множин {Uα ⊂ X}α∈A
i {Vα ⊂ Y }α∈A

W = (X × {y}) ∩

(⋃
α∈A

Uα × Vα

)
=

⋃
α∈A : y∈Vα

Uα × {y}.

Тут об’єднання береться по усiх iндексах α ∈ A таких, що y ∈ Vα. Друга
рiвнiсть тут випливає з того, що точка (x, y) мiститься у перетинi, яким
є W , тодi й тiльки тодi, коли x ∈ Uα та y ∈ Vα для деякого iндекса α ∈ A.
Таким чином,

pX(W ) =
⋃

α∈A : y∈Vα

Uα,

шо вiдкрита в X як об’єднання вiдкритих. Це й доводить вiдкритiсть
обмеження pX на X × {y}.

Усi цi властивостi очевидним чином узагальнюються на будь-яку скiнченну
кiлькiсть множникiв (як у вправi 2.1.3). Зокрема, в узагальненнi пункту 4.
гомеоморфiзмами будуть обмеження вигляду

pXi
|{x1}×...×Xi×...×{xn} : {x1} × . . .×Xi × . . .× {xn} → Xi.

Характеризацiя топологiї прямого добутку у пунктi 2. невипадково нагадує
характеризацiю прообразу топологiї у твердженнi 1.8.18. Це окремi випадки
наступного загального поняття:

Означення 2.1.6. Нехай X – деяка множина, {Yγ}γ∈Γ – сукупнiсть топо-
логiчних просторiв, а {fγ : X → Yγ}γ∈Γ – сукупнiсть вiдображень з X у цi
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простори. Iнiцiальною топологiєю, що породжена вiдображеннями {fγ}γ∈Γ
зветься найслабша топологiя на X з тих, для яких усi цi вiдображення непе-
рервнi.

Вправа 2.1.7. Показати, що iнiцiальна топологiя завжди iснує (а отже єди-
на, див. зауваження перед твердженням 1.8.18) i що прообраз топологiї та
топологiя прямого добутку дiйсно є її частковими випадками.

Бiльш того, використовуючи це поняття, можна узагальнити поняття то-
пологiї прямого добутку зi скiнченної кiлькостi множникiв на довiльну суку-
пнiсть топологiчних просторiв наступним чином:

Означення 2.1.8. (Прямим) декартовим добутком деякої сукупностi мно-
жин {Xγ}γ∈Γ зветься й позначається через

∏
γ∈Γ

Xγ множина усiх вiдображень

x, якi кожному елементу γ ∈ Γ iндексуючої множини ставлять у вiдповiднiсть
деякий елемент xγ ∈ Xγ (їх областю значень буде формальне диз’юнктне
об’єднання цих множин, див. далi пояснення на початку параграфа 2.3). Тодi
канонiчною проєкцiєю pγ0 :

∏
γ∈Γ

Xγ → Xγ0 для iндекса γ0 ∈ Γ зветься вiд-

ображення, яке кожному елементу x ∈
∏
γ∈Γ

Xγ ставить у вiдповiднiсть його

значення xγ0 у γ0.
Нехай тепер множини сукупностi {Xγ}γ∈Γ є топологiчними просторами.

Їх тихонiвським добутком зветься декартовий добуток
∏
γ∈Γ

Xγ з iнiцiальною

топологiєю, що породжена канонiчними проєкцiями {pγ}γ∈Γ.

Приклад 2.1.9. Розглянемо простори Rn i Rm зi стандартними топологiя-
ми та їхнiй добуток, який ототожнимо з Rn+m. Зауважимо, що у якостi бази
стандартної топологiї на Rk можна обрати сукупнiсть вiдкритих паралелепi-

педiв, тобто добуткiв iнтервалiв
k∏
i=1

(ai, bi). Дiйсно, вiдкритi кулi метрики ρ∞ –

куби Bε(x) =
k∏
i=1

(xi − ε, xi + ε) – мають такий вигляд i, з iншого боку, кожен

вiдкритий паралелепiпед можна представити у виглядi об’єднання вiдкри-
тих куль цiєї метрики, бо кожен з iнтервалiв (ai, bi) разом з кожною своєю
точкою xi мiстить iнтервал (xi−ε, xi+ε) для деякого ε > 0. Таким чином, згi-
дно з твердженням 2.1.1, база топологiї прямого добутку на Rn+m = Rn×Rm

складається з множин вигляду
n∏
i=1

(ai, bi)×
n+m∏
i=n+1

(ai, bi) =
n+m∏
i=1

(ai, bi).

Отже, ця топологiя на Rn+m збiгається зi стандартною. Аналогiчно для до-
вiльної скiнченної кiлькостi множникiв: так, Rn можна представити у виглядi
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R× . . .× R︸ ︷︷ ︸
n

з топологiєю прямого добутку. Зокрема, тодi критерiй неперерв-

ностi вiдображень у Rn з вправи 1.8.15 випливає з узагальнення пункту 3.
твердження 2.1.5 на випадок n множникiв.

Рис. 2.1: Цилiндр як прямий добуток

Приклад 2.1.10. Прямий добуток кола на пряму S1×R гомеоморфний будь-
якому круговому (або елiптичному) цилiндру у тривимiрному просторi R3.
Тут, як завжди, R3 розглядається зi стандартною топологiєю, а цилiндр –
з iндукованою. Дiйсно, розглянемо круговий цилiндр A = {(x, y, z) ∈ R3 |
x2+y2 = 1}. Будь-який iнший елiптичний цилiндр в R3 можна отримати з ньо-
го афiнним перетворенням, що є гомеоморфiзмом R3 на себе (приклад 1.10.5)
i тому iндукує гомеоморфiзм цилiндрiв згiдно з наслiдком 1.10.11. Розгля-
немо f : S1 × R → A, що переводить пару ((x, y), z) з точки кола i точки
прямої у точку (x, y, z) ∈ R3. Очевидно, це бiєктивне вiдображення на A.
Згiдно з твердженням 2.1.1 та прикладом 1.6.8, базу S1×R утворюють прямi
добутки вiдкритих дуг кола на iнтервали прямої. Пiд дiєю f вони переходять
у вiдкритi ”криволiнiйнi прямокутники” в A, як показано на рис. 2.1. З iншо-
го боку, базу iндукованої топологiї A складають, згiдно з твердженням 1.6.5,
перетини A з елементами якоїсь бази R3. Обравши цю базу з паралелепiпедiв,
як у попередньому прикладi, бачимо, що f переводить базу S1 ×R у базу A,
i тому є гомеоморфiзмом в силу твердження 1.10.13 (точнiше, у побудовану
базу A входитимуть також пари криволiнiйних прямокутникiв, що утворю-
ються, коли паралелепiпед ”проштрикує” цилiндр, але їх можна звiдти при-
брати як об’єднання iнших елементiв бази). Iншими словами, вiдображення
f : S1 ×R → R3 є вкладенням S1 ×R у R3 з образом A. Аналогiчно, добуток
кола на обмежений промiжок, скажiмо, S1×[a, b], гомеоморфний обмеженому
цилiндру в R3 (чому?).
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Рис. 2.2: Двовимiрний тор

Приклад 2.1.11. Прямий добуток T n := S1 × . . .× S1︸ ︷︷ ︸
n

зветься n-вимiрним

тором. Зокрема, T 1 = S1, а T 2 гомеоморфний круговому тору (”поверхнi
бублика”, що зображена на рис. 2.2) в R3, тобто пiдмножинi, що утворена
обертанням кола навколо прямої, яка лежить в площинi цього кола i не пере-
тинається з ним. Гомеоморфiзм будується аналогiчно до попереднього при-
кладу (зробiть це). Таким чином, T 2 теж вкладається у R3.

Вправа 2.1.12. Показати, що добуток X × Y задовольняє першiй (вiдпо-
вiдно, другiй) аксiомi злiченностi тодi й тiльки тодi, коли простори X та Y
задовольняють першiй (другiй) аксiомi злiченностi. Чи узагальнюється це на
довiльну скiнченну кiлькiсть множникiв? Чи вiрне аналогiчне твердження
для сепарабельностi (хоча б в один бiк)?

Вправа 2.1.13. Показати, що для будь-якого метричного простору (X, ρ) йо-
го метрика ρ : X×X → R є неперервною функцiєю на декартовому квадратi
X ×X з прямим добутком метричних топологiй.

Вправа 2.1.14. Нехай (X, ρ) та (Y, σ) – метричнi простори. Чи є прямий до-
буток метричних топологiй на X×Y метричною топологiєю якоїсь метрики?

2.2 Фактортопологiя

Ознайомимося ще з одним прикладом топологiчної конструкцiї.

Означення 2.2.1. Нехай (X, T ) – топологiчний простiр, Y – деяка множи-
на, а f : X → Y – вiдображення. Фактортопологiєю на Y , що породжена
f , назвемо сукупнiсть усiх таких пiдмножин Y , прообрази яких пiд дiєю f
вiдкритi у X:

S := {U ⊂ Y | f−1(U) ∈ T }.
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Твердження 2.2.2. Фактортопологiя є найсильнiшою топологiєю на Y
з тих, у яких f неперервне.

Доведення. Перш за все, доведемо, що S з попереднього означення –
дiйсно топологiя, перевiривши виконання аксiом.

1. Нехай {Uα}α∈A ⊂ S. Тодi f−1(Uα) ∈ T для кожного α ∈ A, тому

f−1

(⋃
α∈A

Uα

)
=
⋃
α∈A

f−1(Uα) ∈ T ,

отже
⋃
α∈A

Uα ∈ S.

2. Аналогiчно, для скiнченної сукупностi {Ui}ni=1 ⊂ S маємо f−1(Ui) ∈ T
для кожного i = 1, n, тодi

f−1

(
n⋂
i=1

Ui

)
=

n⋂
i=1

f−1(Ui) ∈ T ,

й тому
n⋂
i=1

Ui ∈ S.

3. Множини ∅ та Y належать до S, оскiльки ∅ = f−1(∅) та X = f−1(Y )
належать до T .

За побудовою, прообрази вiдкритих вiдносно S множин вiдкритi, тому
f неперервне. Нехай тепер R – якась iнша топологiя на Y така, що вiдобра-
ження f : (X, T ) → (Y,R) неперервне. Тодi для будь-якої U ∈ R її прообраз
f−1(U) ∈ T , тобто U ∈ S. Таким чином, R ≺ S.

Ця характеризацiя фактортопологiї виглядає дуальною до характеризацiй
iнiцiальних топологiй (див. означення 2.1.6 i вправу 2.1.7), зокрема, прообразу
топологiї та топологiї прямого добутку. У свою чергу, фактортопологiя є час-
тковим випадком наступного поняття, що дiйсно є у певному сенсi дуальним
до поняття iнiцiальної топологiї:

Означення 2.2.3. Нехай X – деяка множина, {Yγ}γ∈Γ – сукупнiсть топологi-
чних просторiв, а {fγ : Yγ → X}γ∈Γ – сукупнiсть вiдображень з цих просторiв
у X. Фiнальною топологiєю, що породжена вiдображеннями {fγ}γ∈Γ, зветься
найсильнiша топологiя на X з тих, для яких усi цi вiдображення неперервнi.

Вправа 2.2.4. Показати, що фiнальна топологiя завжди iснує (а отже єдина)
i що фактортопологiя дiйсно є її окремим випадком.

Ще один приклад такої топологiї буде наведено у параграфi 2.3 (див. озна-
чення 2.3.1 i вправу 2.3.2). Розглянемо тепер наступний важливий приклад
побудови фактортопологiї:
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Означення 2.2.5. Нехай ∼ – вiдношення еквiвалентностi на множинi X.
Клас еквiвалентностi елемента x ∈ X позначатимемо через [x], тобто [x] =
{y ∈ X | y ∼ x}. Сукупнiсть усiх попарно рiзних класiв еквiвалентностi
назвемо фактормножиною X за ∼ i будемо позначати X/∼. Вiдображення
p : X → X/∼, що переводить x у його клас еквiвалентностi [x], будемо нази-
вати канонiчною проєкцiєю. Якщо при цьому (X, T ) – топологiчний простiр,
то фактортопологiю, що породжена на X/∼ вiдображенням p, називають фа-
ктортопологiєю, що породжена вiдношенням ∼, а фактормножинуX/∼ з цiєю
топологiєю – факторпростором (X, T ) за ∼.

Таким чином, U ⊂ X/∼ вiдкрита вiдносно фактортопологiї тодi й тiльки
тодi, коли вiдкрита в X множина

p−1(U) = {x ∈ X | [x] ∈ U} =
⋃
[x]∈U

[x],

тобто сукупнiсть усiх елементiв усiх класiв еквiвалентностi, що входять до U .
Згiдно з твердженням 2.2.2, канонiчна проєкцiя p тодi буде неперервним вiд-
ображенням.

Попереднє означення окремого випадку фактортопологiї насправдi пев-
ним чином еквiвалентне загальному означенню фактортопологiї, що поро-
джена вiдображенням, якщо це вiдображення сюр’єктивне. Дiйсно, нехай
f : X → Y – деяка сюр’єкцiя. Назвемо точки x i y з X еквiвалентними, якщо
f(x) = f(y). Це задає вiдношення еквiвалентностi ∼ на X, класами еквiва-
лентностi якого є прообрази одноточкових пiдмножин Y , причому коректно
визначене i є бiєкцiєю вiдображення φ : X/∼ → Y , що переводить кожен клас
еквiвалентностi [x] у f(x) (перевiрте це). Якщо X – топологiчний простiр, то
пiдмножина U ⊂ X/∼ є вiдкритою у сенсi означення 2.2.5 тодi й тiльки тодi,
коли φ(U) ⊂ Y вiдкрита у сенсi означення 2.2.1 (чому?), тобто φ є (канонi-
чно визначеним) гомеоморфiзмом цих просторiв у силу твердження 1.10.13.
Далi ми роглядатимемо лише фактортопологiю у сенсi означення 2.2.5 i за
замовчуванням вважатимемо, що на фактормножинi топологiчного просто-
ру введена саме така топологiя. Узагальнимо конструкцiю, за допомогою якої
вище був визначений гомеоморфiзм φ:

Означення 2.2.6. Нехай X та Y – деякi множини, ∼ – вiдношення еквi-
валентностi на X, а вiдображення f : X → Y факторизовне, тобто перево-
дить еквiвалентнi точки в одну й ту саму: f(x) = f(y) для будь-яких x ∼ y
з X. Тодi визначимо факторвiдображення f/∼ : X/∼ → Y наступним чином:
f/∼([x]) := f(x) для будь-якого [x] ∈ X/∼.

Таким чином, f/∼ переводить клас еквiвалентностi в образ довiльного його
елемента. Коректнiсть цього означення випливає з факторизовностi f . Iнши-
ми словами, f/∼ визначається умовою f = (f/∼)◦p. Такi рiвностi композицiй
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зручно представляти у виглядi комутативних дiаграм, тобто орiєнтованих
графiв, вершинами яких є деякi множини, а ребрами (що позначенi стрiло-
чками) – вiдображення мiж ними, таких, що усi композицiї стрiлочок, що
ведуть з певної множини у якусь iншу, рiвнi. У даному випадку дiаграма

X

p
��

f

!!

X/∼
f/∼

// Y

множин та вiдображень повинна бути комутативною. Зокрема, будь-яке вiд-
ображення X/∼ → Y має вигляд f/∼ для деякого f : X → Y (чому?). Насту-
пний критерiй неперервностi таких вiдображень нагадує пункт 3. тверджен-
ня 2.1.5:

Твердження 2.2.7. Вiдображення топологiчних просторiв f : X → Y , що
факторизовне вiдносно вiдношення еквiвалентностi ∼ на X, є неперервним
тодi й тiльки тодi, коли факторвiдображення f/∼ : X/∼ → Y неперервне.

Доведення. ⇐ Якщо f/∼ ∈ C(X/∼, Y ), то f = (f/∼) ◦ p ∈ C(X,Y ) як
композицiя неперервних (див. попереднє зауваження).

⇒ Нехай f ∈ C(X, Y ). Тодi для будь-якої вiдкритої V ⊂ Y множина
p−1((f/∼)

−1(V )) = f−1(V ) вiдкрита в X, а отже (f/∼)
−1(V ) вiдкрита в X/∼

за означенням фактортопологiї. Це й означає, що f/∼ ∈ C(X/∼, Y ).

Приклад 2.2.8. У цьому i трьох наступних прикладах X := {(t, s) ∈ R2 |
t, s ∈ [0, 1]} = [0, 1]× [0, 1] – замкнений квадрат. Топологiю на ньому можна
вводити як iндуковану стандартною топологiєю площини або як топологiю
прямого добутку (чому це одне й те саме?). Перш за все, задамо вiдноше-
ння еквiвалентностi на X умовою (0, s) ∼ (1, s) для кожного s ∈ [0, 1], iн-
шi точки еквiвалентнi тiльки собi. Визначимо f : X → S1 × [0, 1] умовою
f(t, s) = ((cos 2πt, sin 2πt), s). Воно неперервне i факторизовне вiдносно ∼
(бо 2π є перiодом синуса i косинуса), тому породжує факторвiдображення
f/∼ : X/∼ → S1 × [0, 1], що неперервне згiдно з твердженням 2.2.7. Бiльш
того, неважко перевiрити, що вiдображення f/∼ є бiєкцiєю.

Перевiримо, що f/∼ – вiдкрите. Нехай U ∈ X/∼ вiдкрита, тодi p−1(U) вiд-
крита в X. Розглянемо довiльну точку U . Якщо ця точка – клас еквiвален-
тностi з одного елемента [(t, s)] = {(t, s)} (де t ∈ (0, 1)), то вX у точки (t, s) ∈
p−1(U) можна знайти вiдкритий окiл вигляду X∩Bε(t, s) ⊂ p−1(U), що не мi-
стить точок вигляду (0, s) або (1, s). Тут Bε(t, s) = (t−ε, t+ε)×(s−ε, s+ε) –
вiдкрита куля метрики ρ∞. Тодi

f/∼([(t, s)]) = f(t, s) ∈ f(X ∩Bε(t, s)) ⊂ f/∼(U),
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i f(X ∩ Bε(t, s)) є добутком дуги кола на промiжок [0, 1] ∩ (s − ε, s + ε),
вiдкритий у [0, 1], тобто є вiдкритим околом f/∼([(t, s)]) у S1 × [0, 1]. Отже,
f/∼([(t, s)]) – внутрiшня точка f/∼(U).

Тепер розглянемо точку U , що є класом еквiвалентностi з двох елементiв:
[(0, s)] = {(0, s), (1, s)}. Обидвi цi точки входять у вiдкриту p−1(U) з деякими
околами: (0, s) ∈ X ∩Bε0(0, s) ⊂ p−1(U) i (1, s) ∈ X ∩Bε1(1, s) ⊂ p−1(U). По-
кладемо ε := min{ε0, ε1}. Тодi f(X∩(Bε(0, s)∪Bε(1, s))), що утвориться скле-
юванням двох околiв, знову буде добутком дуги кола на вiдкритий (в iндуко-
ванiй топологiї [0, 1]) промiжок i утворюватиме вiдкритий окiл f/∼([(0, s)])
у S1 × [0, 1], як показано на рис. 2.3 зверху. Оскiльки

f/∼([(0, s)]) = f(0, s) ∈ f(X ∩ (Bε(0, s) ∪Bε(1, s))) ⊂ f/∼(U),

f/∼([(0, s)]) теж буде внутрiшньою точкою f/∼(U). Таким чином, f/∼(U)
вiдкрита. Тому f/∼ дiйсно вiдкрите, а отже є гомеоморфiзмом згiдно з твер-
дженням 1.10.13. Ми встановили, що X/∼ ∼= S1 × [0, 1].

Рис. 2.3: Замкнений цилiндр як факторизацiя квадрата

З iншого боку, добуток S1 × [0, 1] гомеоморфний замкненому обмеженому
елiптичному цилiндру в R3, наприклад, множинi {(x, y, z) | x2 + y2 = 1, z ∈
[0, 1]}. Це доводиться аналогiчно до прикладу 2.1.10: просто переводимо пару
((x, y), z) у точку (x, y, z) цилiндра. Отже, склеюючи (тобто ототожнюючи)
точки протилежних сторiн квадрата за допомогою факторизацiї, отримуємо
цилiндр, що теж показано на рис. 2.3.
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Рис. 2.4: Лист Мебiуса

Приклад 2.2.9. Для того ж X нехай (0, s) ∼ (1, 1−s) для кожного s ∈ [0, 1],
iншi точки еквiвалентнi тiльки собi. Аналогiчно до попереднього прикладу,
будуємо пiдмножину R3, що гомеоморфна X/∼, склеюючи точки протиле-
жних сторiн квадрата, але тепер перед склеюванням потрiбно зробити напiво-
бертання, що вiдповiдає симетрiї вiдносно центру квадрата. Це проiлюстрова-
но на рис. 2.4. Простiр X/∼, що при цьому утворюється, зветься (замкненим)
листом Мебiуса, або стрiчкою Мебiуса.

Рис. 2.5: Двовимiрний тор як факторизацiя квадрата

Приклад 2.2.10. Тепер нехай (0, s) ∼ (1, s) для кожного s ∈ [0, 1], (t, 0) ∼
(t, 1) для кожного t ∈ [0, 1], iншi (внутрiшнi) точки еквiвалентнi тiльки собi.
Зауважимо, що тут чотири точки (0, 0), (0, 1), (1, 0) i (1, 1) еквiвалентнi, а iншi
точки межi квадрата ототожнюються по двi. Аналогiчно до прикладу 2.2.8,
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можна побудувати вiдображення f : X → S1 × S1:

f(t, s) = ((cos 2πt, sin 2πt), (cos 2πs, sin 2πs)) ,

що факторизується у гомеоморфiзм f/∼ : X/∼ → S1×S1 = T 2 (перевiрте це;
зауважимо, що окiл для вершин квадрата треба будувати з чотирьох частин,
як показано зверху на рис. 2.5), тобтоX/∼ гомеоморфний двовимiрному тору.
Вiн, у свою чергу, гомеоморфний поверхнi бублика в R3 (див. приклад 2.1.11).
Рис. 2.5 дає уявлення, як отримати з квадрата цю поверхню: спочатку скле-
юємо квадрат у цилiндр, а потiм приклеюємо його кiнцi один до одного.

Рис. 2.6: Пляшка Клейна

Приклад 2.2.11. Нарештi, нехай (0, s) ∼ (1, s) для кожного s ∈ [0, 1],
(t, 0) ∼ (1 − t, 1) для кожного t ∈ [0, 1], внутрiшнi точки квадрата еквiва-
лентнi тiльки собi. Тут знову вершини квадрата еквiвалентнi, а iншi точки
межi квадрата склеюються по двi. Iнтуїтивне уявлення про простiр X/∼ мо-
жна отримати з рис. 2.6 за аналогiєю з тором: тепер перед склеюванням кiнцiв
цилiндра необхiдно його вивернути. Зауважимо, що з цiєї причини умовне зо-
браження цього простору у виглядi поверхнi має самоперетини. Насправдi вiн
не вкладається у R3, на вiдмiну вiд просторiв з попереднiх трьох прикладiв,
тобто не iснує множини Y ⊂ R3 з iндукованою топологiєю, що гомеомор-
фна X/∼. Втiм, така множина iснує у R4. Доведення цих фактiв виходить за
межi даного курсу. Простiр X/∼ зветься пляшкою Клейна й iнколи познача-
ється K2.

У подальшому площину R2, у якiй лежить стандартне коло S1, будемо ото-
тожнювати з комплексною площиною C. Тодi S1 ототожниться з множиною
комплексних чисел модуля 1. Тому, наприклад, вiдображення f з прикла-
ду 2.2.10 можна записати у бiльш компактнiй формi f(t, s) =

(
e2πit, e2πis

)
в силу формули Ейлера eit = cos t+ i sin t.
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Приклад 2.2.12. Нехай A – пiдмножина топологiчного просторуX. Введемо
вiдношення еквiвалентностi ∼ на X наступним чином: усi точки A еквiвален-
тнi, усi iншi еквiвалентнi тiльки собi. Тодi факторпростiр X/∼ позначається
X/A й iнколи зветься факторпростором X за A. Iнтуїтивно ця факторизацiя
вiдповiдає стягуванню множини A в одну точку. Наприклад, [0, 1]/{0,1} ∼= S1:
склеюючи кiнцi вiдрiзка, отримуємо коло. Це доводиться як у прикладi 2.2.8
(тiльки простiше) за допомогою вiдображення f : [0, 1] → S1: f(t) = e2πit.
Узагальнимо це спостереження:

Вправа 2.2.13. Далi будемо позначати через Dn := D1(0) ⊂ Rn евклiдову
замкнену кулю радiуса 1 з центром у початку координат. Очевидно, при n ⩾ 1
межею цiєї кулi буде Sn−1 ⊂ Dn. Показати, що Dn/Sn−1

∼= Sn.

2.3 Суми, склеювання i букети

Нехай X та Y – деякi множини. Якщо вони є пiдмножинами якоїсь спiльної
множини Z i не перетинаються там, то можемо розглянути їх диз’юнктне
об’єднання X ⊔ Y . Якщо вони перетинаються, можна доповнити їх елементи
”мiтками”, тобто замiнити X та Y на {(x, 0) | x ∈ X} та {(y, 1) | y ∈ Y }
вiдповiдно i розглянути об’єднання цих нових множин, що гарантовано бу-
де диз’юнктним. Аналогiчно, для сiм’ї {Xγ}γ∈Γ довiльних множин (зокрема
й таких, що не включаються у спiльну множину) можемо визначити їх фор-
мальне диз’юнктне об’єднання наступним чином:⊔

γ∈Γ

Xγ := {(x, γ) | γ ∈ Γ, x ∈ Xγ}.

Далi пiд диз’юнктним об’єднанням множин будемо розумiти саме цю констру-
кцiю. Якщо цi множини надiленi топологiями, то топологiю їх диз’юнктного
об’єднання будуватимемо наступним чином:

Означення 2.3.1. Топологiчною сумою сукупностi топологiчних просторiв
{(Xγ, Tγ)}γ∈Γ називається множина

⊔
γ∈Γ

Xγ з топологiєю

T :=

{⊔
γ∈Γ

Uγ

∣∣∣∣∣ ∀ γ ∈ Γ Uγ ∈ Tγ

}
.

Вправа 2.3.2. Перевiрити, що T з попереднього означення дiйсно є тополо-
гiєю. Бiльш того, це найсильнiша топологiя на

⊔
γ∈Γ

Xγ з тих, у яких включення

iγ : Xγ →
⊔
γ∈Γ

Xγ : x 7→ (x, γ)

для усiх γ ∈ Γ неперервнi. Таким чином, це ще один (разом з фактортополо-
гiєю) приклад фiнальної топологiї з означення 2.2.3.
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Означення 2.3.3. НехайX та Y – топологiчнi простори, A ⊂ X, i вiдображе-
ння f : A→ Y неперервне (вiдносно iндукованої топологiї A). Тодi склеюван-
ням просторiв X та Y за f називається факторпростiр X ∪f Y := (X ⊔Y )/∼,
де еквiвалентнiсть ∼ визначається умовою x ∼ f(x) для кожної x ∈ A, а iншi
точки еквiвалентнi лише собi.

Приклад 2.3.4. Нехай f = y0 – постiйне вiдображення з A ⊂ X у одноточко-
вий простiр Y = {y0}. Тодi X ∪f Y – це результат ототожнення усiх точок A
з точкою y0, що гомеоморфний X/A з прикладу 2.2.12 (чому?). Так, S1 –
це результат склеювання кiнцiв вiдрiзка [0, 1] з точкою (або, як ще кажуть,
приклеювання точки до кiнцiв цього вiдрiзка).

Означення 2.3.5. Букетом топологiчних просторiв X та Y з вiдмiченими
точками x ∈ X та y ∈ Y зветься простiр (X, x) ∨ (Y, y) := X ∪f Y , де
f : A→ Y визначене умовами A = {x} та f(x) = y.

Приклад 2.3.6. На рис. 2.7 зображенi рiзнi букети вiдрiзка [0, 1] i кола S1,
що залежать вiд вибору точки вiдрiзка.

Рис. 2.7: Букети вiдрiзка i кола

Iншими словами, при побудовi букета ми склеюємо вiдмiченi точки. Це по-
няття також природним чином узагальнюється на довiльну сiм’ю просторiв:

Означення 2.3.7. Букетом сукупностi топологiчних просторiв iз вiдмiче-
ними точками {(Xγ, xγ)}γ∈Γ зветься факторпростiр

∨
γ∈Γ

(Xγ, xγ) :=

⊔
γ∈Γ

Xγ

/
∼
,

де вiдношення еквiвалентностi ∼ визначається умовою xγ ∼ xδ для будь-яких
γ, δ ∈ Γ, iншi точки еквiвалентнi лише собi.

Вправа 2.3.8. Показати, що букет скiнченної сукупностi кiл S1 не залежить
(з точнiстю до гомеоморфiзма) вiд вибору вiдмiчених точок. Тому букет n кiл,
що iнколи називають розою, позначається просто S1 ∨ . . . ∨ S1︸ ︷︷ ︸

n

. Наприклад,

при n = 2 це ”вiсiмка”. Див. рис. 2.8.

З iншими топологiчними конструкцiями, що будуються за допомогою фа-
кторизацiї, можна ознайомитися у [17, с. 8-14].
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Рис. 2.8: Букети кiл

2.4 Дiя групи на множинi. Простiр орбiт

Розглянемо тепер ще один важливий клас факторпросторiв. Для цього зна-
добляться деякi базовi поняття та приклади з теорiї груп, якi за необхiдностi
можна знайти у доповненнi (зокрема, означення А.1 та приклади пiсля ньо-
го). Як i там, у цьому параграфi, якщо не вказане iнше, для груп будуть
використовуватися мультиплiкативнi позначення, тобто групова операцiя ви-
глядатиме як множення.

Означення 2.4.1. Нехай G – деяка група, а X – множина. (Лiвою) дiєю G
на X зветься вiдображення λ : G×X → X, що переводить пару (a, x) з еле-
мента групи i елемента множини у λ(a, x) = a · x ∈ X (позначення з точкою
будемо використовувати, коли зрозумiло, про яку саме дiю йдеться) таке, що:

1. e · x = x для будь-якого x ∈ X, де e – нейтральний елемент (одиниця)
групи G.

2. a · (b · x) = (ab) · x для будь-яких a, b ∈ G та x ∈ X.

Означення 2.4.2. Дiя називається:

- ефективною, якщо для будь-якого e ̸= a ∈ G iснує x ∈ X такий, що
a · x ̸= x;

- вiльною, якщо a · x ̸= x для будь-яких e ̸= a ∈ G та x ∈ X;

- транзитивною, якщо для будь-яких x, y ∈ X iснує a ∈ G такий, що
a · x = y.

Орбiтою елемента x ∈ X зветься G · x := {a · x | a ∈ G}.

Очевидно, вiльнi дiї є ефективними. Транзитивнiсть дiї еквiвалентна тому,
що вся множина X є орбiтою будь-якого її елемента: X = G · x. Зв’язок
з поняттям фактормножини стає зрозумiлим, якщо помiтити, що орбiти дiї –
це класи деякого вiдношення еквiвалентностi:

Твердження 2.4.3. Нехай група G дiє на X. Введемо вiдношення ∼ на X:
x ∼ y, якщо y ∈ G ·x. Тодi це вiдношення еквiвалентностi, причому класом
еквiвалентностi елемента x ∈ X є G · x.
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Доведення. Iншими словами, x ∼ y тодi й тiльки тодi, коли iснує a ∈ G
такий, що y = a · x Перевiримо виконання умов еквiвалентностi:

- Для будь-якого x ∈ X за умовою 1. означення дiї x = e · x, тому x ∼ x.

- Нехай x ∼ y, тобто y = a ·x для деякого a ∈ G. Дiючи на обидвi частини
цiєї рiвностi оберненим елементом a−1, з умов означення дiї отримуємо:

a−1 · y = a−1 · (a · x) = (a−1a) · x = e · x = x,

тому y ∼ x.

- Якщо x ∼ y та y ∼ z, тобто y = a · x i z = b · y для деяких a, b ∈ G, то
за умовою 2. означення дiї z = b · (a · x) = (ba) · x, тому x ∼ z.

Орбiти тодi є класами еквiвалентностi за побудовою цього вiдношення.

Означення 2.4.4. Нехай група G дiє наX, а ∼ – вiдношення еквiвалентностi
з попереднього твердження. Тодi фактормножина X/∼, тобто множина усiх
попарно рiзних орбiт дiї, називається множиною орбiт X за (дiєю) G i по-
значаєтьсяX/G. ЯкщоX – топологiчний простiр, тоX/G з фактортопологiєю
зветься простором орбiт.

Бiльш коректним для лiвої дiї було б позначення G\X, але у нас всi дiї
такi, тому немає сенсу робити розрiзнення. У означеннi правої дiї умова 2.
замiнюється на (x · a) · b = x · (ab).

Приклад 2.4.5. Нехай X = Rn (зi стандартною топологiєю; тут i далi
до кiнця параграфа n натуральне), а G = GL(n,R) – т. зв. повна лiнiй-
на група, що складається з усiх невироджених (n × n)-матриць з дiйсними
коефiцiєнтами. Операцiя на цiй групi – це матричний добуток, а нейтраль-
ний елемент – одинична матриця E. Дiя визначається умовою A · x := Ax
для матрицi A ∈ GL(n,R) i точки x ∈ Rn, яку ми вважаємо вектором-
стовпчиком. Умови означення дiї випливають з властивостей матричного до-
бутку. Ця дiя є ефективною, але не вiльною (перевiрте це). Орбiта точки
x має вигляд {0} для x = 0 i Rn\{0} для x ̸= 0 (чому?), зокрема, дiя не
транзитивна. Тобто Rn/GL(n,R) = {GL(n,R) · 0,GL(n,R) · x0} (для довiль-
ної x0 ̸= 0), а фактортопологiя виявляється топологiєю зв’язної двокрапки{
∅,Rn/GL(n,R), {GL(n,R) · x0}

}
, бо Rn\{0} вiдкрита в Rn, а {0} – нi.

Приклад 2.4.6. Для того ж X = Rn розглянемо ортогональну групу G =
O(n). Це пiдгрупа (див. означення А.14) GL(n,R), що складається з усiх орто-
гональних матриць A, тобто таких, що AAT = ATA = E, де (·)T – матричне
транспонування. Якщо елементи GL(n,R) вiдповiдають довiльним невиро-
дженим операторам на Rn, то цi матрицi – iзометрiям евклiдової метрики, що



70 РОЗДIЛ 2. КОНСТРУКЦIЇ ТА IНВАРIАНТИ

зберiгають початок координат. Дiя визначається як у попередньому прикла-
дi. Вона є ефективною, не вiльною (чому?) i не транзитивною: орбiта точки
x ∈ Rn має вигляд O(n) · x = S|x|(0), тобто є евклiдовою сферою з центром
у 0 i радiусом |x|, якщо допустити також сфери радiуса 0, що складаються
лише з центра (перевiрте це). При n = 2 i 3 цi орбiти можна побачити на
рис. 2.9.

Рис. 2.9: Орбiти дiї групи O(n) на Rn

Зокрема, при n = 2 цей приклад пояснює походження поняття ”орбiта”.
Простiр орбiт Rn/O(n) гомеоморфний променю [0,+∞) ⊂ R (з iндукованої
топологiєю). Дiйсно, розглянемо вiдображення f : Rn → [0,+∞): x 7→ |x|.
Воно переводить кожну орбiту в одну точку, тобто факторизується у бiєкцiю
Rn/O(n) → [0,+∞). Зауважимо, що у якостi бази фактортопологii можна
обрати множини сфер, радiуси яких мiстяться у iнтервалах (a, b) або напiв-
iнтервалах [0, c) (чому?). Прообрази цих множин в Rn – це вiдкритi сферичнi
кiльця Bb(0) \ Da(0) i кулi Bc(0) вiдповiдно, що зображенi злiва на рис. 2.9
для випадку n = 2. Оскiльки факторизоване f переводить такi множини
у промiжки (a, b) i [0, c) вiдповiдно, що утворюють базу [0,+∞), воно є го-
меоморфiзмом в силу твердження 1.10.13.

Приклад 2.4.7. Тепер для X = Rn вiзьмемо G = Rn з операцiєю додавання
векторiв (див. приклад А.13) та дiєю паралельними перенесеннями: a · x :=
x + a. Очевидно, це дiя, вона вiльна (зокрема ефективна), бо x + a ̸= x при
a ̸= 0, i транзитивна, бо y = x + (y − x) для будь-яких x, y ∈ Rn. Отже,
простiр орбiт Rn/Rn є одноточковим.

Приклад 2.4.8. Знову для X = Rn вiзьмемо пiдгрупу G = Zn ⊂ Rn (що теж
описана у прикладi А.13) з тiєю ж дiєю, що у попередньому прикладi. Вона
так само вiльна, але вже не транзитивна, бо орбiта довiльного елемента має
вигляд т. зв. решiтки (або ґратки) Zn · (x1, . . . , xn) = {(x1+a1, . . . , xn+an) |
a1, . . . , an ∈ Z}. Випадки n = 1 i 2 зображено на рис. 2.10 i рис. 2.11 вiдповiд-
но. Визначимо вiдображення f : Rn → S1 × . . .× S1︸ ︷︷ ︸

n

= T n у n-вимiрний тор
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умовою f(x1, . . . , xn) =
(
e2πix

1

, . . . , e2πix
n
)
. В силу перiодичностi тригономе-

тричних функцiй, воно переводить усi точки деякої орбiти в одну точку тора
(й рiзнi орбiти – в рiзнi точки), тому факторизується у бiєкцiю Rn/Zn → T n.
Можна сказати, що f ”намотує” простiр на тор, зокрема, пряму на коло при
n = 1.

Рис. 2.10: Дiя групи Z на R та побудова простору орбiт

Вправа 2.4.9. Перевiрити, що побудоване факторвiдображення є гомеомор-
фiзмом, тобто Rn/Zn ∼= T n.

Також, як показано на рис. 2.11 для n = 2, можна спочатку встановити
гомеоморфiзм Rn/Zn ∼= [0, 1]n/∼, де [0, 1]n := [0, 1]× . . .× [0, 1]︸ ︷︷ ︸

n

– n-вимiрний

куб, а вiдношення еквiвалентностi ∼ на ньому визначається таким чином:
(x1, . . . , xn) ∼ (y1, . . . , yn), якщо для кожного i = 1, n або xi = yi, або мно-
жина {xi, yi} = {0, 1}. Iншими словами, це куб зi склеєними протилежни-
ми гранями, шо узагальнює приклади 2.2.12 при n = 1 i 2.2.10 при n = 2.
Гомеоморфiзм будується як вiдображення, що переводить орбiту елемента
(x1, . . . , xn) у клас еквiвалентностi точки куба ({x1}, . . . , {xn}), де {·} означає
дробову частину числа. У свою чергу, [0, 1]n/∼ ∼= T n аналогiчно до згаданих
прикладiв. Виконайте всi необхiднi перевiрки самостiйно.

Рис. 2.11: Дiя групи Z2 на R2 та побудова простору орбiт
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Приклад 2.4.10. Нехай X = Rn+1 \ {0} з топологiєю, що iндукована стан-
дартною, а G = R∗ := R \ {0} з операцiєю множення – мультиплiкативна
група поля дiйсних чисел з прикладу А.4, що дiє на Rn+1 \ {0} гомотетiями:
λ ·x := λx. Ця дiя, очевидно, вiльна, але не транзитивна: орбiтою точки x ̸= 0
є пряма, що проходить через початок координат та x (але без самого початку
координат 0):

(x1 : . . . : xn+1) := R∗ · (x1, . . . , xn+1) =
{
(λx1, . . . , λxn+1)

∣∣ λ ̸= 0
}
,

де для позначення орбiти ми традицiйно використовуємо однорiднi координа-
ти. Вiдповiдний простiр орбiт RP n :=

(
Rn+1 \ {0}

)
/R∗ зветься n-вимiрним

дiйсним проєктивним простором.
Зауважимо, що кожна пряма, що вiдповiдає точцi RP n, перетинає стан-

дартну n-вимiрну сферу Sn ⊂ Rn+1 у двох дiаметрально протилежних то-
чках, як показано на рис. 2.12 злiва. Це дозволяє встановити гомеоморфнiсть
RP n i факторпростору, що утворюється з Sn ототожненням пар дiаметраль-
но протилежних точок i який також можна описати як простiр орбiт Sn/Z2

.
Тут групу Z2 з прикладу А.5 зручно представляти у виглядi {1,−1} з опера-
цiєю множення (бо [0] 7→ 1, [1] 7→ −1 задає iзоморфiзм Z2 на {1,−1} у сенсi
означення А.10; перевiрте це) i брати дiю таку ж, як для R∗, тобто нетри-
вiальний елемент −1 просто змiнює всi точки на дiаметрально протилежнi:
(−1) · x = −x. Вiдповiдний гомеоморфiзм має вигляд

(x1 : . . . : xn+1) 7→ ±
(
x1

|x|
, . . . ,

xn+1

|x|

)
,

де вираз справа позначає пару дiаметрально протилежних точок Sn.

Рис. 2.12: Рiзнi описи n-вимiрного дiйсного проєктивного простору

Вправа 2.4.11. Показати, що це вiдображення дiйсно є гомеоморфiзмом,
тобто RP n ∼= Sn/Z2

.
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Далi будемо за потреби ототожнювати цi два простори. Зауважимо, що
RP n також можна представити у виглядi об’єднання

RP n =
{
(x1 : . . . : xn+1)

∣∣ xn+1 ̸= 0
}
⊔
{
(x1 : . . . : xn : 0)

}
.

До цих множин входять прямi, що вiдповiдно не лежать i лежать у гiперпло-
щинi xn+1 = 0. Це вiдповiдає розбиттю сфери Sn на пару вiдкритих напiвсфер
i екватор, що є (n − 1)-вимiрною сферою. Перша з цих пiдмножин RP n го-
меоморфна вiдкритiй одиничнiй кулi Bn. Вiдповiдний гомеоморфiзм можна
побудувати як факторизацiю наступного вiдображення з Sn\{xn+1 = 0} у Bn:

(x1, . . . , xn+1) 7→
[
(x1, . . . , xn), xn+1 > 0;
(−x1, . . . ,−xn), xn+1 < 0.

Тобто точки верхньої напiвсфери ортогонально проєктуються на вiдкриту
одиничну кулю у гiперплощинi xn+1 = 0, а точки нижньої – переводяться
у дiаметрально протилежнi до них точки верхньої, а потiм теж проєктую-
ться. Якщо при цьому залишити на мiсцi пари точок екватора, що отото-
жнюються, ми отримаємо бiєкцiю мiж факторпросторами Sn/Z2

i Dn/∼, де
вiдношення еквiвалентностi ∼ на замкненiй одиничнiй кулi Dn = Bn ⊔ Sn−1

ототожнює дiаметрально протилежнi точки її межi Sn−1, при цьому точки її
внутрiшностi Bn еквiвалентнi лише собi.

Вправа 2.4.12. Показати, що побудована таким чином бiєкцiя є гомеомор-
фiзмом, тобто Sn/Z2

∼= Dn/∼.

Таким чином, iснують три рiзних описи RP n як факторпростору. Зокрема,
при n = 1 (для проєктивної прямої RP 1) маємо D1 = [−1, 1], i при склею-
вання кiнцiв цього вiдрiзку отримуємо коло, як у прикладi 2.2.12: RP 1 ∼=
D1/∼ ∼= S1. Ототожнюючи дiаметрально протилежнi точки кола, тобто зна-
ходячи S1/Z2

, також отримаємо S1, як зображено на рис. 2.12 справа зверху.
При n = 2 проєктивна площина RP 2 ∼= S2/Z2

∼= D2/∼ (див. рис. 2.12 справа
знизу) не вкладається в R3, як i пляшка Клейна з прикладу 2.2.11 (але теж
вкладається в R4). Детальнiше про будову цього простору див., наприклад,
у [18, с. 313-321, 340-341]. Там же можна знайти пояснення використання
термiну ”проєктивний”.

Вправа 2.4.13. Введемо на X = [0, 1]× [0, 1] з прикладiв 2.2.8–2.2.11 вiдно-
шення еквiвалентностi наступними умовами: (0, s) ∼ (1, 1 − s) для кожного
s ∈ [0, 1], (t, 0) ∼ (1 − t, 1) для кожного t ∈ [0, 1], внутрiшнi точки квадрата
еквiвалентнi тiльки собi. Показати, що X/∼ ∼= RP 2.

Вправа 2.4.14. Описати за аналогiєю з RP n n-вимiрний комплексний проє-
ктивний простiр CP n :=

(
Cn+1 \ {0}

)
/C∗. Тут C∗ := C\{0} з операцiєю мно-

ження – мультиплiкативна група поля комплексних чисел (див. приклад А.4).
Показати, що CP 1 ∼= S2 (пiдказка: використати стереографiчну проєкцiю, що
описана у прикладi 1.10.10).
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Подальшi приклади дiй груп та вiдповiдних просторiв орбiт будуть наве-
денi у параграфах 3.7 (приклади 3.7.17 i 3.7.18) та 3.9 (приклад 3.9.9).

2.5 Аксiоми вiдокремлюваностi

У цьому параграфi ми ознайомимося з цiлою сiм’єю корисних топологiчних
iнварiантiв, що пов’язанi з вiдокремлюванням точок i множин топологiчних
просторiв.

Означення 2.5.1. Говорять, що топологiчний простiр X задовольняє аксiо-
мi T0 (Колмогорова), або є T0-простором, якщо для будь-яких рiзних точок
x, y ∈ X, x ̸= y, iснує вiдкритий окiл U ∋ x такий, що U ̸∋ y або iснує
вiдкритий окiл U ∋ y такий, що U ̸∋ x.

Приклад 2.5.2. Простiр з бiльш нiж одної точки з тривiальною (антидис-
кретною) топологiєю очевидним чином не задовольняє T0.

Вправа 2.5.3. Навести приклад нетривiальної топологiї на триточковiй мно-
жинi X = {x, y, z} що не задовольняє T0.

Означення 2.5.4. Топологiчний простiр X задовольняє аксiомi T1 (Тихоно-
ва, Фреше), або є T1-простором, якщо для будь-яких рiзних точок x, y ∈ X,
x ̸= y, iснує вiдкритий окiл U ∋ x такий, що U ̸∋ y.

Переставлючи x та y мiсцями, отримуємо, що аналогiчний окiл iснує й для
точки y. Тому ця аксiома сильнiша: з T1 випливає T0, але, взагалi кажучи, не
навпаки, що демонструють наступнi приклади.

Приклад 2.5.5. Топологiя зв’язної двокрапки на двоелементнiй множинi
{∅, {x}, {x, y}} задовольняє T0, але не T1: у точки y немає вiдкритого околу,
що не мiстив би x, а для точки x околом, що не мiстить y, є {x}.

Приклад 2.5.6. Дiйсна пряма R з топологiєю напiвнескiнченних iнтервалiв
є T0-, але не T1-простором: якщо x < y, то вiдкритий окiл (a,+∞) ∋ y для
x < a < y не мiстить x, але будь-який вiдкритий окiл x мiстить y.

Твердження 2.5.7. Простiр X задовольняє T1 тодi й тiльки тодi, коли
одноточкова множина {x} є замкненою для кожної x ∈ X.

Доведення. Дiйсно, замкненiсть {x} еквiвалентна вiдкритостi доповнен-
ня X \ {x}, тобто тому, що для будь-якої y ̸= x iснує її вiдкритий окiл U ∋ y
такий, що U ⊂ X \ {x}. Але це i є умова аксiоми T1.

Наслiдок 2.5.8. Простiр задовольняє T1 тодi й тiльки тодi, коли усi його
скiнченнi пiдмножини замкненi. Зокрема, кофiнiтна топологiя – найслабша
на данiй множинi з тих, що задовольняють T1.
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Доведення. Це випливає з попереднього твердження та замкненостi скiн-
ченних об’єднань замкнених множин. Таким чином, замкненi множини кофi-
нiтної топологiї на X – скiнченнi та X – мiстяться в сукупностi замкнених
множин будь-якої iншої T1-топологiї T , а тому кофiнiтна топологiя дiйсно
є слабшою за T .

Означення 2.5.9. Топологiчний простiр X задовольняє аксiомi T2 (Хаус-
дорфа), або є хаусдорфовим простором, якщо для будь-яких рiзних точок
x, y ∈ X, x ̸= y, iснують вiдкритi околи U ∋ x i V ∋ y, що не перетинаються:
U ∩ V = ∅.

Очевидно, з T2 випливає T1. Але знову, взагалi кажучи, не навпаки:

Приклад 2.5.10. Кофiнiтна топологiя на нескiнченнiй множинi задовольняє
T1 в силу наслiдку 2.5.8, але не T2, оскiльки будь-якi двi непорожнi вiдкритi
множини перетинаються.

Приклад 2.5.11. Розглянемо дiйсну пряму з ”подвоєним нулем”:

X := (−∞, 0) ∪ {01, 02} ∪ (0,+∞).

Топологiя тут складається з

- вiдкритих пiдмножин R (зi стандартною топологiєю), що не мiстять 0;

- вiдкритих пiдмножин R, де точка 0 замiнена на 01;

- вiдкритих пiдмножин R, де точка 0 замiнена на 02.

Перевiрте, що це дiйсно топологiя i що вона задовольняє T1. Вона не задо-
вольняє T2, бо будь-якi вiдкритi околи точок 01 i 02 перетинаються.

Твердження 2.5.12. Будь-яка послiдовнiсть у хаусдорфовому топологiчно-
му просторi має не бiльше одної границi.

Доведення. Припустимо, що у хаусдорфовому просторi X iснує послi-
довнiсть {xn}∞n=1, що має принаймнi двi рiзних границi: xn → x i xn → y,
де x ̸= y. Тодi у цих точок iснують вiдкритi околи U ∋ x i V ∋ y, що не
перетинаються. Але за означенням границi тодi iснують такi натуральнi N
i M , що xn ∈ U для n ⩾ N та xn ∈ V для n ⩾ M , а отже xn ∈ U ∩ V для
будь-якого n ⩾ max{N,M}, протирiччя.

В умовi попереднього твердження аксiоми T1 було б недостатньо, як демон-
струють простори з двох попереднiх прикладiв. Дiйсно, якщоX – нескiнченна
множина з кофiнiтною топологiєю, то будь-який вiдкритий окiл будь-якої то-
чки x ∈ X мiстить всi елементи будь-якої нескiнченної (тобто з нескiнченною
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кiлькiстю попарно рiзних елементiв) послiдовностi {xn}∞n=1 крiм, можливо,
скiнченного числа, i тому xn → x. У просторi ж з прикладу 2.5.11 точки 01
i 02 є границями послiдовностi { 1

n}
∞
n=1.

Означення 2.5.13. Топологiчний простiр X задовольняє аксiомi T3, якщо
для будь-якої точки x ∈ X i будь-якої замкненої множини A ⊂ X такої, що
x /∈ A, iснують вiдкритi U ∋ x i V ⊃ A, що не перетинаються: U ∩ V = ∅.
Простiр X зветься регулярним, якщо вiн задовольняє T1 i T3.

Вiдкриту множину V ⊃ A часто звуть вiдкритим околом A. З аксiоми T3
не випливає жодна з попереднiх, як демонструє тривiальна топологiя. Дiйсно,
вона задовольняє T3, бо з iснування x /∈ A для замкненої A випливає A =
∅, тому умова виконується для U = X i V = ∅. В умовах вправи 2.5.3
також можна знайти приклад, який буде задовольняти T3, але не T0, а отже
не T1 i не T2 (зробiть це). Саме тому в означеннi регулярностi виконання T1
вимагається окремо. Якщо для точок x ̸= y регулярного простору покласти
A = {y} (що є замкненою згiдно з твердженням 2.5.7) в умовi аксiоми T3,
то отримаємо T2. Тому регулярнi простори хаусдорфовi. Обернене, взагалi
кажучи, невiрне, бо з T2 не випливає T3:

Приклад 2.5.14. Визначимо топологiю на R базою з усiх множин U i U \
{ 1
n}

∞
n=1, де U вiдкрита вiдносно стандартної топологiї (перевiрте виконання

умов критерiю бази). Вона задовольняє T2, тому що сильнiша за стандартну,
i не задовольняє T3, бо множина { 1

n}
∞
n=1 вiдносно неї замкнена, але будь-який

вiдкритий окiл цiєї множини перетинає будь-який вiдкритий окiл точки 0
(чому?).

Твердження 2.5.15. Простiр X задовольняє T3 тодi й тiльки тодi, коли
для будь-яких x ∈ X i вiдкритої U ∋ x iснує вiдкрита V ∋ x така, що
V ⊂ U .

Доведення. ⇒ Отже, нехай x мiститься у вiдкритiй U . Тодi X\U замкне-
на i не мiстить x. Згiдно з аксiомою T3, iснують вiдкритi V ∋ x i W ⊃ X \ U
такi, що V

⋂
W = ∅. Але тодi V ⊂ X \W , i з монотонностi замикання маємо

V ⊂ X \W = X \W ⊂ U,

де рiвнiсть випливає з того, що X \W замкнена, а наступне за нею включе-
ння – з X \ U ⊂W .

⇐ Тепер маємо x, що не мiститься у замкненiй A. Звiдси X \ A вiдкрита
та мiстить x. За умовою, iснує вiдкрита V ∋ x така, що V ⊂ X \ A, тобто
V
⋂
A = ∅. За означенням замикання, тодi для кожної y ∈ A iснує вiдкрита

Wy ∋ y така, що Wy ∩V = ∅. Покладемо W :=
⋃
y∈A

Wy. Це вiдкрита множина
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як об’єднання вiдкритих, A ⊂ W i W ∩ V = ∅ за побудовою. Це й означає
виконання T3.

Означення 2.5.16. Топологiчний простiр X задовольняє аксiомi T4, якщо
для будь-яких замкнених множин, що не перетинаються, A,B ⊂ X, A∩B =
∅, iснують їх вiдкритi околи U ⊃ A i V ⊃ B, що не перетинаються: U∩V = ∅.
Простiр X називається нормальним, якщо вiн задовольняє аксiомам T1 i T4.

У ситуацiї аксiоми T4 говорять, що U i V вiдокремлюють A вiд B (i ана-
логiчно в попереднiх аксiомах, коли одна чи обидвi множини є точками).
Знову ж, небхiднiсть вимагати T1 у означеннi нормальностi обумовлена тим,
що з T4 не випливає жодна з попереднiх аксiом. Для T0–T2 це демонструють
тi ж приклади, що у попередньому зауваженнi. Топологiя зв’язної двокрапки
з прикладу 2.5.5 задовольняє T4 тривiальним чином, бо двох непорожнiх за-
мкнених множин, що не перетинаються, там не iснує, але не задовольняє T3,
бо x не вiдокремлюється вiд замкненої {y}. З нормальностi виводиться регу-
лярнiсть так само, як з регулярностi – хаусдорфовiсть. Знову-таки, обернена
iмплiкацiя, взагалi кажучи, невiрна, що демонструє наступний приклад:

Приклад 2.5.17. Площиною Немицького (або Мура) зветься напiвплощина
X := {(x, y) ∈ R2 | y ⩾ 0}, топологiя T на якiй визначається базою з усiх
вiдкритих пiдмножин напiвплощини {y > 0} (в топологiї, що iндукована стан-
дартною R2) та всiх множин вигляду {(x, 0)}∪Bx,ε, де x ∈ R, а Bx,ε – вiдкри-
тий евклiдовий круг радiуса ε > 0, що дотикається до прямої {y = 0} у точцi
(x, 0). Умови критерiю бази тут неважко перевiрити. Зокрема, перетин двох
множин вигляду {(x, 0)} ∪Bx,ε – це або вiдкрита пiдмножина напiвплощини
{y > 0} (коли точки дотику рiзнi), або множина того ж вигляду (коли вони
однаковi).

Зауважимо, що T iндукує дискретну топологiю на прямiй {y = 0}, бо
всi одноточковi множини там вiдкритi. Тому вони (i взагалi усi пiдмножини
цiєї прямої) є замкненими як в iндукованiй топологiї, так i у T , бо {y = 0}
є замкненою пiдмножиною. Зокрема, площина Немицького є T1-простором
в силу твердження 2.5.7 (одноточковi пiдмножини напiвплощини {y > 0},
звичайно, теж замкненi).

Перевiримо, що T задовольняє T3, використавши твердження 2.5.15. Не-
хай x ∈ R. Для будь-якої вiдкритої U ∋ (x, 0) за побудовою топологiї iснує
ε > 0 таке, що {(x, 0)} ∪ Bx,ε ⊂ U . Тодi для будь-якого 0 < ε′ < ε за-
микання {(x, 0)} ∪Bx,ε′ = {(x, 0)} ∪ Dx,ε′ ⊂ {(x, 0)} ∪ Bx,ε ⊂ U , де Dx,ε –
замкнений евклiдовий круг радiуса ε, що дотикається до {y = 0} у (x, 0)
(див. це на рис. 2.13 злiва; чому замикання має саме такий вигляд?). Це й
дає потрiбну умову. Для точок напiвплощини {y > 0} перевiрка аналогiчна
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з використанням евклiдових кругових околiв (або можна дiяти як у доведеннi
твердження 2.5.23 нижче).

Рис. 2.13: Площина Немицького, доведення її регулярностi та вiдсутностi нормальностi

Покажемо, що T не задовольняє T4. Розглянемо пiдмножини прямої {y =
0}: A := {(x, 0) | x ∈ R \ Q} i B := {(x, 0) | x ∈ Q}. Згiдно з зауваженням
вище, вони замкненi вiдносно T . Нехай U ⊃ A вiдкрита. Тодi для будь-якого
x ∈ R \ Q iснує ε(x) > 0 таке, що {(x, 0)} ∪ Bx,ε(x) ⊂ U . Позначимо An :={
x ∈ R \Q | ε(x) > 1

n

}
для кожного натурального n. Цi множини, очевидно,

вичерпують усi iррацiональнi числа: R = Q ⊔
( ∞⋃
n=1

An

)
.

Вправа 2.5.18. Показати, що пряму R зi стандартною топологiєю не мо-
жна представити у виглядi об’єднання злiченної сукупностi нiде не щiльних
множин (пiдказка: використати лему Кошi – Кантора про вкладенi вiдрiзки
з курсу аналiза, див., наприклад, [4, с. 32-33]).

Представивши Q у виглядi злiченного об’єднання одноточкових множин,
отримуємо з цiєї вправи, що An не є нiде не щiльною для деякого n, тобто
IntAn ̸= ∅ (ще раз наголосимо, що тут йдеться про стандартну топологiю
прямої, а не про дискретну, яку iндукує на нiй T ). Отже, An мiстить деякий
iнтервал (a, b). Тодi Bx, 1n

⊂ U для кожного x ∈ (R\Q)∩ (a, b) (чому це так?).
Тепер нехай V ⊃ B вiдкрита. Виберемо y ∈ Q∩ (a, b). Знову ж, iснує ε > 0

таке, що {(y, 0)} ∪By,ε ⊂ V . З геометричних мiркувань i щiльностi множини
iррацiональних чисел тодi випливає iснування x ∈ (R \Q) ∩ (a, b) такого, що
Bx, 1n

перетинається з By,ε, як показано на рис. 2.13 справа. А тодi U ∩V ̸= ∅.
Таким чином, A i B неможливо вiдокремити.

З деякими iншими властивостями цього простору можна познайомитися
у [26, с. 100-103].

Твердження 2.5.19. Простiр X задовольняє T4 тодi й тiльки тодi, коли
для будь-яких замкненої A ⊂ X i вiдкритої U ⊃ A iснує вiдкрита V ⊃ A
така, що V ⊂ U .
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Доведення. Аналогiчно до твердження 2.5.15 (перевiрте це).

Отже, маємо наступну строгу ”iєрархiю” аксiом вiдокремлюваностi:

нормальнiсть ⇒ регулярнiсть ⇒ T2 ⇒ T1 ⇒ T0.

Як (майже) завжди, вiдкритi околи тут можна всюди замiнiти на довiльнi
(у т. ч. для множин: V будемо називати околом A ⊂ X, якщо iснує вiдкрита U
така, що A ⊂ U ⊂ V ) або на елементи деякої бази (перевiрте це).

Далi наведемо цiлий клас прикладiв нормальних просторiв, показавши,
що усi метричнi простори нормальнi. Зокрема, з цього випливатиме, що усi
наведенi у цьому параграфi приклади ненормальних топологiчних просторiв
не є метризовними.

Означення 2.5.20. Нехай (X, ρ) – метричний простiр. Вiдстанню вiд точки
x ∈ X до множини A ⊂ X зветься

ρ(x,A) := inf{ρ(x, y) | y ∈ A}.

Лема 2.5.21. Для будь-яких точок x та y метричного простору (X, ρ)
i будь-якої його пiдмножини A

|ρ(x,A)− ρ(y, A)| ⩽ ρ(x, y).

Доведення. Для будь-якої z ∈ A за нерiвнiстю трикутника

ρ(x,A) ⩽ ρ(x, z) ⩽ ρ(x, y) + ρ(y, z).

Перейшовши до iнфiмуму за z, отримуємо з цього ρ(x,A) ⩽ ρ(x, y)+ ρ(y,A),
тобто ρ(x,A)− ρ(y, A) ⩽ ρ(x, y). Помiнявши мiсцями x та y, маємо ρ(y, A)−
ρ(x,A) ⩽ ρ(x, y). Цi двi нерiвностi й дають потрiбну.

Вправа 2.5.22. Показати, що для будь-якої пiдмножини A метричного про-
стору (X, ρ)

A = {x ∈ X | ρ(x,A) = 0}.

Твердження 2.5.23. Метричнi простори нормальнi.

Доведення. Аксiома T1 виконується для метричного простору (X, ρ), бо
y /∈ Bρ(x,y)(x) для будь-яких x, y ∈ X таких, що x ̸= y.

Перевiримо тепер виконання T4. Нехай A,B ⊂ X замкненi, A
⋂
B = ∅.

Поклавши f(x) := ρ(x,A) − ρ(x,B), визначимо функцiю f : X → R. Вона
лiпшицева, а отже неперервна: дiйсно, з леми 2.5.21 маємо для будь-яких
точок x, y ∈ X

|f(x)− f(y)| ⩽ |ρ(x,A)− ρ(y, A)|+ |ρ(x,B)− ρ(y,B)| ⩽ 2ρ(x, y).
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Покладемо U := f−1((−∞, 0)) i V := f−1((0,+∞)). Цi множини складаються
з точок, що ближчi до A, нiж до B, i з точок, що ближчi до B, нiж до A, вiд-
повiдно. Вони вiдкритi як прообрази вiдкритих множин пiд дiєю неперервної
функцiї, а U

⋂
V = ∅. Для будь-якої x ∈ A, очевидно, ρ(x,A) = 0. При цьому

ρ(x,B) > 0, бо в iншому випадку x ∈ B = B згiдно з попередньою вправою.
Тому f(x) < 0. Таким чином, A ⊂ U . Аналогiчно, B ⊂ V . Зауважимо, що
лише тут використовується A

⋂
B = ∅, а також замкненiсть A i B.

Наведемо ще кiлька важливих загальних властивостей аксiом вiдокрем-
люваностi.

Твердження 2.5.24. Аксiоми T0–T4, регулярнiсть i нормальнiсть є топо-
логiчними iнварiантами.

Доведення. Це випливає з того, що гомеоморфiзми є бiєкцiями, зберiга-
ють околи та замкненiсть множин. Тому умови аксiом просто переносяться
з одного з гомеоморфних просторiв на iнший.

Таким чином, аксiоми вiдокремлюваностi можна використовувати для до-
ведення негомеоморфностi. Наприклад, стандартна пряма (нормальна в силу
твердження 2.5.23, бо це метричний простiр), пряма з кофiнiтною топологiєю
(T1) i пряма з топологiєю напiвнескiнченних iнтервалiв (T0) попарно негомео-
морфнi.

Твердження 2.5.25. Нехай X ⊂ Y – пiдпростiр топологiчного простору.
Якщо Y задовольняє Ti, де i – вiд 0 до 3, то X теж задовольняє Ti. Якщо Y
задовольняє T4, а X – замкнена пiдмножина Y , то X теж задовольняє T4.

Доведення. Для перевiрки цього твердження у випадку аксiом T0–T2 за-
стосовуємо до x, y ∈ X, x ̸= y вiдповiдну аксiому Y i перетинаємо околи U
i V (якщо вiн є) з X, отримуючи околи цих точок у X.

Перевiримо твердження для T3: замкнена пiдмножина A ⊂ X має вигляд
Ã ∩X, де Ã – замкнена в Y (чому?). З x /∈ A випливає x /∈ Ã, тому можна
застосувати аксiому T3 до x i Ã в Y та знову ж перетнути отриманi околи
U ∋ x, V ⊃ Ã з X, побудувавши таким чином околи x i A вiдповiдно, що не
перетинаються.

Нарештi, для T4 множини A i B, що замкненi у замкненому пiдпросто-
рi X, будуть замкненими й у Y . Застосуємо до них аксiому T4 для Y i знову
перетнемо отриманi околи U i V з X.

Тобто аксiоми вiдокремлюваностi наслiдуються, але T4 – з додатковою
умовою замкненостi пiдпростору. Ця умова є суттєвою. Наприклад, можна
побудувати топологiю на компактному поповненнi Y = X ∪{x} площини Не-
мицького X з прикладу 2.5.17 одною додатковою точкою (т. зв. одноточковiй
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компактифiкацiї , див. [11, с. 92-93] або [19, с. -149-150]), яка є нормальною,
а X – її ненормальним пiдпростором (див. [26, с. 103]).

Вправа 2.5.26. Показати, що прямий добуток топологiчних просторiв X×Y
хаусдорфовий тодi й тiльки тодi, коли X та Y хаусдорфовi. Чи узагальнює-
ться це на довiльну скiнченну кiлькiсть множникiв? Чи вiрнi аналогiчнi твер-
дження для iнших аксiом вiдокремлюваностi (принаймнi в один бiк)? Пiд-
казка: спробуйте показати, що пряма Зоргенфрея нормальна, а ось її прямий
добуток на себе (площина Зоргенфрея) є ще одним прикладом (крiм площини
Немицького) регулярного, але не нормального простору. Див. деталi цього та
огляд iнших властивостей площини Зоргенфрея у [26, с. 103-105].

Наступне твердження демонструє взаємодiю аксiом вiдокремлюваностi та
злiченностi:

Твердження 2.5.27. Якщо простiр задовольняє T3 та другiй аксiомi злi-
ченностi, то вiн задовольняє T4. Зокрема, регулярний простiр з не бiльш
нiж злiченною базою є нормальним.

Доведення. Отже, нехай A i B – замкненi пiдмножини даного просто-
ру X, A

⋂
B = ∅. З твердження 2.5.15, оскiльки кожна x ∈ A належить

вiдкритiй X \ B, iснує вiдкрита Ux ∋ x така, що Ux ⊂ X \ B. Аналогiчно,
для кожної y ∈ B iснує вiдкрита Vy ∋ y така, що Vy ⊂ X \ A. Множини A

i B з iндукованими топологiями теж задовольняють другiй аксiомi злiченно-
стi. Тому до їхнiх вiдкритих покрить {Ux}x∈A i {Vy}y∈B можна застосувати
теорему Лiндельофа (точнiше, ми застосовуємо її до перетинiв елементiв цих
покрить з A i B вiдповiдно). Отримаємо вiдкритi не бiльш нiж злiченнi пiд-
покриття {Un}∞n=1 i {Vn}∞n=1 множин A i B вiдповiдно, причому за побудовою
Un ∩B = ∅ i Vn ∩ A = ∅ для будь-якого натурального n.

Для кожного натурального n покладемо

Ũn := Un \
n⋃
i=1

Vi , Ṽn := Vn \
n⋃
i=1

Ui.

Цi множини вiдкритi та, за властивiстю покрить {Un}∞n=1 i {Vn}∞n=1, також
утворюють вiдкритi покриття A i B вiдповiдно. При цьому жодна з множин

Ũn не перетинається з жодною з Ṽn. Тодi U :=
∞⋃
n=1

Ũn i V :=
∞⋃
n=1

Ṽn є вiдкри-

тими околами A i B вiдповiдно, що не перетинаються.
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2.6 Теореми про продовження вiдображень,
вкладення та метризацiю

Наступний нетривiальний критерiй виконання аксiоми T4 важливий тим, що
дозволяє використання дiйсних чисел з їхньою багатою структурою для дослi-
дження не тiльки метричних, а й ширшого (в силу твердження 2.5.23) класу
топологiчних просторiв, що задовольняють T4, подiбно до того, як аксiоми
злiченностi дозволяють використання натуральних.

Теорема 2.6.1 (Лема Урисона). Топологiчний простiр X задовольняє аксi-
омi T4 тодi й тiльки тодi, коли для будь-яких замкнених A,B ⊂ X таких,
що A ∩ B = ∅, iснує неперервна функцiя f ∈ C(X, [0, 1]) така, що f |A = 0
i f |B = 1.

Означення 2.6.2. Функцiю f iз формулювання леми Урисона будемо нази-
вати функцiєю Урисона множин A i B.

Доведення. ⇐ Перевiрка достатностi трохи схожа на доведення твердже-
ння 2.5.23. Нехай A,B ⊂ X замкненi та не перетинаються, тодi для них iснує
функцiя f з умови. Покладемо U := f−1

([
0, 12
))

i V := f−1
((

1
2 , 1
])

. Цi мно-
жини вiдкритi в силу неперервностi f , A ⊂ U i B ⊂ V за властивостями f та
U ∩ V = ∅ за побудовою. Це й демонструє виконання аксiоми T4.

⇒ Доведемо необхiднiсть. Отже, нехай X задовольняє T4, A,B ⊂ X за-
мкненi та не перетинаються. Побудуємо вiдображення Φ з множини рацiо-
нальних чисел вiдрiзка [0, 1] зi степенями двiйки у знаменнику

Λ :=

{
m

2n

∣∣∣∣ n ∈ Z+, m ∈ 0, 2n
}

у сукупнiсть вiдкритих околiв A, тобто вiдкритих пiдмножин U ⊃ A в X,
наступним чином. Покладемо Φ(1) := X \B, що належить до цiєї сукупностi
за умовою. Тодi за твердженням 2.5.19 iснує вiдкрита Φ(0) ⊃ A така, що
Φ(0) ⊂ Φ(1). Оскiльки Φ(1) є також вiдкритим околом замкненої Φ(0), в силу
того ж твердження iснує вiдкрита Φ

(
1
2

)
⊃ Φ(0) така, що Φ

(
1
2

)
⊂ Φ(1). На

наступному етапi аналогiчним способом знаходимо вiдкритi Φ
(
1
4

)
⊃ Φ(0) та

Φ
(
3
4

)
⊃ Φ

(
1
2

)
такi, що Φ

(
1
4

)
⊂ Φ

(
1
2

)
, Φ
(
3
4

)
⊂ Φ(1) i т. д. Зокрема, для цього

вiдображення за побудовою вiрнi включення Φ(r) ⊂ Φ(s) для будь-яких r < s
з множини Λ.

Для кожної x ∈ X покладемо тепер

f(x) := inf{r ∈ Λ | x ∈ Φ(r)}.

Тут вважаємо, що inf ∅ = 1. Тодi f дiйсно є функцiєю з X у [0, 1], f |A = 0,
бо A мiститься в усiх Φ(r), i f |B = 1, бо жодна з Φ(r) не перетинає B.
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Таким чином, залишилося перевiрити неперервнiсть f . В силу вправи 1.8.6,
оскiльки передбазу (iндукованої з R) топологiї [0, 1] складають промiжки ви-
гляду [0, a) i (a, 1] для усiх дiйсних a ∈ (0, 1) аналогiчно до прикладу 1.3.6
(чому?), достатньо показати, що їхнi прообрази пiд дiєю f вiдкритi. Зауважи-
мо, що за означенням iнфiмума точка x ∈ X належить до f−1([0, a)), тобто
inf{r ∈ Λ | x ∈ Φ(r)} < a, тодi й тiльки тодi, коли iснує r ∈ Λ таке, що r < a
та x ∈ Φ(r). Iншими словами,

f−1([0, a)) =
⋃

r∈Λ∩(−∞,a)

Φ(r),

що дiйсно є вiдкритою множиною як об’єднання вiдкритих. Нарештi, щоб
перевiрити вiдкритiсть прообраза f−1((a, 1]), достатньо показати замкненiсть
його доповнення у X, що є прообразом доповнення до (a, 1], тобто f−1([0, a]).
Нехай x ∈ f−1([0, a]), тобто inf{r ∈ Λ | x ∈ Φ(r)} ⩽ a. Тодi будь-яке r ∈ Λ,
що бiльше за a, бiльше й за цей iнфiмум, тобто iснує s ∈ Λ таке, що s < r

та x ∈ Φ(s). Але тодi й Φ(r) ⊃ Φ(s) мiстить x. I навпаки, якщо x ∈ Φ(r) для
усiх r ∈ Λ, що бiльшi за a, то inf{r ∈ Λ | x ∈ Φ(r)} ⩽ a. Це означає, що

f−1([0, a]) =
⋂

r∈Λ∩(a,+∞)

Φ(r) ⊂
⋂

r∈Λ∩(a,+∞)

Φ(r).

Включення тут випливає з монотонностi замикань i насправдi є рiвнiстю. Дiй-
сно, нехай x належить до перетину замикань з правої частини цього включе-
ння, тобто x ∈ Φ(r) для будь-якого r ∈ Λ ∩ (a,+∞). Для кожного такого r
iснує деяке s ∈ Λ∩ (a, r), отже x ∈ Φ(s) ⊂ Φ(r) за властивостями вiдображе-
ння Φ. Тому x ∈

⋂
r∈Λ∩(a,+∞)

Φ(r), звiдки й випливає потрiбна рiвнiсть множин.

Таким чином, остаточно маємо

f−1([0, a]) =
⋂

r∈Λ∩(a,+∞)

Φ(r),

i ця множина замкнена як перетин замкнених, що й потрiбно.

Звичайно, за необхiдностi можна побудувати й функцiю Урисона вигля-
ду f : X → [a, b] для будь-яких a < b, беручи композицiю функцiї з леми
Урисона та деякої лiнiйної.

Далi розглянемо кiлька цiкавих та потужних теорем, що стосуються про-
сторiв з аксiомою T4 (зокрема нормальних) i використовують лему Урисона.
Для доведення першої з них нам знадобиться наступне узагальнення вiдомого
з курсу аналiза поняття рiвномiрної збiжностi на послiдовностi вiдображень
з довiльного топологiчного простору у довiльний метричний.
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Означення 2.6.3. Нехай X – топологiчний простiр, а Y – метричний. Ка-
жуть, що послiдовнiсть вiдображень {fn : X → Y }∞n=1 рiвномiрно збiгається
до вiдображення f : X → Y , що будемо тодi називати її границею, якщо для
кожного ε > 0 iснує натуральне N таке, що fn(x) ∈ Bε(f(x)) для будь-яких
натуральних n ⩾ N та x ∈ X.

Нехай тепер Y – це дiйсна пряма R з евклiдовою метрикою. Будемо казати,

що ряд
∞∑
n=1

fn рiвномiрно збiгається до його суми f , якщо послiдовнiсть його

часткових сум
{

n∑
i=1

fi

}∞

n=1

рiвномiрно збiгається до f .

Оскiльки у нас тут немає необхiдностi розрiзняти види збiжностi, рiвно-

мiрну збiжнiсть ряду
∞∑
n=1

fn до f позначатимемо просто рiвнiстю
∞∑
n=1

fn = f .

Поняття рiвномiрної збiжностi ряду очевидним чином узагальнюється на вiд-
ображення у простiр Y = Rn, причому збiжнiсть зберiгається при замiнi його
евклiдової метрики на будь-яку iншу метрику ρp з прикладу 1.4.3 (чому?).

Формулювання i доведення наступних трьох тверджень майже дослiвно
повторюють формулювання i доведення вiдповiдних властивостей рiвномiр-
ної збiжностi для окремого випадку дiйсних функцiй, що вивчаються в курсi
аналiза (див., наприклад, главу 8 у [4] або главу 7 у [25]), але ми наведемо їх
з доведеннями для повноти викладення. Нагадаємо, що метричний простiр
(Y, ρ) зветься повним, якщо у ньому будь-яка фундаментальна послiдов-
нiсть {xn}∞n=1 ⊂ X, тобто така, що ρ(xn, xm) −→

n,m→∞
0, збiгається. У курсi

аналiза доводиться, що пряма R з евклiдовою метрикою є повним простором
(див. [4, с. 68-69]), звiдки випливає також повнота усiх її замкнених пiдмно-
жин з обмеженням цiєї метрики (як саме?). Також з цього неважко вивести
повноту простору Rn та замкнених пiдмножин у ньому вiдносно евклiдової
метрики, а отже й усiх метрик, що бiлiпшицево еквiвалентнi евклiдовiй, в си-
лу вправи 1.4.11 (зробiть це). У наступному критерiї повнота Y суттєва лише
для достатностi.

Твердження 2.6.4 (Критерiй Кошi рiвномiрної збiжностi послiдовностi).
Послiдовнiсть вiдображень {fn : X → Y }∞n=1 з топологiчного простору X
у повний метричний простiр Y з метрикою ρ рiвномiрно збiгається то-
дi й тiльки тодi, коли для кожного ε > 0 iснує натуральне N таке, що
ρ(fn(x), fm(x)) < ε для будь-яких натуральних n,m ⩾ N та x ∈ X.

Доведення. ⇒ Отже, нехай {fn}∞n=1 збiгається до деякого вiдображення
f : X → Y i ε > 0. Тодi за означенням рiвномiрної збiжностi iснує натуральне
N таке, що ρ(fn(x), f(x)) < ε

2 для усiх n ⩾ N та x ∈ X, отже за нерiвнiстю
трикутника

ρ(fn(x), fm(x)) ⩽ ρ(fn(x), f(x)) + ρ(f(x), fm(x)) < ε
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для довiльних n,m ⩾ N та x ∈ X, що й потрiбно.
⇐ Фiксуючи x ∈ X в умовi, отримаємо, що ρ(fn(x), fm(x)) −→

n,m→∞
0, тобто

послiдовнiсть {fn(x)}∞n=1 фундаментальна. В силу повноти Y вона збiгається
до деякої точки Y . Позначивши для кожної x ∈ X цю точку через f(x) ∈ Y ,
отримаємо вiдображення f : X → Y . Нехай тепер ε > 0. Вiзьмемо N з умови
твердження для ε

2 , будь-яке n ⩾ N i для x ∈ X запишемо означення збiжностi
{fm(x)}∞m=1 до f(x): iснує натуральне M таке, що fm(x) ∈ B ε

2
(f(x)) для

m ⩾M . Тодi для усiх m ⩾ max{M,N} за нерiвнiстю трикутника маємо

ρ(fn(x), f(x)) ⩽ ρ(fn(x), fm(x)) + ρ(fm(x), f(x)) < ε,

отже за означенням {fn}∞n=1 збiгається до f рiвномiрно.

Твердження 2.6.5 (Ознака Веєрштраса рiвномiрної збiжностi ряду). Нехай

X – топологiчний простiр, а
∞∑
n=1

fn i
∞∑
n=1

gn – ряди з функцiй X → R такi, що

|fn(x)| ⩽ gn(x) для усiх натуральних n та x ∈ X. Якщо крiм того ряд
∞∑
n=1

gn

рiвномiрно збiгається, то й ряди
∞∑
n=1

fn та
∞∑
n=1

|fn| рiвномiрно збiгаються.

Набiр нерiвностей з цього твердження, тобто умову |fn(x)| ⩽ gn(x) для

усiх n та x, далi будемо скорочено записувати як
∞∑
n=1

|fn| ⩽
∞∑
n=1

gn. У таких

випадках говорять, що ряд
∞∑
n=1

|fn| мажорується рядом
∞∑
n=1

gn.

Доведення. В силу означення та попереднього твердження дослiдження

рiвномiрної збiжностi ряду
∞∑
n=1

fn можна звести до розгляду модуля рiзницi

послiдовностей його часткових сум∣∣∣∣∣
m∑
i=1

fi −
n∑
i=1

fi

∣∣∣∣∣ = |fn+1 + . . .+ fm|

для довiльних натуральних n ⩽ m (ця нерiвнiсть, очевидно, не зменшує за-

гальнiсть), i аналогiчно для
∞∑
n=1

gn. А саме, оскiльки цей другий ряд рiвномiр-

но збiжний, для кожного ε > 0 iснує натуральне N таке, що |gn+1(x) + . . .+
gm(x)| < ε для будь-яких натуральних m ⩾ n ⩾ N та x ∈ X. З умови тодi
випливає, що

|fn+1(x) + . . .+ fm(x)| ⩽ |fn+1(x)|+ . . .+ |fm(x)| ⩽

⩽ gn+1(x) + . . .+ gm(x) = |gn+1(x) + . . .+ gm(x)|,



86 РОЗДIЛ 2. КОНСТРУКЦIЇ ТА IНВАРIАНТИ

де остання рiвнiсть виконується, бо усi gi невiд’ємнi за умовою. Таким чином,
∞∑
n=1

fn теж рiвномiрно збiжний за попереднiм твердженням. Для ряду
∞∑
n=1

|fn|

перевiрка майже дослiвно така ж сама (виконайте її).

Твердження 2.6.6. Границя рiвномiрно збiжної послiдовностi неперерв-
них вiдображень та сума рiвномiрно збiжного ряду неперервних функцiй
є неперервними.

Доведення. Зрозумiло, що достаньо перевiрити це твердження для послi-
довностi, бо твердження для ряду випливатиме тодi з означення. Отже, нехай
X та Y – деякi топологiчний та метричний простори вiдповiдно, ρ – метри-
ка Y , а послiдовнiсть вiдображень {fn}∞n=1 ⊂ C(X, Y ) рiвномiрно збiгається
до f : X → Y . Нехай x0 ∈ X i ε > 0 – довiльнi. За означенням рiвномiрної
збiжностi iснує натуральне N таке, що ρ(f(x), fn(x)) < ε

3 для усiх n ⩾ N та
x ∈ X. Оберемо якесь натуральне n ⩾ N . Оскiльки fn є неперервним у x0,
iснує вiдкритий окiл U ∋ x0 такий, що fn(U) ⊂ B ε

3
(fn(x0)). Тодi для кожної

x ∈ U за нерiвнiстю трикутника маємо

ρ(f(x), f(x0)) ⩽ ρ(f(x), fn(x)) + ρ(fn(x), fn(x0)) + ρ(fn(x0), f(x0)) < ε,

отже f(U) ⊂ Bε(f(x0)). Це означає, що f теж неперервне у x0. Таким чином,
f дiйсно є неперервним.

Також нам буде потрiбна наступна технiчна лема.

Лема 2.6.7. Нехай топологiчний простiр X задовольняє аксiомi T4, A ⊂ X

замкнена i a > 0. Тодi для будь-якої неперервної (вiдносно iндукованих топо-
логiй) функцiї f ∈ C(A, [−a, a]) iснує неперервна функцiя g ∈ C

(
X,
[
−a

3 ,
a
3

])
така, що |f(x)− g(x)| ⩽ 2a

3 для усiх x ∈ A.

Доведення. Покладемо B := f−1
([
−a,−a

3

])
i C := f−1

([
a
3 , a
])

. В силу
неперервностi f , це замкненi пiдмножини в A, а отже й у X, бо A замкнена.
Оскiльки за побудовою вони не перетинаються, за теоремою 2.6.1 та зауваже-
нням пiсля її доведення iснує функцiя Урисона g множин B i C зi значеннями
у
[
−a

3 ,
a
3

]
, тобто g ∈ C

(
X,
[
−a

3 ,
a
3

])
така, що g|B = −a

3 i g|C = a
3 . Таким чином,

g приймає значення −a
3 у тих точках A, де f приймає значення з промiжку[

−a,−a
3

]
, a3 – у тих, де значення f мiстяться у

[
a
3 , a
]
, i значення з

[
−a

3 ,
a
3

]
там,

де значення f лежать у тому ж промiжку. Тому рiзниця мiж цими функцiями
дiйсно не перевищує 2a

3 .

Теорема 2.6.8 (Тiтце про продовження). Нехай топологiчний простiр X
задовольняє аксiомi T4, A ⊂ X замкнена, а Y ⊂ R – промiжок. Тодi для
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будь-якої неперервної (вiдносно iндукованих топологiй) функцiї f ∈ C(A, Y )
iснує її неперервне продовження на X – функцiя f ∈ C(X, Y ) така, що
f |A = f .

Доведення. Спочатку доведемо теорему для випадку Y = [−1, 1]. Засто-
суємо попередню лему до функцiї f i отримаємо функцiю f1 ∈ C

(
X,
[
−1

3 ,
1
3

])
таку, що |f−f1| ⩽ 2

3 на A, тобто їх рiзниця f−f1 належить до C
(
A,
[
−2

3 ,
2
3

])
.

Тепер застосуємо цю лему до функцiї f−f1 та отримаємо f2 ∈ C
(
X,
[
−2

9 ,
2
9

])
таку, що |f − f1 − f2| ⩽ 4

9 , отже f − f1 − f2 ∈ C
(
A,
[
−4

9 ,
4
9

])
i т. д. Таким

чином, отримаємо послiдовнiсть фунцiй
{
fn ∈ C

(
X,
[
−2n−1

3n ,
2n−1

3n

])}∞

n=1
таку,

що
∣∣∣∣f −

n∑
i=1

fi

∣∣∣∣ ⩽ 2n

3n у точках A для будь-якого n. При цьому

∞∑
n=1

|fn| ⩽
∞∑
n=1

2n−1

3n
=

1

3

∞∑
n=1

(
2

3

)n−1

=
1

3

1

1− 2
3

= 1,

тому ряд
∞∑
n=1

fn рiвномiрно збiгається до деякої f : X → R за тверджен-

ням 2.6.5, де другий (мажоруючий) ряд – числовий
∞∑
n=1

2n−1

3n . Ми вважаємо

його таким, що складається з постiйних функцiй, тому його рiвномiрна збi-
жнiсть за означенням еквiвалентна звичайнiй збiжностi, що продемонстро-
вана вище. Функцiя f неперервна за твердженням 2.6.6. Вона вiдображає
X у [−1, 1], бо з показаного вище випливає (як саме?), що усi елементи по-

слiдовностi часткових сум ряду
∞∑
n=1

fn є функцiями у [−1, 1], а цей вiдрiзок

замкнений. Таким чином, дiйсно f ∈ C(X, [−1, 1]). Для кожної x ∈ A, спря-

мувавши n до нескiнченностi у нерiвностi
∣∣∣∣f(x)− n∑

i=1

fi(x)

∣∣∣∣ ⩽ 2n

3n , отримаємо,

що f(x) = f(x), що й означає потрiбну рiвнiсть f |A = f .
Якщо твердження теореми вiрне для функцiй у промiжок Y ⊂ R, а промi-

жок Z ⊂ R гомеоморфний Y , то теорема справедлива й для функцiй у Z. Дiй-
сно, нехай φ : Y → Z – гомеоморфiзм. Для будь-якої f ∈ C(A,Z) застосуємо
теорему до φ−1 ◦ f ∈ C(A, Y ) та отримаємо продовження φ−1 ◦ f ∈ C(X,Y ).
Тодi f := φ ◦ φ−1 ◦ f ∈ C(X,Z) – продовження f (чому?). Це спостереження
залишається вiрним i для довiльних топологiчних просторiв Y та Z. Звiдси та
з прикладу 1.10.6 випливає, що крiм уже доведеного випадку Y = [−1, 1] до-
статньо ще показати справедливiсть теореми для Y = (−1, 1) та Y = (−1, 1].

Розглядаючи довiльну f ∈ C(A, (−1, 1)) як елемент C(A, [−1, 1]), засто-
суємо до неї вiдомий нам випадок теореми й отримаємо продовження f ∈
C(X, [−1, 1]). Оскiльки B := f

−1
({−1, 1}) замкнена за неперервнiстю f i A∩

B = ∅, бо f |A = f i f(A) ⊂ (−1, 1), за лемою Урисона iснує функцiя Урисона
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g ∈ C(X, [−1, 1]) множин B i A. Тодi добуток gf ∈ C(A, (−1, 1)), бо g = 0
там, де f = ±1, i (gf)|A = f |A = f , тобто gf є потрiбним продовженням f .
Випадок Y = (−1, 1] можна довести майже дослiвно так само (зробiть це).

Теорема Тiтце про продовження вiрна також для випадку Y = Rn. Дiйсно,
щоб перевiрити це, достатньо застосувати вже доведену теорему до коорди-
натних функцiй вiдображення f ∈ C(A,Rn) (див. вправу 1.8.15).

Вправа 2.6.9. Показати, що якщо для топологiчного простору X викону-
ється твердження теореми Тiтце про продовження, то виконується й твер-
дження леми Урисона. Разом з двома попереднiми теоремами це означає, що
обидва цi твердження є еквiвалентними до аксiоми T4.

Теорема 2.6.10 (Урисона про вкладення). Якщо топологiчний простiр X
нормальний та задовольняє другiй аксiомi злiченностi, то iснує його вкла-
дення у метричний простiр ℓ2.

Доведення. Нагадаємо, що ℓ2 був описаний у вправi 1.4.5 як

ℓ2 =

{
{xn}∞n=1 ⊂ R

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

x2n <∞

}
з метрикою

ρ(x, y) =

√√√√ ∞∑
n=1

(xn − yn)2.

Нехай B – не бiльш нiж злiченна база топологiї X. Тодi множина усiх пар пiд-
множин з B, а також її пiдмножина {(U, V ) | U, V ∈ B, U ⊂ V } не бiльш нiж
злiченнi. Перенумеруємо цю останню множину, записавши її як {(Un, Vn)}∞n=1.
Оскiльки тодi для кожного натурального n замкненi множини Un i X \ Vn не
перетинаються, а X нормальний, за лемою Урисона iснує функцiя Урисона
fn ∈ C(X, [−1, 1]) цих множин. Покладемо f(x) :=

{
fn(x)
n

}∞

n=1
для кожної

x ∈ X. Це елемент ℓ2, бо
∞∑
n=1

fn(x)
2

n2 ⩽
∞∑
n=1

1
n2 , а ряд

∞∑
n=1

1
n2 збiжний, як вiдомо

з курсу аналiза. Отже, ми дiйсно побудували вiдображення f : X → ℓ2.
Перевiримо iн’єктивнiсть f . Нехай x, y ∈ X i x ̸= y. Оскiльки X нормаль-

ний, вiн задовольняє аксiомi T1: iснує вiдкрита W ∋ x така, що y /∈ W . Тодi
iснує й множина V з бази B, для якої x ∈ V ⊂ W . Нормальний X є також ре-
гулярним, тому за твердженням 2.5.15 iснує вiдкрита T ∋ x така, що T ⊂ V ,
а отже iснує й U ∈ B, для якої x ∈ U ⊂ T , тому U ⊂ T ⊂ V . Таким чи-
ном, (U, V ) = (Un, Vn) для деякого n. Тодi за властивостями функцiї Урисона
fn(x) = 0, бо x ∈ U ⊂ Un, i fn(y) = 1, бо y ∈ X \W ⊂ X \ Vn. Це означає,
що f(x) ̸= f(y), що й демонструє iн’єктивнiсть f та бiєктивнiсть обмеження
f : X → f(X).
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Тепер перевiримо неперервнiсть f у довiльнiй точцi x0 ∈ X. Зi збiжностi

ряду
∞∑
n=1

1
n2 за означенням випливає, що його залишковi суми прямують до

нуля, тобто для будь-якого ε > 0 iснує натуральнеN , для якого
∞∑

n=N+1

1
n2 <

ε2

2 .

Для кожного натурального n вiд 1 до N в силу неперервностi fn у x0 iснує
вiдкрита Wn ∋ x0 така, що (fn(x)−fn(x0))2

n2 < ε2

2N для будь-якої x ∈ Wn. Тодi

W :=
N⋂
n=1

Wn буде вiдкритим околом x0, для кожної точки x якого маємо

ρ(f(x), f(x0)) =

√√√√ N∑
n=1

(fn(x)− fn(x0))2

n2
+

∞∑
n=N+1

(fn(x)− fn(x0))2

n2
< ε

за побудовоюW , виборомN та нерiвнiстю |fn(x)−fn(x0)| ⩽ 1. Це означає, що
f(W ) ⊂ Bε(f(x0)). Таким чином, f дiйсно неперервне у кожнiй точцi, а отже
неперервне. Тодi неперервним буде i його обмеження на образ f : X → f(X).

Щоб показати, що iн’єктивне неперервне f є вкладенням, тобто що f : X →
f(X) – гомеоморфiзм, залишилося довести його вiдкритiсть. Нагадаємо, що
тут на f(X) розглядається iндукована топологiя. Нехай пiдмножина W ⊂ X

вiдкрита й x0 ∈ W – її довiльна точка. Дiючи аналогiчно до доведення
iн’єктивностi, знаходимо (як саме?) таке натуральне n, що x0 ∈ Un та Vn ⊂ W .
Тодi B 1

n
(f(x0)) ∩ f(X) ⊂ f(W ). Дiйсно, будь-яка точка цього перетину має

вигляд f(x), де x ∈ X така, що ρ(f(x), f(x0)) < 1
n . З побудови f та вигляду

метрики тодi випливає, що |fn(x) − fn(x0)| < 1. При цьому fn(x0) = 0, бо
x0 ∈ Un, отже fn(x) ̸= 1, тобто x ∈ Vn ⊂ W , звiдки випливає потрiбне вклю-
чення. Таким чином, кожна точка f(x0) ∈ f(W ) входить до цiєї множини
разом з вiдкритим у iндукованiй топологiї околом, тому f(W ) вiдкрита. Це
демонструє вiдкритiсть f : X → f(X) та завершує доведення.

За побудовою у доведеннi попередньої теореми образ вкладення f(X) ле-
жить у пiдмножинi

{
{xn}∞n=1 ∈ ℓ2

∣∣ ∀n ∈ N xn ∈
[
0, 1n
]}

простору ℓ2, яку
називають кубом (або цеглиною) Гiльберта.

Теорема 2.6.11 (Теорема Урисона про метризацiю). Топологiчний простiр,
що задовольняє другiй аксiомi злiченностi, є метризовним тодi й тiльки
тодi, коли вiн нормальний.

Доведення. ⇒ Необхiднiсть безпосередньо випливає з твердження 2.5.23
(причому незалежно вiд аксiом злiченностi).

⇐ Щоб довести достатнiсть, застосуємо попередню теорему: будь-який
простiр X, що задовольняє умовi, гомеоморфний своєму образу f(X) ⊂ ℓ2
пiд дiєю побудованого там вкладення f . На f(X) можна ввести метрику,
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що узгоджена з його (iндукованою) топологiєю, просто обмеживши її з ℓ2,
в силу вправи 1.6.10. Тодi на X побудуємо метрику перенесенням з f(X)
за допомогою f (як саме?) або просто скористаємося тим, що метризовнiсть
є топологiчним iнварiантом.

У формулюваннях теорем Урисона про вкладення i метризацiю часто за-
мiсть нормальностi використовують регулярнiсть. Дiйсно, у просторах, що
задовольняють другiй аксiомi злiченностi, це еквiвалентнi властивостi в силу
твердження 2.5.27.

2.7 Компактнiсть. Локальна компактнiсть

Компактнiсть у деякому сенсi узагальнює скiнченнiсть множини i є одним
з найважливiших топологiчних iнварiантiв.

Означення 2.7.1. Топологiчний простiр зветься компактним, якщо у будь-
якого його вiдкритого покриття iснує скiнченне пiдпокриття. Пiдмножина
топологiчного простору зветься компактною, або компактом, якщо вона є
компактним простором в iндукованiй топологiї.

Це означення нагадує посилене твердження теореми Лiндельофа. Заува-
жимо, що iнколи (наприклад, у [11]) термiн ”компакт” використовується для
хаусдорфових компактних просторiв, але у нас це просто синонiм компактної
пiдмножини. Також у деяких бiльш старих джерелах ”наша” компактнiсть
зветься бiкомпактнiстю.

Твердження 2.7.2. Пiдмножина топологiчного простору є компактною
тодi й тiльки тодi, коли у будь-якого її вiдкритого покриття iснує скiн-
ченне пiдпокриття.

Доведення. Це безпосередньо випливає з означень: за побудовою iндуко-
ваної топологiї, будь-яке вiдкрите покриття пiдмножини K ⊂ X як топологi-
чного простору має вигляд {K∩Uα}α∈A, де {Uα}α∈A – її вiдкрите покриття як
пiдмножини, i аналогiчно для скiнченних пiдпокриттiв {K∩Uαi

}ni=1 i {Uαi
}ni=1

вiдповiдно.

Вправа 2.7.3. Нехай Y – пiдпростiр топологiчного простору X. Показати,
що пiдмножина K ⊂ Y ⊂ X є компактною в Y тодi й тiльки тодi, коли вона
компактна в X.

Приклад 2.7.4. Усi скiнченнi пiдмножини будь-якого топологiчного просто-
ру (зокрема, всi скiнченнi простори) компактнi. Дiйсно, якщо K = {xi}ni=1

i {Uα}α∈A – її вiдкрите покриття, то для кожного i = 1, n iснує αi ∈ A такий,
що xi ∈ Uαi

, а тодi {Uαi
}ni=1 й буде потрiбним пiдпокриттям.
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Приклад 2.7.5. У просторi з антидискретною топологiєю всi пiдмножини,
очевидно, компактнi.

Вправа 2.7.6. Показати, що у просторi з кофiнiтною топологiєю всi пiдмно-
жини компактнi.

Приклад 2.7.7. У просторi з дискретною топологiєю
{
{x}
}
x∈K є вiдкритим

покриттям пiдмножини K, у якого не iснує нетривiального (тобто меншого)
пiдпокриття. Тому (i в силу прикладу 2.7.4) K компактна тодi й тiльки тодi,
коли вона скiнченна.

Приклад 2.7.8. Вiдрiзок [a, b] ⊂ R компактний у стандартнiй топологiї. Це
твердження леми Гейне – Бореля (або Бореля – Лебега), що вiдома з курсу
аналiза. Для повноти викладення наведемо тут доведення цього факту. За-
уважимо, що у ньому використовується лема Кошi – Кантора про вкладенi
вiдрiзки, яку, в свою чергу, можна вивести з повноти метричного простору R.
Див., наприклад, її доведення у [4, с. 32-33], де з повноти випливає iснування
супремума (як саме?).

Твердження 2.7.9 (Лема Гейне – Бореля). Будь-який вiдрiзок [a, b] у дiйснiй
прямiй зi стандартною топологiєю є компактним.

Доведення. Припустимо, що у I1 := [a, b] iснує вiкрите покриття {Uα}α∈A,
що не має скiнченного пiдпокриття. Тодi воно не матиме скiнченного пiдпо-
криття i як покриття принаймнi одного з вiдрiзкiв

[
a, a+b2

]
та
[
a+b
2 , b

]
, який по-

значимо через I2. Аналогiчним чином роздiливши I2 навпiл, отримаємо вiдрi-
зок I3 з тiєю ж властивiстю. Iтеруючи, отримаємо незростаючу послiдовнiсть
I1 ⊃ I2 ⊃ . . . ⊃ In ⊃ In+1 ⊃ . . . вiдрiзкiв, довжини яких прямують до нуля. За

лемою Кошi – Кантора тодi у них iснує спiльна точка c ∈
∞⋂
n=1

In. Нехай iндекс

α ∈ A такий, що c ∈ Uα. Оберемо ε > 0 таке, що (c−ε, c+ε) ⊂ Uα, i n таке, що
довжина вiдрiзку In менша за ε. Тодi, оскiльки c ∈ In, In ⊂ (c−ε, c+ε) ⊂ Uα,
тобто {Uα} – скiнченне пiдпокриття вiдрiзка In, протирiччя.

Вправа 2.7.10. Довести теорему Кантора, що в деякому сенсi узагальнює
лему Кошi – Кантора: будь-яка незростаюча послiдовнiсть K1 ⊃ K2 ⊃ . . . ⊃
Kn ⊃ Kn+1 ⊃ . . . замкнених компактних непорожнiх пiдмножин топологiчно-

го простору має непорожнiй перетин:
∞⋂
n=1

Kn ̸= ∅.

Приклад 2.7.11. Сама пряма R не є компактним простором, бо, наприклад,
її вiдкрите покриття {(n− 1, n+ 1)}n∈Z не має нетривiального пiдпокриття.
Всi iнтервали та напiвiнтервали в R також некомпактнi: так, для iнтервала
(a, b) це демонструє покриття

{(
a, b− 1

n

)}∞
n=n0

, що не має скiнченного пiдпо-
криття (перевiрте це для iнших типiв iнтервалiв та напiвiнтервалiв).
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Твердження 2.7.12. Нехай f : X → Y – неперервне вiдображення тополо-
гiчних просторiв, а X компактний. Тодi f(X) ⊂ Y компактна.

Доведення. Нехай {Uα}α∈A – якесь вiдкрите покриття множини f(X)
у просторi Y . Прообрази його елементiв в силу неперервностi f утворюють
вiдкрите покриття {f−1(Uα)}α∈A компактного простору X, а отже iснує його
скiнченне пiдпокриття {f−1(Uαi

)}ni=1. Тодi {Uαi
}ni=1 – скiнченне пiдпокриття

для f(X).

Наслiдок 2.7.13. Компактнiсть є топологiчним iнварiантом.

Доведення. Дiйсно, якщо f : X → Y – гомеоморфiзм, то Y = f(X)
та X = f−1(Y ), де f i f−1 неперервнi. Тому X i Y одночасно або компактнi,
або некомпактнi.

Отже, компактнiсть можна використовувати для доведення негомеомор-
фностi. Так, в силу встановленого вище у прикладах 2.7.8 i 2.7.11, жоден
вiдрiзок [a, b] ⊂ R не може бути гомеоморфним жодному iнтервалу або на-
пiвiнтервалу.

Наслiдок 2.7.14. Факторпростiр компактного простору (за деяким вiдно-
шенням еквiвалентностi) є компактним.

Доведення. Дiйсно, X/∼ = p(X), де канонiчна проєкцiя p є неперервним
вiдображенням.

Приклад 2.7.15. Коло S1 ∼= [0, 1]/∼ (див. приклад 2.2.12) компактне в силу
попереднiх двох наслiдкiв, бо вiдрiзок [0, 1] компактний згiдно з тверджен-
ням 2.7.9.

Теорема 2.7.16 (Компактнiсть прямого добутку). Прямий добуток топо-
логiчних просторiв X × Y компактний тодi й тiльки тодi, коли простори
X та Y компактнi.

Доведення. ⇒ Нехай X × Y компактний. Згадаємо, що канонiчнi проє-
кцiї неперервнi: pX ∈ C(X × Y,X) i pY ∈ C(X × Y, Y ) згiдно з пунктом 1.
твердження 2.1.5. Отже, X = pX(X × Y ) i Y = pY (X × Y ) компактнi в силу
твердження 2.7.12.

⇐ Нехай X та Y – компактнi простори, а U – вiдкрите покриття X×Y . За
побудовою топологiї прямого добутку, кожна множина системи U має вигляд⋃
γ∈Γ

Uγ × Vγ, де Uγ i Vγ вiдкритi в X i Y вiдповiдно. Замiнимо в U кожну

таку множину на набiр множин Uγ × Vγ. Отримаємо нову сукупнiсть Ũ =
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{Uα × Vα}α∈A, яка також є вiдкритим покриттям простору X × Y , i кожна її
множина є пiдмножиною якоїсь множини з U (у таких випадках кажуть, що
покриття Ũ вписане в U).

Нехай x ∈ X – довiльна точка. Тодi {x} × Y ∼= Y в силу пункту 4. твер-
дження 2.1.5, отже {x} × Y – компакт в X × Y за наслiдком 2.7.13. При
цьому Ũ є, зокрема, вiдкритим покриттям {x} × Y ⊂ X × Y . Отже, з нього
можна видiлити скiнченне пiдпокриття {Ux,i×Vx,i}nxi=1. Можемо вважати, що
(Ux,i×Vx,i)∩({x}×Y ) ̸= ∅ для кожного i = 1, nx (для цього просто викинемо
з пiдпокриття елементи, що не перетинаються з множиною). Тодi x ∈ Ux,i для

кожного i, тому вiдкрита множина Ux :=
nx⋂
i=1

Ux,i мiстить x, вiдкрита смуга

Ux× Y включає {x}× Y , i {Ux,i× Vx,i}nxi=1 – вiдкрите покриття смуги Ux× Y .
Повторивши цю побудову для кожної x ∈ X, отримаємо вiдкрите покри-

ття {Ux}x∈X компактного простору X. У нього iснує скiнченне пiдпокриття
{Uxj}mj=1. Тодi

Û :=
{
Uxj ,i × Vxj ,i

}
i=1,nxj

, j=1,m

буде покриттям X × Y (тобто пiдпокриттям Ũ). Справдi, для кожної точки
(x, y) ∈ X × Y iснує j таке, що x ∈ Uxj . Оскiльки тодi {Uxj ,i × Vxj ,i}

nxj
i=1 –

покриття Uxj × Y ⊃ {x}× Y за побудовою вище, одна з цих множин мiстить
точку (x, y).

Кожна множина покриття Û , що вiдповiдає iндексам i = 1, nxj , j = 1,m,
належить до Ũ , отже є пiдмножиною якоїсь множини Wij ∈ U . Тодi суку-
пнiсть {Wij} є вiдкритим скiнченним покриттям X×Y , що є пiдпокриттям U .
Таким чином, X × Y компактний.

Ця теорема очевидним чином узагальнюється за iндукцiєю: добуток про-
сторiвX1×. . .×Xn компактний тодi й тiльки тодi, колиX1, . . . , Xn компактнi.
Бiльш того, вона залишається вiрною й для тихонiвського добутку довiльної
сукупностi просторiв (див. означення 2.1.8). Це її узагальнення зветься тео-
ремою Тихонова про компактнiсть. Її доведення можна знайти, наприклад,
у [24, с. 230-237].

Приклад 2.7.17. З цiєї теореми випливає, зокрема, що замкненi паралеле-
пiпеди [a1, b1]× . . .× [an, bn] компактнi в Rn = R× . . .× R︸ ︷︷ ︸

n

в силу тверджен-

ня 2.7.9, при цьому сам простiр Rn не є компактним в силу прикладу 2.7.11
(див. також теорему 2.9.5 нижче).

Приклад 2.7.18. Аналогiчно, n-вимiрний тор T n = S1 × . . .× S1︸ ︷︷ ︸
n

компа-

ктний, бо коло S1 компактне (приклад 2.7.15).
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Приклади 2.7.8 i 2.7.11 демонструють, зокрема, що у загальному випадку
компактнiсть не зберiгається при переходi до пiдмножини (не наслiдується).
Але це так для замкнених множин:

Твердження 2.7.19. Будь-яка замкнена пiдмножина компактного топо-
логiчного простору компактна.

Доведення. Отже, нехай простiр X компактний, K ⊂ X замкнена, а U –
вiдкрите покриття K. Тодi U ∪ {X \K} – вiдкрите покриття X. Видiлимо
з нього скiнченне пiдпокриття та викинемо з цього пiдпокриття множину
X \K (якщо вона там є). Отримаємо покриття множини K, що є скiнченним
пiдпокриттям U .

Наступнi кiлька тверджень описують взаємодiю компактностi з аксiомами
вiдокремлюваностi.

Твердження 2.7.20. Будь-яка компактна пiдмножина хаусдорфового то-
пологiчного простору замкнена.

Доведення. Нехай пiдмножина K ⊂ X простору X компактна, а x /∈ K.
В силу хаусдорфовостi X, для будь-якої y ∈ K iснують вiдкритi Uy ∋ x

i Vy ∋ y такi, що Uy ∩ Vy = ∅. Тодi {Vy}y∈K – вiдкрите покриття K, у якого

iснує скiнченне пiдпокриття {Vyi}ni=1. Покладемо U :=
n⋂
i=1

Uyi. Це вiдкритий

окiл x й U ∩ K = ∅ за його побудовою. Отже, довiльна точка x множини
X \K є внутрiшньою, тобто K замкнена.

У нехаусдорфових просторах компактнi пiдмножини можуть бути неза-
мкненими: див. приклад 2.7.5 або вправу 2.7.6.

Наслiдок 2.7.21. Нехай f : X → Y – бiєктивне неперервне вiдображен-
ня топологiчних просторiв, де X компактний, а Y хаусдорфовий. Тодi f –
гомеоморфiзм.

Доведення. Згiдно з твердженням 1.10.13, нам залишилося перевiрити
вiдкритiсть f . Дiйсно, нехай U ⊂ X вiдкрита. Тодi X\U замкнена. В силу
твердження 2.7.19, X\U – компакт. В силу твердження 2.7.12, Y \ f(U) =
f(X \ U) – компакт. Нарештi, в силу твердження 2.7.20, Y \f(U) замкнена.
Отже, f(U) вiдкрита.

Наслiдок 2.7.22. Нехай f : X → Y – iн’єктивне неперервне вiдображен-
ня топологiчних просторiв, де X компактний, а Y хаусдорфовий. Тодi f –
вкладення.
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Доведення. Достатньо застосувати попереднiй наслiдок до бiєктивного
обмеження f : X → f(X), де простiр f(X) є хаусдорфовим в силу твердже-
ння 2.5.25.

Твердження 2.7.23. Якщо топологiчний простiр хаусдорфовий i компа-
ктний, то вiн нормальний.

Доведення. Оскiльки даний простiр X задовольняє аксiомi T2 (а отже й
T1), для доведення нормальностi достатньо перевiрити виконання аксiоми T4.
Нехай A,B ⊂ X – замкненi, A ∩ B = ∅. Згiдно з твердженням 2.7.19, A i B
компактнi. В силу хаусдорфовостi X, для будь-яких x ∈ A i y ∈ B iснують
вiдкритi Ux,y ∋ x i Vx,y ∋ y такi, що Ux,y ∩ Vx,y = ∅.

Розглянемо довiльну x ∈ A. Тодi маємо {Vx,y}y∈B – вiдкрите покриття
компактної B, тому у нього iснує скiнченне пiдпокриття {Vx,yi}

nx
i=1. Покладемо

Ux :=

nx⋂
i=1

Ux,yi; Vx :=

nx⋃
i=1

Vx,yi.

Цi множини вiдкритi, Ux ∩ Vx = ∅ (бо Ux,yi ∩ Vx,yi = ∅ для будь-якого i), i за
побудовою x ∈ Ux, B ⊂ Vx.

Отже, {Ux}x∈A є вiдкритим покриттям компактної A. У нього iснує скiн-
ченне пiдпокриття {Uxi}mi=1. Вiзьмемо

U :=
m⋃
i=1

Uxi; V :=
m⋂
i=1

Vxi.

Знову ж, U i V вiдкритi, U ∩V = ∅ (бо Uxi∩Vxi = ∅ для кожного i), i A ⊂ U ,
B ⊂ V за побудовою. Це й демонструє виконання T4.

Зауважимо, що у другому абзацi попереднього доведення ми доводимо
регулярнiсть даного простору (тобто виконання T3), а у третьому – виводимо
з неї нормальнiсть.

Означення 2.7.24. Топологiчний простiр X називається локально компа-
ктним, якщо для будь-якої точки x ∈ X iснує вiдкрита U ∋ x така, що
її замикання U компактне. Пiдмножина топологiчного простору називається
локально компактною, якщо вона є локально компактним простором в iнду-
кованiй топологiї.

З компактностi, очевидно, випливає локальна компактнiсть: достатньо взя-
ти U := X для будь-якої точки. Але, взагалi кажучи, не навпаки:

Приклад 2.7.25. Нескiнченний дискретний простiр X некомпактний (див.
приклад 2.7.7), але локально компактний: для будь-якої x ∈ X достатньо
взяти U := {x}, тодi U = U – компакт.
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Приклад 2.7.26. Простiр Rn некомпактний (приклад 2.7.17), але локально
компактний: для будь-якої x = (x1, . . . , xn) i ε > 0 замиканням вiдкритої кулi

U = Bε(x) =
k∏
i=1

(xi− ε, xi+ ε) ∋ x метрики ρ∞ буде Dε(x) =
k∏
i=1

[xi− ε, xi+ ε],

що буде компактом в силу прикладу 2.7.17.

Вправа 2.7.27. Показати, що множина рацiональних чисел Q ⊂ R не є
локально компактною.

Твердження 2.7.28. Локальна компактнiсть є топологiчним iнварiантом.

Доведення. Дiйсно, це так, бо гомеоморфiзм зберiгає околи, замикання
та компактнiсть.

Вправа 2.7.29. Показати, що будь-який хаусдорфовий локально компактний
топологiчний простiр є регулярним. Пiдказка: використати твердження 2.5.15,
див. [19, с. 146]. Продемонструвати, що такий простiр необов’язково нормаль-
ний, навiвши приклад.

Ще одним узагальненням компактностi є паракомпактнiсть:

Вправа 2.7.30. Топологiчний простiр X зветься паракомпактним, якщо
у будь-яке його вiдкрите покриття U можна вписати локально скiнченне
покриття V . Вписанiсть означає, що кожний елемент V є пiдмножиною де-
якого елемента U (пор. з покриттями у доведеннi теореми 2.7.16), а локальна
скiнченнiсть – що для будь-якої точки x ∈ X iснує вiдкрита U ∋ x, яка
перетинається лише зi скiнченною кiлькiстю елементiв V . Показати, що па-
ракомпактнiсть теж є топологiчним iнварiантом i що компактнi простори
паракомпактнi.

Показати, що якщо локально компактний топологiчний простiр задоволь-
няє другiй аксiомi злiченностi, то вiн паракомпактний. Зокрема, тодi Rn па-
ракомпактний в силу прикладу 2.7.26.

Вправа 2.7.31. Показати, що якщо топологiчний простiр хаусдорфовий i па-
ракомпактний, то вiн нормальний (див. [24, с. 253-254]).

Крiм компактних просторiв та Rn паракомпактними є взагалi усi метричнi
простори. Доведення цього, а також подальшу iнформацiю про паракомпа-
ктнiсть та її застосування можна знайти, зокрема, у [24, с. 252-261].

2.8 Секвенцiйна компактнiсть

В аналiзi часто використовується варiант компактностi, що формулюється
у термiнах послiдовностей. У цьому параграфi ми з’ясуємо зв’язок мiж цими
поняттями, почавши з допомiжних мiркувань.
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Означення 2.8.1. Нехай X – топологiчний простiр. Точка x ∈ X зветься
точкою накопичення пiдмножини A ⊂ X, якщо для будь-якої вiдкритої U ∋
x перетин U ∩ A нескiнченний.

Точки накопичення множини є її граничними точками, бо у попередньому
означеннi усi перетини U ∩A залишаться непорожнiми, якщо з них викинути
точку x.

Твердження 2.8.2. Будь-яка нескiнченна пiдмножина компактного топо-
логiчного простору має точку накопичення.

Доведення. Нехай X компактний i A ⊂ X нескiнченна. Припустимо, що
жодна точка x ∈ X не є точкою накопичення A, тобто iснує вiдкрита Ux ∋ x
така, що перетин Ux∩A скiнченний. Тодi {Ux}x∈X є вiдкритим покриттям X,
у якого не iснує скiнченного пiдпокриття, бо будь-яка його скiнченна пiдси-
стема навiть не покриває A, протирiччя.

Означення 2.8.3. Топологiчний простiр зветься секвенцiйно компактним,
якщо у будь-якої послiдовностi в ньому iснує пiдпослiдовнiсть, що має грани-
цю. Пiдмножина топологiчного простору зветься секвенцiйно компактною,
якщо вона є секвенцiйно компактним простором в iндукованiй топологiї.

Твердження 2.8.4. Секвенцiйна компактнiсть є топологiчним iнварiан-
том.

Доведення. Випливає з того, що гомеоморфiзм зберiгає пiдпослiдовностi
та границi.

Твердження 2.8.5. Якщо компактний топологiчний простiр задовольняє
першiй аксiомi злiченностi, то вiн секвенцiйно компактний.

Доведення. Отже, нехай простiр X компактний та задовольняє першiй
аксiомi злiченностi. Розглянемо довiльну послiдовнiсть {xn}∞n=1 ⊂ X. Якщо
множина A її значень скiнченна, то iснує постiйна пiдпослiдовнiсть {xnk =
x}∞k=1, що, очевидно, збiгається до x. В iншому випадку у A iснує точка на-
копичення x ∈ X в силу компактностi X та твердження 2.8.2.

Нехай тепер B = {Un}∞n=1 – не бiльш нiж злiченна база в x. Далi дiємо як

у доведеннi твердження 1.9.4: покладемо Vk :=
k⋂

n=1
Un для усiх k ∈ N, тодi

{Vk}∞k=1 – не бiльш нiж злiченна база в x, що утворює незростаючу послiдов-
нiсть вiдкритих околiв x. Оскiльки x – точка накопичення A, для будь-якого
натурального k окiл Vk мiстить нескiнченну кiлькiсть точок послiдовностi
{xn}. Тому можна побудувати пiдпослiдовнiсть, обравши для кожного k ∈ N
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iндекс nk так, що xnk ∈ Vk i nk < nk+1. Аналогiчно до доведення тверджен-
ня 1.9.4 встановлюємо, що тодi xnk −→

k→∞
x.

Твердження 2.8.6. Якщо секвенцiйно компактний топологiчний простiр
задовольняє другiй аксiомi злiченностi, то вiн компактний.

Доведення. Отже, розглянемо простiр X, що є секвенцiйно компактним
та задовольняє другiй аксiомi злiченностi, i нехай U – деяке його вiдкрите по-
криття. За теоремою Лiндельофа у U iснує не бiльш нiж злiченне пiдпокриття

{Un}∞n=1. Покладемо Vk :=
k⋃

n=1
Un для кожного k ∈ N, тодi {Vk}∞k=1 – не бiльш

нiж злiченне вiдкрите покриття X, що утворює неспадаючу послiдовнiсть:

V1 ⊂ V2 ⊂ . . . ⊂ Vk ⊂ Vk+1 ⊂ . . . ⊂ X.

Щоб показати компактнiсть X, достатньо довести, що iснує k ∈ N таке, що

X = Vk =
k⋃

n=1
Un. Дiйсно, у цьому випадку {Un}kn=1 буде скiнченним пiдпо-

криттям U .
Припустимо, що це не так, тобто Vk ̸= X для будь-якого натурального k:

iснує xk ∈ X така, що xk /∈ Vk. Отримали послiдовнiсть {xk}∞k=1. В силу
секвенцiйної компактностi, у неї iснує пiдпослiдовнiсть {xkl}∞l=1, що збiгається
до деякої x ∈ X. Оскiльки {Vk}∞k=1 є покриттям X, iснує m ∈ N таке, що x ∈
Vm, тобто Vm – вiдкритий окiл x. Тодi, оскiльки xkl −→

l→∞
x, iснує L ∈ N таке, що

xkl ∈ Vm для будь-якого l ⩾ L. При цьому, оскiльки {xkl} – пiдпослiдовнiсть
{xk}, iснує l ⩾ L таке, що kl ⩾ m. Тодi xkl ∈ Vm ⊂ Vkl, що неможливо
за побудовою {xk}.

Вправа 2.8.7. Показати, що аксiоми злiченностi у попереднiх двох твердже-
ннях суттєвi, навiвши вiдповiднi контрприклади (див. [26, с. 68-70, 125-126]).

Наслiдок 2.8.8. Пiдмножина простору, що задовольняє другiй аксiомi злi-
ченностi, компактна тодi й тiльки тодi, коли вона секвенцiйно компактна.

Доведення. Це безпосередньо випливає з двох попереднiх тверджень, бо
друга аксiома злiченностi наслiдується при переходi до пiдпростору, а перша –
випливає з другої.

2.9 Компактнiсть у метричному просторi

Компактнi пiдмножини метричних просторiв є важливим предметом вивче-
ння в аналiзi. Їм буде присвячена, зокрема, частина курсу функцiонального
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аналiза (див., наприклад, [5]). Тут ми наведемо лише деякi найважливiшi по-
няття i факти, що стосуються таких множин. Перш за все, закiнчимо розмову
про секвенцiйну компактнiсть.

Вправа 2.9.1. Показати, що секвенцiйно компактний метричний простiр се-
парабельний. Пiдказка: показати спочатку, що з секвенцiйної компактностi
метричного простору (X, ρ) випливає iснування для будь-якого ε > 0 скiн-
ченної A ⊂ X такої, що ρ(x,A) < ε для кожної x ∈ X (такi пiдмножини A
звуть ε-сiтками).

Теорема 2.9.2 (Секвенцiйний критерiй компактностi). Пiдмножина метри-
чного простору є компактною тодi й тiльки тодi, коли вона секвенцiйно
компактна.

Доведення. Отже, нехай K ⊂ X – пiдмножина метричного простору.
Зауважимо, що iндукована топологiя на нiй є метричною в силу вправи 1.6.10.

⇒ Якщо K компактна, то вона секвенцiйно компактна в силу тверджен-
ня 2.8.5, бо усi метричнi простори задовольняють першiй аксiомi злiченностi
за твердженням 1.5.8.

⇐ Якщо K секвенцiйно компактна, то вона сепарабельна за попередньою
вправою, а отже задовольняє другiй аксiомi злiченностi згiдно з тверджен-
ням 1.7.18. Тодi вона компактна в силу твердження 2.8.6.

Iнколи секвенцiйна компактнiсть пiдмножини K ⊂ X визначається де-
що по-iншому: у будь-якої послiдовностi в K iснує пiдпослiдовнiсть, що має
границю в X (яка необов’язково належить до K). Ця умова слабша за умову
означення 2.8.3. Формулювання попередньої теореми тодi набуває наступного
вигляду: пiдмножина метричного простору компактна тодi й тiльки тодi, ко-
ли вона секвенцiйно компактна i замкнена. Дiйсно, будь-яка компактна K, як
ми встановили, секвенцiйно компактна у сенсi означення 2.8.3, а отже i в сен-
сi слабшого означення. Вона замкнена в силу твердження 2.7.20 (див. також
доведення теореми 2.9.5 нижче). З iншого боку, якщо у будь-якої послiдовно-
стi в замкненiй K iснує пiдпослiдовнiсть з границею x ∈ X, то x належить до
секвенцiйного замикання K, а отже, згiдно з твердженням 1.9.5, i до K = K,
i ця пiдпослiдовнiсть збiгається до x в K (чому?). Тому K секвенцiйно ком-
пактна у сенсi означення 2.8.3, а отже, як ми показали, компактна.

Означення 2.9.3. Пiдмножина A ⊂ X метричного простору зветься обме-
женою, якщо вона мiститься в деякiй кулi: iснують x ∈ X i ε > 0 такi, що
A ⊂ Bε(x).

Твердження 2.9.4. Будь-яка компактна пiдмножина метричного просто-
ру обмежена.



100 РОЗДIЛ 2. КОНСТРУКЦIЇ ТА IНВАРIАНТИ

Доведення. Отже, нехай (X, ρ) – метричний простiр, а K ⊂ X компа-
ктна. ТодiK секвенцiйно компактна за теоремою 2.9.2. Припустимо, щоK не-
обмежена. Зафiксуємо довiльну точку x0 ∈ X. Оскiльки не iснує кулi Bε(x0),
що мiстить K, для будь-якого натурального n iснує xn ∈ K ∩ (X \ Bn(x0)).
Таким чином отримуємо послiдовнiсть {xn}∞n=1 ⊂ K. В силу секвенцiйної
компактностi K, у неї iснує пiдпослiдовнiсть {xnk}∞k=1 з границею x. Зокре-
ма, iснує натуральне k0 таке, що xnk ∈ B1(x) ⊂ Bρ(x,x0)+1(x0) для будь-
якого k ⩾ k0 (тут включення куль є простим наслiдком нерiвностi трику-
тника). Для достатньо великих k ⩾ k0 матимемо nk ⩾ ρ(x, x0) + 1, тому
xnk ∈ Bρ(x,x0)+1(x0) ⊂ Bnk(x0), що суперечить вибору xnk . Таким чином,
K обмежена.

Теорема 2.9.5 (Критерiй компактностi пiдмножин евклiдового простору).
Пiдмножина простору Rn (зi стандартною топологiєю) компактна тодi
й тiльки тодi, коли вона обмежена i замкнена.

Доведення. ⇒ Отже, нехай K ⊂ Rn компактна. Тодi вона обмежена
за попереднiм твердженням i замкнена в силу твердження 2.7.20, оскiльки
метричнi простори нормальнi за твердженням 2.5.23, зокрема хаусдорфовi.

⇐ Тепер нехай K ⊂ Rn обмежена i замкнена. За означенням обмеженостi,

iснують x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn i ε > 0 такi, що K ⊂ Bε(x) ⊂ Dε(x) =
n∏
i=1

[xi −

ε, xi+ ε], де кулi розглядаємо у метрицi ρ∞. Оскiльки куб Dε(x) компактний
згiдно з прикладом 2.7.17, а K – його замкнена (i в iндукованiй топологiї
куба також) пiдмножина, K компактна за твердженням 2.7.19 в iндукованiй
топологiї куба, а отже й у Rn за вправою 2.7.3.

Приклад 2.9.6. Стандартна n-вимiрна сфера Sn ⊂ Rn+1, очевидно, обмеже-
на i замкнена, тому компактна. А отже й проєктивний простiр RP n ∼= Sn/Z2

(див. приклад 2.4.10) компактний згiдно з наслiдками 2.7.13 i 2.7.14.

У попереднiй теоремi необхiднiсть виконується для будь-якого метричного
простору, а специфiчною для Rn є саме достатнiсть: будь-яка обмежена за-
мкнена пiдмножина є компактною. Ця властивiсть (що iнколи зветься обме-
женою компактнiстю або властивiстю Гейне – Бореля) має мiсце також
для компактних метричних просторiв (в силу твердження 2.7.19), але невiрна
в загальному випадку. Наприклад, K = X = (0, 1) з евклiдовою метрикою
обмежена i замкнена (в собi), але не є компактною.

Вправа 2.9.7. Показати, що будь-який обмежено компактний (зокрема ком-
пактний) метричний простiр є повним.
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Вправа 2.9.8. Показати, що повний метричний простiр (X, ρ) компактний
тодi й тiльки тодi, коли для будь-якого ε > 0 iснує компакт K ⊂ X такий,
що ρ(x,K) < ε для будь-якої x ∈ X (компактна ε-сiтка). Вивести з цього,
що описаний у зауваженнi пiсля теореми 2.6.10 куб Гiльберта компактний.
Iнший спосiб демонстрацiї компактностi цiє множини полягає у використаннi
теореми Тихонова про компактнiсть (див. зауваження пiсля теореми 2.7.16
та посилання там).

Теорема 2.9.9 (Веєрштрас). Нехай топологiчний простiр X компактний,
а функцiя f : X → R неперервна. Тодi f обмежена i приймає на X свої
найменше та найбiльше значення.

Доведення. В силу твердження 2.7.12, f(X) компактна у R як неперерв-
ний образ компактного простору. Тодi f(X) обмежена i замкнена в силу
теореми 2.9.5. З її обмеженостi випливає, що функцiя f обмежена на X,
а з замкненостi – що f(X) = f(X). Крiм того, оскiльки f(X) обмежена,
m := inf f(X) > −∞ i M := sup f(X) < +∞. За означеннями iнфiмума
та супремума, m i M належать до f(X) = f(X), бо в будь-яких їх ε-околах
iснують точки f(X). Це й означає, що функцiя f приймає на просторi X своє
найменше значення m та найбiльше M .

Означення 2.9.10. Нехай (X, ρ) – метричний простiр. Дiаметром пiдмно-
жини A ⊂ X називається

diamA := sup{ρ(x, y) | x, y ∈ A}.

Вправа 2.9.11. Показати, що множина обмежена тодi й тiльки тодi, коли її
дiаметр скiнченний. Як вiн пов’язаний iз радiусом кулi з означення обмеже-
ностi множини?

Теорема 2.9.12 (Лема Лебега). Нехай U = {Uα}α∈A – вiдкрите покриття
компактного метричного простору X. Тодi iснує таке δ > 0, що якщо дiа-
метр пiдмножини B ⊂ X менший за δ, то B мiститься в однiй з множин
покриття: iснує iндекс α ∈ A такий, що B ⊂ Uα.

Доведення. Визначимо функцiю f : X → R на даному метричному про-
сторi (X, ρ) умовою

f(x) := sup{ε > 0 | ∃α ∈ A : Bε(x) ⊂ Uα}.

для кожного x ∈ X. Зауважимо, що f > 0. Дiйсно, для будь-якого x ∈ X
iснує α ∈ A такий, що x ∈ Uα (бо U – покриття), i, оскiльки Uα вiдкрита,
iснує ε > 0 таке, що Bε(x) ⊂ Uα, тому f(x) ⩾ ε > 0.

Покажемо, що f лiпшицева. Дiйсно, нехай x, y ∈ X. Розглянемо довiльне
ε > 0, для якого iснує α ∈ A такий, що Bε(x) ⊂ Uα. Якщо y /∈ Bε(x), тобто
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ρ(x, y) ⩾ ε, то f(y) > 0 ⩾ ε − ρ(x, y). Якщо ж y ∈ Bε(x), то Bε−ρ(x,y)(y) ⊂
Bε(x) ⊂ Uα за нерiвнiстю трикутника, тому f(y) ⩾ ε − ρ(x, y) за побудо-
вою функцiї f . Отже, в будь-якому разi ε ⩽ f(y) + ρ(x, y). У цiй нерiвно-
стi перейдемо до супремума за ε > 0, для яких такий α iснує, i отримаємо
f(x) ⩽ f(y)+ρ(x, y). Тобто f(x)−f(y) ⩽ ρ(x, y). Помiнявши мiсцями x та y,
отримаємо f(y) − f(x) ⩽ ρ(x, y), отже |f(x) − f(y)| ⩽ ρ(x, y). Це й означає
лiпшицевiсть f . Звiдси випливає, що f неперервна на X.

В силу компактностi X i теореми Веєрштраса, f приймає на X своє най-
менше значення. Нехай це 2δ = min

x∈X
f(x) = f(x0) > 0. Тепер нехай B ⊂ X

така, що diamB < δ, i x ∈ B – якась її точка. Тодi f(x) ⩾ 2δ > δ, тому
за означенням супремума iснує α ∈ A такий, що Bδ(x) ⊂ Uα. Крiм того,
B ⊂ Bδ(x) ⊂ Uα за означенням дiаметра (дiйсно, ρ(x, y) ⩽ diamB < δ для
будь-якої y ∈ B), що й потрiбно було показати.

Означення 2.9.13. Число δ з формулювання леми Лебега називають числом
Лебега покриття U .

Це число, звичайно, визначене неоднозначно: якщо δ – число Лебега U ,
то й будь-яке не бiльше за δ додатне значення буде числом Лебега цього
покриття.

2.10 Зв’язнiсть

Неформально кажучи, зв’язнiсть – це властивiсть топологiчного простору
”складатися з єдиного шматка”. Вона теж є важливим топологiчним iнварi-
антом. Простiше спочатку визначити, якi простори не є зв’язними:

Означення 2.10.1. Топологiчний простiр X зветься незв’язним, якщо iсну-
ють непорожнi вiдкритi U, V ⊂ X такi, що U ∩ V = ∅ та X = U ∪ V ;
i зв’язним у протилежному випадку. Пiдмножина топологiчного простору
зветься незв’язною (вiдповiдно, зв’язною), якщо вона є незв’язним (зв’язним)
простором в iндукованiй топологiї.

Твердження 2.10.2. Множина A у топологiчному просторi X незв’язна
тодi й тiльки тодi, коли iснують вiдкритi U, V ⊂ X такi, що A ∩ U ̸= ∅,
A ∩ V ̸= ∅, A ∩ U ∩ V = ∅ i A ⊂ U ∪ V .

Доведення. Дiйсно, за побудовою iндукованої топологiї, будь-якi двi вiд-
критi в нiй пiдмножини A ⊂ X мають вигляд A ∩ U i A ∩ V для деяких
вiдкритих U, V ⊂ X. Записуючи для них умови з означення незв’язностi,
отримаємо умови нашого твердження.
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Означення 2.10.3. Пiдмножина топологiчного простору називається вiд-
критозамкненою, якщо вона одночасно вiдкрита i замкнена.

Англiйською це буде clopen. Звичайно, такi множини не є для нас нови-
ми. Зокрема, у кожному просторi до вiдкритозамкнених множин вiдносяться
порожня i сам простiр (тривiальнi вiдкритозамкненi множини). Зауважимо
також, що доповнення до вiдкритозамкненої множини теж вiдкритозамкнене.

Твердження 2.10.4. Топологiчний простiр X зв’язний тодi й тiльки тодi,
коли вiдкритозамкненими множинами в X є лише ∅ та X.

Доведення. ⇒ Нехай X зв’язний, а U ⊂ X вiдкритозамкнена, тобто U
та X \ U – вiдкритi. Тодi X = U ∪ (X \ U), U ∩ (X \ U) = ∅. Тому якщо U
та X \ U були б непорожнiми, X був би незв’язним. Отже або U = ∅, або
X \ U = ∅ й тому U = X.

⇐ Нехай тепер вiдкритозамкненими множинами в X є лише ∅ та X. При-
пустимо, що X незв’язний, тобто у ньому iснують непорожнi вiдкритi U i V
такi, що U ∩ V = ∅ та X = U ∪ V . Тодi U = X \ V замкнена (а отже вiд-
критозамкнена), при цьому U ̸= ∅ i U ̸= X (бо V ̸= ∅), протирiччя. Таким
чином, X зв’язний.

Приклад 2.10.5. Порожня множина та одноточковi пiдмножини є зв’язними
у будь-якому просторi з тривiальних причин: їх не можна роздiлити на двi
непорожнi пiдмножини.

Приклад 2.10.6. У просторi з антидискретною топологiєю iснує лише одна
непорожня вiдкрита пiдмножина – сам простiр, тому всi його пiдмножини
зв’язнi.

Приклад 2.10.7. У прямiй з топологiєю напiвнескiнченних iнтервалiв усi
пiдмножини зв’язнi. Дiйсно, нехай A ⊂ R i A ∩ U ∩ V = ∅ для деяких
вiдкритих U, V ⊂ R. Оскiльки U i V – iнтервали вигляду (a,+∞), один з них
мiститься в iншому, нехай для визначеностi U ⊂ V . Тодi A∩U = A∩U ∩V =
∅. Тому A зв’язна згiдно з твердженням 2.10.2.

Вправа 2.10.8. Показати, що у нескiнченному просторi з кофiнiтною топо-
логiєю пiдмножина є зв’язною тодi й тiльки тодi, коли вона порожня, одно-
точкова або нескiнченна.

Приклад 2.10.9. У просторi з дискретною топологiєю (i в будь-якiй його пiд-
множинi) усi пiдмножини вiдкритозамкненi. Тому, в силу твердження 2.10.4,
зв’язними у ньому є лише ∅ i одноточковi пiдмножини.

Приклад 2.10.10. У прямiй Зоргенфрея зв’язними теж є лише ∅ i одно-
точковi пiдмножини. Дiйсно, нехай A ⊂ R мiстить хоча б двi рiзнi точки
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x, y ∈ A, x < y. Тодi iснує a ∈ (x, y), й вiдкритi (в топологiї Зоргенфрея) мно-
жини U = (−∞, a) i V = [a,+∞) задовольняють умовi твердження 2.10.2,
отже A незв’язна.

Приклад 2.10.11. Для R зi стандартною топологiєю ми дамо повний опис
зв’язних пiдмножин. Почнемо з того, що вiдрiзки зв’язнi:

Твердження 2.10.12. Будь-який вiдрiзок [a, b] у дiйснiй прямiй зi стандар-
тною топологiєю є зв’язним.

Доведення. Тут вважаємо, що a < b (iнакше матимемо тривiальний ви-
падок одноточкової множини). Нехай якась непорожня пiдмножина U ⊂ [a, b]
є вiдкритозамкненою в iндукованiй топологiї. В силу твердження 2.10.4, до-
статньо довести, що тодi U = [a, b]. Можемо вважати, що a ∈ U , бо у iншому
випадку Û := [a, b] \ U теж вiдкритозамкнена, i a ∈ Û . Замiнивши у подаль-
шому доведеннi U на Û , отримаємо, що Û = [a, b], тому U = ∅, протирiччя.

Оскiльки U вiдкрита i a ∈ U , iснує ε > 0 таке, що [a, a+ε) ⊂ U . Покладемо

c := sup{d | [a, d) ⊂ U},

тодi c ⩾ a + ε > a. Для будь-якого e ∈ [a, c) за означенням супремума iснує
d ∈ (e, c) таке, що [a, d) ⊂ U , тому e ∈ [a, d) ⊂ U . Таким чином, [a, c) ⊂ U ,
отже [a, c] = [a, c) ⊂ U = U в силу монотонностi замикання i замкненостi U .
Припустимо, що c < b, тодi, оскiльки U вiдкрита i c ∈ U , iснує δ > 0 таке,
що (c− δ, c+ δ) ⊂ U . Отримуємо, що [a, c+ δ) ⊂ U , що суперечить вибору c.
Отже, c = b, тобто U = [a, b].

Коли у цьому доведеннi ми використовували монотоннiсть замикання, ма-
лися на увазi замикання в iндукованiй топологiї [a, b], але вони спiвпадають
з перетинами замикань вiдповiдних множин у R з [a, b] (чому?). Аналогiчнi
зауваження матимуть мiсце й для подальших доведень у цьому параграфi.
Далi наведемо декiлька корисних достатнiх умов зв’язностi пiдмножин, про-
iлюструвавши їх прикладами.

Означення 2.10.13. Будемо казати, що пiдмножини A i B топологiчного
простору роздiленi , якщо A ∩B = A ∩B = ∅.

Вправа 2.10.14. Показати, що простiр X є незв’язним тодi й тiльки тодi,
коли iснують непорожнi роздiленi A,B ⊂ X такi, що X = A ∪B.

Твердження 2.10.15. Нехай {Aλ}λ∈Λ – сукупнiсть зв’язних пiдмножин
топологiчного простору та iснує iндекс λ0 ∈ Λ такий, що Aλ0 i Aλ не роз-
дiленi для будь-якого λ ∈ Λ. Тодi об’єднання

⋃
λ∈Λ

Aλ цих множин є зв’язним.
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Доведення. Тут також будемо використовувати твердження 2.10.4. Нехай
непорожня U ⊂

⋃
λ∈Λ

Aλ вiдкритозамкнена в iндукованiй топологiї. Можемо

вважати, що U ∩Aλ0 ̸= ∅, iнакше перейдемо до доповнення, як у попередньо-
му доведеннi. Перетин U ∩ Aλ0 є вiдкритозамкненим в iндукованiй топологiї
Aλ0, отже, оскiльки Aλ0 зв’язна, U ∩ Aλ0 = Aλ0, тобто Aλ0 ⊂ U . Розглянемо
довiльний iндекс λ ∈ Λ. За умовою тодi Aλ0 ∩ Aλ ̸= ∅ або Aλ0 ∩ Aλ ̸= ∅.
У першому з цих випадкiв, оскiльки Aλ0 ⊂ U = U за монотоннiстю замикан-
ня та замкненiстю U , U∩Aλ ̸= ∅. У другому випадку iснує x ∈ Aλ0∩Aλ, тодi,
оскiльки U – вiдкритий окiл x, U ∩ Aλ ̸= ∅. Тодi в будь-якому разi Aλ ⊂ U
аналогiчно до випадку Aλ0. Отже, U =

⋃
λ∈Λ

Aλ. Це й доводить зв’язнiсть цього

об’єднання.

Нагадаємо, що пiдмножина A ⊂ R є промiжком, якщо вiдрiзок [x, y] ⊂ A
для будь-яких x, y ∈ A, x ⩽ y. До промiжкiв вiдносяться ∅, усi вiдрiзки
(зокрема одноточковi множини {a} = [a, a]), iнтервали (скiнченнi, напiвне-
скiнченнi та R) i напiвiнтервали (скiнченнi та напiвнескiнченнi). Жодна iнша
пiдмножина R не є промiжком.

Теорема 2.10.16 (Опис зв’язних пiдмножин прямої). Пiдмножина дiйсної
прямої зi стандартною топологiєю є зв’язною тодi й тiльки тодi, коли це
промiжок.

Доведення. ⇒ Отже, нехай A ⊂ R зв’язна. Припустимо, що це не про-
мiжок, тобто iснують x, y ∈ A, x ⩽ y такi, що вiдрiзок [x, y] ̸⊂ A: iснує a ∈
[x, y]\A (очевидно, a ∈ (x, y)). Тодi вiдкритi пiдмножини прямої U = (−∞, a)
i V = (a,+∞) задовольняють умовi твердження 2.10.2, тобто A незв’язна,
протирiччя.

⇐ Ми вже знаємо, що зв’язними є ∅, одноточковi множини (приклад 2.10.5)
та вiдрiзки (за твердженням 2.10.12). Решта промiжкiв може бути представле-
на у виглядi об’єднання вiдрiзкiв, що має загальну точку, наприклад, (a, b) =
∞⋃
n=1

[a+ b−a
2n , b−

b−a
2n ]. В силу твердження 2.10.15, де у якостi Aλ0 можна взяти

спiльну одноточкову пiдмножину {a+b2 }, це об’єднання зв’язне. Аналогiчно
можна це показати для iнших типiв промiжкiв (перевiрте це).

Твердження 2.10.17. Якщо A i B – пiдмножини топологiчного простору,
A зв’язна i A ⊂ B ⊂ A, то B зв’язна.

Доведення. Представимо B у виглядi об’єднання:

B = A ∪

(⋃
x∈B

{x}

)
.
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Для будь-якої x ∈ B множина A не роздiлена з {x}, бо x ∈ A. Тому це
об’єднання задовольняє умовi твердження 2.10.15 i є таким чином зв’язним.

Наслiдок 2.10.18. Нехай A – пiдмножина топологiчного простору X.

1. Якщо A зв’язна, то її замикання A зв’язне.

2. Якщо A зв’язна i всюди щiльна, то X зв’язний.

Твердження 2.10.19. Нехай X – топологiчний простiр, у якому iснує то-
чка x ∈ X з наступною властивiстю: для будь-якої y ∈ X iснує зв’язна
Axy ⊂ X така, що x, y ∈ Axy. Тодi X зв’язний.

Доведення. Це також простий наслiдок твердження 2.10.15: за умовою

X = {x} ∪

⋃
y∈X

Axy

 ,

й {x} ⊂ Axy для кожної y ∈ X.

Попереднє твердження часто використовують у бiльш слабкiй формi: якщо
для будь-яких двох точок x, y ∈ X iснує зв’язна Axy ⊂ X така, що x, y ∈ Axy,
то X зв’язний.

Твердження 2.10.20. Нехай f : X → Y – неперервне вiдображення топо-
логiчних просторiв, а X зв’язний. Тодi f(X) ⊂ Y зв’язна.

Доведення. Якщо f(X) незв’язна, то згiдно з твердженням 2.10.2 iснують
вiдкритi U, V ⊂ Y такi, що f(X)∩ U ̸= ∅, f(X)∩ V ̸= ∅, f(X)∩ U ∩ V = ∅
i f(X) ⊂ U ∪ V . Тодi f−1(U) i f−1(V ) – вiдкритi в X за неперервнiстю f ,
непорожнi та X = f−1(U) ⊔ f−1(V ), тобто X незв’язний.

Аналогiчно до компактностi, звiдси випливають наступнi наслiдки:

Наслiдок 2.10.21. Зв’язнiсть є топологiчним iнварiантом.

Наслiдок 2.10.22. Факторпростiр зв’язного простору (за деяким вiдноше-
нням еквiвалентностi) є зв’язним.

Нагадаємо деякi поняття геометрiї Rn:

Означення 2.10.23. Вiдрiзком з кiнцями в точках x та y з Rn зветься пiд-
множина

[x, y] := {(1− t) x+ t y | t ∈ [0, 1]} ⊂ Rn.

Пiдмножина A ⊂ Rn зветься опуклою, якщо для будь-яких x, y ∈ A вiдрiзок
[x, y] ⊂ A; й зiрчатою вiдносно точки x ∈ A, якщо для будь-якої y ∈ A
вiдрiзок [x, y] ⊂ A.



2.10. ЗВ’ЯЗНIСТЬ 107

Очевидно, опуклi множини є зiрчатими, але, взагалi кажучи, не навпаки,
як показано на рис. 2.14. При n = 1 (тобто для прямої) опуклi пiдмножини –
це в точностi промiжки.

Рис. 2.14: Опукла множина A
та зiрчата вiдносно точки z неопукла множина B у площинi

Приклад 2.10.24. Будь-який вiдрiзок у Rn є зв’язним за твердженнями
2.10.12 i 2.10.20, бо має вигляд [x, y] = f([0, 1]), де вiдображення f : [0, 1] →
Rn, що визначене умовою f(t) = (1−t)x+t y, задається лiнiйними функцiями,
а отже є неперервним (насправдi це гомеоморфiзм [0, 1] та [x, y] – перевiрте
це). Тому будь-яка A ⊂ Rn, що є зiрчатою вiдносно x ∈ A, (зокрема, будь-яка
опукла A) буде зв’язною за твердженням 2.10.19: достатньо взяти Axy = [x, y].

Приклад 2.10.25. Аналогiчно за допомогою твердження 2.10.19 можна по-
казати, що n-вимiрна сфера Sn ⊂ Rn+1 зв’язна для n ⩾ 1: для будь-яких
x, y ∈ Sn вiзьмемо у якостi Axy будь-яку дугу великого кола (тобто ко-
ла, що є перетином Sn з двовимiрною площиною, яка проходить через по-
чаток координат), що з’єднує x та y. Дiйсно, якщо x = cosφ0 e + sinφ0 f ,
а y = cosφ1 e+ sinφ1 f для деякого ортонормованого базиса {e, f} площини,
що проходить через початок координат, x та y (див. рис. 2.15), то визначимо
g : [0, 1] → Sn умовою

g : t 7→ cos ((1− t)φ0 + t φ1) e+ sin ((1− t)φ0 + t φ1) f.

Рис. 2.15: Доведення зв’язностi
сфери Sn при n ⩾ 1

Тодi g неперервне як обмеження
вiдображення [0, 1] → Rn+1 з непе-
рервними координатними функцiя-
ми, а тому дуга Axy := g([0, 1]) (”кри-
волiнiйний вiдрiзок”) зв’язна за твер-
дженнями 2.10.12 i 2.10.20 (i знову ж
g буде гомеоморфiзмом [0, 1] i Axy).

У свою чергу, проєктивний про-
стiр RP n ∼= Sn/Z2

буде тодi зв’язним
згiдно з наслiдками 2.10.21 i 2.10.22.

Для доведення негомеоморфно-
стi, окрiм безпосередньої перевiрки
зв’язностi, буває корисно подивитися
на те, що вiдбувається з просторами, коли ми викидаємо з них точки.
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Приклад 2.10.26. Промiжки [a, b) i (c, d) обидва зв’язнi за теоремою 2.10.16.
Тим не менш, вони негомеоморфнi. Дiйсно, припустимо, що iснує гомеомор-
фiзм f : [a, b) → (c, d). Викинемо з [a, b) точку a i обмежимо f на пiдмно-
жину [a, b) \ {a} = (a, b), що переходить у (c, d) \ {f(a)}. Тодi обмежен-
ня f |(a,b) : (a, b) → (c, d) \ {f(a)} теж має бути гомеоморфiзмом за наслiд-
ком 1.10.11. Але за теоремою 2.10.16 перша з цих множин зв’язна, а друга –
нi, бо f(a) повинна бути внутрiшньою точкою (c, d), протирiччя.

Вправа 2.10.27. За допомогою зв’язностi показати, що будь-який вiдрi-
зок [a, b] не гомеоморфний жодному iнтервалу (c, d) або напiвiнтервалу [c, d)
(у параграфi 2.7 це було зроблено за допомогою компактностi).

Приклад 2.10.28. Аналогiчно доводиться негомеоморфнiсть будь-якого про-
мiжка A ⊂ R, що складається бiльш нiж з однiєї точки, i S1, що теж, як
ми встановили, обидва зв’язнi. Дiйсно, у iншому випадку були б гомеомор-
фнi A \ {a} i S1 \ {f(a)}, де a ∈ A – якась внутрiшня точка, а f – деякий
гомеоморфiзм. Але перша з цих множин незв’язна (не промiжок), а друга
зв’язна (аналогiчно до прикладу 2.10.25, де дуги тепер проводимо так, щоб
вони не проходили через f(a), або просто помiтимо, що S1 \ {f(a)} ∼= R, де
гомеоморфiзмом буде стереографiчна проєкцiя).

Приклад 2.10.29. Таким же способом доводиться, що R ≇ Rn при n ⩾ 2:
у iншому випадку незв’язна R \ {0} була б гомеоморфною до Rn \ {f(0)}
для деякого гомеоморфiзма f . Хоча друга з цих множин i не є опуклою або
зiрчатою, її зв’язнiсть неважко встановити аналогiчно до прикладу 2.10.24:
будь-якi двi точки можна з’єднати або вiдрiзком, або, якщо цьому заважає
точка f(0), дугою кола. Також можна показати, що Rn \ {f(0)} ∼= Sn−1 × R
(зробiть це) й використати зв’язнiсть Sn−1 (приклад 2.10.25), зв’язнiсть R
та наступну теорему:

Теорема 2.10.30 (Зв’язнiсть прямого добутку). Прямий добуток топологi-
чних просторiв X×Y зв’язний тодi й тiльки тодi, коли простори X та Y
зв’язнi.

Доведення. ⇒ ЯкщоX×Y зв’язний, тоX = pX(X×Y ) та Y = pY (X×Y )
зв’язнi в силу твердження 2.10.20, бо канонiчнi проєкцiї pX та pY неперервнi
згiдно з пунктом 1. твердження 2.1.5.

⇐ Нехай тепер X та Y зв’язнi. Представимо їхнiй добуток у виглядi
об’єднання наступним чином:

X × Y = X × {y} ∪

(⋃
x∈X

{x} × Y

)
,

обравши якусь y ∈ Y . Всi цi множини гомеоморфнi X або Y в силу пункту 4.
твердження 2.1.5, а отже зв’язнi за наслiдком 2.10.21. При цьому перетин
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({x} × Y ) ∩ (X × {y}) = {(x, y)} непорожнiй для будь-якої x ∈ X. Тому
X × Y зв’язний в силу твердження 2.10.15.

Як i аналогiчна теорема 2.7.16 про компактнiсть, це узагальнюється за
iндукцiєю: добуток просторiв X1 × . . .×Xn зв’язний тодi й тiльки тодi, коли
X1, . . . , Xn зв’язнi.

Приклад 2.10.31. В силу цiєї теореми, рiзноманiтнi паралелепiпеди A1 ×
. . . × An, де Ai ⊂ R – промiжок для кожного i, (наприклад, замкнений куб
[0, 1]n := [0, 1]× . . .× [0, 1]︸ ︷︷ ︸

n

) зв’язнi в Rn.

Приклад 2.10.32. Аналогiчно, n-вимiрний тор T n = S1 × . . .× S1︸ ︷︷ ︸
n

зв’язний,

бо коло S1 зв’язне (приклад 2.10.25).

2.11 Зв’язнi компоненти

Iнтуїтивне уявлення про ”шматки”, на якi розпадається незв’язний простiр,
формалiзоване у наступному означеннi:

Означення 2.11.1. Пiдмножина топологiчного простору називається його
зв’язною компонентою (або компонентою зв’язностi), якщо вона є макси-
мальною за включенням зв’язною пiдмножиною.

Тобто A ⊂ X є компонентою зв’язностi простору X, якщо A зв’язна
i для будь-якої зв’язної B ⊂ X з A ⊂ B випливає A = B. Зауважимо, що
X зв’язний тодi й тiльки тодi, коли є своєю єдиною зв’язною компонентою
(виведiть це з означення або з наступного загального твердження).

Твердження 2.11.2 (Властивостi зв’язних компонент). Нехай X – тополо-
гiчний простiр.

1. Для будь-якої x ∈ X iснує єдина зв’язна компонента Ax простору X,
що мiстить x.

2. Для будь-яких x, y ∈ X або Ax = Ay, або Ax ∩ Ay = ∅.

3. Зв’язнi компоненти X замкненi (а якщо попарно рiзних зв’язних ком-
понент скiнченна кiлькiсть, то й вiдкритi).

Доведення.

1. Спочатку перевiримо єдинiсть. Нехай x ∈ A ∩ B, де A i B – зв’язнi
компоненти X. Тодi A ∪ B зв’язна за твердженням 2.10.15, A ⊂ A ∪ B
i B ⊂ A ∪B, тому за властивiстю максимальностi A = A ∪B = B.
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Щоб показати iснування, визначимо Ax як об’єднання усiх зв’язних пiд-
множин A ⊂ X, що мiстять x. Зауважимо, що серед цих множин є одно-
точкова {x}, що мiститься в усiх iнших, тому Ax зв’язна за тверджен-
ням 2.10.15. При цьому якщо A ⊂ X зв’язна i Ax ⊂ A, то x ∈ A, тому
A є елементом об’єднання Ax: A ⊂ Ax, отже A = Ax.

2. Аналогiчно до доведення єдиностi в попередньому пунктi, якщо Ax ∩
Ay ̸= ∅, то Ax ∪ Ay зв’язна за твердженням 2.10.15 i мiстить в собi Ax

та Ay, тому в силу максимальностi Ax = Ax ∪ Ay = Ay.

3. Якщо A – зв’язна компонента X, то її замикання A зв’язне за наслiдком
2.10.18 i A ⊂ A, тому в силу максимальностi A = A, тобто A замкнена.
Якщо у X скiнченна кiлькiсть попарно рiзних зв’язних компонент, то,
в силу попереднiх двох пунктiв, доповненням до A буде об’єднання усiх
iнших зв’язних компонент, що замкнене як скiнченне об’єднання замкне-
них пiдмножин, отже A вiдкрита.

З конструкцiї у доведеннi пункту 1. випливає, що Ax – це найбiльша за
включенням зв’язна пiдмножина X, що мiстить x (аналогiчно, наприклад,
до характеризацiї внутрiшностi в пунктi 2. твердження 1.7.8). Пункти 1. i 2.
означають, що X є диз’юнктним об’єднанням своїх попарно рiзних зв’язних
компонент (аналогiчно до доведення теореми 1.1.9). Якщо це об’єднання скiн-
ченне, то зв’язнi компоненти вiдкритозамкненi в силу пункту 3. Зауважимо
також, що зв’язнi компоненти непорожнього простору непорожнi (чому?).

Приклад 2.11.3. Нехай тепер, навпаки, дано, що X =
⊔
λ∈Λ

Aλ – диз’юнктне

об’єднання непорожнiх вiдкритозамкнених зв’язних пiдмножин (наприклад,
промiжкiв дiйсної прямої). Зауважимо, що у випадку скiнченної кiлькостi
цих множин умова вiдкритозамкненостi кожної з Aλ тут еквiвалентна тому,
що Aλ попарно роздiленi (перевiрте це твердження, що фактично є узагаль-
ненням вправи 2.10.14). Тодi зв’язними компонентами X будуть в точностi
пiдмножини Aλ. Дiйсно, за умовою Aλ зв’язна для кожного λ. Нехай A ⊂ X
зв’язна i Aλ ⊂ A. Припустимо, що Aλ ̸= A. Тодi Aµ ∩ A ̸= ∅ для деякого
µ ̸= λ, тому U = Aλ i V =

⋃
µ̸=λ

Aµ задовольняють умовi твердження 2.10.2 для

множини A, що суперечить її зв’язностi, отже Aλ = A. Таким чином, усi Aλ

дiйсно є зв’язними компонентами X. Якщо ж зв’язна A ⊂ X не збiгається
з жодною з Aλ, то або вона перетинається з двома рiзними Aλ i Aµ, λ ̸= µ,
що суперечило б зв’язностi A, як вище, або A ⊂ Aλ для деякого λ, i тому
A не є максимальною за включенням серед зв’язних. Отже, A не є зв’язною
компонентою простору X.
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Приклад 2.11.4. Зв’язними компонентами простору з дискретною топо-
логiєю є усi його одноточковi пiдмножини, бо будь-яка бiльша пiдмножина
незв’язна (див. приклад 2.10.9). Вони усi вiдкритозамкненi.

Приклад 2.11.5. Зв’язними компонентами множини рацiональних чисел
Q ⊂ R теж є її одноточковi пiдмножини (перевiрте це), кожна з яких є за-
мкненою (бо Q наслiдує з R аксiому T1), але не вiдкритою (бо за властивiстю
рацiональних чисел будь-який вiдкритий окiл кожної x ∈ Q в R мiстить iншi
точки Q). Це демонструє суттєвiсть умови скiнченностi у пунктi 3. тверджен-
ня 2.11.2. Простори, усi зв’язнi компоненти яких є одноточковими, як у цьому
та попередньому прикладах, iнколи називають цiлком незв’язними.

Твердження 2.11.6. При гомеоморфiзмi топологiчних просторiв зв’язнi
компоненти переходять у зв’язнi компоненти.

Доведення. Дiйсно, за наслiдком 2.10.21 будь-який гомеоморфiзм зберi-
гає зв’язнiсть. Також вiн зберiгає включення вiдповiдних пiдмножин, а отже
й максимальнiсть.

Наслiдок 2.11.7. Число зв’язних компонент топологiчного простору є то-
пологiчним iнварiантом.

Цей iнварiант можна застосовувати до доведення негомеоморфностi як
безпосередньо (наприклад, об’єднання рiзних скiнченних кiлькостей множин
Aλ з прикладу 2.11.3 негомеоморфнi), так i викидаючи точки, як у прикладах
застосування зв’язностi з попереднього параграфа.

Рис. 2.16: Негомеоморфнiсть букетiв з рiзних кiлькостей вiдрiзкiв

Приклад 2.11.8. На рис. 2.16 продемонстрована iдея доведення негомео-
морфностi букетiв X та Y з n та m вiдрiзкiв вiдповiдно, що склеєнi своїми
кiнцями, якщо n ̸= m i принаймнi одне з цих чисел не менше за 3. Зауважи-
мо, що цi простори зв’язнi. Припустимо iснування гомеоморфiзма f : X → Y
при, скажiмо, n > m. Нехай x – спiльна точка першого букета (тобто точка,
у яку переходять еквiвалентнi кiнцi вiдрiзкiв при факторизацiї). Тодi X \{x}
має n зв’язних компонент, а Y \ {f(x)} може мати рiзну їх кiлькiсть у за-
лежностi вiд розташування f(x), але не бiльше нiж max{m, 2} < n. Однак
цi простори повиннi бути гомеоморфними за наслiдком 1.10.11, протирiччя.
Спробуйте виконати усi необхiднi перевiрки самостiйно.
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2.12 Функцiї на зв’язному просторi

Зв’язнiсть можна використовувати не лише для доведення негомеоморфностi.
Розглянемо деякi її неочiкуванi застосування, що пов’язанi з узагальненням
класичної теореми аналiза про промiжне значення. Вона легко випливає з уже
вiдомого (як було i з теоремою Веєрштраса):

Теорема 2.12.1 (Больцано – Кошi про промiжне значення). Нехай топо-
логiчний простiр X зв’язний, а функцiя f : X → R неперервна. Тодi для
будь-яких x, y ∈ X й для будь-якого c ∈ R, що належить вiдрiзку з кiнцями
у f(x) i f(y), iснує z ∈ X така, що c = f(z).

Доведення. Дiйсно, в силу твердження 2.10.20, f(X) зв’язна в R як непе-
рервний образ зв’язного простору, тобто є промiжком в силу теореми 2.10.16.
Саме це й стверджується в умовi.

Наслiдок 2.12.2 (Одновимiрна теорема Брауера про нерухому точку). Для
будь-якого неперервного вiдображення f : D1 → D1 iснує x ∈ D1 така, що
f(x) = x.

Доведення. Нагадаємо, що D1 = [−1, 1]. Припустимо, що f(x) ̸= x для
будь-якого x ∈ D1. Визначимо функцiю g : D1 → R умовою g(x) := f(x)− x.
Вона неперервна, g(−1) > 0 (бо f(−1) ∈ D1 i f(−1) ̸= −1), i g(1) < 0
(аналогiчно), тому за попередньою теоремою iснує x ∈ D1 така, що g(x) = 0,
тобто f(x) = x, суперечнiсть.

Твердження попереднього наслiдку буде вiрним i для будь-якого вiдрiзка
[a, b] (чому?).

Наслiдок 2.12.3. Для будь-яких натурального n ⩾ 2 i непарної неперервної
функцiї f : Sn → R (тобто такої, що f(−x) = −f(x) для будь-якої x ∈ Sn,
де −x – дiаметрально протилежна до x точка сфери), iснує x ∈ Sn така,
що f(x) = 0.

Доведення. Дiйсно, або f = 0 – постiйна, або iснує x ∈ Sn така, що
f(x) ̸= 0, але тодi f(−x) має протилежний знак. Залишилося застосувати
зв’язнiсть Sn i теорему про промiжне значення.

Iнший спосiб доведення – припустивши, що f(x) ̸= 0 для усiх x, розглянути
на Sn неперервну функцiю g, що визначена умовою g(x) := f(x)

|f(x)| i множина
значень якої {−1, 1} ⊂ R незв’язна, що суперечить твердженню 2.10.20.

Наслiдок 2.12.4. Для будь-яких натурального n ⩾ 1 i неперервної функцiї
f : Sn → R iснує x ∈ Sn така, що f(−x) = f(x).
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Доведення. Застосуємо попереднiй наслiдок до непарної неперервної фун-
кцiї g : Sn → R, що визначена умовою g(x) := f(x)− f(−x).

Звiдси можна зробити висновок, що в будь-який момент часу на земнiй
кулi (й навiть на кожному з меридiанiв) iснують двi дiаметрально протилежнi
точки з однаковою температурою, якщо, звичайно, вважати її неперервною
функцiєю.

Наслiдок 2.12.5. Для жодного натурального n ⩾ 1 не iснує вкладення
сфери Sn у пряму R.

Доведення. Дiйсно, з попереднього наслiдку випливає, що жодне непе-
рервне вiдображення Sn → R не є iн’єктивним.

Вправа 2.12.6 (Задачi про млинцi). Нехай пiдмножини A,B ⊂ R2 компа-
ктнi та вимiрнi (тобто їхню площу можна знайти, наприклад, за допомогою
iнтеграла Рiмана, як вивчається в курсi аналiза). Показати, що тодi вiрнi
наступнi твердження.

1. Iснує пряма l, що дiлить кожну з множин A i B на двi частини рiвної
площi.

2. Iснують ортогональнi прямi l i m, що дiлять множину A на чотири ча-
стини рiвної площi.

Цi факти, що проiлюстрованi на рис. 2.17, також є наслiдками теореми про
промiжне значення. Їхнi доведення можна знайти у [20, с. 63-67].

Рис. 2.17: Задачi про млинцi

Наведемо без додаткових обґрунтувань iдею доведення для задачi 1. (що
також демонструється на рис. 2.17 злiва). Оскiльки A i B обмеженi, вони мi-
стяться у замкненому крузi D2

ε деякого радiуса ε > 0 з центром у початку
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координат 0, межею якого є коло S1
ε . Для кожної точки x ∈ S1

ε iснує пря-
ма, що ортогональна до дiаметра кола 0x та дiлить A навпiл. Якщо таких
прямих багато (наприклад, коли A незв’язна), то вони утворюють смугу, тодi
вiзьмемо її центральну пряму (вiсь симетрiї). Позначимо через f(x) вiдстань
вiд x до цiєї прямої. Аналогiчно визначається g(x) для множини B. Тодi
f, g ∈ C(S1

ε , [0, 2ε]), i за побудовою f(−x) = 2ε − f(x), g(−x) = 2ε − g(x).
Визначимо функцiю h на S1

ε умовою h(x) := f(x)− g(x), вона теж неперерв-
на i непарна за властивостями f i g. Отже, за наслiдком 2.12.3 iснує x0 ∈ S1

ε

така, що f(x0) = g(x0). Тодi пряма l, що проходить ортогонально до дiаметра
0x0 на вiдстанi f(x0) вiд x0, i є потрiбною.

2.13 Шляхи та лiнiйна зв’язнiсть

Iснує геометрично наочнiший варiант зв’язностi, що мотивований, зокрема,
прикладами опуклих множин (2.10.24) i сфер (2.10.25), кожнi двi точки яких
з’єднувалися деяким ”шляхом” (вiдрiзком i дугою великого кола вiдповiдно).
Дамо цим поняттям точнi означення.

Означення 2.13.1. Шляхом у топологiчному просторi X називають будь-
яке неперервне вiдображення f : [a, b] → X деякого вiдрiзка дiйсної прямої
вX. Образ f([a, b]) тодi зветься носiєм f . Якщо при цьому f(a) = x i f(b) = y,
то кажуть, що x – початок f , y – кiнець f , а f з’єднує x та y (або x з y).

Якщо не вказане iнше, далi завжди будемо областю визначення шляху вва-
жати вiдрiзок [0, 1], який для економiї мiсця (i традицiйно для топологiчної
лiтератури) позначатимемо через I. Визначимо деякi операцiї зi шляхами:

Означення 2.13.2. Нехай X – топологiчний простiр. Для будь-якої x ∈
X постiйне вiдображення ex : I → X : t 7→ x будемо називати постiйним
шляхом у x. Нехай f : I → X – деякий шлях, тодi f : I → X : t 7→ f(1 − t)
назвемо оберненим шляхом до f . Нарештi, нехай g : I → X – теж деякий
шлях, причому f(1) = g(0). Тодi добутком шляхiв f i g зветься вiдображення
f ∗ g : I → X, що визначене умовою

t 7→
[
f(2t), t ∈ [0, 12 ];
g(2t− 1), t ∈ [12 , 1].

Усi цi вiдображення є шляхами. Дiйсно, ex неперервне, бо постiйне, f не-
перервне як композицiя неперервних. Добуток f ∗ g коректно визначений, бо
при t = 1

2 перший вираз дає f(1), а другий – g(0), що збiгаються за умо-
вою, i є неперервним вiдображенням, бо t 7→ f(2t) i t 7→ g(2t− 1) неперервнi
як композицiї неперервних (як саме звiдси випливає неперервнiсть f ∗ g?).
У подальшому нам ще зустрiчатимуться подiбнi конструкцiї, де неперервне
вiдображення ”зшивається” з кiлькох.
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При цьому ex з’єднує x з собою. Якщо f з’єднує x з y, то f з’єднує y з x.
Якщо до того ж g з’єднує y з z, то f ∗ g з’єднує x з z. Зауважимо також,
що шляхи (f ∗ g) ∗ h i f ∗ (g ∗ h), якщо вони визначенi, мають спiльний
носiй, зокрема, спiльнi початок та кiнець, але, взагалi кажучи, не збiгаються,
тобто добуток шляхiв не є асоцiативним (перевiрте це; у яких випадках така
асоцiативнiсть все ж має мiсце?).

Означення 2.13.3. Топологiчний простiр X зветься лiнiйно зв’язним, якщо
для будь-яких x, y ∈ X iснує шлях у X, що з’єднує x та y. Пiдмножина топо-
логiчного простору зветься лiнiйно зв’язною, якщо вона є лiнiйно зв’язним
простором в iндукованiй топологiї.

Твердження 2.13.4. Множина A у топологiчному просторi X лiнiйно
зв’язна тодi й тiльки тодi, коли для будь-яких x, y ∈ A iснує шлях у X
такий, що вiн з’єднує x та y, а його носiй лежить у A.

Доведення. ⇒ Дiйсно, якщо A лiнiйно зв’язна, то для будь-яких x, y ∈ A

iснує шлях f ∈ C(I, A) такий, що f(0) = x, f(1) = y. Тодi його композицiя
з вiдображенням включення i : A → X є неперервною, тобто шляхом у X,
й тому задовольняє умовi твердження.

⇐ Якщо f ∈ C(I,X) – шлях, для якого f(0) = x, f(1) = y i f(I) ⊂ A,
то вiдображення f : I → A є неперервним як обмеження неперервного, тобто
є шляхом у A з iндукованою топологiєю, що з’єднує x та y. Тому A лiнiйно
зв’язна за означенням.

В силу цього твердження далi ми, як правило, будемо демонструвати лi-
нiйну зв’язнiсть пiдмножин A простору X, розглядаючи шляхи в X, носiї
яких лежать у A. Також iнколи ми писатимемо C(I, A) ⊂ C(I,X), маючи на
увазi, що шляху f з першої множини вiдповiдає композицiя i ◦ f з другої.

Приклад 2.13.5. Порожня множина (тривiальним чином) i одноточковi пiд-
множини {x} (бо постiйний шлях ex з’єднує x з собою) є лiнiйно зв’язними
у будь-якому просторi.

Приклад 2.13.6. У Rn вiдрiзок [x, y] є носiєм шляху f : t 7→ (1 − t)x + t y
(див. приклад 2.10.24). Тому будь-яка опукла пiдмножина A простору Rn

є лiнiйно зв’язною за означенням. Зокрема, усi промiжки дiйсної прямої R
лiнiйно зв’язнi.

Якщо ж A зiрчата вiдносно x ∈ A, то для будь-яких y, z ∈ A позначимо
через f та g шляхи, носiями яких є вiдрiзки [x, y] та [x, z] вiдповiдно. Тодi
шлях f ∗ g (носiєм якого є дволанкова ламана) з’єднує y i z. Тому усi зiрчатi
множини лiнiйно зв’язнi.

Приклад 2.13.7. Аналогiчно, у прикладi 2.10.25 ми встановили, що будь-
якi двi точки сфери Sn для n ⩾ 1 можна з’єднати дугою великого кола, що
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є носiєм деякого шляху g (який був явно описаний у згаданому прикладi).
Тому Sn лiнiйно зв’язна (а отже й проєктивний простiр RP n ∼= Sn/Z2

згiдно
з наслiдками 2.13.10 i 2.13.11 нижче).

Твердження 2.13.8. Нехай {Aλ}λ∈Λ – сукупнiсть лiнiйно зв’язних пiдмно-
жин топологiчного простору та iснує iндекс λ0 ∈ Λ такий, що Aλ0∩Aλ ̸= ∅
для будь-якого λ ∈ Λ. Тодi об’єднання

⋃
λ∈Λ

Aλ цих множин лiнiйно зв’язне.

Доведення. Нехай x, y ∈
⋃
λ∈Λ

Aλ, тобто iснують λ, µ ∈ Λ такi, що x ∈ Aλ

та y ∈ Aµ. За умовою, також iснують z ∈ Aλ0 ∩ Aλ i w ∈ Aλ0 ∩ Aµ. В силу
лiнiйної зв’язностi цих множин, iснують шляхи f , g i h в Aλ, Aλ0 i Aµ, що
з’єднують x з z, z з w i w з y вiдповiдно. Тодi (f ∗ g) ∗ h – шлях у

⋃
λ∈Λ

Aλ, що

з’єднує x з y, доведено.

Зауважимо, що ця достатня умова слабша за аналогiчну умову зв’язностi
(твердження 2.10.15), бо умову нероздiленостi в нiй замiнено на сильнiшу умо-
ву перетину. Деякi iншi властивостi лiнiйно зв’язних просторiв повторюють
властивостi зв’язних дослiвно:

Твердження 2.13.9. Якщо φ : X → Y – неперервне вiдображення тополо-
гiчних просторiв, а X лiнiйно зв’язний, то φ(X) ⊂ Y лiнiйно зв’язна.

Доведення. Дiйсно, для будь-яких φ(x), φ(y) ∈ φ(X) iснує шлях f ∈
C(I,X), що з’єднує x та y у X. Тодi φ ◦ f ∈ C(I, φ(X)) (неперервне як
композицiя неперервних) – шлях, що з’єднує φ(x) та φ(y) у φ(X).

Наслiдок 2.13.10. Лiнiйна зв’язнiсть є топологiчним iнварiантом.

Наслiдок 2.13.11. Факторпростiр лiнiйно зв’язного простору (за деяким
вiдношенням еквiвалентностi) є лiнiйно зв’язним.

Теорема 2.13.12 (Лiнiйна зв’язнiсть прямого добутку). Прямий добуток
топологiчних просторiв X × Y лiнiйно зв’язний тодi й тiльки тодi, коли
простори X та Y лiнiйно зв’язнi.

Доведення. Дослiвно повторимо доведення теореми 2.10.30 (iз замiною
посилань на твердження 2.10.20, 2.10.15 i наслiдок 2.10.21 на твердження
2.13.9, 2.13.8 i наслiдок 2.13.10 вiдповiдно).

Є й iнший спосiб доведення достатностi у цiй теоремi. НехайX та Y лiнiйно
зв’язнi. Для будь-яких (x0, y0), (x1, y1) ∈ X × Y тодi iснують шляхи f ∈
C(I,X) та g ∈ C(I, Y ), що з’єднують x0 з x1 та y0 з y1 вiдповiдно. Тодi
(f, g) : I → X × Y , що визначене умовою t 7→ (f(t), g(t)), неперервне за
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пунктом 3. твердження 2.1.5, тобто є шляхом, що з’єднує (x0, y0) з (x1, y1).
Як i аналогiчнi теореми 2.7.16 про компактнiсть та 2.10.30 про зв’язнiсть, це
узагальнюється на будь-який скiнченний добуток X1× . . .×Xn (за iндукцiєю
або з використанням викладеного тут альтернативного способу доведення).

Приклад 2.13.13. Паралелепiпеди A1 × . . . × An, де Ai ⊂ R – промiжки,
зокрема замкнений куб In, лiнiйно зв’язнi в Rn в силу попередньої теореми
та прикладу 2.13.6.

Приклад 2.13.14. Аналогiчно, n-вимiрний тор T n = S1 × . . .× S1︸ ︷︷ ︸
n

лiнiйно

зв’язний (див. приклад 2.13.7).

2.14 Зв’язок зв’язностi та лiнiйної зв’язностi.
Локальнi властивостi зв’язностi

Зауважимо, що усi приклади лiнiйно зв’язних просторiв та множин, що наве-
денi у попередньому параграфi, повторюють приклади зв’язностi з парагра-
фа 2.10. Це не є випадковим:

Твердження 2.14.1. Будь-який лiнiйно зв’язний топологiчний простiр є
зв’язним.

Доведення. Дiйсно, якщо простiр X лiнiйно зв’язний, то вiн задовольняє
умовi твердження 2.10.19, де у якостi Axy для x, y ∈ X беремо носiй f(I) шля-
ху f , що з’єднує x з y (вiн зв’язний за твердженням 2.10.20 як неперервний
образ зв’язного I), отже X зв’язний.

Приклад 2.14.2. Таким чином, усi лiнiйно зв’язнi пiдмножини дiйсної пря-
мої зi стандартною топологiєю – це промiжки за теоремою 2.10.16. Iншими
словами, в R лiнiйна зв’язнiсть, зв’язнiсть та опуклiсть (див. також при-
клад 2.13.6) – це еквiвалентнi властивостi пiдмножин, i задовольняють їм
в точностi промiжки.

Приклад 2.14.3 (”Гребiнка та блоха”). Нехай X = A ∪ B – пiдмножина
площини R2, де ”гребiнка”

A := (0, 1]× {0} ∪

( ∞⋃
n=1

{
1

n

}
× [0, 1]

)

є об’єднанням промiжкiв, а ”блоха” B := {(0, 1)} – одноточкова множина. Її
зображено на рис. 2.18 злiва разом з iлюстрацiями подальших мiркувань. Тодi
A i B – лiнiйно зв’язнi (для A це випливає з твердження 2.13.8), отже зв’язнi
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за попереднiм твердженням. Помiтимо, що A ⊂ X ⊂ A, тому X зв’язна
за твердженням 2.10.17.

Припустимо, що X лiнiйно зв’язна. Тодi, зокрема, iснує шлях f ∈ C(I,X),
що з’єднує ”блоху” з протилежним кутом квадрата, у якому мiститься ”гре-
бiнка”: f(0) = (0, 1), f(1) = (1, 0). Розглянемо функцiю t 7→ ρ((1, 0), f(t))
на I (де ρ – евклiдова метрика, точнiше, її обмеження на X; кулi далi та-
кож будемо розглядати для цiєї метрики). Вона неперервна (чому?), тому
прообраз пiд її дiєю точки 1

2 замкнений та повинен мiстити свiй iнфiмум.
До того ж, цей прообраз непорожнiй за теоремою про промiжне значення,
бо функцiя приймає значення 0 при t = 0 i

√
2 при t = 1. Тому iснує

t0 := min {t | ρ((1, 0), f(t)) = 1
2} > 0. Тодi f([0, t0)) ⊂ B 1

2
(0, 1) (бо iнакше

знову ж за теоремою про промiжне значення знайшлася б t < t0 таке, що
ρ((1, 0), f(t)) = 1

2). З монотонностi замикання та властивостi неперервних
вiдображень (f(C) ⊂ f(C) для будь-якої C; перевiрте це) маємо:

f([0, t0]) = f
(
[0, t0)

)
⊂ f([0, t0)) ⊂ B 1

2
(0, 1) = D 1

2
(0, 1).

Тобто обмеження шляху f на [0, t0] залишається серед вертикальних ”зубцiв
гребiнки” i не доходить до її горизонтальної частини, причому ρ((1, 0), f(t0)) =
1
2 , отже принаймнi f(t0) ∈ A. Тому пiд дiєю ортогональної проєкцiї px на вiсь
x множина f([0, t0]) перейде у множину вигляду {0}∪{ 1

n}n∈M ⊂ R (де M ⊂ N
непорожня), що є незв’язною. З iншого боку, ця множина (px ◦ f)([0, t0])
є образом зв’язної множини пiд дiєю неперервного вiдображення, що супе-
речить твердженню 2.10.20. Отже, X не є лiнiйно зв’язною. Це демонструє,
що обернене твердження до 2.14.1, взагалi кажучи, невiрне.

Рис. 2.18: Приклади зв’язних, але не лiнiйно зв’язних просторiв:
”гребiнка та блоха” i ”топологiчний синус”
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Приклад 2.14.4 (”Топологiчний синус”). Аналогiчно можна показати, що
пiдмножина площини X := {(0, 0)}∪

{
(x, y) | y = sin 1

x , x > 0
}

(див. рис. 2.18
справа) теж є зв’язною, але не лiнiйно зв’язною. Зробiть це самостiйно, або
див. [26, с. 137-138], де обговорюються властивостi цього (щоправда, для фун-
кцiї sin 1

x , що визначена на (0, 1], а не на (0,+∞), що забезпечує компактнiсть
замикання такої множини) та спорiднених прикладiв.

Таким чином, щоб зi зв’язностi виводити лiнiйну зв’язнiсть, потрiбнi до-
датковi умови.

Означення 2.14.5. Топологiчний простiрX зветься локально зв’язним (вiд-
повiдно, локально лiнiйно зв’язним), якщо для будь-яких x ∈ X й вiдкритої
U ∋ x iснує вiдкрита зв’язна (лiнiйно зв’язна) V ⊂ X така, що x ∈ V ⊂ U .

З означень та вiдомих iнварiантностей випливає, що цi властивостi є то-
пологiчними iнварiантами (перевiрте це). З локальної лiнiйної зв’язностi про-
стору випливає його локальна зв’язнiсть за твердженням 2.14.1. При цьому
iз жодної з властивостей зв’язностi та локальної зв’язностi простору, взагалi
кажучи, не випливає iнша, i так само для вiдповiдних лiнiйних властивостей.
Це демонструють наступнi приклади:

Приклад 2.14.6. Простiр з дискретною топологiєю, що складається бiльш
нiж з однiєї точки, незв’язний за прикладом 2.10.9 (а отже й не лiнiйно
зв’язний), але локально лiнiйно зв’язний (а отже локально зв’язний): у якостi
множини V завжди можна взяти одноточкову {x}.

Приклад 2.14.7. У позначеннях прикладу 2.14.3 розглянемо множину

X := A = [0, 1]× {0} ∪

( ∞⋃
n=1

{
1

n

}
× [0, 1]

)
∪ {0} × [0, 1],

тобто ”гребiнку”, якiй повернули перший ”зубець” (див. рис. 2.19 злiва; пере-
вiрте, що замикання A саме таке). Цей простiр лiнiйно зв’язний за твердже-
нням 2.13.8, а отже зв’язний. При цьому вiн не локально зв’язний (а отже й
не локально лiнiйно зв’язний). Дiйсно, нехай локальна зв’язнiсть має мiсце.
Тодi у вiдкритому околi B 1

2
(0, 1) точки (0, 1) мiститься деякий її зв’язний вiд-

критий окiл V : (0, 1) ∈ V ⊂ B 1
2
(0, 1). У свою чергу, тодi iснує ε > 0 таке, що

Bε(0, 1) ⊂ V . Звiдси, аналогiчно до мiркувань у прикладi 2.14.3, маємо, що
px(V ) = {0} ∪ { 1

n}n∈M ⊂ R для непорожньої M ⊂ N (що мiстить, зокрема,
усi n такi, що 1

n < ε). Ця множина незв’язна, що суперечить зв’язностi V
i твердженню 2.10.20. Зауважимо, що при цьому сама A є локально лiнiйно
зв’язним простором (перевiрте це).
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Рис. 2.19: Приклади лiнiйно зв’язних, але не локально зв’язних просторiв:
замикання ”гребiнки” та об’єднання прямих

Приклад 2.14.8. Пiдмножина площини X := {(x, y) | ∃λ ∈ Q : y = λx},
тобто об’єднання прямих з рацiональними кутовими коефiцiєнтами, що про-
ходять через початок координат, також лiнiйно зв’язна, але не є локально
зв’язним простором (перевiрте це, використавши iдею, що проiлюстрована
на рис. 2.19 справа).

Приклад 2.14.9. Простiр Rn локально лiнiйно зв’язний: для будь-яких x ∈
U ⊂ Rn з вiдкритостi U випливає iснування ε > 0 такого, що V := Bε(x) ⊂ U ,
причому евклiдова куля V = Bε(x) опукла (перевiрте це; ще простiше пока-
зати, що вона зiрчата вiдносно x, використавши радiальнi вiдрiзки), а отже
лiнiйно зв’язна згiдно з прикладом 2.13.6. Цей випадок можна узагальнити:

Означення 2.14.10. Топологiчний простiр X називається локально евклi-
довим, якщо iснує таке цiле невiд’ємне n, що для будь-якої x ∈ X iснують
вiдкрита U ∋ x i гомеоморфiзм φ : U → Rn (де на U розглядається iндукована
топологiя).

При n = 0 це дає дискретний простiр (чому?). Неважко встановити, що
локальна евклiдовiсть є топологiчним iнварiантом. Крiм Rn (просто покла-
демо U := Rn та φ := idRn), локально евклiдовою також є будь-яка вiдкрита
пiдмножина V ⊂ Rn (перевiрте це). Iншi приклади (скажiмо, Sn) будуть наве-
денi у параграфi 4.1. Iнколи розглядають бiльш загальне поняття локальної
евклiдовостi, дозволяючи рiзнi значення вимiрностi n в околах рiзних точок
простору.

Твердження 2.14.11. Будь-який локально евклiдовий топологiчний про-
стiр є локально лiнiйно зв’язним.
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Доведення. Отже, нехай простiр X локально евклiдовий, x ∈ X, U –
вiдкрита та мiстить x. Тодi за означенням iснують вiдкрита V ∋ x i гомео-
морфiзм φ : V → Rn. За властивостями гомеоморфiзма φ(U ∩ V ) вiдкрита
в Rn, тому iснує ε > 0 таке, що Bε(φ(x)) ⊂ φ(U ∩ V ) (див. умовну iлю-
страцiю цього на рис. 2.20), де евклiдова куля Bε(φ(x)) лiнiйно зв’язна. Тодi
W := φ−1

(
Bε(φ(x))

)
⊂ U ∩ V ⊂ U є вiдкритим лiнiйно зв’язним околом x

за наслiдком 2.13.10. Таким чином, X – локально лiнiйно зв’язний.

Рис. 2.20: Доведення локальної лiнiйної зв’язностi локально евклiдового простору

Теорема 2.14.12 (Достатня умова лiнiйної зв’язностi областей). Будь-яка
вiдкрита зв’язна пiдмножина локально лiнiйно зв’язного топологiчного про-
стору є лiнiйно зв’язною.

Зокрема, будь-який зв’язний локально лiнiйно зв’язний простiр є лiнiйно
зв’язним. Вiдкритi зв’язнi пiдмножини топологiчного простору часто назива-
ють його областями, що пояснює назву теореми. Зауважимо, що пiдмножини
площини з прикладiв 2.14.3 i 2.14.4 не є вiдкритими, тобто умова вiдкритостi
у теоремi суттєва.

Доведення. Отже, нехай простiр X локально лiнiйно зв’язний, а U ⊂ X

вiдкрита i зв’язна. Якщо U = ∅, твердження є очевидним. Тому можемо
вважати, що iснує x ∈ U . Покладемо

V := {y ∈ U | ∃ f ∈ C(I, U) : f(0) = x, f(1) = y}.

Тобто V складається з усiх точок U , з якими можна з’єднати x деяким шля-
хом, що лежить в U .

Покажемо, що V вiдкрита (в топологiї X, а отже й у iндукованiй тополо-
гiї множини U). Дiйсно, нехай y ∈ V . В силу локальної лiнiйної зв’язностi
простору X, iснує вiдкрита лiнiйно зв’язна W така, що y ∈ W ⊂ U . За по-
будовою V iснує шлях f ∈ C(I, U), що з’єднує x та y. Оскiльки W лiнiйно
зв’язна, для будь-якої z ∈ W iснує шлях g ∈ C(I,W ) ⊂ C(I, U), що з’єднує
y i z. Тому шлях f ∗ g ∈ C(I, U) з’єднує x i z, тобто z ∈ V . Таким чином, ми
показали, що W ⊂ V , а отже будь-яка y ∈ V є внутрiшньою точкою V , що й
було потрiбно. Цей i наступний кроки доведення умовно показанi на рис. 2.21.
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Тепер покажемо, що U \ V вiдкрита (теж в X, а отже в U). Аналогiчно
до попередньої частини доведення, для кожної ỹ /∈ V також iснує вiдкрита
лiнiйно зв’язна W̃ така, що ỹ ∈ W̃ ⊂ U . Припустимо, що iснує z̃ ∈ V ∩ W̃ .
Тодi iснують шляхи f̃ ∈ C(I, U) i g̃ ∈ C(I, W̃ ) ⊂ C(I, U), що з’єднують x
та z̃ i z̃ та ỹ вiдповiдно. Тому шлях f̃ ∗ g̃ ∈ C(I, U) з’єднує x та ỹ, тобто
ỹ ∈ V , протирiччя. Отже, W̃ ∩V = ∅, тобто будь-яка точка ỹ множини U \V
є внутрiшньою. Тому V замкнена в U .

Рис. 2.21: Доведення достатньої умови лiнiйної зв’язностi областей

Таким чином, V – непорожня (бо мiстить x) вiдкритозамкнена пiдмножи-
на U . В силу зв’язностi U i твердження 2.10.4, тодi V = U , тобто точку x

можна з’єднати з будь-якою точкою y ∈ U деяким шляхом, що лежить в U .
З цього випливає лiнiйна зв’язнiсть U аналогiчно до зiрчатих множин у при-
кладi 2.13.6: x можна з’єднати з будь-якими y, z ∈ U шляхами f i g вiдповiдно,
тодi f ∗ g з’єднує y i z.

2.15 Компоненти лiнiйної зв’язностi.
Теорема Жордана

Введемо поняття компонент для лiнiйної зв’язностi так само, як для зв’язностi
у параграфi 2.11. Виявляється, що бiльшiсть їх властивостей повторюють
властивостi зв’язних компонент, за виключенням замкненостi, як побачимо
у прикладi 2.15.4 нижче.

Означення 2.15.1. Пiдмножина топологiчного простору зветься його ком-
понентою лiнiйної зв’язностi , якщо вона є максимальною за включенням
лiнiйно зв’язною пiдмножиною.

Твердження 2.15.2 (Властивостi компонент лiнiйної зв’язностi). Нехай X –
топологiчний простiр.

1. Для будь-якої x ∈ X iснує єдина компонента лiнiйної зв’язностi Bx

простору X, що мiстить x.
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2. Для будь-яких x, y ∈ X або Bx = By, або Bx ∩By = ∅.

3. Будь-яка компонента лiнiйної зв’язностi X мiститься у деякiй його
зв’язнiй компонентi.

Доведення. Першi два пункти доводяться дослiвно як першi два пункти
твердження 2.11.2 (iз замiною твердження 2.10.15 на твердження 2.13.8). Тре-
тiй випливає з того, що кожна компонента Bx лiнiйної зв’язностiX є зв’язною
за твердженням 2.14.1, а отже мiститься у найбiльшiй за включенням зв’язнiй
пiдмножинi X, що мiстить x, – її зв’язнiй компонентi.

Як i для зв’язностi, звiдси випливає, що Bx – це найбiльша за включе-
нням лiнiйно зв’язна пiдмножина X, що мiстить x, i що X є диз’юнктним
об’єднанням своїх попарно рiзних компонент лiнiйної зв’язностi. Зокрема, це
означає, що належнiсть точок до однiєї компоненти лiнiйної зв’язностi є вiдно-
шенням еквiвалентностi (звичайно, це так i для зв’язних компонент, i взагалi
для будь-якого розбиття X на пiдмножини, що попарно не перетинаються).
Для цього вiдношення можна сформулювати корисний критерiй:

Твердження 2.15.3. Двi точки x, y ∈ X топологiчного простору нале-
жать однiй компонентi лiнiйної зв’язностi тодi й тiльки тодi, коли iснує
шлях, що їх з’єднує.

Доведення. ⇒ Нехай B – компонента лiнiйної зв’язностi простору X.
В силу її лiнiйної зв’язностi, для будь-яких x, y ∈ B iснує шлях f ∈ C(I, B) ⊂
C(I,X), що з’єднує x та y.

⇐ Нехай точки x, y ∈ X можна з’єднати шляхом f ∈ C(I,X). Тодi x, y ∈
f(I), причому f(I) є лiнiйно зв’язною за твердженням 2.13.9, отже мiститься
в деякiй компонентi лiнiйної зв’язностi X (як у найбiльшiй за включенням
лiнiйно зв’язнiй пiдмножинi X, що мiстить x).

Приклад 2.15.4. Ще раз повернiмося до прикладу 2.14.3. Оскiльки X =
A⊔B не є лiнiйно зв’язним, а пiдмножини A i B – є, це максимальнi за вклю-
ченням лiнiйно зв’язнi пiдмножини (аналогiчно до прикладу 2.11.3), тобто
компоненти лiнiйної зв’язностi X, що мiстяться у його єдинiй зв’язнiй ком-
понентi X. При цьому A не є замкненою (вона всюди щiльна в X).

Приклад 2.15.5. Нагадаємо означення ортогональної групи:

O(n) =
{
A ∈ Mat(n,R)

∣∣ AAT = ATA = E
}
.

Тут через Mat(n,K) позначено векторний простiр усiх (n×n)-матриць з кое-
фiцiєнтами, шо належать до поля K, який природним чином ототожнюється
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з Kn2. У нашому випадку K = R. Перенесемо на Mat(n,R) стандартну то-
пологiю Rn2 (тобто вважатимемо вiдкритими в точностi тi пiдмножини, що
переходять у вiдкритi пiдмножини Rn2 при такому ототожненнi) й розглянемо
iндуковану топологiю на O(n). Згадаємо, що будь-яка ортогональна матриця
має визначник 1 або −1 (це неважко вивести з наведеного вище означення),
тобто O(n) = SO(n) ⊔ O−(n), де detA = 1 для A ∈ SO(n) (це т. зв. спецi-
альна ортогональна група, що є пiдгрупою у O(n) – перевiрте, що для неї
виконується означення А.14) i detA = −1 для A ∈ O−(n). Покажемо, що цi
двi пiдмножини є лiнiйно зв’язними. З курсу лiнiйної алгебри вiдомо, що для
будь-якої A ∈ SO(n) iснує B ∈ O(n) така, що

A = B



cosφ1 − sinφ1

sinφ1 cosφ1 0
. . .

cosφk − sinφk
sinφk cosφk

1

0 . . .
1


BT .

Покладемо для t ∈ I

f(t) := B



cos tφ1 − sin tφ1

sin tφ1 cos tφ1 0
. . .

cos tφk − sin tφk
sin tφk cos tφk

1

0 . . .
1


BT .

Вiдображення f : I → Mat(n,R) неперервне, бо задається неперервними фун-
кцiями, й дiє в SO(n), бо для будь-якого t матриця f(t) ортогональна як до-
буток ортогональних, а її визначник дорiвнює добутку (detB)2 = 1 на визна-
чник середньої матрицi, що теж дорiвнює 1. Таким чином, f ∈ C(I, SO(n)) –
шлях, що з’єднує f(0) = BEBT = BBT = E i f(1) = A. Отже, SO(n) лi-
нiйно зв’язна (аналогiчно до завершення доведення теореми 2.14.12: якщо
будь-якi двi матрицi можна з’єднати шляхами з E, то їх можна з’єднати й
одну з одною). Аналогiчно можна показати, що O−(n) лiнiйно зв’язна (зробiть
це). При цьому O(n) не є зв’язною (а отже й лiнiйно зв’язною) за тверджен-
ням 2.10.20, оскiльки неперервна (бо полiномiальна) функцiя det переводить
O(n) у незв’язну множину {−1, 1} ⊂ R. Тобто SO(n) i O−(n) є компонен-
тами зв’язностi та лiнiйної зв’язностi O(n). Зокрема, вони вiдкритозамкненi.
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Зауважимо, що O(n) є локально евклiдовим простором, але доведення цього
факта виходить за межi даного курсу.
Вправа 2.15.6. Показати, що унiтарна група

U(n) :=
{
A ∈ Mat(n,C)

∣∣∣ AAT = AT A = E
}

та її пiдгрупа – спецiальна унiтарна група SU(n) := {A ∈ U(n) | detA =
1} – лiнiйно зв’язнi (з топологiями, що вводяться аналогiчно до попереднього
прикладу, але з використанням очевидного ототожнення просторiв Mat(n,C),
Cn2 i R2n2).
Вправа 2.15.7. Показати, що псевдоортогональна група

O(1, 1) :=

{
A ∈ Mat(2,R)

∣∣∣∣∣ A
(
1 0
0 −1

)
AT = AT

(
1 0
0 −1

)
A =

(
1 0
0 −1

)}
з топологiєю, що вводиться аналогiчно до попереднiх прикладiв, складається
з чотирьох компонент зв’язностi та лiнiйної зв’язностi.

Наступнi два твердження доводяться i використовуються аналогiчно до
вiдповiдних властивостей зв’язних компонент.
Твердження 2.15.8. При гомеоморфiзмi компоненти лiнiйної зв’язностi
переходять у компоненти лiнiйної зв’язностi.
Наслiдок 2.15.9. Число компонент лiнiйної зв’язностi топологiчного про-
стору є топологiчним iнварiантом.

На завершення теми зв’язностi наведемо без доведення теорему, що є хре-
стоматiйним прикладом ”геометрично очевидного”, але насправдi нетривiаль-
ного твердження. Навiть у класичному випадку n = 1 її повне доведення до-
сить складне. Рiзнi його варiанти можна знайти у [10, с. 112-115] (для бiльш
слабкого твердження), [24, с. 376-394] (це доведення використовує iдеї, що
будуть викладенi у наступному роздiлi) i [28], а для часткового випадку ла-
маних – у [2, с. 250-252]. У [17, с. 169-174] показано, як довести цю теорему
для довiльної вимiрностi методами алгебраїчної топологiї.
Теорема 2.15.10 (Жордан). Нехай вiдображення f : Sn → Rn+1, де n ⩾
1, iн’єктивне i неперервне. Тодi Rn+1 \ f(Sn) складається з двох зв’язних
компонент A i B, кожна з яких є вiдкритою пiдмножиною Rn+1, причому
∂A = ∂B = f(Sn), A обмежена, а B необмежена.

В силу теореми 2.14.12, оскiльки зв’язнi A i B вiдкритi в локально лiнiй-
но зв’язному (чому?) Rn+1 \ f(Sn), вони є у ньому лiнiйно зв’язними, а от-
же є також компонентами лiнiйної зв’язностi. З наслiдку 2.7.22 випливає, що
в умовах теореми f є вкладенням Sn у Rn+1, бо Sn компактна, а Rn+1 хаусдор-
фовий. Наприклад, якщо f = i – стандартне вкладення (тобто включення)
Sn у Rn+1, то A = Bn+1 i B = Rn+1\Dn+1. При n = 1 вiдображення f з умови
теореми Жордана зветься простою замкненою (жордановою) кривою у R2.
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Роздiл 3

Елементи алгебраїчної топологiї:
фундаментальна група та накриття

Алгебраїчна (алгебрична) топологiя вивчає iнварiанти алгебраїчної природи,
якi певним чином визначаються даним топологiчним простором. Це можуть
бути алгебраїчнi об’єкти, такi як групи або векторнi простори, чи пов’язанi
з ними числа. Найчастiше вони є iнварiантами вiдносно слабшого за гомео-
морфнiсть вiдношення еквiвалентностi – гомотопiчної еквiвалентностi. Ал-
гебраїчна топологiя як предмет систематичного вивчення виникла у кiнцi
дев’ятнадцятого сторiччя у роботах А. Пуанкаре й досi займає центральне
мiсце в топологiї та її застосуваннях. Ми почнемо з деяких важливих для
неї загальнотопологiчних понять, пiсля чого детально ознайомимося з одним
алгебро-топологiчним iнварiантом – фундаментальною групою. Для її обчи-
слення ми будемо використовувати технiку накрить – корисного спецiально-
го класу неперервних вiдображень. Наприкiнцi роздiлу наведенi деякi цiкавi
застосування фундаментальних груп. Для подальшого знайомства з алгебра-
їчною топологiєю рекомендуються книга [20], що добре доповнює матерiал
цього роздiлу, та ґрунтовне викладення багатьох iнших тем у [17].

3.1 Гомотопiя

У цьому параграфi ми побачимо, що топологiя встановлює вiдношення еквi-
валентностi не тiльки мiж просторами, а й мiж вiдображеннями. Поняття го-
мотопiї формалiзує iнтуїтивне уявлення про неперервну ”деформацiю” одного
неперервного вiдображення в iнше. Нагадаємо, що лiтерою I традицiйно по-
значається вiдрiзок [0, 1].

Означення 3.1.1. Нехай f, g : X → Y – неперервнi вiдображення топологi-
чних просторiв. Гомотопiєю f i g зветься неперервне вiдображення F : X ×
I → Y таке, що F (x, 0) = f(x) i F (x, 1) = g(x) для будь-якої x ∈ X. Гомото-
пiя F вiдображень f i g зветьсяA-гомотопiєю, деA ⊂ X – деяка пiдмножина,
якщо крiм цього F (x, s) = f(x) = g(x) для будь-яких x ∈ A i s ∈ I. Якщо
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iснує гомотопiя (вiдповiдно, A-гомотопiя) f i g, то говорять, що f гомотопне
(A-гомотопне) g i пишуть f ∼ g (f ∼

A
g).

Тут на X × I вводиться, як зазвичай, топологiя прямого добутку. A-
гомотопiю ще називають гомотопiєю, що зв’язана на A. З означення ви-
пливає, що для її iснування необхiдне спiвпадiння f i g на A: f |A = g|A.
”Звичайна” гомотопiя (т. зв. вiльна) – це ∅-гомотопiя.

Твердження 3.1.2. A-гомотопнiсть вiдображень є вiдношенням еквiва-
лентностi на {f ∈ C(X,Y ) | f |A = fA} (пiдмножинi неперервних вiдобра-
жень з X у Y , що збiгаються на A з деяким фiксованим fA). Зокрема,
гомотопнiсть – вiдношення еквiвалентностi на C(X,Y ).

Доведення. Перевiримо виконання аксiом еквiвалентностi для вiдноше-
ння A-гомотопностi (звичайно, вони тодi будуть виконуватися, зокрема, для
A = ∅, тобто у випадку гомотопностi).

- f ∼
A
f для будь-якого f з f |A = fA: неважко перевiрити, що F (x, s) :=

f(x) задає потрiбну A-гомотопiю.

- Якщо f ∼
A
g i F – вiдповiдна A-гомотопiя, то визначимо G : X × I → Y

умовою (x, s) 7→ F (x, 1−s). Воно неперервне як композицiя неперервних
вiдображень, G(x, 0) = F (x, 1) = g(x), G(x, 1) = F (x, 0) = f(x) для
x ∈ X, G(x, s) = F (x, 1 − s) = fA(x) = f(x) = g(x) для x ∈ A, s ∈ I,
тому G – A-гомотопiя g i f . Отже, g ∼

A
f .

- Нехай f ∼
A
g, g ∼

A
h. Зауважимо, що при цьому h|A = g|A = f |A = fA

за означенням A-гомотопностi. Нехай F i G – вiдповiднi A-гомотопiї.
Визначимо H : X × I → Y умовою

H(x, s) :=

[
F (x, 2s), s ∈ [0, 12 ];
G(x, 2s− 1), s ∈ [12 , 1].

Це вiдображення коректно визначене, бо при s = 1
2 маємо F (x, 1) =

g(x) = G(x, 0) за умовою. Його неперервнiсть випливає з неперерв-
ностi F i G (аналогiчно до неперервностi добутку шляхiв). При цьо-
му H(x, 0) = F (x, 0) = f(x), H(x, 1) = G(x, 1) = h(x) для x ∈ X

i H(x, s) = fA(x) = f(x) = h(x) для x ∈ A, s ∈ I за властивостями F
i G. Отже, H – A-гомотопiя, тобто f ∼

A
h.

Гомотопiя F задає для кожного s ∈ I вiдображення fs := F (·, s) : X → Y
(тобто fs(x) = F (x, s) для x ∈ X), що є неперервним як композицiя непе-
рервних x 7→ (x, s) (перевiрте, що таке вiдображення X → X × I дiйсно
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неперервне) i F . Тобто гомотопiю можна розумiти як ”неперервну сiм’ю” вiд-
ображень {fs}s∈I ⊂ C(X, Y ) або як ”шлях” I → C(X, Y ) : s 7→ fs. При цьому
за означенням f0 = f i f1 = g, тобто цей ”шлях” з’єднує f i g у C(X,Y ).

Виникає природне запитання: чи можна ввести топологiю на C(X, Y ) так,
щоб гомотопiї дiйсно були шляхами у цьому просторi? Вiдповiдь мiститься
у наступнiй вправi (див. також детальнi обговорення у [14, с. 105-112, 156-166],
[24, с. 281-290] та главi 7 книги [19]):

Вправа 3.1.3. Нехай X та Y – топологiчнi простори. Для будь-яких компа-
ктної K ⊂ X i вiдкритої U ⊂ Y позначимо

W (K,U) := {f ∈ C(X, Y ) | f(K) ⊂ U}.

1. Показати що система {W (K,U)} (для усiх пар K i U) є передбазою
деякої топологiї на C(X, Y ). Вона зветься компактно-вiдкритою.

2. Показати, що якщо X компактний а Y метричний з метрикою ρ, то
компактно-вiдкрита топологiя на C(X, Y ) породжується метрикою рiв-
номiрної збiжностi

σ(f, g) := max
x∈X

{ρ(f(x), g(x))} .

Показати також, що збiжнiсть послiдовностi вiдображень у цiй метрицi
рiвносильна рiвномiрнiй збiжностi (у сенсi означення 2.6.3).

3. Показати, що якщо X локально компактний та хаусдорфовий, то шляхи
у C(X,Y ) з компактно-вiдкритою топологiєю – це в точностi вiдображе-
ння вигляду s 7→ F (·, s), де F – деяка гомотопiя.

З аналогiчних мiркувань випливає, що для кожної x ∈ X вiдображен-
ня I → Y : s 7→ F (x, s) неперервне, а отже є шляхом, що з’єднує точки
F (x, 0) = f(x) i F (x, 1) = g(x). Зокрема, f(x) i g(x) повиннi тодi лежати в
однiй компонентi лiнiйної зв’язностi Y (за твердженням 2.15.3):

Наслiдок 3.1.4. Якщо f, g : X → Y гомотопнi, то для будь-якої x ∈ X її
образи f(x) i g(x) лежать в однiй компонентi лiнiйної зв’язностi Y .

Приклад 3.1.5. Нехай X = {x} – одноточковий простiр. Будь-якi вiдобра-
ження f, g : X → Y у довiльний простiр Y мають вигляд f : x 7→ f(x),
g : x 7→ g(x) (i автоматично є неперервними як постiйнi). Якщо f i g го-
мотопнi, то f(x) i g(x) можна з’єднати шляхом в Y за попереднiм наслiдком.
Неважко побачити, що в даному випадку вiрне й обернене: якщо h : I → Y –
шлях, що з’єднує f(x) i g(x), то F (x, s) := h(s) задає гомотопiю f i g.

Приклад 3.1.6. Нехай Y ⊂ Rn – опукла пiдмножина. Тодi для будь-яких
топологiчного простору X, пiдмножини A ⊂ X i вiдображень f, g ∈ C(X,Y )
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таких, що f |A = g|A, маємо f ∼
A
g. Дiйсно, вiдображення F : X × I → Y , що

визначене умовою F (x, s) := (1 − s) f(x) + s g(x) (тобто з’єднує f(x) i g(x)
вiдрiзками, пор. з прикладом 2.10.24) є тодi неперервним i задовольняє озна-
ченню A-гомотопiї f i g.

Вправа 3.1.7. Показати, що те ж саме вiрне для зiрчатої Y ⊂ Rn i A = ∅
(тобто для вiльних гомотопiй).

Приклад 3.1.8. Нехай тепер Y ⊂ Sn – вiдкрита напiвсфера n-вимiрної
сфери для n ⩾ 1, тобто її перетин з вiдкритим напiвпростором Rn+1 вiд-
носно деякої гiперплощини, що проходить через початок координат (центр
сфери), а простiр X довiльний. Аналогiчно до попереднього прикладу мо-
жна показати, що тодi будь-якi f, g ∈ C(X,Y ) є A-гомотопними (звичайно,
якщо f |A = g|A). Гомотопiя F при цьому будується за допомогою менших
дуг великих кiл сфери (випишiть її явно, використовуючи формулу з при-
кладу 2.10.25).

Iнколи розглядають гомотопiї мiж вiдображеннями, що задовольняють де-
яким додатковим обмеженням, такi, що усi ”промiжнi” вiдображення fs задо-
вольняють тим же обмеженням. У цьому випадку гомотопiю зазвичай нази-
вають iзотопiєю.

Приклад 3.1.9. (Ручним) вузлом називається регулярне вкладення кола S1

у R3, тобто будь-яке iн’єктивне вiдображення f : S1 → R3, координатнi фун-
кцiї якого (вiд кутового параметра кола) належать до класу C1, а вектор f ′

з їхнiх похiдних ненульовий у кожнiй точцi. Зокрема, f є вкладенням в силу
компактностi кола i наслiдку 2.7.22. (Гладкою) iзотопiєю вузлiв f i g зве-
ться їх гомотопiя F ∈ C1(S1 × I,R3) така, що fs = F (·, s) : S1 → R3 – вузол
для кожного s ∈ I (де гладкiсть розумiємо як вище). Якщо iснує iзотопiя ву-
злiв, вони називаються iзотопними. На рис. 3.1 зображенi т. зв. тривiальний
вузол, вузол, що iзотопний тривiальному, i вузол, що їм не iзотопний – три-
лисник (але доведення цiєї неiзотопностi потребує спецiальних iнварiантiв).
Детальнiше див., наприклад, у [10, с. 213-239] та [20, с. 209-238].

Рис. 3.1: Тривiальнi вузли та трилисник
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Розглянемо цiкавий приклад застосування гомотопiї до задачi продовже-
ння вiдображень (iншими прикладами цього класу топологiчних задач є те-
орема 2.6.8 Тiтце та вправа 3.2.10 далi). Нагадаємо, що межею стандартної
замкненої кулi є стандартна сфера: ∂Dn = Sn−1.

Твердження 3.1.10. Нехай Y – топологiчний простiр i n ⩾ 1. Неперервне
вiдображення f : Sn−1 → Y продовжується до неперервного f : Dn → Y
(тобто f |Sn−1 = f) тодi й тiльки тодi, коли воно гомотопне постiйному
вiдображенню.

Доведення. ⇒ Отже, нехай вiдображення f ∈ C(Sn−1, Y ) продовжується
до f ∈ C(Dn, Y ). Виберемо x0 ∈ Sn−1 i покладемо F (x, s) := f((1−s) x+s x0).
Таке F : Sn−1 × I → Y коректно визначене в силу опуклостi Dn, неперервне
як композицiя неперервних, F (·, 0) = f |Sn−1 = f i F (·, 1) = f(x0) = f(x0) –
постiйне вiдображення. Тобто F i буде потрiбною гомотопiєю.

⇐ Тепер нехай iснує гомотопiя F вiдображення f i постiйного вiдображе-
ння Sn−1 у точку y0 ∈ Y . Побудуємо f : Dn → Y наступним чином:

f(x) :=

[
y0, |x| ∈ [0, 12 ];

F
(
x
|x| , 2− 2|x|

)
, |x| ∈ [12 , 1].

Зауважимо, що f коректно визначене i неперервне, оскiльки при |x| = 1
2

маємо F
(
x
|x| , 1

)
= y0. При цьому для |x| = 1 (тобто x ∈ Sn−1) за побудовою

f(x) = F (x, 0) = f(x). Таким чином, f |Sn−1 = f .

3.2 Гомотопiчна еквiвалентнiсть.
Ретракти. Стяжнiсть

Вiдношення еквiвалентностi мiж топологiчними просторами не обмежуються
гомеоморфнiстю. Розглянемо бiльш загальне вiдношення, що є основним саме
для алгебраїчної топологiї.

Означення 3.2.1. Нехай X та Y – топологiчнi простори. Неперервнi вiд-
ображення f : X → Y i g : Y → X звуться гомотопiчно оберненими одне до
одного, якщо g ◦ f ∼ idX i f ◦ g ∼ idY . Якщо такi f i g iснують, то X та Y
називають гомотопiчно еквiвалентними й пишуть X ∼ Y .

Лема 3.2.2. Нехай f0, f1 : X → Y , g0, g1 : Y → Z – неперервнi вiдображення
топологiчних просторiв, A ⊂ X, B ⊂ Y – такi пiдмножини, що f0(A) =
f1(A) ⊂ B, i f0 ∼

A
f1, g0 ∼

B
g1. Тодi g0 ◦ f0 ∼

A
g1 ◦ f1.
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Доведення. З умови випливає, що f0|A = f1|A i g0|B = g1|B, тому (g0 ◦
f0)|A = (g1 ◦ f1)|A. Якщо F – A-гомотопiя f0 i f1, а G – B-гомотопiя g0 i g1,
то H(x, s) := G(F (x, s), s) визначає A-гомотопiю g0 ◦ f0 i g1 ◦ f1. Дiйсно, це
неперервне вiдображення X × I → Z як композицiя неперервних, H(x, 0) =
G(F (x, 0), 0) = G(f0(x), 0) = g0(f0(x)) та аналогiчно для s = 1, i H(x, s) =
G(F (x, s), s) = G(f0(x), s) = g0(f0(x)) = g1(f1(x)) для x ∈ A та довiльного
s ∈ I, бо f0(x) ∈ B.

Твердження 3.2.3. Гомотопiчна еквiвалентнiсть є вiдношенням еквiва-
лентностi топологiчних просторiв.

Доведення. Перевiримо аксiоми еквiвалентностi.

- X ∼ X для будь-якого простору X: достатньо взяти f = g = idX .

- Умови X ∼ Y та Y ∼ X еквiвалентнi за означенням (воно симетричне
вiдносно X та Y ).

- Покажемо тепер транзитивнiсть. Нехай X ∼ Y та Y ∼ Z, тобто iснують
f ∈ C(X, Y ), g ∈ C(Y,X), h ∈ C(Y, Z) i k ∈ C(Z, Y ) такi, що f ◦g ∼ idY ,
g◦f ∼ idX , h◦k ∼ idZ i k◦h ∼ idY . Тодi h◦f ∈ C(X,Z) i g◦k ∈ C(Z,X)
гомотопiчно оберненi:

(h ◦ f) ◦ (g ◦ k) = h ◦ (f ◦ g) ◦ k ∼ h ◦ idY ◦ k = h ◦ k ∼ idZ ,

(g ◦ k) ◦ (h ◦ f) = g ◦ (k ◦ h) ◦ f ∼ g ◦ idY ◦ f = g ◦ f ∼ idX ,

де першi гомотопностi в кожному рядку випливають з умови та попере-
дньої леми для випадку вiльних гомотопiй (застосованої двiчi, до кожної
з композицiй). Таким чином, X ∼ Z.

Приклад 3.2.4. Якщо f : X → Y – гомеоморфiзм, то f i f−1 неперервнi та
гомотопiчно оберненi (бо вони просто оберненi). Отже, гомеоморфнi простори
гомотопiчно еквiвалентнi.

Приклад 3.2.5. Простiр Rn гомотопiчно еквiвалентний одноточковому про-
стору {y}. Дiйcно, вибiр вiдображень тут невеликий: нехай f : Rn → {y} пере-
водить всi точки Rn в y, а g : {y} → Rn переводить y в якусь x0 ∈ Rn. Обидва
цi вiдображення постiйнi, а отже неперервнi. Тодi f ◦g = id{y} i (g◦f)(x) = x0
для будь-якої x ∈ Rn. З прикладу 3.1.6 випливає, що постiйне вiдображення
g ◦ f опуклої Rn в себе гомотопне idRn (а F (x, s) = (1 − s) x0 + s x задає
потрiбну гомотопiю). Отже, f i g гомотопiчно оберненi. Також зауважимо,
що в силу транзитивностi тодi Rn ∼ Rm для будь-яких n,m ∈ Z+. Далi цей
приклад узагальнимо у прикладi 3.2.13.
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Вправа 3.2.6. Показати, що з X ∼ Y i Z ∼ W випливає X × Z ∼ Y ×W .
Так, в силу попереднього прикладу, цилiндр гомотопiчно еквiвалентний колу:
S1 × R ∼ S1 × {y} ∼= S1.

Цi приклади демонструють, зокрема, що гомотопiчна еквiвалентнiсть – це
слабше за гомеоморфнiсть вiдношення еквiвалентностi: класи гомотопiчної
еквiвалентностi, взагалi кажучи, ширшi. Вона не зберiгає компактнiсть i на-
вiть потужнiсть множини (але зберiгає зв’язнiсть та лiнiйну зв’язнiсть, див.
наступну вправу). Далi ми наведемо ще декiлька прикладiв гомотопiчних
еквiвалентностей, що пов’язанi з поняттям ретракцiї.

Вправа 3.2.7. Показати, що якщо X ∼ Y i простiр X зв’язний (вiдповiдно,
лiнiйно зв’язний), то й простiр Y (лiнiйно) зв’язний. Бiльш того, у загаль-
ному випадку гомотопiчно еквiвалентнi X та Y мають однаковi кiлькостi
компонент зв’язностi та лiнiйної зв’язностi вiдповiдно. Чи вiрнi аналогiчнi
твердження для властивостей локальних зв’язностi та лiнiйної зв’язностi?

Означення 3.2.8. Ретракцiєю топологiчного простору X на його пiдмно-
жину A ⊂ X зветься будь-яке неперервне вiдображення f : X → A таке, що
f |A = idA, тобто f(x) = x для будь-якої x ∈ A. Множину A у цьому випадку
звуть ретрактом X.

Приклад 3.2.9. Будь-яка одноточкова пiдмножина {x} ⊂ X будь-якого про-
стору є його ретрактом: вiдповiдною ретракцiєю є постiйне вiдображення у x.

Вправа 3.2.10. Показати, що A ⊂ X є ретрактом простору X тодi й тiльки
тодi, коли будь-яке неперервне вiдображення g : A → Y можна продовжити
до неперервного g : X → Y .

Означення 3.2.11. Ретракцiя простору X на пiдмножину A ⊂ X зветься
деформацiйною (вiдповiдно, строгою деформацiйною), якщо вона гомотопна
(A-гомотопна) тотожному вiдображенню idX . У цьому випадку A називають
(строгим) деформацiйним ретрактом X.

Тут, коли йдеться про гомотопнiсть ретракцiї f : X → A i тотожного
idX : X → X, фактично мається на увазi не f , а його композицiя з вклю-
ченням i : A→ X.

Твердження 3.2.12. Якщо A ⊂ X – деформацiйний ретракт топологiчно-
го простору X, то X ∼ A.

Доведення. Дiйсно, нехай f : X → A – деформацiйна ретракцiя, а i : A→
X – вiдображення включення. Тодi f ◦ i = idA та i ◦ f ∼ idX за умовою (див.
попереднє зауваження). Отже, цi вiдображення гомотопiчно оберненi, тому
маємо X ∼ A.
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Приклад 3.2.13. Всi ретракти будь-якої опуклої пiдмножиниX ⊂ Rn, зокре-
ма, всi одноточковi пiдмножини {x} ⊂ X, є строгими деформацiйними. Дiй-
сно, якщо A – ретракт X, то вiдповiдна ретракцiя f та idX збiгаються на A
(обидва дорiвнюють idA), а тому A-гомотопнi за прикладом 3.1.6. Аналогi-
чно, всi ретракти будь-якої зiрчатої X ⊂ Rn є деформацiйними в силу впра-
ви 3.1.7. Тодi з попереднього твердження випливає, що, зокрема, X ∼ {x}
для будь-якої зiрчатої (зокрема опуклої) X ⊂ Rn i кожної x ∈ X.

Приклад 3.2.14. Аналогiчно до попереднього прикладу, всi ретракти будь-
якої вiдкритої напiвсфери Sn для n ⩾ 1 є строгими деформацiйними в силу
прикладу 3.1.8. Зокрема, така напiвсфера гомотопiчно еквiвалентна кожнiй
свої точцi.

Приклад 3.2.15. Сфера Sn−1 є строгим деформацiйним ретрактом просто-
ру Rn \ {0} (тут n ⩾ 1). Дiйсно, f(x) := x

|x| , очевидно, визначає ретра-
кцiю. При цьому F (x, s) := (1 − s) x

|x| + s x задає неперервне вiдображен-
ня F : (Rn \ {0}) × I → Rn \ {0} (бо вiдрiзок [ x|x| , x] не проходить через 0),
F (·, 0) = f , F (·, 1) = idRn\{0} i F (x, s) = x для будь-яких x ∈ Sn−1, s ∈ I. От-
же, F є Sn−1-гомотопiєю, тому ретракцiя f – строга деформацiйна. Зокрема,
Rn \ {0} ∼ Sn−1 за попереднiм твердженням. Iнший спосiб це побачити – ви-
користати вправу 3.2.6: Rn \ {0}, як пам’ятаємо, гомеоморфний Sn−1×R (ми
використовували цей факт у прикладi 2.10.29), що, у свою чергу, гомотопiчно
еквiвалентний Sn−1 × {y} ∼= Sn−1.

Означення 3.2.16. Топологiчний простiр X зветься стяжним, якщо вiн
гомотопiчно еквiвалентний одноточковому простору: X ∼ {y}.

Твердження 3.2.17. Топологiчний простiр X стяжний тодi й тiльки то-
дi, коли iснує точка x0 ∈ X така, що {x0} – деформацiйний ретракт X.

Доведення. ⇒ Нехай X стяжний, тобто iснують гомотопiчно оберненi
f : X → {y} i g : {y} → X. Це постiйнi вiдображення (пор. з прикладом 3.2.5),
зокрема, g переводить y у якусь x0 ∈ X. Тодi g ◦ f : x 7→ x0 – ретракцiя X на
{x0}, i g ◦ f ∼ idX за умовою, тобто ця ретракцiя деформацiйна.

⇐ Достатнiсть тут випливає з твердження 3.2.12.

Насправдi в якостi x0 можна використати будь-яку точку X (перевiрте;
це випливає з наступного твердження i того, що будь-якi два постiйнi вiд-
ображення у лiнiйно зв’язний простiр гомотопнi за прикладом 3.1.5). З при-
кладiв 3.2.13 та 3.2.14 випливає, що зiрчатi (зокрема опуклi) пiдмножини Rn

та вiдкритi напiвсфери Sn (при n ⩾ 1) стяжнi. Iншим прикладом стяжно-
го простору є скiнченне (зв’язне) дерево, яке можна побудувати, послiдовно
склеюючи вiдрiзки кiнцями. Наступне твердження легко виводиться з впра-
ви 3.2.7, але ми доведемо його безпосередньо.
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Твердження 3.2.18. Будь-який стяжний топологiчний простiр є лiнiйно
зв’язним.

Доведення. Нехай X стяжний. З попереднього твердження випливає, що
ретракцiя f на деяку {x0} ⊂ X гомотопна idX . В силу наслiдку 3.1.4, тодi для
будь-якої x ∈ X точки x0 = f(x) та x = idX(x) лежать в однiй компонентi
лiнiйної зв’язностi X. Це й означає, що цей простiр лiнiйно зв’язний.

3.3 Гомотопiї шляхiв

Наступна вправа демонструє, що поняття гомотопностi шляхiв у топологi-
чному просторi є не дуже змiстовним без додаткових обмежень. Це мотивує
наступне за цiєю вправою означення.

Вправа 3.3.1. Показати, що шляхи f, g : I → X у топологiчному просторi X
гомотопнi (вiльно, тобто у сенсi означення 3.1.1 при A = ∅) тодi й тiльки тодi,
коли f(I) та g(I) лежать в однiй компонентi лiнiйної зв’язностi X.

Означення 3.3.2. Шляхи f i g у топологiчному просторi X зi спiльними
початком та кiнцем (f(0) = g(0) i f(1) = g(1)) будемо називати гомото-
пними, якщо вони {0, 1}-гомотопнi. Класи еквiвалентностi шляхiв вiдносно
цього вiдношення еквiвалентностi (тобто {0, 1}-гомотопностi) звуться їх го-
мотопiчними класами.

Тобто f i g гомотопнi, якщо iснує {0, 1}-гомотопiя (або гомотопiя з закрi-
пленими кiнцями) – вiдображення F ∈ C(I × I,X) таке, що F (t, 0) = f(t),
F (t, 1) = g(t), F (0, s) = f(0) = g(0) i F (1, s) = f(1) = g(1) для будь-яких
t, s ∈ I. Зокрема, для кожного s вiдображення fs = F (·, s) (див. обговорен-
ня пiсля твердження 3.1.2) теж буде шляхом з тими ж початком та кiнцем,
що f i g. Нагадаємо, що {0, 1}-гомотопнiсть є вiдношенням еквiвалентностi
в силу твердження 3.1.2. У подальшому гомотопнiсть шляхiв будемо завжди
розумiти саме в сенсi цього нового означення, при цьому писатимемо просто
f ∼ g, а описану вище {0, 1}-гомотопiю F будемо називати гомотопiєю шля-
хiв f i g. Гомотопiчний клас шляху f позначатимемо через [f ] (тобто [f ] = [g]
означає, що f ∼ g).

Приклад 3.3.3. З прикладу 3.1.6 випливає, що у опуклiй пiдмножинi X ⊂
Rn будь-якi два шляхи зi спiльними початком та кiнцем гомотопнi (це вiрно
й для зiрчатої X, i взагалi для будь-якого стяжного простору, як покажемо
далi у твердженнi 3.6.2).

Приклад 3.3.4. Аналогiчно, будь-якi два шляхи зi спiльними початком та
кiнцем у вiдкритiй напiвсферi Sn для n ⩾ 1 гомотопнi за прикладом 3.1.8
(звичайно, така напiвсфера теж стяжна).
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Лема 3.3.5. Нехай f0, f1, g0, g1 : I → X – шляхи у просторi X, причому
f0(0) = f1(0) = x, f0(1) = f1(1) = g0(0) = g1(0) = y, g0(1) = g1(1) = z. Якщо
f0 ∼ f1 i g0 ∼ g1, то f0 ∗ g0 ∼ f1 ∗ g1.

Доведення. Нехай F , G – гомотопiї f0 i f1, g0 i g1 вiдповiдно. Визначимо
вiдображення H : I × I → X умовою

H(t, s) :=

[
F (2t, s), t ∈ [0, 12 ];
G(2t− 1, s), t ∈ [12 , 1].

Воно коректно визначене i неперервне, бо при t = 1
2 маємо F (1, s) = y =

G(0, s) для будь-якого s ∈ I за умовою. При цьому H(·, 0) = f0 ∗ g0, H(·, 1) =
f1 ∗ g1, H(0, ·) = F (0, ·) = x i H(1, ·) = G(1, ·) = z. Отже, H – гомотопiя
шляхiв f0 ∗ g0 i f1 ∗ g1.

Нагадаємо, що у загальному випадку (f ∗ g) ∗ h ̸= f ∗ (g ∗ h), тобто до-
буток шляхiв неасоцiативний. Але вiн є таким ”у гомотопiчному сенсi”, як
демонструє наступна лема.

Лема 3.3.6. Нехай f, g, h : I → X – шляхи у просторi X такi, що f(1) =
g(0) = y, g(1) = h(0) = z. Тодi (f ∗ g) ∗ h ∼ f ∗ (g ∗ h).

Доведення. За означенням добутку шляхiв маємо

((f ∗ g) ∗ h)(t) =

 f(4t), t ∈ [0, 14 ];
g(4t− 1), t ∈ [14 ,

1
2 ];

h(2t− 1), t ∈ [12 , 1].

Аналогiчно,

(f ∗ (g ∗ h))(t) =

 f(2t), t ∈ [0, 12 ];
g(4t− 2), t ∈ [12 ,

3
4 ];

h(4t− 3), t ∈ [34 , 1].

Визначимо вiдображення F : I × I → X умовою

F (t, s) :=

 f
(

4t
1+s

)
, t ∈ [0, s+1

4 ];

g(4t− s− 1), t ∈ [s+1
4 ,

s+2
4 ];

h
(
4t−s−2
2−s

)
, t ∈ [s+2

4 , 1].

Це вiдображення коректно визначене i неперервне, бо при t = s+1
4 i t = s+2

4

маємо f(1) = y = g(0) i g(1) = z = h(0) вiдповiдно. Крiм того, F (·, 0) =
(f ∗ g) ∗ h, F (·, 1) = f ∗ (g ∗ h), F (0, ·) = f(0), F (1, ·) = h(1). Отже, F –
потрiбна гомотопiя шляхiв.

Зокрема, звiдси випливає, що для гомотопiчних класiв шляхiв можна пи-
сати [f ∗ g ∗h], не розставляючи дужки (замiсть [(f ∗ g) ∗h] = [f ∗ (g ∗h)]). За
iндукцiєю отримуємо, що це так i для довiльної скiнченної кiлькостi шляхiв.
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Лема 3.3.7. Нехай f : I → X – шлях у просторi X з початком f(0) = x
та кiнцем f(1) = y. Тодi ex ∗ f ∼ f ∼ f ∗ ey.

Доведення. Нагадаємо, що постiйний шлях ex – це просто постiйне вiд-
ображення I в точку x. Доведемо другу гомотопнiсть, перша доводиться ана-
логiчно (зробiть це). За означенням добутку шляхiв:

(f ∗ ey)(t) =
[
f(2t), t ∈ [0, 12 ];
y, t ∈ [12 , 1].

Визначимо вiдображення F : I × I → X умовою

F (t, s) :=

[
f
(

2t
1+s

)
, t ∈ [0, s+1

2 ];

y, t ∈ [s+1
2 , 1].

Воно коректно визначене i неперервне, бо при t = s+1
2 маємо f(1) = y,

i F (·, 0) = f ∗ ey, F (·, 1) = f , F (0, ·) = f(0) = x, F (1, ·) = y. Таким чи-
ном, F – потрiбна гомотопiя шляхiв.

Лема 3.3.8. Нехай f : I → X – шлях у просторi X з початком f(0) = x

та кiнцем f(1) = y. Тодi f ∗ f ∼ ex i f ∗ f ∼ ey.

Доведення. Згадаймо, що обернений шлях f визначений умовою f(t) =
f(1− t). Зауважимо, що друга гомотопнiсть випливає з першої (просто помi-
няємо f та f мiсцями i помiтимо, що f = f), отже достатньо довести першу.
За означенням добутку:

(f ∗ f)(t) =
[
f(2t), t ∈ [0, 12 ];
f(2− 2t), t ∈ [12 , 1].

Визначимо вiдображення F : I × I → X умовою

F (t, s) :=

 f(2t), t ∈ [0, 1−s2 ];
f(1− s), t ∈ [1−s2 ,

1+s
2 ];

f(2− 2t), t ∈ [1+s2 , 1].

Це вiдображення коректно визначене i неперервне, бо при t = 1−s
2 i t = 1+s

2

маємо одне й те саме значення f(1−s). При цьому F (·, 0) = f ∗f , F (·, 1) = ex,
F (0, ·) = F (1, ·) = f(0) = x. Отже, F – потрiбна гомотопiя шляхiв.

Деяке уявлення про логiку побудови гомотопiй в цих лемах дають дiагра-
ми на рис. 3.2, де область визначення I × I роздiлена на частини, кожна з
яких позначена символом вiдображення, що ”вiдповiдає” за гомотопiю на цiй
пiдмножинi.
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Рис. 3.2: Побудова гомотопiй у доведеннях лем про добуток шляхiв

3.4 Фундаментальна група

Тут нам будуть необхiднi деякi вiдомостi з теорiї груп, якi можна знайти
у доповненнi. Крiм означення та прикладiв груп, що вже використовували-
ся у цьому курсi, це поняття гомоморфiзма та iзоморфiзма (означення А.8
та А.10 вiдповiдно). У цьому та iнших параграфах, що присвяченi фундамен-
тальнiй групi, будуть вживатися мультиплiкативнi позначення, тобто групова
операцiя виглядатиме як множення. Як i у доповненнi, G ≃ H означатиме
iзоморфнiсть груп G i H.

Означення 3.4.1. НехайX – топологiчний простiр. Петлею (або замкненим
шляхом) у точцi x ∈ X зветься шлях f : I → X з початком та кiнцем у x:
f(0) = f(1) = x.

Теорема 3.4.2 (Конструкцiя фундаментальної групи). Гомотопiчнi класи
петель у точцi x топологiчного простору X з операцiєю [f ][g] := [f ∗ g]
утворюють групу.

Доведення. Перш за все, зауважимо, що для петель f i g у x добуток
f ∗ g визначений i теж є петлею у x, тому можна говорити про його клас
[f ∗ g]. Переконаємося тепер у коректностi введеної операцiї. Дiйсно, якщо
[f0] = [f1] i [g0] = [g1], то [f0 ∗ g0] = [f1 ∗ g1] за лемою 3.3.5. Асоцiативнiсть
операцiї випливає з леми 3.3.6:

([f ][g])[h] = [f ∗ g][h] = [(f ∗ g) ∗ h] = [f ∗ (g ∗ h)] = [f ][g ∗ h] = [f ]([g][h])

для будь-яких гомотопiчних класiв петель [f ], [g] i [h]. З леми 3.3.7 маємо, що
[f ][ex] = [ex][f ] = [f ] для будь-якого [f ], тобто [ex] є нейтральним елементом
(одиницею групи). Нарештi, з леми 3.3.8 випливає, що [f ][f ] = [f ][f ] = [ex]
для будь-якого [f ], тобто [f ] є елементом, що обернений до [f ]: [f ]−1 = [f ].
Разом це й означає, що гомотопiчнi класи [f ] з даною операцiєю утворюють
групу.
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Означення 3.4.3. Група, що описана в теоремi 3.4.2, зветься фундаменталь-
ною групою (або першою гомотопiчною групою) простору X у точцi x. Її
позначають через π1(X, x):

π1(X, x) = {[f ] | f ∈ C(I,X) : f(0) = f(1) = x}.

Аналогiчно до фундаментальної групи можна розглянути n-ту гомотопi-
чну групу πn(X, x) простору X у x для довiльного натурального n. Це мно-
жина гомотопiчних класiв n-вимiрних сфероїдiв, тобто неперервних вiдобра-
жень n-вимiрного куба In в X таких, що межа ∂In переходить у x (вiдносно
∂In-гомотопiй). Детальнiше про цi групи, зокрема, як визначається групова
операцiя i чому πn(X, x) виявляється абелевою при n ⩾ 2, можна дiзнатися
у главi 4 книги [17]. Через π0(X, x) (або просто π0(X)) зазвичай познача-
ють множину компонент лiнiйної зв’язностi простору X, на якiй структура
групи не вводиться. Замiсть вiдображень з In у простiр можна розглядати
вiдображення зi сфери Sn аналогiчно до наступної вправи:

Вправа 3.4.4. Нехай f – петля в x. Оскiльки f(0) = f(1) = x, це вiдобра-
ження факторизується у неперервне f̂ := f/∼ : I/{0,1} → X, де I/{0,1} можна
ототожнити з S1 (згадаймо приклад 2.2.12). I навпаки, для будь-якого непе-
рервного f̂ : S1 → X, що переводить точку 1 = e0 ∈ S1 ⊂ C у x, вiдображе-
ння f : I → X : t 7→ f̂(e2πit) є петлею в x. Показати, що тодi {1}-гомотопним
вiдображенням кола вiдповiдають гомотопнi шляхи, тобто множина гомото-
пiчних класiв таких вiдображень (вiдносно {1}-гомотопiї) таким чином ото-
тожнюється з π1(X, x), бiльш того, це ототожнення можна перетворити на
iзоморфiзм груп. Для цього, звичайно, доведеться визначити добуток класiв
вiдображень S1 → X. Таким чином, отримуємо альтернативний опис фунда-
ментальної групи.

Приклад 3.4.5. Фундаментальна група одноточкового простору, очевидно,
тривiальна: π1({x}, x) = {[ex]}.

Приклад 3.4.6. Для опуклої пiдмножини X ⊂ Rn i будь-якої x ∈ X кожна
петля f у x гомотопна постiйнiй в силу прикладу 3.3.3: [f ] = [ex]. Тому
фундаментальна група також тривiальна: π1(X, x) = {[ex]}.

Твердження 3.4.7. Нехай точки x та y топологiчного простору X з’єднанi
шляхом h : I → X. Тодi вiдображення фундаментальних груп

α : π1(X, x) → π1(X, y) : [f ] 7→ [h ∗ f ∗ h]

коректно визначене та є iзоморфiзмом груп.

Доведення. Зауважимо, що для будь-якого класу [f ] ∈ π1(X, x) петля f
починається i закiнчується в x, тому визначений добуток (h∗f)∗h, що почи-
нається i закiнчується в y, а отже його клас [h ∗ f ∗ h] належить до π1(X, y).
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Перевiримо коректнiсть визначення α: якщо [f0] = [f1], тобто f0 ∼ f1, то
з леми 3.3.5 (застосованої двiчi) випливає, що (h ∗ f0) ∗ h ∼ (h ∗ f1) ∗ h, тобто
[h ∗ f0 ∗ h] = [h ∗ f1 ∗ h].

Покажемо тепер, що α – гомоморфiзм груп. Для будь-яких [f ], [g] ∈ π1(X, x)
маємо

α([f ][g]) = α([f ∗ g]) = [h ∗ f ∗ g ∗ h] = [h ∗ f ∗ ex ∗ g ∗ h] =

= [h ∗ f ∗ h ∗ h ∗ g ∗ h] = [h ∗ f ∗ h][h ∗ g ∗ h] = α([f ])α([g]),

де третя рiвнiсть випливає з лем 3.3.5 i 3.3.7, а четверта – з лем 3.3.5 i 3.3.8
(i, звичайно, ми постiйно використовуємо лему 3.3.6, записуючи гомотопiчнi
класи добуткiв без розставляння дужок).

Розглянемо вiдображення

β : π1(X, y) → π1(X, x) : [f ] 7→ [h ∗ f ∗ h].

Це теж коректно визначений гомоморфiзм груп, що перевiряється аналогiчно
до α. Покажемо, що α i β взаємно оберненi. Для будь-якого [f ] ∈ π1(X, x)
маємо

β(α([f ])) = [h ∗ h ∗ f ∗ h ∗ h] = [ex ∗ f ∗ ex] = [f ],

де теж використали усi перелiченi вище леми (як саме?). Таким чином, β◦α =
idπ1(X,x). Аналогiчно встановлюємо, що α ◦ β = idπ1(X,y). Це означає, що α i β
дiйсно взаємно оберненi, тому вони є бiєкцiями, а отже iзоморфiзмами груп.

Наслiдок 3.4.8. Якщо топологiчний простiр X лiнiйно зв’язний, то фун-
даментальнi групи у будь-яких двох точках X iзоморфнi: π1(X, x) ≃ π1(X, y)
для будь-яких x, y ∈ X.

Таким чином, фундаментальна група лiнiйно зв’язного простору не зале-
жить вiд точки з точнiстю до iзоморфiзма. Тому для такого простору X ча-
сто позначають через π1(X) єдиний клас еквiвалентностi (iзоморфностi) його
фундаментальних груп, i говорять про нього просто як про фундаментальну
групу X. Наприклад, кажуть, що фундаментальна група опуклої пiдмножини
X ⊂ Rn тривiальна (в силу прикладу 3.4.6): π1(X) = {e}. Зауважимо також,
що α з твердження 3.4.7, взагалi кажучи, залежить вiд h. Аналогiчним чи-
ном використовують позначення πn(X) для вищих гомотопiчних груп лiнiйно
зв’язного простору X (див. зауваження пiсля означення 3.4.3), для яких теж
виконується аналог попереднього наслiдку.

Вправа 3.4.9. Показати, що α не змiнюється при замiнi h в межах гомото-
пiчного класу (тобто на h̃ ∼ h). Показати також, що α взагалi не залежить
вiд h тодi й тiльки тодi, коли група π1(X, x) абелева (тобто [f ][g] = [g][f ] для
будь-яких [f ], [g] ∈ π1(X, x)).
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Iснує цiкавий клас топологiчних просторiв, для яких фундаментальнi гру-
пи завжди абелевi:

Приклад 3.4.10. Топологiчною групою зветься множина G зi структурами
групи та топологiчного простору, що узгодженi у наступному сенсi: вiдобра-
ження добутку µ : G×G→ G : (a, b) 7→ ab та вiдображення взяття оберне-
ного елемента ι : G→ G : a 7→ a−1 є неперервними (де G×G розглядається
з топологiєю прямого добутку). Прикладами топологiчних груп є простiр Rn

з операцiєю додавання векторiв, коло S1 = {z ∈ C | |z| = 1} з операцiєю ком-
плексного добутку, тори T n = S1 × . . .× S1︸ ︷︷ ︸

n

зi структурами прямого добутку

груп (див. означення А.12) i топологiчних просторiв, матричнi групи O(n),
SO(n), U(n), SU(n) та O(1, 1) з топологiями, що описанi у прикладi 2.15.5,
вправах 2.15.6 i 2.15.7, а також матрична група GL(n,R) з прикладу 2.4.5,
топологiя на якiй вводиться аналогiчним чином (як саме?) та її комплексний
аналог GL(n,C). Перевiрте, що вони всi дiйсно є топологiчними групами.
Детальнiше з топологiчними групами та їхнiми загальнотопологiчними вла-
стивостями можна ознайомитися, наприклад, за доповненням 5 до книги [23].

Вправа 3.4.11. Показати, що для будь-якої топологiчної групи G i для ко-
жного її елемента a ∈ G фундаментальна група π1(G, a) абелева. Тут можна
використати критерiй абелевостi, що наведений у вправi 3.4.9, або дiяти на-
ступним чином. Помiтимо, що для будь-яких петель f, g : I → G у точцi
e ∈ G (одиницi цiєї групи) їхнiй ”груповий добуток”, тобто вiдображення
f ⊙ g : I → G : t 7→ f(t)g(t), теж буде петлею у e в силу неперервностi гру-
пової операцiї G (чому?). Таким чином, на множинi Ω(G, e) таких петель
виникає бiнарна операцiя

⊙ : Ω(G, e)× Ω(G, e) → Ω(G, e) : (f, g) 7→ f ⊙ g.

Показати, що ця операцiя перетворює Ω(G, e) на групу i що вона коректно
”факторизується” у операцiю

⊙ : π1(G, e)× π1(G, e) → π1(G, e) : ([f ], [g]) 7→ [f ⊙ g].

Показати, що ця операцiя збiгається з груповою операцiєю π1(G, e), тоб-
то [f ] ⊙ [g] = [f ][g] для будь-яких [f ], [g] ∈ π1(G, e), i є комутативною,
що й демонструє абелевiсть π1(G, e). Для цього можна розглянути шлях
(f∗ee)⊙(ee∗g) для довiльних f, g ∈ Ω(G, e). Нарештi, показати, що усi фунда-
ментальнi групи топологiчної групи iзоморфнi навiть якщо вона не є лiнiйно
зв’язною. Для цього можуть знадобитися технiка i результати наступного
параграфа та вiдображення лiвого зсуву на довiльний елемент a ∈ G, що
дiє множенням на цей елемент злiва: La : G → G : b 7→ ab. Воно, зокрема,
є гомеоморфiзмом G на себе (чому?).
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3.5 Iндукованi гомоморфiзми та гомотопiчна
iнварiантнiсть фундаментальної групи

Перевiримо тепер, що фундаментальна група – дiйсно iнварiант: гомотопi-
чний (значення цього термiна пояснюється у зауваженнi пiсля наслiдку 3.5.4),
а отже й топологiчний. Для цього знадобиться поняття iндукованого гомо-
морфiзма, що важливе й саме по собi.

Твердження 3.5.1 (Конструкцiя iндукованого гомоморфiзма). Нехай X
та Y – топологiчнi простори, φ : X → Y – неперервне вiдображення, x ∈
X – довiльна точка. Тодi вiдображення

φ∗ : π1(X, x) → π1(Y, φ(x)) : [f ] 7→ [φ ◦ f ]

коректно визначене i має наступнi властивостi:

1. φ∗ – гомоморфiзм груп.

2. (ψ ◦ φ)∗ = ψ∗ ◦ φ∗ для будь-яких неперервних φ : X → Y i ψ : Y → Z.

3. (idX)∗ = idπ1(X,x).

4. Якщо вiдображення φ, ψ : X → Y гомотопнi, F – їхня гомотопiя,
а α : π1(Y, φ(x)) → π1(Y, ψ(x)) – iзоморфiзм, що побудований з вико-
ристанням шляху t 7→ F (x, t) як у твердженнi 3.4.7, то ψ∗ = α ◦ φ∗.

Доведення. Якщо f : I → X – петля в x, то з f(0) = f(1) = x випливає
(φ◦f)(0) = (φ◦f)(1) = φ(x). Тому вiдображення φ◦f : I → Y , що неперервне
як композицiя неперервних, є петлею в φ(x). Крiм того, якщо [f0] = [f1], тобто
f0 ∼ f1, то φ ◦ f0 ∼ φ ◦ f1 за лемою 3.2.2 (для гомотопiї шляхiв f0 i f1 та
тривiальної гомотопiї), тому [φ ◦ f0] = [φ ◦ f1]. Отже, φ∗ визначене коректно.
Перевiримо заявленi властивостi.

1. Для будь-яких гомотопiчних класiв петель [f ], [g] ∈ π1(X, x) маємо за
означеннями

φ∗([f ][g]) = φ∗([f ∗ g]) = [φ ◦ (f ∗ g)] =

= [(φ ◦ f) ∗ (φ ◦ g)] = [φ ◦ f ][φ ◦ g] = φ∗([f ])φ∗([g]),

тобто φ∗ – дiйсно гомоморфiзм.

2. Для будь-якого [f ] ∈ π1(X, x):

ψ∗(φ∗([f ])) = ψ∗([φ ◦ f ]) = [ψ ◦ φ ◦ f ] = (ψ ◦ φ)∗([f ])

з означень.
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3. Це так, бо (idX)∗([f ]) = [idX ◦ f ] = [f ] для будь-якого [f ] ∈ π1(X, x).

4. Iншими словами, нам потрiбно показати, що дiаграма з груп та їхнiх
гомоморфiзмiв

π1(Y, φ(x))

α

��

π1(X, x)

φ∗
77

ψ∗ ''

π1(Y, ψ(x))

комутативна (див. пояснення про комутативнi дiаграми пiсля означен-
ня 2.2.6). Отже, нехай F – гомотопiя φ i ψ: F (·, 0) = φ, F (·, 1) = ψ. По-
значимо шлях з умови через h : I → Y : t 7→ F (x, t). Вiн з’єднує F (x, 0) =
φ(x) i F (x, 1) = ψ(x). Тодi, згiдно з побудовою у твердженнi 3.4.7, для
довiльного [f ] ∈ π1(X, x) будемо мати α(φ∗([f ])) = [h ∗ (φ ◦ f) ∗ h]. Нам
треба довести, що цей гомотопiчний клас дорiвнює ψ∗([f ]) = [ψ◦f ], тобто
побудувати гомотопiю петель (h∗(φ◦f))∗h i ψ◦f у ψ(x). За означеннями
оберненого шляху i добутку шляхiв, для кожного t ∈ I маємо

((h ∗ (φ ◦ f)) ∗ h)(t) =

 F (x, 1− 4t), t ∈ [0, 14 ];
φ(f(4t− 1)), t ∈ [14 ,

1
2 ];

F (x, 2t− 1), t ∈ [12 , 1].

Визначимо вiдображення H : I × I → X умовою

H(t, s) :=

 F (x, 1− 4t), t ∈ [0, 1−s4 ];
F (f

(
4t+s−1
3s+1

)
, s), t ∈ [1−s4 ,

1+s
2 ];

F (x, 2t− 1), t ∈ [1+s2 , 1].

Рис. 3.3: Побудова гомотопiї у доведеннi властивостi зв’язку
мiж iндукованими гомоморфiзмами гомотопних вiдображень

Це вiдображення коректно визначене i неперервне, бо при t = 1−s
4 маємо

вiрну рiвнiсть F (x, s) = F (f(0), s), а при t = 1+s
2 – F (x, s) = F (f(1), s).

При цьомуH(0, s) = H(1, s) = F (x, 1) = ψ(x) для будь-якого s ∈ I, отже
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H дiйсно є потрiбною нам гомотопiєю петель H(·, 0) = (h ∗ (φ ◦ f)) ∗ h
i H(·, 1) = ψ ◦ f . Iдея її побудови полягає у наступному: для кожного s
ми проходимо уздовж h вiд точки ψ(x) = h(1) до h(s) = F (x, s), далi
уздовж петлi t 7→ F (f(t), s) у точцi F (x, s) i назад у ψ(x) уздовж h, як
показано на рис. 3.3.

Означення 3.5.2. Вiдображення φ∗ з попереднього твердження будемо на-
зивати гомоморфiзмом фундаментальних груп, що iндукований вiдображен-
ням φ (у точцi x).

Звичайно, φ∗ залежить не тiльки вiд φ, а й вiд точки x, але її зазвичай не
вказують явно у позначеннi, що може привести до певних незручностей.

Твердження 3.5.3. Нехай φ : X → Y i ψ : Y → X – гомотопiчно оберненi
вiдображення топологiчних просторiв. Тодi

- φ∗ : π1(X, x) → π1(Y, φ(x)) – iзоморфiзм груп для будь-якої x ∈ X;

- ψ∗ : π1(Y, y) → π1(X,ψ(y)) – iзоморфiзм груп для будь-якої y ∈ Y .

Доведення.

Рис. 3.4: Вiдповiдностi
мiж точками у доведеннi

гомотопiчної iнварiантностi

Те, що це гомоморфiзми, вже доведено
у пунктi 1. попереднього твердження. За-
лишилося довести їх бiєктивнiсть. Фiксуємо
якусь довiльну x ∈ X, i далi розглядаємо та-
кi iндукованi гомоморфiзми (див. рис. 3.4):

φ∗ : π1(X, x) → π1(Y, φ(x)),
ψ∗ : π1(Y, φ(x)) → π1(X,ψ(φ(x))),
φ′
∗ : π1(X,ψ(φ(x))) → π1(Y, φ(ψ(φ(x)))),

де штрих нам знадобився саме для компен-
сацiї вiдсутностi базової точки у позначеннi.

З умови гомотопiчної оберненостi ψ ◦φ ∼
idX маємо

ψ∗ ◦ φ∗ = (ψ ◦ φ)∗ = α ◦ (idX)∗ = α ◦ idπ1(X,x) = α,

де першi три рiвностi випливають з пунктiв 2., 4. i 3. попереднього тверджен-
ня вiдповiдно, а α – деякий iзоморфiзм π1(X, x) → π1(X,ψ(φ(x))). Зокрема,
звiдси випливає, що гомоморфiзм ψ∗ сюр’єктивний. Дiйсно, для будь-якого
[f ] ∈ π1(X,ψ(φ(x)))

[f ] = α(α−1([f ])) = ψ∗(φ∗(α
−1([f ]))) ∈ ψ∗(π1(Y, φ(x))).
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Аналогiчним чином з φ ◦ ψ ∼ idY отримуємо, що φ′
∗ ◦ ψ∗ = β для деякого

iзоморфiзма β : π1(Y, φ(x)) → π1(Y, φ(ψ(φ(x)))) (перевiрте це). У свою чергу,
з цього випливає iн’єктивнiсть ψ∗. Дiйсно, нехай ψ∗([f ]) = ψ∗([g]) для деяких
[f ], [g] ∈ π1(Y, φ(x)). Тодi

β([f ]) = φ′
∗(ψ∗([f ])) = φ′

∗(ψ∗([g])) = β([g]),

й тому [f ] = [g]. Отже ψ∗ – бiєкцiя, а тодi й φ∗ = (ψ∗)
−1 ◦ α теж. Аналогiчно

доведемо друге твердження, починаючи з y ∈ Y (або просто використаємо
симетричнiсть гомотопiчної еквiвалентностi).

Наслiдок 3.5.4. Якщо лiнiйно зв’язнi топологiчнi простори X та Y гомо-
топiчно еквiвалентнi, то π1(X, x) ≃ π1(Y, y) для будь-яких точок x ∈ X
та y ∈ Y .

Доведення. Випливає з попереднього твердження та наслiдку 3.4.8.

У позначеннях, що введенi в зауваженнi пiсля наслiдку 3.4.8, це виглядати-
ме як π1(X) ≃ π1(Y ) для лiнiйно зв’язних гомотопiчно еквiвалентних X та Y
(або просто π1(X) = π1(Y ), бо це класи iзоморфностi груп). Таким чином,
фундаментальна група лiнiйно зв’язного простору зберiгається (з точнiстю
до iзоморфiзма) при гомотопiчних еквiвалентностях – є, як кажуть, його го-
мотопiчним iнварiантом. Зокрема, вона є й топологiчним iнварiантом. То-
чнiше буде сказати, що гомотопiчна iнварiантнiсть – це властивiсть функтора
з категорiї топологiчних просторiв з вiдмiченими точками та їх неперерв-
них вiдображень, що переводять вiдмiченi точки у вiдмiченi, у категорiю груп
та їх гомоморфiзмiв, що визначений конструкцiями фундаментальної групи
та iндукованого гомоморфiзма. Детальнiше про цю термiнологiю див., на-
приклад, у [13, с. 911-918], [17, с. 162-165] або [22, с. 209-214]. Такого роду
iнварiанти i є одним з основних предметiв алгебраїчної топологiї. Вищi гомо-
топiчнi групи πn(X, x), що згадувалися у зауваженнi пiсля означення 3.4.3,
також будуть гомотопiчними iнварiантами.

Твердження 3.5.5. Для будь-яких топологiчних просторiв X, Y i будь-
якої точки (x, y) ∈ X × Y

π1(X × Y, (x, y)) ≃ π1(X, x)× π1(Y, y),

тобто фундаментальна група прямого добутку X та Y iзоморфна прямому
добутку їх фундаментальних груп (див. означення А.12).

Доведення. Зауважимо, що для будь-якої петлi f у (x, y) її композицiї
з канонiчними проєкцiями pX ◦ f i pY ◦ f є петлями у X та Y вiдповiд-
но. Тому можна коректно визначити вiдображення α : π1(X × Y, (x, y)) →
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π1(X, x) × π1(Y, y) умовою α([f ]) := ((pX)∗[f ], (pY )∗[f ]) = ([pX ◦ f ], [pY ◦ f ]).
Це вiдображення буде гомоморфiзмом груп:

α([f ][g]) = ((pX)∗([f ][g]), (pY )∗([f ][g])) =

= ((pX)∗[f ](pX)∗[g], (pY )∗[f ](pY )∗[g]) =

= ((pX)∗[f ], (pY )∗[f ])((pX)∗[g], (pY )∗[g]) = α([f ])α([g])

для будь-яких [f ], [g] ∈ π1(X×Y, (x, y)) за означенням i гомоморфнiстю (pX)∗
та (pY )∗. Щоб показати бiєктивнiсть α, побудуємо вiдображення β : π1(X, x)×
π1(Y, y) → π1(X × Y, (x, y)), що переводить кожну пару гомотопiчних кла-
сiв ([g], [h]) ∈ π1(X, x) × π1(Y, y) у гомотопiчний клас [(g, h)] вiдображен-
ня (g, h) : I → X × Y , яке визначене умовою t 7→ (g(t), h(t)) i є петлею
у (x, y) (див. також зауваження пiсля доведення теореми 2.13.12). Воно ко-
ректно визначене, бо з гомотопностей шляхiв g0 ∼ g1 i h0 ∼ h1 випливає
(g0, h0) ∼ (g1, h1) (перевiрте це), i

α(β([g], [h])) = α([(g, h)]) = ([pX ◦ (g, h)], [pY ◦ (g, h)]) = ([g], [h]),

β(α([f ])) = β([pX ◦ f ], [pY ◦ f ]) = [(pX ◦ f, pY ◦ f)] = [f ],

тобто α i β взаємно оберненi, а отже є iзоморфiзмами.

Приклад 3.5.6. Згадаймо, що Rn \ {0} ∼= Sn−1 × R для n ⩾ 1. Тодi з (топо-
логiчної) iнварiантностi фундаментальної групи, твердження 3.5.5, прикла-
ду 3.4.6 та властивостей прямого добутку груп випливає, що

π1(Rn \ {0}, x) ≃ π1(S
n−1, y)× π1(R, z) = π1(S

n−1, y)× {[ez]} ≃ π1(S
n−1, y)

для будь-якої x ∈ Rn \ {0}, де (y, z) ∈ Sn−1 × R – точка, у яку переходить x
при гомеоморфiзмi. Або у спрощених позначеннях для лiнiйно зв’язних про-
сторiв: π1(Rn\{0}) ≃ π1(S

n−1) (при n ⩾ 2). Втiм, цей iзоморфiзм можна було
встановити й без застосування добуткiв: вiн також випливає з прикладу 3.2.15
та гомотопiчної iнварiантностi фундаментальної групи.

Твердження 3.5.5 також узагальнюється очевидним чином на будь-яку
скiнченну кiлькiсть множникiв (за iндукцiєю або безпосередньо).

3.6 Однозв’язнi простори

Введемо клас просторiв, для яких фундаментальнi групи найпростiшi – тобто
тривiальнi:

Означення 3.6.1. Лiнiйно зв’язний топологiчний простiр X називається
однозв’язним, якщо всi його фундаментальнi групи тривiальнi: π1(X, x) =
{[ex]} для будь-якої x ∈ X.
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Лiнiйно зв’язний простiр, що гомотопiчно еквiвалентний однозв’язному,
також буде однозв’язним в силу наслiдку 3.5.4. З наслiдку 3.4.8 випливає, що
умову тривiальностi фундаментальної групи достатньо перевiрити в однiй то-
чцi. Неформально кажучи, вона означає, що будь-яку петлю у цьому просторi
можна стягнути в точку (тобто вона гомотопна постiйнiй). Виявляється, що
вiрна й бiльш загальна умова:

Твердження 3.6.2. Лiнiйно зв’язний топологiчний простiр є однозв’язним
тодi й тiльки тодi, коли у ньому будь-якi два шляхи зi спiльними початком
та кiнцем гомотопнi.

Доведення. ⇐ Достатнiсть виконується автоматично, бо петлi – теж шля-
хи, отже за умовою кожна петля гомотопна постiйнiй.

⇒ Нехай тепер X однозв’язний, f i g – якiсь шляхи в X, i f(0) = g(0) = x,
f(1) = g(1) = y. Нам потрiбно побудувати їх гомотопiю, тобто вiдображення
F ∈ C(I×I,X) таке, що F (t, 0) = f(t), F (t, 1) = g(t), F (0, s) = x i F (1, s) = y

для будь-яких t, s ∈ I. Цю задачу можна iнтерпретувати як продовження на
квадрат I × I ⊂ R2 неперервного вiдображення, що задане на його межi
∂(I × I). Зауважимо, що I × I гомеоморфний замкненому кругу D2. Гомео-
морфiзм можна побудувати, наприклад, за допомогою центральної проєкцiї
у площинi, i при ньому межа квадрата переходить у межу круга – коло S1.
Тому для побудови потрiбної нам гомотопiї шляхiв достатньо побудувати про-
довження деякого неперервного вiдображення ĥ : S1 → X на D2 (перевiрте
це формально, використавши композицiї з вiдповiдним гомеоморфiзмом ана-
логiчно до мiркувань у прикладi 3.6.4 нижче). Згiдно з твердженням 3.1.10,
для цього, у свою чергу, потрiбно, щоб ĥ було гомотопне постiйному вiдобра-
женню. Далi дiємо аналогiчно до вправи 3.4.4 (власне, потрiбна гомотопнiсть
випливає з її твердження, але ми тут випишемо її окремо).

Розглянемо вiдображення h : I → X : t 7→ ĥ(e2πit). Воно неперервне як
композицiя неперервних, i h(0) = h(1) = ĥ(1), тобто це петля. За умовою
однозв’язностi iснує гомотопiя H петлi h та постiйної петлi eĥ(1). Визначимо
тепер вiдображення Ĥ : S1 × I → X умовою Ĥ(e2πit, s) := H(t, s). Воно коре-
ктно визначене i неперервне (чому?), при цьому Ĥ(e2πit, 0) = H(t, 0) = h(t) =
ĥ(e2πit) i Ĥ(e2πit, 1) = H(t, 1) = ĥ(1) для будь-якого t, тобто це гомотопiя ĥ
i постiйного вiдображення в точку ĥ(1). Це й завершує доведення.

Приклад 3.6.3. Будь-який стяжний простiр є однозв’язним згiдно з наслiд-
ком 3.5.4 i прикладом 3.4.5. Зокрема, у таких просторах (наприклад, у зiр-
чатих пiдмножинах Rn) будь-якi два шляхи зi спiльними початком та кiнцем
гомотопнi в силу попереднього твердження.
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Приклад 3.6.4. Сфери Sn однозв’язнi при n ⩾ 2. Дiйсно, нехай f – петля
у деякiй x ∈ Sn. Треба встановити, що ця петля гомотопна постiйнiй. Споча-
тку припустимо, що носiй f не покриває всю сферу, тобто iснує x0 ∈ Sn\f(I).
Позначимо через φ : Sn \ {x0} → Rn стереографiчну проєкцiю вiдносно x0
(див. приклад 1.10.10), що є гомеоморфiзмом. Тодi φ ◦ f коректно визначене
i неперервне, а отже є петлею в Rn у точцi φ(x) (див. рис. 3.5 злiва). Оскiльки
Rn однозв’язний за попереднiм прикладом, iснує гомотопiя F петлi φ ◦ f та
постiйної петлi eφ(x). Тодi φ−1◦F (що неперервне як композицiя неперервних)
є гомотопiєю φ−1 ◦ F (·, 0) = φ−1 ◦ φ ◦ f = f i φ−1 ◦ F (·, 1) = φ−1 ◦ eφ(x) = ex,
яка нам i потрiбна.

Рис. 3.5: Доведення однозв’язностi сфери Sn при n ⩾ 2

Тепер розглянемо загальний випадок. Якщо iснування петлi, носiй якої
покриває всю сферу, видається неможливим, можна згадати про класичний
приклад кривої Пеано у площинi, тобто шляху, образом якого є квадрат
I2 = I × I, див. [10, с. 36-38] або [24, с. 271-275]. Цей приклад природним чи-
ном узагальнюється на шляхи в багатовимiрних кубах In та багатьох iнших
компактах, зокрема Sn. Нашою задачею буде побудувати гомотопiю петель f
i деякої g такої, що g(I) ̸= Sn. Тим самим ми зведемо цей випадок до попе-
реднього й нарештi покажемо однозв’язнiсть Sn. Розглянемо деяке покриття
U = {Uα}α∈A сфери Sn, що складається з вiдкритих напiвсфер. За неперерв-
нiстю f прообраз цього покриття {f−1(Uα)}α∈A є тодi вiдкритим покриттям
компактного метричного простору I. Застосуємо до цього покриття лему Ле-
бега i знайдемо якесь його число Лебега δ > 0. Оберемо натуральне m таке,
що 1

m < δ. Тодi з означення числа Лебега випливає, що для кожного i вiд 1
до m iснує таке αi ∈ A, що [ i−1

m , im ] ⊂ f−1(Uαi
), а отже f([ i−1

m , im ]) ⊂ Uαi
: образ

[ i−1
m , im ] мiститься у деякiй вiдкритiй напiвсферi. З прикладу 3.1.8 (i аналогi-

чно до прикладу 3.3.4) тодi випливає, що для кожного i шлях f |[ i−1
m , i

m ] буде
{ i−1
m , im}-гомотопний деякому шляху gi ∈ C([ i−1

m , im ], Uαi
) з тими ж кiнцями,

носiєм якого є дуга великого кола Sn, як показано на рис. 3.5 справа.
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Визначимо тепер вiдображення g : I → Sn умовою g|[ i−1
m , i

m ] = gi для ко-
жного i. Зауважимо, що за побудовою gi(

i−1
m ) = f( i−1

m ) = gi−1(
i−1
m ) для i вiд

2 до m, g1(0) = f(0) = x i gm(1) = f(1) = x, тому g коректно визначене,
неперервне i є петлею в x. Гомотопiю мiж f i g можна побудувати, ”зшива-
ючи” гомотопiї мiж їхнiми частинами, аналогiчно до доведення леми 3.3.5.
Бiльш точно, нехай Fi – { i−1

m , im}-гомотопiя f |[ i−1
m , i

m ] та gi для i вiд 1 до m.
Тодi неважко перевiрити, що вiдображення F : I×I → Sn, що задане умовою
F |[ i−1

m , i
m ]×I = Fi для кожного i, коректно визначене та є потрiбною гомотопi-

єю. При цьому носiй g мiститься у скiнченному об’єднаннi дуг великих кiл Sn,
а отже не дорiвнює Sn (саме тут умова n ⩾ 2 є суттєвою). Отже, це потрiбна
нам петля, i, комбiнуючи двi частини доведення, отримуємо f ∼ g ∼ ex.

Приклад 3.6.5. Простiр Rn\{0} однозв’язний при n ⩾ 3 в силу попереднього
прикладу, оскiльки π1(Rn \ {0}) ≃ π1(S

n−1) за прикладом 3.5.6 (або просто
в силу гомотопiчної еквiвалентностi, що була встановлена у прикладi 3.2.15).

Приклад 3.6.6. Прямий добуток будь-яких двох однозв’язних просторiв
однозв’язний за теоремою 2.13.12 (що забезпечує лiнiйну зв’язнiсть) та твер-
дженням 3.5.5. При цьому прямий добуток двох стяжних просторiв стяжний
за вправою 3.2.6. Це також вiрно для прямого добутку довiльної скiнченної
кiлькостi просторiв за очевидними узагальненнями згаданих тверджень.

Вправа 3.6.7. Показати, що вiрне й обернене: якщо X × Y однозв’язний
(вiдповiдно, стяжний), то просториX та Y однозв’язнi (стяжнi). Узагальнити
це на довiльну скiнченну кiлькiсть множникiв.

3.7 Накриття

Ми вже достатньо багато дiзналися про фундаментальнi групи, але поки що
не маємо жодного нетривiального прикладу i навiть не знаємо, чому дорiвнює
фундаментальна група кола. У цьому та наступних параграфах ми познайо-
мимося з технiкою накрить, що є одним з важливих iнструментiв алгебраїчної
топологiї та її застосувань. Зокрема, за допомогою накрить, як побачимо,
можна обчислювати фундаментальнi групи. Накриття є окремим випадком
бiльш загальної топологiчної конструкцiї розшарування (див., наприклад, [17,
с. 375-384]).

Означення 3.7.1. Трiйка (X, Y, p), де p : X → Y – сюр’єктивне неперервне
вiдображення топологiчних просторiв, зветься накриттям, якщо для будь-
якої точки y ∈ Y iснує вiдкрита U ∋ y така, що p−1(U) =

⋃
α∈A

Uα, де

- усi Uα вiдкритi;

- Uα ∩ Uβ = ∅ для будь-яких α ̸= β (тобто об’єднання диз’юнктне);
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- p|Uα
: Uα → U є гомеоморфiзмом для будь-якого α (вiдносно iндукованих

топологiй).

При цьому X називають накриваючим простором цього накриття, Y – його
базою (а також говорять, що (X, Y, p) – накриття простору Y ), p – накрива-
ючим вiдображенням (або просто накриттям), p−1(y) – шаром накриття над
точкою y ∈ Y . Накриття зветься унiверсальним, якщо його накриваючий
простiр однозв’язний.

Також називатимемо окiл U з попереднього означення правильно накри-
тим, а про множини Uα для α ∈ A будемо говорити, що вони правильно
накривають U (i взагалi будемо так говорити про будь-яку вiдкриту множи-
ну U , що задовольняє умовам iз означення). З означеня тодi випливає, що
правильно накритi околи утворюють вiдкрите покриття Y . Зауважимо, що
будь-яка вiдкрита пiдмножина V ⊂ U правильно накритої множини також
правильно накрита: якщо покласти Vα := (p|Uα

)−1(V ) для кожного iндекса
α ∈ A, то p−1(V ) =

⋃
α∈A

Vα також задовольняє усiм умовам iз означення (пе-

ревiрте це).

Приклад 3.7.2. Будь-який гомеоморфiзм p : X → Y задає приклад накри-
ття (т. зв. тривiальне накриття). У цьому випадку в якостi U можна взяти
простiр Y , а в якостi єдиного Uα – X.

Вправа 3.7.3. Показати, що для будь-якого накриття (X,Y, p) вiдображен-
ня p вiдкрите, тобто у загальному випадку йому ”заважає” бути гомеоморфi-
змом лише вiдсутнiсть iн’єктивностi (див. також вправу 3.8.7 нижче).

Приклад 3.7.4. Нехай Y – довiльний топологiчний простiр, F – простiр
з дискретною топологiєю, X = Y ×F , i p = pY : X → Y – канонiчна проєкцiя
на Y . Тодi для U = Y маємо p−1(Y ) = Y × F =

⋃
f∈F

Y × {f} – диз’юнктне

об’єднання. Тут усi Y × {f} вiдкритi за побудовою топологiї прямого добу-
тку (бо одноточковi {f} вiдкритi у дискретному F ), а обмеження p|Y×{f} –
гомеоморфiзми за пунктом 4. твердження 2.1.5, тому (X, Y, p) – накриття.

Вправа 3.7.5. Показати, що будь-яке накриття (X, Y, p) локально влашто-
ване як у попередньому прикладi: якщо U ⊂ Y – правильно накритий окiл,
то його прообраз p−1(U) гомеоморфний добутку U × p−1(y), де y – будь-яка
точка U , а шар p−1(y) надiлений iндукованою топологiєю, що є дискретною.

Вправа 3.7.6. Показати, що якщо пiдмножинаA ⊂ Y бази накриття (X, Y, p)
зв’язна (зокрема лiнiйно зв’язна), то усi шари p−1(y) для y ∈ A рiвнопотужнi.

Якщо усi шари p−1(y) для y ∈ Y складаються з n елементiв, говорять,
що накриття – n-листове. Зауважимо, що для прообразу правильного на-
критого околу p−1(U) =

⋃
α∈A

Uα з означення накриття доповненням до кожної
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вiдкритої Uα буде
⋃
β ̸=α

Uβ – об’єднання вiдкритих множин, тому всi Uα бу-

дуть вiдкритозамкненими в p−1(U). Звiдси можна вивести, що, наприклад,
ортогональна проєкцiя p : R2 → R площини на вiсь x не визначає накрит-
тя. Дiйсно, якщо припустити, що iснує правильно накритий окiл U , скажiмо,
точки 0, то вiн повинен мiстити iнтервал (a, b), який теж буде правильно
накритим, як було зауважено вище. Його прообраз p−1((a, b)) = (a, b) × R –
смуга у площинi, що є зв’язною, а отже єдина її непорожня вiдкритозамкнена
пiдмножина – це вона сама. Тобто об’єднання p−1((a, b)) =

⋃
α∈A

Vα складається

з єдиної Vα = (a, b)×R, яка за означенням повинна бути гомеоморфна (a, b).
Але вони негомеоморфнi (це випливає з прикладу 2.10.29), протирiччя.

Для нас особливе значення матимуть приклади, що утворенi за допомо-
гою дiї групи на просторi (див. параграф 2.4). Для фiксованої дiї λ групи G
на множинi X, як i ранiше, будемо використовувати позначення з точками:
λ : G×X → X : (a, x) 7→ λ(a, x) = a · x.

Означення 3.7.7. Дiя λ групи G на топологiчному просторi X зветься не-
перервною, якщо для будь-якого a ∈ G вiдображення λa := λ(a, ·) : X →
X : x 7→ a · x неперервне.

Для будь-яких a, b ∈ G i x ∈ X за властивiстю дiї λa(λb(x)) = a · (b · x) =
ab · x, тобто λa ◦ λb = λab. Зокрема, λa ◦ λa−1 = λa−1 ◦ λa = λe = idX (бо
λe(x) = e · x = x для будь-якої x ∈ X), тобто вiдображення λa−1 є оберненим
до λa: (λa)−1 = λa−1. Тому цi вiдображення є бiєкцiями. Якщо дiя неперервна,
то усi λa i оберненi до них λa−1 неперервнi, тобто це гомеоморфiзми:

Наслiдок 3.7.8. Дiя λ групи G на просторi X неперервна тодi й тiльки
тодi, коли λa : X → X є гомеоморфiзмом для будь-якого a ∈ G.

Означення 3.7.9. Дiя λ групи G на топологiчному просторi X зветься цiл-
ком розривною, якщо для будь-якої x ∈ X iснує вiдкрита U ∋ x така, що
U ∩ λa(U) = ∅ для будь-якого a ∈ G, a ̸= e.

Це один зi способiв вказати, що група дiє на просторi ”дискретно”. З озна-
чень випливає, що будь-яка цiлком розривна дiя є вiльною (зокрема ефектив-
ною). Для фiксованої дiї далi будемо використовувати позначення a · U :=
λa(U) = {a · x | x ∈ U}. З означення випливає, що умова цiлком розривностi
еквiвалентна формально сильнiшiй умовi:

Наслiдок 3.7.10. Дiя групи G на просторi X цiлком розривна тодi й тiль-
ки тодi, коли для будь-якої x ∈ X iснує вiдкрита U ∋ x така, що a·U∩b·U =
∅ для будь-яких a, b ∈ G, a ̸= b.

Доведення. ⇐ Достатньо покласти b = e в умовi.
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⇒ Для будь-якої x ∈ X розглянемо вiдкриту U ∋ x з означення цiлком
розривної дiї. Тодi U ∩ a−1b · U = ∅ для довiльних a ̸= b, оскiльки a−1b ̸= e.
Застосовуючи до цiєї рiвностi бiєкцiю λa, отримуємо потрiбне:

a · U ∩ b · U = a · U ∩ a · (a−1b · U) = ∅.

Твердження 3.7.11. Якщо група G дiє на топологiчному просторi X непе-
рервно та цiлком розривно, а p : X → X/G – канонiчна проєкцiя на простiр
орбiт X/G цiєї дiї, то (X,X/G, p) є накриттям.

Доведення. Нагадаємо, що образом кожної точки x ∈ X пiд дiєю ка-
нонiчної проєкцiї є її орбiта: p(x) = G · x. Ми знаємо, що p неперервна
i сюр’єктивна. Для будь-якої орбiти G · x ∈ X/G розглянемо окiл U ∋ x
з означення цiлком розривної дiї (при цьому в якостi x можна обрати довiль-
ну точку цiєї орбiти). Тодi множина G · U := {G · y | y ∈ U} є вiдкритим
околом G · x у просторi X/G. Дiйсно, вона мiстить G · x за побудовою, i

p−1(G · U) = {a · x | a ∈ G, x ∈ U} =
⋃
a∈G

a · U =
⋃
a∈G

λa(U)

вiдкрита, оскiльки дiя неперервна, а отже всi λa є гомеоморфiзмами за на-
слiдком 3.7.8, тому всi λa(U) вiдкритi. Тодi G · U вiдкрита за означенням
фактортопологiї на X/G.

Бiльш того, вiдкритi множини a · U для a ∈ G правильно накривають
G · U (звiдки й випливає за означенням, що (X,X/G, p) – накриття). Дiйсно,
ми тiльки що побачили, що p−1(G · U) є їх об’єднанням, яке диз’юнктне, бо
a · U ∩ b · U = ∅ при a ̸= b за наслiдком 3.7.10 (зауважимо, що множина U
в його доведеннi – та ж, що i в означеннi цiлком розривної дiї). Залишилося
перевiрити, що для будь-якого a обмеження канонiчної проєкцiї p|a·U : a ·U →
G · U – гомеоморфiзм. Оскiльки G = {ba | b ∈ G} (чому?), за властивостями
дiї p(a·y) = G·(a·y) = G·y для кожної a·y ∈ a·U . Це обмеження сюр’єктивне,
бо G · y = p(a · y) для будь-якої G · y ∈ G · U . Якщо p(a · y) = p(a · z),
тобто G · y = G · z, то iснує b ∈ G такий, що z = b · y. Оскiльки y, z ∈ U ,
b = e за умовою на U , тому y = z i a · y = a · z. Отже, p|a·U – iн’єкцiя.
Вона неперервна як обмеження неперервної проєкцiї p. Нарештi, будь-яка
вiдкрита пiдмножина a · U має вигляд a · V для деякої вiдкритої V ⊂ U ,
бо λa – гомеоморфiзм. Тодi її образ p(a · V ) = G · V буде вiдкритим у X/G
(аналогiчно до G · U), а отже i в iндукованiй топологiї G · U . Отже, p|a·U –
вiдкрита неперервна бiєкцiя, тобто гомеоморфiзм.

Для таких накрить шаром над будь-якою точкою (орбiтою) G · x ∈ X/G
буде p−1(G · x) = {a · x | a ∈ G}, що ототожнюється з G: a · x↔ a, при цьому



3.7. НАКРИТТЯ 153

a визначений однозначно, бо дiя вiльна. I взагалi, iндексуюча множина A
з означення накриття природним чином ототожнюється з шаром p−1(y), де
y – будь-яка точка правильно накритого околу U (як саме?).

Часто корисною є наступна достатня умова виконання попереднього твер-
дження:

Твердження 3.7.12. Будь-яка вiльна неперервна дiя скiнченної групи на
хаусдорфовому топологiчному просторi є цiлком розривною.

Доведення. Отже, нехай G = {ai}ni=0 – скiнченна група, що вiльно й не-
перервно дiє на хаусдорфовому просторi X, де a0 = e – одиниця групи.
Для довiльної x ∈ X та кожного i вiд 1 до n з того, що дiя вiльна, ви-
пливає x ̸= ai · x. В силу хаусдорфовостi тодi iснують такi вiдкритi Ui ∋ x,
Vi ∋ ai · x, що Ui ∩ Vi = ∅. Оскiльки прообрази a−1

i · Vi = (λai)
−1(Vi) є вiд-

критими за лемою 3.7.8 та мiстять точку a−1
i · (ai · x) = x для усiх i, перетин

U :=

(
n⋂
i=1

Ui

)
∩
(

n⋂
i=1

a−1
i · Vi

)
є вiдкритим околом x. При цьому U ⊂ Ui та

ai · U ⊂ ai · (a−1
i · Vi) = Vi, а отже U ∩ ai · U = ∅ для кожного ненульового i,

що й означає цiлком розривнiсть даної дiї за означенням.

Приклад 3.7.13. Дiя G = Rn на X = Rn паралельними перенесеннями
з прикладу 2.4.7 (a · x = x + a) є неперервною, бо паралельнi перенесен-
ня неперервнi, але не цiлком розривною (хоч i вiльною). Дiйсно, будь-який
вiдкритий окiл U точки 0 ∈ Rn повинен мiстити евклiдову кулю Bε(0) для
деякого ε > 0. Але тодi дiя елементом a = (ε2 , 0, . . . , 0) ̸= 0 переводить 0
у a · 0 = (ε2 , 0, . . . , 0) ∈ Bε(0), тобто U ∩ a · U ̸= ∅.

Вправа 3.7.14. Чи є неперервними дiї з прикладiв 2.4.5 i 2.4.6? Чи є вони
цiлком розривними?

Приклад 3.7.15. Розглянемо тепер дiю G = Zn на X = Rn паралельними
перенесеннями з прикладу 2.4.8 (знову a · x = x + a). Як i у попередньому
прикладi, вона неперервна. Щоб показати, що вона цiлком розривна, покла-
демо U = B 1

2
(x) для будь-якої x ∈ Rn (тут кулi знову евклiдовi). Оскiльки

для a ̸= 0 евклiдова вiдстань мiж x i a · x не менша за 1, з нерiвностi три-
кутника випливає, що B 1

2
(x) ∩ a · B1

2
(x) = ∅ (де a · B 1

2
(x) = B 1

2
(a · x)).

Нагадаємо, що простiр орбiт для даної дiї гомеоморфний n-вимiрному то-
ру T n, далi для спрощення позначень будемо їх ототожнювати. При цьо-
му ототожненнi канонiчнiй проєкцiї вiдповiдатиме вiдображення p : Rn →
T n : (x1, . . . , xn) 7→ (e2πix

1

, . . . , e2πix
n

). Таким чином, з твердження 3.7.11 ви-
пливає, що (Rn, T n, p) – накриття T n, яке є унiверсальним за прикладом 3.6.3.
Зокрема, при n = 1 маємо унiверсальне накриття (R, S1, p) кола.
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Приклад 3.7.16. У прикладi 2.4.10 було показано, зокрема, що n-вимiрний
дiйсний проєктивний простiр RP n гомеоморфний простору орбiт дiї групи
G = Z2 на сферi X = Sn (знову ж будемо їх ототожнювати для спрощення
позначень). Тут Z2 = {[0], [1]} – група з двох елементiв (див. приклад А.5), а її
дiя задається умовами [0]·x = x i [1]·x = −x. Оскiльки тотожне вiдображення
i центральна симетрiя сфери неперервнi, ця дiя неперервна. Вона також цiл-
ком розривна: для будь-якої x ∈ Sn у якостi U можна взяти будь-яку вiдкриту
напiвсферу, що мiстить x (або просто пошлемося на твердження 3.7.12). От-
же, (Sn,RP n, p) – дволистове накриття RP n за твердженням 3.7.11. Тут ка-
нонiчна проєкцiя має вигляд p : Sn → RP n : (x1, . . . , xn+1) 7→ (x1 : . . . : xn+1).
При n ⩾ 2 це накриття унiверсальне в силу прикладу 3.6.4.

Приклад 3.7.17. Нехай тепер G = Zn = {[0], . . . , [n − 1]} – група за-
лишкiв за модулем n з прикладу А.5, X = S1 – коло (яке знову отото-
жнюємо з множиною комплексних чисел модуля 1), а дiя задається умовою
[k] · ei t = e

2πi k
n ei t = ei(t+

2πk
n ), тобто клас еквiвалентностi [k] дiє обертанням

кола на кут 2πk
n . Це коректно визначена дiя (чому?), вона неперервна (бо

обертання неперервнi) та цiлком розривна: для x ∈ S1 у якостi U вiзьмемо
вiдкриту дугу довжини 2π

n , що мiстить x (або знову ж використаємо твер-
дження 3.7.12). Визначимо вiдображення p : S1 → S1 умовою p(ei t) = ei nt.
Воно переводить усi точки кожної орбiти Zn · ei t в одну точку ei nt кола (й рi-
знi орбiти – у рiзнi точки), тому факторизується у бiєкцiю S1/Zn

→ S1 (див.
рис. 3.6). Можна сказати, що p ”намотує” коло на себе n разiв. Його факто-
ризацiя є гомеоморфiзмом (покажiть це), тобто S1/Zn

∼= S1. Ототожнюючи
цi простори, маємо за твердженням 3.7.11, що (S1, S1, p) – накриття кола, де
канонiчнiй проєкцiї вiдповiдає описане вище вiдображення p. Усi шари цього
накриття складаються з n елементiв, тобто воно n-листове. Зауважимо, що
при n = 1 це тривiальне накриття з прикладу 3.7.2, а при n = 2 – накриття
проєктивної прямої RP 1 ∼= S1 з попереднього прикладу.

Рис. 3.6: Дiя групи Zn на коло S1 i накриття кола колом
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Приклад 3.7.18. Розглянемо дiю тiєї ж групи G = Zn, що у попередньому
прикладi, на тривимiрнiй сферi X = S3. Її зручно представляти як одини-
чну сферу у просторi C2, що очевидним чином ототожнюється з R4, тобто
як множину пар комплексних чисел, сума квадратiв модулiв яких дорiвнює
одиницi:

S3 =
{
(z, w) ∈ C2

∣∣ |z|2 + |w|2 = 1
}
.

З урахуванням цього ототожнення дiя Zn на S3, що крiм натурального n
визначається деяким взаємно простим з ним натуральним числом m < n,
задається умовами

[k] · (z, w) =
(
e

2πi k
n z, e

2πimk
n w

)
для будь-яких [k] ∈ Zn, (z, w) ∈ S3. Зауважимо, що пара комплексних чисел
у правiй частинi попередньої рiвностi теж належить до S3, бо множення на
комплекснi числа модуля 1 не змiнює модулi z i w. Тому з аналогiчних до
попереднього прикладу мiркувань випливає, що це коректно визначена непе-
рервна дiя (перевiрте це). Вона цiлком розривна в силу твердження 3.7.12.
Простiр орбiт цiєї дiї позначається через L(n,m) i зветься лiнзовим просто-
ром. Таким чином, (S3, L(n,m), p), де p – канонiчна проєкцiя, є n-листовим
накриттям цього простору в силу твердження 3.7.11 i зауваження пiсля нього.
Це накриття унiверсальне за прикладом 3.6.4. Зокрема, L(2, 1) гомеоморфний
RP 3, а накриття у цьому випадку те ж, що у прикладi 3.7.16 для n = 3 (чо-
му?). Детальнiше про лiнзовi простори та їхнi узагальнення див., наприклад,
у [17, с. 144-146].

Також приклади накрить виникають у комплексному аналiзi як т. зв. рi-
мановi поверхнi функцiй комплексної змiнної. Див, наприклад, [6, c. 50-59,
69-70, 164-166].

3.8 Накриття та шляхи

Для опису фундаментальної групи за допомогою накрить нам потрiбно спо-
чатку сформулювати та довести кiлька важливих технiчнiх результатiв, що
стосуються шляхiв.

Лема 3.8.1 (Про пiдняття шляху). Нехай (X, Y, p) – накриття, а f : I →
Y – шлях у його базi з початком у точцi f(0) = y. Тодi для будь-якої
x ∈ p−1(y) iснує єдиний шлях f̃ : I → X у накриваючому просторi, що по-
чинається в x i накриває f : f̃(0) = x, p ◦ f̃ = f .

Доведення.
За означеням накриття, для будь-якого t ∈ I iснує правильно накритий

вiдкритий окiл Ut ∋ f(t). Тодi {f−1(Ut)}t∈I – вiдкрите покриття компактно-
го I. Застосувавши лему Лебега, оберемо число Лебега δ > 0 цього покриття
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i натуральне m таке, що 1
m < δ. Тодi для будь-якого i = 1,m iснує ti таке, що

f([ i−1
m , im ]) ⊂ Uti. Далi позначатимемо Ui := Uti.

Рис. 3.7: Побудова пiдняття шляху

Прообраз p−1(U1) є об’єднанням⋃
α∈A1

Ũ1α околiв, що правильно накри-

вають U1, й мiстить, зокрема, про-
образ точки y = f(0). Тому iснує iн-
декс α1 ∈ A1 такий, що x ∈ Ũ1α1

;
позначимо Ũ1 := Ũ1α1

. За означен-
ням, p|Ũ1

– гомеоморфiзм, причому
(p|Ũ1

)−1(y) = x, тому f̃1 := (p|Ũ1
)−1 ◦

f |[0, 1m ] : [0,
1
m ] → Ũ1 коректно визна-

чене i неперервне, тобто є шляхом
(в Ũ1, а отже i в X) з початком
у f̃1(0) = x. За побудовою, вiн на-
криває перший вiдрiзок f : p ◦ f̃1 =
f |[0, 1m ] (див. рис. 3.7). Кiнець цьо-
го шляху лежить у прообразi пра-
вильно накритого U2, для якого ви-
користовуємо аналогiчнi позначення:
f̃1(

1
m) ∈ p−1(f( 1

m)) ⊂ p−1(U2) =⋃
α∈A2

Ũ2α. Тодi iснує iндекс α2 ∈ A2

такий, що f̃1(
1
m) ∈ Ũ2α2

; позначимо
Ũ2 := Ũ2α2

i покладемо f̃2 := (p|Ũ2
)−1◦

f |[ 1m , 2m ] : [
1
m ,

2
m ] → Ũ2. Це шлях в Ũ2

i в X з початком у f̃1( 1
m), i p ◦ f̃2 = f |[ 1m , 2m ].

Далi аналогiчним чином обираємо околи Ũi, що правильно накривають Ui,
й будуємо шляхи f̃i := (p|Ũi

)−1 ◦ f |[ i−1
m , i

m ] : [
i−1
m , im ] → Ũi для кожного i вiд 3

до m. Нарештi, визначимо f̃ : I → X умовою f̃ |[ i−1
m , i

m ] = f̃i для кожного i (пор.
з конструкцiєю у прикладi 3.6.4). За побудовою це коректно визначений шлях,
f̃(0) = f̃1(0) = x i p ◦ f̃ = f .

Тепер перевiримо єдинiсть такого f̃ . Нехай ˜̃f : I → X – якийсь ще шлях
такий, що ˜̃

f(0) = x i p ◦ ˜̃f = f . Зокрема, p ◦ ˜̃f([0, 1
m ]) = f([0, 1

m ]) ⊂ U1,

тому ˜̃
f([0, 1

m ]) ⊂ p−1(U1) =
⋃

α∈A1

Ũ1α. Оскiльки ˜̃
f([0, 1

m ]) мiстить ˜̃
f(0) = x,

вона перетинається з Ũ1, що є вiдкритозамкненою пiдмножиною p−1(U1) (див.

зауваження пiсля вправи 3.7.6). Оскiльки ˜̃f([0, 1
m ]) до того ж зв’язна як носiй

шляху, ˜̃f([0, 1
m ]) ⊂ Ũ1. З бiєктивностi обмеження p|Ũ1

: Ũ1 → U1 та рiвностi
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вiдображень p ◦ ˜̃f |[0, 1m ] = f |[0, 1m ] = p ◦ f̃ |[0, 1m ] випливає, що ˜̃
f |[0, 1m ] = f̃ |[0, 1m ].

Зокрема, f̃( 1
m) =

˜̃
f( 1

m). Далi повторюємо аналогiчнi мiркування для Ũ2 i т. д.

Таким чином, f̃ =
˜̃
f .

Означення 3.8.2. Шлях f̃ з попередньої леми зветься пiдняттям (або на-
криваючим шляхом) шляху f у накриваючий простiр X.

Також нам знадобиться наступне безпосереднє узагальнення леми про пiд-
няття шляху:

Лема 3.8.3 (Про пiдняття вiдображень квадрата). Нехай (X, Y, p) – накри-
ття, а F : I × I → Y – неперервне вiдображення у його базу таке, що
F (0, 0) = y. Тодi для будь-якої x ∈ p−1(y) iснує єдине неперервне вiдображе-
ння F̃ : I × I → X у накриваючий простiр таке, що F̃ (0, 0) = x i p ◦ F̃ = F .

Доведення. Будемо дiяти як у попередньому доведеннi. Для будь-якого
(t, s) ∈ I × I iснує правильно накритий вiдкритий окiл U(t,s) ∋ F (t, s), тому
{F−1(U(t,s))}t,s∈I є вiдкритим покриттям компактного I × I. Нехай δ > 0 –
якесь його число Лебега. Оберемо натуральне m таке, що

√
2
m < δ. Тодi

для будь-яких i, j = 1,m iснує точка (tij, sij) така, що [ i−1
m , im ] × [j−1

m , jm ] ⊂
F−1(U(tij ,sij)) (бо евклiдовий дiаметр цього квадратика, що дорiвнює його дi-
агоналi

√
2
m , менший за δ), а отже F ([ i−1

m , im ]× [j−1
m , jm ]) ⊂ U(tij ,sij). Позначимо

тодi Uij := U(tij ,sij) (див. рис. 3.8, де через Vij позначенi F−1(Uij)).

Рис. 3.8: Побудова пiдняття
вiдображення квадрата

Прообраз правильно накритого
околу U11 мiстить p−1(y) i має вигляд
p−1(U11) =

⋃
α∈A11

Ũ11α, тому iснує iн-

декс α11 ∈ A11 такий, що x ∈ Ũ11α11
.

Позначимо Ũ11 := Ũ11α11
i покладемо

F̃11 := (p|Ũ11
)−1 ◦ F |[0, 1m ]×[0, 1m ] : [0,

1
m ]×

[0, 1
m ] → Ũ11. Тодi F̃11 неперервне,

i p ◦ F̃11 = F |[0, 1m ]×[0, 1m ]. Зокрема,
образ правої сторони квадратика p ◦
F̃11({ 1

m}× [0, 1
m ]) = F ({ 1

m}× [0, 1
m ]) ⊂

U11 ∩ U21. Далi вибираємо з околiв,
що правильно накривають U21, окiл
Ũ21, що мiстить F̃11(

1
m , 0), i будуємо

F̃21 := (p|Ũ21
)−1◦F |[ 1m , 2m ]×[0, 1m ] : [

1
m ,

2
m ]×

[0, 1
m ] → Ũ21. Це вiдображення непе-

рервне, p ◦ F̃21 = F |[ 1m , 2m ]×[0, 1m ], i F̃11|{ 1
m}×[0, 1m ] = F̃21|{ 1

m}×[0, 1m ], бо на пiдмножинi
{ 1
m} × [0, 1

m ] обидва цi обмеження збiгаються з (p|Ũ11
)−1 ◦ F |{ 1

m}×[0, 1m ].
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Далi, рухаючися вправо, отримаємо аналогiчним чином вiдображення F̃i1
для усiх i вiд 1 до m. Пiсля цього переходимо на другий рядок квадратикiв,
починаючи з вiдображення F̃12 : [0,

1
m ]× [ 1m ,

2
m ] → Ũ12, що збiгається з F̃11 на

верхнiй сторонi [0, 1
m ]×{ 1

m} нижнього лiвого квадратика. Далi отримаємо та-
ким чином вiдображення F̃i2 i т. д. Зрештою, ми отримаємо набiр неперервних
вiдображень F̃ij : [ i−1

m , im ]×[j−1
m , jm ] → X для усiх пар i, j = 1,m, що узгодженi

на перетинах їхнiх областей визначення i є такими, що p◦F̃ij = F |[ i−1
m , i

m ]×[ j−1
m , jm ]

для усiх i та j. Визначимо тепер F̃ : I × I → X умовою F̃ |[ i−1
m , i

m ]×[ j−1
m , jm ] = F̃ij

для кожної пари i, j = 1,m. За побудовою це коректно визначене неперерв-
не вiдображення, F̃ (0, 0) = F̃11(0, 0) = x i p ◦ F̃ = F . Єдинiсть такого F̃
перевiряється аналогiчно до попереднього доведення (зробiть це).

Вправа 3.8.4. Сформулювати та довести узагальнення цiєї леми на вiдобра-
ження n-вимiрного куба In для довiльного n.

Твердження про iснування та єдинiсть пiднять вiдображень довiльного
простору у базу накриття, що узагальнюють двi попереднi леми та вправу,
можна знайти у [17, с. 60-63] або [20, с. 162-169]

Лема 3.8.5 (Про накриваючу гомотопiю). Нехай f, g : I → Y – шляхи у базi
деякого накриття (X, Y, p), що гомотопнi й мають спiльний початок у то-
чцi y: f ∼ g, y = f(0) = g(0), а f̃ , g̃ : I → X – пiдняття f i g вiдповiдно
у накриваючий простiр зi спiльним початком у деякiй точцi x ∈ p−1(y).
Тодi цi пiдняття теж гомотопнi, зокрема, їхнi кiнцi збiгаються: f̃ ∼ g̃

i f̃(1) = g̃(1).

Доведення.

Рис. 3.9: Лема про
накриваючу гомотопiю

Твердження цiєї леми проiлюстроване на
рис. 3.9. Нехай F : I × I → Y – гомотопiя
шляхiв f i g. Тобто це неперервне вiдображе-
ння, F (t, 0) = f(t), F (t, 1) = g(t), F (0, s) = y
i F (1, s) = f(1) = g(1) для будь-яких t, s ∈ I.
Зокрема, F (0, 0) = y. Тодi з леми 3.8.3 ви-
пливає, що iснує неперервне F̃ : I × I → X
таке, що F̃ (0, 0) = x i p ◦ F̃ = F . Зауважимо,
що тодi s 7→ F̃ (0, s) – шлях у X з початком
у x, що є пiдняттям шляху s 7→ F (0, s) = y
в Y . Але цей шлях в Y є постiйним ey за
умовою на F , тому постiйний шлях ex є його
пiдняттям з початком у x. Тодi s 7→ F̃ (0, s)
дорiвнює ex в силу єдиностi в лемi 3.8.1, тоб-
то F̃ (0, s) = x для будь-якого s.
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Далi дiємо аналогiчно. Розглянемо шляхи t 7→ F̃ (t, 0) i t 7→ F̃ (t, 1). З до-
веденого вище випливає, що вони мають спiльний початок у точцi x. При
цьому вони є пiдняттями шляхiв F (·, 0) = f i F (·, 1) = g вiдповiдно. З єди-
ностi в лемi 3.8.1 маємо тодi, що вони повиннi дорiвнювати f̃ i g̃ вiдповiдно,
тобто F̃ (t, 0) = f̃(t) i F̃ (t, 1) = g̃(t) для будь-якого t. Зокрема, F̃ (1, 0) = f̃(1).
Позначимо цю точку через z. Тодi s 7→ F̃ (1, s) є пiдняттям F (1, ·) = ef(1)
з початком у z, i знову ж з єдиностi в лемi 3.8.1 випливає, що це ez, тобто
F̃ (1, s) = z для будь-якого s, зокрема g̃(1) = F̃ (1, 1) = z = f̃(1). Встановлене
вище означає, що F̃ – гомотопiя шляхiв f̃ i g̃.

Твердження про пiдняття гомотопiї вiдображень з довiльного простору,
що можна використати для узагальнення попередньої леми, наведене у [17,
с. 60]. Наслiдком леми про накриваючу гомотопiю є, зокрема, теорема про
монодромiю з комплексного аналiзу, що встановлює достатнi умови iснування
та єдиностi аналiтичного продовження функцiї комплексної змiнної (див. [6,
c. 156-159]). Iншi застосування технiки пiднять можна знайти у наступних
вправах та у багатьох твердженнях параграфа 3.9.

Вправа 3.8.6. Нехай (X,Y, p) – накриття, де простiр Y локально лiнiйно
зв’язний. Показати, що тодi будь-яка вiдкрита однозв’язна пiдмножина Y

є правильно накритою.

Вправа 3.8.7. Вiдображення топологiчних просторiв p : X → Y зветься ло-
кальним гомеоморфiзмом, якщо для будь-якої точки x ∈ X iснує вiдкритий
окiл U ∋ x такий, що p(U) вiдкрита i обмеження p|U : U → p(U) – гомеомор-
фiзм (вiдносно iндукованих топологiй).

1. Показати, що будь-який локальний гомеоморфiзм є неперервним вiд-
критим вiдображенням. Вивести з цього, що вiдображення топологiчних
просторiв є гомеоморфiзмом тодi й тiльки тодi, коли це бiєкцiя i локаль-
ний гомеоморфiзм.

2. Показати, що для будь-якого накриття (X,Y, p) вiдображення p є ло-
кальним гомеоморфiзмом.

3. Нехай p : X → Y – сюр’єктивний локальний гомеоморфiзм хаусдорфо-
вих локально лiнiйно зв’язних топологiчних просторiв, що є власним вiд-
ображенням, тобто прообрази компактних пiдмножин Y компактнi в X.
Показати, що тодi (X, Y, p) – накриття i що, крiм того, воно скiнченноли-
стове, тобто шар над будь-якою точкою скiнченний. Пiдказка: спочатку
показати, що для вiдображення p виконується твердження леми 3.8.1.
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3.9 Накриття та фундаментальнi групи

У цьому параграфi ми нарештi сформулюємо i доведемо результати (теоре-
му 3.9.2 i наслiдок 3.9.3), що дозволять обчислювати фундаментальнi групи
топологiчних просторiв за допомогою накрить. Необхiднi для цього алгебраї-
чнi поняття та конструкцiї мiстяться у доповненнi (зокрема, означення А.14–
А.22, твердження А.19 i А.23). Почнемо з дослiдження властивостей iндуко-
ваного гомоморфiзма накриваючого вiдображення для довiльного накриття.

Твердження 3.9.1. Нехай (X, Y, p) – накриття, а p∗ : π1(X, x) → π1(Y, y) –
гомоморфiзм фундаментальних груп, що iндукований вiдображенням p у де-
якiй точцi x ∈ X, де y = p(x) ∈ Y .

1. Гомоморфiзм p∗ є iн’єктивним.

2. Гомотопiчний клас деякої петлi f в y мiститься в образi p∗ тодi
й тiльки тодi, коли пiдняття f у накриваючий простiр з початком
у x має кiнець теж у x, тобто є петлею в x.

При цьому за пунктом 2. твердження А.23 образ Im p∗ = p∗(π1(X, x)) го-
моморфiзма p∗ є пiдгрупою групи π1(Y, y), а з iн’єктивностi та наслiдку А.25
випливає, що π1(X, x) ≃ p∗(π1(X, x)).

Доведення.

1. З пункту 1. твердження А.23 випливає, що достатньо перевiрити рiв-
нiсть Ker p∗ = {[ex]}. Нагадаємо, що p∗([f ]) = [p ◦ f ] для будь-якого
гомотопiчного класу петель [f ] ∈ π1(X, x). Нехай [f ] ∈ Ker p∗, тобто
[ey] = p∗([f ]) = [p ◦ f ], що означає гомотопнiсть петель ey i p ◦ f . (Єдинi
за лемою 3.8.1) пiдняття цих петель в X з початком у x – це ex i f вiд-
повiдно. Тодi з леми 3.8.5 отримуємо, що ex ∼ f , тобто [f ] = [ex]. Це й
означає, що Ker p∗ = {[ex]}.

2. Дiйсно, клас [f ] ∈ π1(Y, y) належить до p∗(π1(X, x)) тодi й тiльки тодi,
коли має вигляд p∗([g̃]) = [p ◦ g̃] для деякої петлi g̃ в x, що є (єдиним за
лемою 3.8.1) пiдняттям петлi g := p◦g̃ з початком у x. При цьому рiвнiсть
[f ] = [p ◦ g̃] = [g] еквiвалентна в силу леми 3.8.5 тому, що пiдняття f̃

петлi f з початком у x гомотопне g̃ i тому теж є петлею (точнiше, ця
лема потрiбна для доведення необхiдностi, а при доведеннi достатностi
можна просто покласти g̃ := f̃).

Теорема 3.9.2 (Обчислення фундаментальної групи за допомогою накри-
ття). Нехай X та Y – лiнiйно зв’язнi топологiчнi простори, а (X,Y, p) –
накриття.
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1. Для будь-яких y ∈ Y та x ∈ p−1(y) iснує бiєкцiя мiж множиною пра-
вих класiв сумiжностi фундаментальної групи π1(Y, y) за пiдгрупою
p∗(π1(X, x)) i шаром p−1(y).

2. Якщо (X,Y, p) = (X,X/G, p), де G – група, що дiє на X неперервно та
цiлком розривно, а p – канонiчна проєкцiя, то p∗(π1(X, x)) – нормаль-
на пiдгрупа π1(X/G, G · x) для будь-якої x ∈ X, i бiєкцiя з пункту 1.
є iзоморфiзмом груп

π1(X/G, G · x)/p∗(π1(X, x)) ≃ G.

Якщо простiр X лiнiйно зв’язний, а (X, Y, p) – накриття, то з неперерв-
ностi й сюр’єктивностi p випливає, що простiр Y = p(X) також лiнiйно
зв’язний, тому умову на нього можна прибрати з формулювання теореми.
Те, що у пунктi 1. йдеться саме про правi класи, теж насправдi несуттєве, бо
мiж множинами лiвих та правих класiв сумiжностi за пiдгрупою iснує бiєкцiя.
У пунктi 2. ми використовуємо твердження 3.7.11 (згiдно з яким (X,X/G, p) –
дiйсно накриття) i ототожнення шарiв даного накриття з групою G iз заува-
ження пiсля цього твердження. Якщо, як у пунктi 2., p∗(π1(X, x)) є нормаль-
ною пiдгрупою π1(Y, y), то визначена в силу твердження А.19 факторгру-
па π1(Y, y)/p∗(π1(X, x)), що знаходиться у бiєктивнiй вiдповiдностi з шаром
p−1(y) за пунктом 1., iнколи зветься групою монодромiї накриття (X, Y, p)
у точцi x (див. також теорему 3.9.19 та наслiдок 3.9.21 далi).

Доведення.

Рис. 3.10: Побудова вiдображення
з фундаментальної групи у шар

Отже, нехай x ∈ X i y = p(x).
Для кожного класу петель [f ] ∈
π1(Y, y) нехай f – деякий його пред-
ставник (петля в y), а f̃ – пiдня-
ття петлi f з початком у x (що
iснує i єдине за лемою 3.8.1). Воно
повинне закiнчуватися у деякiй то-
чцi з p−1(f(1)) = p−1(y). Покладе-
мо α([f ]) := f̃(1) (див. рис. 3.10).
Покажемо перш за все, що так мо-
жна коректно визначити вiдображе-
ння α : π1(Y, y) → p−1(y). Нехай f

i g – петлi в y, для яких [f ] = [g], тоб-
то f ∼ g. Тодi f̃ ∼ g̃ за лемою 3.8.5,
зокрема, f̃(1) = g̃(1). Це й означає
коректнiсть визначення α. Перевiри-
мо, що це вiдображення сюр’єктивне. Оскiльки X лiнiйно зв’язний, для будь-
якої z ∈ p−1(y) iснує шлях h, що з’єднує x i z. Тодi (p ◦ h)(0) = p(x) = y
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i (p◦h)(1) = p(z) = y, тобто p◦h – петля в y, i в наших позначеннях h = p̃ ◦ h
(пiдняття p ◦ h з початком у x), тому α([p ◦ h]) = h(1) = z, що й демонструє
сюр’єктивнiсть α.

Позначимо H := p∗(π1(X, x)). Як зазначалося вище, це пiдгрупа групи
π1(Y, y). Щоб довести пункт 1., нам залишилося показати, що α([f ]) = α([g])
тодi й тiльки тодi, коли рiвнi класи сумiжностi H[f ] = H[g] за H у π1(Y, y).
Дiйсно, у цьому випадку ми можемо факторизувати α у коректно визначене
iн’єктивне вiдображення з множини правих класiв сумiжностi π1(Y, y) за H
у p−1(y), що визначене умовою H[f ] 7→ α([f ]) = f̃(1), i це буде сюр’єкцiєю,
бо α – сюр’єкцiя. Так i отримаємо потрiбну бiєкцiю.

Отже, нехай α([f ]) = α([g]), тобто f̃(1) = g̃(1). Тодi добуток шляхiв f̃ ∗ g̃
визначений i є петлею в x, тому задає гомотопiчний клас [f̃ ∗ g̃] ∈ π1(X, x).
Звiдси за означеннями маємо

[f ][g]−1 = [f ∗ g] = [(p ◦ f̃) ∗ (p ◦ g̃)] =

= [p ◦ (f̃ ∗ g̃)] = p∗([f̃ ∗ g̃]) ∈ p∗(π1(X, x)) = H.

Таким чином, [f ][g]−1 ∈ H, що еквiвалентне H[f ] = H[g] (чому?).
Тепер нехай H[f ] = H[g], тобто iснує [h] ∈ H таке, що [f ] = [h][g] =

[h ∗ g], отже f ∼ h ∗ g. Оскiльки [h] ∈ p∗(π1(X, x)), h̃(1) = x за пунктом 2.
твердження 3.9.1. Тому визначений шлях h̃∗g̃, що накриває h∗g i починається
в x, тобто h̃ ∗ g = h̃ ∗ g̃. Тодi

α([f ]) = f̃(1) = h̃ ∗ g(1) = h̃ ∗ g̃(1) = g̃(1) = α([g]),

де друга рiвнiсть випливає з гомотопностi f ∼ h ∗ g i леми 3.8.5. Це завершує
доведення пункту 1.

Нехай тепер (X, Y, p) = (X,X/G, p), де група G дiє на X неперервно та
цiлком розривно, i x ∈ X. Ототожнимо p−1(G · x) з G як у зауваженнi пiсля
твердження 3.7.11: a · x ↔ a, де a ∈ G (нагадаємо, що це бiєкцiя, бо дiя
вiльна). За допомогою цього ототожнення перетворимо α iз доведення пун-
кту 1. на вiдображення α : π1(X/G, G · x) → G, тобто тепер у введених вище
позначеннях f̃(1) = α([f ]) · x для кожного [f ] ∈ π1(X/G, G · x). Тодi з уже
доведеного випливає, що α коректно визначене та сюр’єктивне.

Покажемо, що α є гомоморфiзмом груп π1(X/G, G · x) i G. Нехай [f ], [g] ∈
π1(X/G, G ·x). Для пiднять f̃ i g̃ петель f i g вiдповiдно з початком у x маємо
f̃(1) = α([f ]) · x i g̃(1) = α([g]) · x. Тепер зауважимо, що шлях α([f ]) · g̃ :=
λα([f ]) ◦ g̃ : t 7→ α([f ]) · g̃(t) теж накриває g, бо

(p ◦ (α([f ]) · g̃))(t) = G · (α([f ]) · g̃(t)) = G · g̃(t) = (p ◦ g̃)(t) = g(t)

для кожного t. Друга рiвнiсть тут випливає з того, що {aα([f ]) | a ∈ G} = G
(аналогiчно до дослiдження властивостей вiдображення p у доведеннi твер-
дження 3.7.11). Крiм того, шлях α([f ]) · g̃ починається в α([f ]) · g̃(0) =
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α([f ]) ·x = f̃(1). Тому визначений шлях f̃ ∗ (α([f ]) · g̃) з початком у f̃(0) = x,
що накриває f ∗ g, тобто f̃ ∗ g = f̃ ∗ (α([f ]) · g̃). Отже за означеннями

α([f ][g]) · x = α([f ∗ g]) · x = f̃ ∗ g(1) = f̃ ∗ (α([f ]) · g̃)(1) =

= α([f ]) · g̃(1) = α([f ]) · (α([g]) · x) = α([f ])α([g]) · x,
звiдки маємо α([f ][g]) = α([f ])α([g]), що й означає гомоморфнiсть α.

Зауважимо, що ядро α має вигляд Kerα = H = p∗(π1(X, x)). Дiйсно,
з доведення пункту 1. випливає, що α([f ]) = e = α([eG·x]) тодi й тiльки
тодi, коли H[f ] = H[eG·x] = H, тобто [f ] ∈ H. Тому, зокрема, p∗(π1(X, x))
є нормальною пiдгрупою π1(X/G, G · x) за пунктом 1. твердження А.23, i,
оскiльки гомоморфiзм α сюр’єктивний, за пунктом 3. того ж твердження
маємо iзоморфнiсть

π1(X/G, G · x)/p∗(π1(X, x)) = π1(X/G, G · x)/Kerα ≃ Imα = G,

причому iзоморфiзм отримуємо факторизацiєю α: p∗(π1(X, x))[f ] 7→ α([f ]),
тобто це та ж сама бiєкцiя, що й у доведеннi пункту 1. Це, у свою чергу,
завершує доведення пункту 2.

Наслiдок 3.9.3 (Обчислення фундаментальної групи за допомогою унiвер-
сального накриття). Нехай (X,Y, p) – унiверсальне накриття.

1. Для будь-якої y ∈ Y iснує бiєкцiя мiж фундаментальною групою π1(Y, y)
i шаром p−1(y).

2. Якщо (X,Y, p) = (X,X/G, p), де G – група, що дiє на просторi X непе-
рервно та цiлком розривно, а p – канонiчна проєкцiя, то для будь-якої
x ∈ X бiєкцiя з пункту 1. є iзоморфiзмом груп

π1(X/G, G · x) ≃ G.

Доведення. Якщо накриття унiверсальне, то простiр X однозв’язний.
Тобто X (а отже й Y ) лiнiйно зв’язний, i π1(X, x) = {[ex]} для будь-якої
x ∈ X, а отже p∗(π1(X, x)) = {[ey]} для x ∈ p−1(y). Тому твердження пун-
ктiв 1. i 2. випливають з вiдповiдних пунктiв попередньої теореми разом
з прикладом А.21.

Результат пункту 2. цього наслiдку можна записати у спрощених позна-
ченнях (див. зауваження пiсля наслiдку 3.4.8) в силу лiнiйної зв’язностi X:
π1(X/G) ≃ G.

Твердження 3.9.4. Якщо накриваючий простiр X накриття (X, Y, p) лi-
нiйно зв’язний, а його база Y однозв’язна, то p – гомеоморфiзм.
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Доведення. З пункту 1. твердження 3.9.1 i зауваження пiсля його форму-
лювання випливає, що для будь-якої x ∈ X i y = p(x) група π1(X, x) iзомор-
фна пiдгрупi p∗(π1(X, x)) групи π1(Y, y). Але у нас простiр Y однозв’язний,
тобто π1(Y, y) = {[ey]} тривiальна. Тому π1(X, x) теж тривiальна: π1(X, x) =
{[ex]}. Це означає, що X однозв’язний, тому накриття унiверсальне. Тодi
за пунктом 1. наслiдку 3.9.3 кожний шар p−1(y) складається з однiєї точки,
отже сюр’єкцiя p є бiєкцiєю. Вона неперервна за означенням та вiдкрита в си-
лу вправи 3.7.3. Отже p – дiйсно гомеоморфiзм, а накриття тривiальне, як
у прикладi 3.7.2.

Приклад 3.9.5. Накриття (Rn, T n, p) з прикладу 3.7.15 побудоване за допо-
могою дiї групи G = Zn i є унiверсальним. Тому з пункту 2. наслiдку 3.9.3
отримуємо, що для будь-якої y ∈ T n фундаментальна група n-вимiрного то-
ра T n у точцi y iзоморфна Zn: π1(T n, y) ≃ Zn (або просто π1(T n) ≃ Zn, див.
зауваження пiсля згаданого наслiдку). Зокрема, для n = 1 маємо π1(S1, y) =
π1(T

1, y) ≃ Z.
За побудовою у доведеннi теореми 3.9.2, щоб знайти образ при цьому iзо-

морфiзмi гомотопiчного класу петлi f у точцi y ∈ S1, потрiбно побудува-
ти пiдняття f у накриваючий простiр, тобто пряму R, з початком у деякiй
x ∈ p−1(y) (тобто y = e2πix). Це пiдняття закiнчиться у точцi x+ k, де k ∈ Z
й буде образом класу [f ]. Неформально кажучи, k – це кiлькiсть повних обер-
тiв (з урахуванням орiєнтацiї) петлi f навколо центру кола (див. рис. 3.11).
Аналогiчно будуються образи класiв петель i для довiльного n.

Рис. 3.11: Унiверсальне накриття i обчислення фундаментальної групи кола

Зауважимо також, що цей результат узгоджений з твердженням 3.5.5: згi-
дно з його очевидним узагальненням, для кожної точки тора маємо

π1(T
n, y) = π1

(
S1 × . . .× S1︸ ︷︷ ︸

n

,
(
e2πix

1

, . . . , e2πix
n)) ≃

≃ π1
(
S1, e2πix

1)× . . .× π1
(
S1, e2πix

n) ≃ Z× . . .× Z︸ ︷︷ ︸
n

≃ Zn.

У лiтературi ця група також позначається Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸
n

(див. приклад А.13).
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Приклад 3.9.6. Аналогiчним чином, дволистове накриття (Sn,RP n, p) з при-
кладу 3.7.16, що побудоване за допомогою дiї групи G = Z2, є унiверсальним
при n ⩾ 2. Тому для кожної y ∈ RP n фундаментальна група π1(RP n, y) ≃ Z2

(або просто π1(RP n) ≃ Z2) згiдно з пунктом 2. наслiдку 3.9.3. Зауважимо, що
при n = 1 проєктивна пряма RP 1 гомеоморфна колу S1 (див. приклад 2.4.10),
тому π1(RP 1, y) ≃ Z для будь-якої y за гомотопiчною iнварiантнiстю та по-
переднiм прикладом.

Приклад 3.9.7. Розглянемо n-листове накриття (S1, S1, p) з прикладу 3.7.17,
де p : S1 → S1 : ei t 7→ ei nt вiдповiдає дiї групи G = Zn. Тодi для кожної
x ∈ S1 факторгрупа π1(S

1, p(x))/p∗(π1(S
1, x)) повинна бути iзоморфна Zn

за пунктом 2. теореми 3.9.2. Перевiримо це безпосередньо. У прикладi 3.9.5
було встановлено, що π1(S1, x) ≃ π1(S

1, p(x)) ≃ Z – група, що складається
з елементiв вигляду [f ]k для усiх k ∈ Z, де [f ] – гомотопiчний клас будь-якої
петлi f , яка робить один оберт навколо центру кола у додатному напрямку
й вiдповiдає таким чином 1 ∈ Z при iзоморфiзмi (чому?). Iншими словами,
це твiрна цiєї групи у термiнологiї прикладу А.7. Якщо x = e2πi t0, то в яко-
стi такої петлi можна взяти f : t 7→ e2πi (t0+t). Тодi p(f(t)) = e2πi n(t0+t) для
кожного t ∈ I, тому p ◦ f робить n обертiв навколо центру кола у дода-
тному напрямку й пiднiмається у вiдрiзок в унiверсальному накриваючому
просторi R кола (див. приклад 3.9.5), що сполучає точки nt0 i nt0+n, а отже
елемент p∗([f ]) = [p◦f ] фундаментальної групи π1(S1, p(x)) вiдповiдає числу
n ∈ Z. Тодi в силу гомоморфностi p∗ пiдгрупа p∗(π1(S

1, x)) ⊂ π1(S
1, p(x)),

у свою чергу, складається зi степенiв [p ◦ f ]k для усiх k ∈ Z i таким чином
вiдповiдає пiдгрупi nZ ⊂ Z цiлих чисел, що кратнi n (див. приклад А.24).
Отже, наш iзоморфiзм приймає вигляд Z/nZ ≃ Zn. Бiльш того, це той самий
iзоморфiзм, що описаний у прикладi А.24 (перевiрте це).

Приклад 3.9.8. Оскiльки n-листове накриття (S3, L(n,m), p) лiнзового про-
стору L(n,m), що побудоване у прикладi 3.7.18 для будь-яких взаємно про-
стих натуральних чисел m < n за допомогою дiї групи Zn на S3, є унiвер-
сальним, за пунктом 2. наслiдку 3.9.3 фундаментальна група цього просто-
ру π1(L(n,m), y) у будь-якiй точцi y ∈ L(n,m) iзоморфна Zn (або просто
π1(L(n,m)) ≃ Zn; зауважимо, що лiнзовi простори лiнiйно зв’язнi в силу
лiнiйної зв’язностi сфери S3).

Приклад 3.9.9. Нехай Y = S1 ∨ S1 – букет двох кiл зi спiльною точкою y

(див. вправу 2.3.8). Побудуємо його унiверсальне накриття. Для цього почне-
мо з пiдмножини

X0 := [−1, 1]× {0} ∪ {0} × [−1, 1]

площини R2 (тобто ”хреста”, що зображений на рис. 3.12 злiва). На цiй мно-
жинi можна ввести вiдношення еквiвалентностi ∼ умовами (1, 0) ∼ (−1, 0)
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i (0, 1) ∼ (0,−1) (iншi точки еквiвалентнi лише собi), склеївши кiнцi вiдрiз-
кiв. Тодi X0/∼ ∼= S1 ∨ S1 аналогiчно до прикладу 2.2.12, причому канонiчна
проєкцiя вiдповiдає вiдображенню p0 : X0 → S1 ∨ S1, що, зокрема, перево-
дить точку (0, 0) в y. Але (X0, S

1 ∨ S1, p0) не буде накриттям (чому?). Втiм,
на основi цiєї iдеї дiйсно можна побудувати накриття наступним чином.

Рис. 3.12: Побудова унiверсального накриття букета двох кiл

Покладемо X := (⟨a, b⟩ ×X0)/∼, де вiльна група з 2 твiрними ⟨a, b⟩ (див.
приклад А.7) надiлена дискретною топологiєю, а вiдношення еквiвалентностi
∼ визначене умовами (W, (1, 0)) ∼ (Wa, (−1, 0)) i (W, (0, 1)) ∼ (Wb, (0,−1))
для будь-якого слова W ∈ ⟨a, b⟩ (iншi точки еквiвалентнi лише собi). Таким
чином, простiр X утворюється склеюванням копiй X0, що iндексованi еле-
ментами ⟨a, b⟩. Його можна вкласти в R2, як показано на рис. 3.12 справа
(зображенi лише копiї X0, що вiдповiдають словам довжини не бiльшої за 2;
самi цi слова позначають центри вiдповiдних ”хрестiв”; при цьому при збiль-
шеннi слова на один символ ми зменшуємо ”хрест” удвiчi i приклеюємо до
iснуючої конструкцiї вiдповiдно до вiдношення еквiвалентностi). Визначимо
дiю групи ⟨a, b⟩ на просторi X умовою W1 · [(W2, (x, y))] := [(W1W2, (x, y))]
для будь-яких слiв W1,W2 ∈ ⟨a, b⟩ i будь-якої (x, y) ∈ X0, де квадратнi дужки
позначають клас еквiвалентностi вiдносно ∼.

Вправа 3.9.10. Показати, що простiр X є однозв’язним (бiльш того, стя-
жним), дiя ⟨a, b⟩ на ньому – коректно визначеною, неперервною та цiлком
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розривною, i що вiдображення ⟨a, b⟩ · [(W, (x, y))] 7→ p0(x, y) коректно задає
гомеоморфiзм мiж простором орбiт X/⟨a,b⟩ i S1 ∨ S1.

Ототожнимо X/⟨a,b⟩ i S1∨S1 за допомогою цього гомеоморфiзма. Тодi вiд-
ображення p : X → S1 ∨ S1 : [(W, (x, y))] 7→ p0(x, y) вiдповiдатиме канонiчнiй
проєкцiї. Воно, зокрема, переводить центри усiх ”хрестiв” у точку y. Таким
чином, (X,S1∨S1, p) – унiверсальне накриття за попередньою вправою i твер-
дженням 3.7.11. З пункту 2. наслiдку 3.9.3 тодi випливає, що π1(S1∨S1, y) ≃
⟨a, b⟩ (або просто π1(S

1 ∨ S1) ≃ ⟨a, b⟩ в силу лiнiйної зв’язностi S1 ∨ S1).
Таким чином, отримали перший приклад неабелевої фундаментальної гру-
пи. Рiзнi (не тiльки унiверсальне) накриття цього простору також описанi та
вiзуалiзованi у [17, с. 57-60].

Вправа 3.9.11. Аналогiчним чином показати, що фундаментальна група
букета довiльного натурального числа n кiл S1 ∨ . . . ∨ S1︸ ︷︷ ︸

n

iзоморфна вiльнiй

групi з n твiрними ⟨a1, . . . , an⟩, що описана у прикладi А.7 (при n = 1 це
випливає з прикладу 3.9.5).

Вправа 3.9.12. Нехай x1, . . . , xn – попарно рiзнi точки R2. Показати, що
простiр R2 \ {x1, . . . , xn} гомотопiчно еквiвалентний S1 ∨ . . . ∨ S1︸ ︷︷ ︸

n

(при n = 1

це встановлено у прикладi 3.2.15), а отже його фундаментальнi групи також
iзоморфнi вiльнiй групi з n твiрними в силу гомотопiчної iнварiантностi та
попередньої вправи.

Рис. 3.13: Задача про картину

Фундаментальна група простору
R2 \ {x1, . . . , xn} (або S1 ∨ . . . ∨ S1︸ ︷︷ ︸

n

)

використовується, зокрема, у т. зв.
задачах про картини. Найпростiша
з них формулюється наступним чи-
ном. У стiну вбито два цвяхи. Треба
закрутити навколо них мотузку, на
якiй висить картина, таким чином,
щоб вона висiла, але падала, якщо
вийняти зi стiни будь-який з цвяхiв.
З попередньої вправи, гомотопiчної
iнварiантностi фундаментальної гру-
пи i прикладу 3.9.9 випливає, що фундаментальна група площини без двох
рiзних точок (цвяхiв) iзоморфна ⟨a, b⟩, де твiрнi a i b вiдповiдають (аналогi-
чно до прикладу 3.9.5) обертанням навколо цвяхiв. Тодi для розв’язку задачi
нам достатньо знайти нетривiальний елемент фундаментальної групи (сло-
во), що перетворюється на тривiальний (порожнє слово) пiсля викреслювання
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з нього усiх символiв a i a−1 або b i b−1, i задає гомотопiчний клас потрiбно-
го розташування мотузки. Найпростiшим таким словом є т. зв. комутатор
a b a−1b−1 елементiв a i b. Вiдповiдне йому закручування мотузки зображене
на рис. 3.13. Як бачимо, воно дiйсно задовольняє умовi задачi. Огляд задач
такого типу та потрiбної для них математичної технiки див. у [12].

Виявляється, що будь-яка група G є фундаментальною групою деякого
топологiчного простору. Бiльш того, завжди можна побудувати неперервну
та цiлком розривну дiю G на деякому стяжному просторi, а отже G є фунда-
ментальною групою простору орбiт цiєї дiї в силу твердження 3.7.11 та пун-
кту 2. наслiдку 3.9.3. Такi простори орбiт, що, як виявляється, визначаються
групою G з точнiстю до гомотопiчної еквiвалентностi, звуться просторами
Ейленберга – Маклейна групиG i позначаються черезK(G, 1). Їх конструкцiї,
приклади та застосування описанi у [17, с. 87-96]. Однозначна визначенiсть
гомотопiчного типу простору K(G, 1) групою G дозволяє використання iн-
ших гомотопiчних iнварiантiв (таких як групи когомологiй) для дослiдження
груп та мотивує знаходити чисто алгебраїчнi описи цих iнварiантiв (див., на-
приклад, [13, с. 776-838]). Загальний простiр Ейленберга – Маклейна K(G,n)
для довiльного натурального n визначається як лiнiйно зв’язний топологi-
чний простiр X, для якого πn(X) ≃ G, а решта гомотопiчних груп тривiальнi
(див. зауваження пiсля означення 3.4.3 i наслiдку 3.4.8). Тут G повинна бути
абелевою групою при n ⩾ 2. Деталi див. у [17, с. 365-366].

Зокрема, з прикладу 3.9.5 випливає, що простором Ейленберга – Маклей-
на K(Zn, 1) є T n, а з розв’язку вправи 3.9.11 можна вивести, що такий про-
стiр вiльної групи з n твiрними K(⟨a1, . . . , an⟩, 1) – це S1 ∨ . . . ∨ S1︸ ︷︷ ︸

n

(або ж

R2 \ {x1, . . . , xn} в силу вправи 3.9.12, бо цей простiр визначений з точнiстю
до гомотопiчної еквiвалентностi). З iншого боку, RP n при n ⩾ 2 i L(n,m)
з прикладiв 3.9.6 i 3.9.8 не є просторами K(Z2, 1) i K(Zn, 1) вiдповiдно, бо
їхнi унiверсальнi накриваючi простори (що визначенi однозначно з точнiстю
до гомеоморфiзма, див. далi теорему 3.9.27 i обговорення пiсля неї) – сфери –
не є стяжними, що доводиться, наприклад, у [17, с. 361] з використанням
вищих гомотопiчних груп.

Iншим простором, фундаментальна група якого iзоморфна довiльнiй G,
є факторпростiр т. зв. комплексу Келi , що будується за допомогою графа Ке-
лi цiєї групи. Ця конструкцiя описана у [17, с. 77-78], а слово ”комплекс”
тут використовується у сенсi, що пояснений у [17, с. 5-8]. Комплекс Келi
є однозв’язним, але не обов’язково стяжним простором, i на ньому G та-
кож дiє неперервно та цiлком розривно, тому G є фундаментальною групою
вiдповiдного простору орбiт.

Наприклад, для вiльної групи з двома твiрними комплексом (i графом)
Келi буде простiр X з прикладу 3.9.9. Те ж буде справедливим i для узагаль-
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нення цього накриваючого простору, яке потрiбно побудувати у розв’язку
вправи 3.9.11.

Також у зв’язку з теоремою 3.9.2 та наслiдком 3.9.3 виникають приро-
днi питання застосовностi цього метода обчислення фундаментальної групи:
за яких умов для даного простору Y iснує унiверсальне накриття (X, Y, p),
чи є воно єдиним (принаймнi з точнiстю до якого-небудь вiдношення еквi-
валентностi) i коли його можна представити у виглядi (X,X/G, p) для непе-
рервної та цiлком розривної дiї деякої групи G? Нижче наведенi результати,
що вiдповiдають на цi питання. Їх доведення та подальшу iнформацiю можна
знайти, наприклад, у [17, с. 56-82], [20, с. 162-175] або [24, с. 477-500]. Почнемо
з вiдповiдi на третє питання, для якої знадобляться деякi додатковi поняття
i конструкцiї.

Означення 3.9.13. Iзоморфiзмом накрить (X,Y, p) i (Z, Y, q) зi спiльною
базою Y зветься гомеоморфiзм φ : X → Z такий, що q ◦ φ = p. Якщо iснує
iзоморфiзм накрить φ : X → Z, то говорять, що (X, Y, p) iзоморфне (Z, Y, q)
(або що вони iзоморфнi). Автоморфiзмом накриття (X,Y, p) зветься його
iзоморфiзм на себе.

Твердження 3.9.14. Iзоморфнiсть є вiдношенням еквiвалентностi накрить
зi спiльною базою Y .

Умову q ◦ φ = p з означення iзоморфiзма накрить можна представити у
виглядi комутативної дiаграми

X

p
  

φ
// Z

q
��

Y

топологiчних просторiв та непервних вiдображень. За означенням, гомеомор-
фiзм φ : X → X є автоморфiзмом накриття (X, Y, p), якщо p ◦ φ = p, тобто
φ переводить будь-який шар p−1(y) цього накриття на себе, переставляючи
його елементи. Зокрема, англiйською автоморфiзм накриття зветься з цiєї
причини deck transformation – ”перетворенням колоди” (карт). Множину усiх
автоморфiзмiв накриття (X, Y, p) позначатимемо через Aut(X,Y, p). Насту-
пне твердження демонструє, що за додаткової умови лiнiйної зв’язностi про-
сторiв X та Y це якраз i буде потрiбна нам група, що дiє на X неперервно
та цiлком розривно:

Твердження 3.9.15. Для будь-якого накриття (X,Y, p) множина його ав-
томорфiзмiв Aut(X, Y, p) з операцiєю композицiї є групою. Умова φ · x :=
φ(x) для φ ∈ Aut(X, Y, p) та x ∈ X визначає неперервну дiю цiєї групи
на X. Якщо до того ж топологiчнi простори X та Y лiнiйно зв’язнi, то
ця дiя цiлком розривна.
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Як було зауважено пiсля формулювання теореми 3.9.2, тут достатньо ви-
магати лiнiйну зв’язнiсть лише вiд X, але ми й надалi будемо записувати цю
умову також i для Y з мiркувань симетрiї. У подальшому ми будемо мати на
увазi саме таку дiю групи автоморфiзмiв Aut(X,Y, p) на X. З iншого боку,
у випадку накриття простору орбiт (X,X/G, p) з твердження 3.7.11 у нас вже
є група G, що дiє неперервно та цiлком розривно на X. Виявляється, що для
лiнiйно зв’язного X можна побудувати канонiчним чином iзоморфiзм мiж
групами G i Aut(X,X/G, p), що пов’язує цi дiї:

Твердження 3.9.16. Якщо група G дiє на лiнiйно зв’язному топологiчно-
му просторi X неперервно та цiлком розривно, то вiдображення G →
Aut(X,X/G, p), що ставить у вiдповiднiсть елементу групи a ∈ G гомео-
морфiзм λa : X → X, є iзоморфiзмом груп.

Хоча ми й знаємо тепер, що група Aut(X, Y, p) дiє на лiнiйно зв’язному
накриваючому просторi X неперервно та цiлком розривно, залишається пи-
тання, коли база Y є простором орбiт. Сформулюємо тепер необхiдну та до-
статню умову того, що це так, тобто (X, Y, p) у певному сенсi еквiвалентне
накриттю простору орбiт X/Aut(X,Y,p) дiї з твердження 3.9.15:

Твердження 3.9.17. Нехай X та Y – лiнiйно зв’язнi топологiчнi просто-
ри, а (X,Y, p) – накриття. Тодi група Aut(X, Y, p) дiє на шарi p−1(y) тран-
зитивно для будь-якої точки y ∈ Y тодi й тiльки тодi, коли iснує гомео-
морфiзм ψ : Y → X/Aut(X,Y,p) такий, що

ψ(p(x)) = Aut(X,Y, p) · x

для будь-якої точки x ∈ X.

Умова на ψ з цього твердження еквiвалентна комутативностi дiаграми

X
p

�� %%

Y
ψ

//X/Aut(X,Y,p)

просторiв та непервних вiдображень. Тут права стрiлочка – канонiчна проє-
кцiя на простiр орбiт. Пор. з наведеною вище дiаграмою, що iлюструє означе-
ння iзоморфiзма. Аналогiчним чином можна визначити ще одне вiдношення
еквiвалентностi накрить – цього разу зi спiльним накриваючим простором X
(як саме?). Накриття з властивiстю, що описана у твердженнi 3.9.17, мають
спецiальну назву:

Означення 3.9.18. Накриття (X,Y, p), де топологiчнi простори X та Y лi-
нiйно зв’язнi та локально лiнiйно зв’язнi, зветься регулярним (або накрит-
тям Галуа), якщо група Aut(X,Y, p) дiє на шарi p−1(y) транзитивно для
будь-якої точки y ∈ Y .
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Виявляється, що для будь-якого накриття (X, Y, p) простiр X є локально
лiнiйно зв’язним тодi й тiльки тодi, коли таким є Y (покажiть це), тому вико-
нання цiєї умови достатньо вимагати вiд будь-якого з цих просторiв, але ми
знову ж далi будемо записувати її для обох з мiркувань симетрiї. Наведемо
тепер зручний алгебраїчний критерiй регулярностi накриття:

Теорема 3.9.19. Накриття (X, Y, p), де топологiчнi простори X та Y лi-
нiйно зв’язнi та локально лiнiйно зв’язнi, є регулярним тодi й тiльки тодi,
коли для будь-якої x ∈ X пiдгрупа p∗(π1(X, x)) є нормальною в π1(Y, p(x)) .

Пор. з нормальнiстю пiдгрупи у пунктi 2. теореми 3.9.2: там вона виплива-
ла саме з того, що накриття мало потрiбний нам вигляд. З лiнiйної зв’язностi
простору X можна вивести, що ”для будь-якої x ∈ X” у формулюваннi тео-
реми можна за потреби замiнити на ”iснує така x ∈ X, що”.

Наслiдок 3.9.20. Будь-яке унiверсальне накриття лiнiйно зв’язного та ло-
кально лiнiйно зв’язного топологiчного простору є регулярним.

З пунктiв 2. теореми 3.9.2 та наслiдку 3.9.3 тодi отримаємо наступне:

Наслiдок 3.9.21. Якщо накриття (X,Y, p) регулярне, то його групи мо-
нодромiї iзоморфнi його групi автоморфiзмiв:

π1(Y, p(x))/p∗(π1(X, x)) ≃ Aut(X,Y, p)

для будь-якої точки x ∈ X. Якщо це накриття є унiверсальним, то

π1(Y, y) ≃ Aut(X,Y, p)

для будь-якої точки y ∈ Y .

Перейдемо до питань про умови iснування та можливу єдинiсть унiвер-
сального накриття. Насправдi наша вiдповiдь буде стосуватися набагато бiльш
широкого класу накрить. Для того, щоб її сформулювати, спочатку введемо
локальний аналог поняття однозв’язностi:

Означення 3.9.22. Топологiчний простiр X будемо називати напiвлокально
однозв’язним, якщо для будь-якої точки x ∈ X iснує вiдкрита U ∋ x така,
що будь-яка петля в x пiдпростору U гомотопна постiйнiй у X.

Приклад 3.9.23. Будь-який однозв’язний (зокрема стяжний) простiр є на-
пiвлокально однозв’язним: достатньо взяти U = X.

Приклад 3.9.24. Коло S1 є прикладом неоднозв’язного (згiдно з прикла-
дом 3.9.5), але напiвлокально однозв’язного простору: у якостi U можна взя-
ти будь-яку вiдкриту дугу, що мiстить x, тодi потрiбна властивiсть випливає
з її однозв’язностi.
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Приклад 3.9.25 (”Гавайська сережка”). Розглянемо пiдмножину X =
∞⋃
n=1

Sn

площини R2, де Sn – коло радiуса 1
n з центром у ( 1n , 0) (див. рис. 3.14). Будь-

який вiдкритий (у iндукованiй з площини топологiї цього простору) окiл U
точки x = (0, 0) мiститиме для достатньо великого n коло Sn, що є носiєм
деякого шляха, негомотопного ex (знову ж в силу прикладу 3.9.5). Отже,
цей простiр не є напiвлокально однозв’язним. Тому вiн не має унiверсального
накриття в силу наступного твердження.

Твердження 3.9.26. Якщо у топологiчного простору Y iснує унiверсальне
накриття (X,Y, p), то Y напiвлокально однозв’язний.

Теорема 3.9.27 (Про iснування та єдинiсть накрить). Нехай топологiчний
простiр Y лiнiйно зв’язний, локально лiнiйно зв’язний та напiвлокально
однозв’язний, а y ∈ Y – деяка його точка. Тодi для будь-якої пiдгрупи
H ⊂ π1(Y, y) iснує накриття (X,Y, p) з лiнiйно зв’язним X та вiдмiченою
точкою x ∈ X таке, що p(x) = y i p∗(π1(X, x)) = H. Це накриття є єдиним
з точнiстю до iзоморфiзма у наступному сенсi: якщо (X,Y, p) i (Z, Y, q) –
накриття з лiнiйно зв’язними X i Z та вiдмiченими точками x ∈ X

i z ∈ Z вiдповiдно такi, що p(x) = q(z) = y i p∗(π1(X, x)) = q∗(π1(Z, z)) = H,
то iснує єдиний гомеоморфiзм φ : X → Z такий, що φ(x) = z i q ◦ φ = p.

Рис. 3.14: ”Гавайська сережка”

Таким чином, пiдгрупа p∗(π1(X, x)) пев-
ним чином визначає накриття. Тому вона iн-
коли називається групою накриття (X,Y, p)
у точцi x. Обираючи в умовах цiєї теореми
нормальнi пiдгрупи H, матимемо регулярнi
накриття в силу теореми 3.9.19, зокрема унi-
версальне (для H = {[ey]}; з пункту 1. твер-
дження 3.9.1 i зауваження пiсля його фор-
мулювання тодi випливатиме, що π1(X, x) =
{[ex]}). Бачимо, що теорема 3.9.27 дiйсно вiд-
повiдає на першi два з наших питань.

Теорема 3.9.27 разом з пунктом 1. твер-
дження 3.9.1 дозволяє, зокрема, використо-

вувати технiку накрить для дослiдження пiдгруп. Наприклад, накриття буке-
та двох кiл S1∨S1, що зображенi на [17, с. 58] та аналогiчнi до них демонстру-
ють, що вiльна група з двома твiрними ⟨a, b⟩, що є (з точнiстю до iзоморфiзма)
фундаментальною групою цього простору згiдно з прикладом 3.9.9, мiстить
пiдгрупи, що iзоморфнi вiльним групам з довiльною скiнченною кiлькiстю
твiрних та навiть вiльнiй групi злiченного рангу, тобто зi злiченною мно-
жиною твiрних (див. узагальнене означення вiльної групи наприкiнцi при-
кладу А.7), бо саме такi групи є фундаментальними для перелiчених там
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накриваючих просторiв.
Той факт, що усi цi простори мають саме вiльнi фундаментальнi групи,

теж не є випадковим. Справа у тому, що букети кiл є графами, тобто одно-
вимiрними клiтинними просторами (CW -просторами, CW -комплексами),
що утворюються склеюванням деякої множини вiдрiзкiв (ребер графа) кiн-
цями, класи еквiвалентностi яких перетворюються на вершини графа (див.
точнi означення у [17, с. 5-8, 83]), а будь-який накриваючий простiр графа
теж є графом, як показано у [17, с. 85]. У свою чергу, фундаментальнi гру-
пи графа є вiльними, що доводиться у [17, с. 83-85]. Це випливає з того, що
будь-який (лiнiйно) зв’язний граф мiстить стяжну пiдмножину (максимальне
дерево), що включає усi його вершини, а факторизацiя за такою пiдмножиною
(тобто ”стягування” усiх вершин в одну) дає гомотопiчно еквiвалентний про-
стiр, що гомеоморфний букету кiл. Фундаментальна ж група такого простору
є вiльною за вправою 3.9.11 та її узагальненням на нескiнченнi букети кiл.
Таким чином, кожна пiдгрупа H ⊂ ⟨a, b⟩ згiдно з теоремою 3.9.27 iзоморфна
фундаментальнiй групi лiнiйно зв’язного накриваючого простору деякого на-
криття S1∨S1, що є графом, отже H iзоморфна вiльнiй групi. Цi мiркування
залишаються вiрними для вiльних груп з довiльною (зокрема нескiнченною)
множиною твiрних та дають вiдносно нескладне топологiчне доведення на-
ступної класичної теореми з теорiї груп (див. також детальне викладення
у [24, с. 501-515]):

Теорема 3.9.28 (Нiльсен – Шраєр). Будь-яка пiдгрупа вiльної групи iзомор-
фна вiльнiй групi.

Iснують й iншi технiки для обчислення фундаментальних груп, напри-
клад, теорема Зейферта – ван Кампена. Її рiзнi формулювання, доведення
та приклади застосування можна знайти у [17, с. 40-55], [20, с. 176-208], [22,
с. 251-275] та [24, с. 407-445].

3.10 Застосування фундаментальної групи

Результати, що будуть отриманi у цьому параграфi, нагадують застосуван-
ня зв’язностi та теореми про промiжне значення у параграфах 2.10 i 2.12.
Якщо там ми використовували здебiльшого зв’язнiсть сфери Sn при n ⩾ 1
i незв’язнiсть S0, то тут будемо головним чином спиратися на однозв’язнiсть
Sn при n ⩾ 2 (що встановлена у прикладi 3.6.4) i неоднозв’язнiсть S1 (при-
клад 3.9.5). Почнемо з доведень негомеоморфностi.

Приклад 3.10.1. Покажемо, що R2 ≇ Rn при n ⩾ 3. Дiйсно, якщо припу-
стити iснування гомеоморфiзма f мiж цими просторами, то простiр R2 \ {0}
повинен бути гомеоморфним Rn \ {f(0)} за наслiдком 1.10.11. Зокрема, цi
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простори повиннi бути гомотопiчно еквiвалентними. Але згiдно з прикла-
дом 3.2.15 (точнiше, його очевидним узагальненням на простiр без довiльної
точки) вони гомотопiчно еквiвалентнi S1 i Sn−1 вiдповiдно. Оскiльки пер-
ший з цих просторiв неоднозв’язний, а другий однозв’язний, це суперечить
гомотопiчнiй iнварiантностi фундаментальної групи.

Вiрне й твердження, що узагальнює приклади 2.10.29 i 3.10.1 (а також
очевидне твердження про негомеоморфнiсть одноточкового R0 i Rn при n ⩾ 1
в силу вiдсутностi рiвнопотужностi): Rm ≇ Rn для будь-яких рiзних цiлих
невiд’ємнихm i n. Приm i n бiльших за 2 воно доводиться аналогiчно до цього
прикладу з використанням вищих гомотопiчних груп (див. зауваження пiсля
означення 3.4.3). Бiльш того, будь-якi двi вiдкритi непорожнi пiдмножини
просторiв Rm i Rn негомеоморфнi при m ̸= n.

Приклад 3.10.2. Аналогiчним чином доводиться негомеоморфнiсть R2
+ ≇

R2, де через Rn
+ := {x ∈ Rn | xn ⩾ 0} будемо позначати замкнений верхнiй

напiвпростiр Rn (у даному випадку напiвплощину). Дiйсно, з їх гомеомор-
фностi як у попередньому прикладi випливало б R2

+ \ {0} ∼= R2 \ {f(0)} ∼ S1

для деякого гомеоморфiзма f , тобто за гомотопiчною iнварiантнiстю фунда-
ментальної групи множина R2

+\{0} повинна була б бути неоднозв’язною. Але
це зiрчата пiдмножина R2 вiдносно будь-якої своєї внутрiшньої точки (вики-
нута точка 0 лежить на межовiй прямiй), тому стяжна, а отже однозв’язна
(приклад 3.6.3), протирiччя.

Тут також справедливим є й загальне твердження: Rn
+ ≇ Rn для будь-

якого натурального n. При n = 1 це випливає з прикладу 2.10.26, а при
n ⩾ 3 – встановлюється аналогiчно до даного прикладу за допомогою вищих
гомотопiчних груп.

Теорема 3.10.3 (Про барабан). Не iснує ретракцiї замкненого круга D2

на його межу – коло S1 = ∂D2.

Доведення. Припустимо супротивне: нехай iснує ретракцiя φ : D2 → S1,
тобто неперервне вiдображення таке, що φ|S1 = idS1. Розглянемо вiдображе-
ння включення i : S1 → D2. Оскiльки тодi φ ◦ i = idS1, φ∗ ◦ i∗ = (φ ◦ i)∗ =
idπ1(S1,x) у будь-якiй точцi x ∈ S1 за пунктами 2. i 3. твердження 3.5.1, де
i∗ : π1(S

1, x) → π1(D
2, x) та φ∗ : π1(D

2, x) → π1(S
1, x) – iндукованi гомо-

морфiзми. З iншого боку, D2 – опукла пiдмножина R2, тобто стяжна, отже
π1(D

2, x) = {[ex]} – тривiальна (приклад 3.6.3). Тодi гомоморфiзми i∗ та φ∗,
а отже й їх композицiя φ∗ ◦ i∗ є тривiальними, тобто переводять будь-який
гомотопiчний клас у [ex] (див. приклад А.9). Але тодi φ∗ ◦ i∗ ̸= idπ1(S1,x), бо
група π1(S1, x) ≃ Z нетривiальна, протирiччя.

Ця теорема також вiрна в узагальненiй формi: не iснує ретракцiї замкненої
кулi Dn на її межу Sn−1 = ∂Dn для будь-якого натурального n. При n = 1 це
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випливає з твердження 2.10.20 (бо ретракцiя була б сюр’єктивним неперев-
ним вiдображенням зв’язного простору D1 на незв’язний S0), а для n ⩾ 3 –
доводиться аналогiчно до попередньої теореми з використанням вищих гомо-
топiчних груп.

Теорема 3.10.4 (Двовимiрна теорема Брауера про нерухому точку). Для
будь-якого неперервного вiдображення φ : D2 → D2 iснує точка x ∈ D2 та-
ка, що φ(x) = x.

Доведення.

Рис. 3.15: Доведення
теореми Брауера

Припустимо, що це не так i φ(x) ̸= x для
будь-якої x ∈ D2. Побудуємо тодi вiдобра-
ження ψ : D2 → S1, де ψ(x) – перетин S1

з променем, що починається у точцi φ(x) (не
включаючи саму цю точку) i проходить че-
рез точку x (див. рис. 3.15).

Тодi ψ коректно визначене (бо завжди
φ(x) ̸= x), неперервне за неперервнiстю φ
(перевiрте це, виписавши його явне задання),
i для будь-якої x ∈ S1 маємо ψ(x) = x за по-
будовою. Тому ψ – ретракцiя D2 на S1, що
суперечить теоремi про барабан.

Теорема Брауера теж справедлива в усiх вимiрностях: для будь-якого не-
перервного вiдображення φ : Dn → Dn, де n – будь-яке натуральне, iснує
x ∈ Dn така, що φ(x) = x (при n = 1 ми це вже доводили у наслiдку 2.12.2).
Вона виводиться з n-вимiрної теореми про барабан для будь-якого n дослiвно
так само, як у попередньому доведеннi. Бiльш того, твердження двох попе-
реднiх теорем еквiвалентнi:

Вправа 3.10.5. Вивести (n-вимiрну) теорему про барабан iз (n-вимiрної)
теореми Брауера.

Вправа 3.10.6. Показати, що якщо топологiчний простiр X гомеоморфний
якомусь ретракту Dn, то вiн теж має властивiсть нерухомої точки: для
будь-якого неперервного вiдображення φ : X → X iснує точка x ∈ X така,
що φ(x) = x.

Як i пара попереднiх теорем, наступна теж має кiлька еквiвалентних фор-
мулювань. Наведемо те з них, що ”пiдказує” перший крок доведення:

Теорема 3.10.7 (Борсук – Улям). Для будь-якого натурального n ⩾ 2 не
iснує непарного неперервного вiдображення φ : Sn → S1, тобто такого, що
переводить дiаметрально протилежнi точки сфери в дiаметрально проти-
лежнi точки кола: φ(−x) = −φ(x) для будь-якої x ∈ Sn.
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Доведення. Отже, припустимо, що таке вiдображення φ iснує. Воно пере-
водить пари дiаметрально протилежних точок Sn у пари дiаметрально проти-
лежних точок S1, тому можна коректно визначити вiдображення ψ : RP n →
RP 1 вiдповiдних дiйсних проєктивних просторiв умовою ψ([x]) := [φ(x)], де
через [x] = Z2 · x = {x,−x} ∈ RP n позначено клас еквiвалентностi (орбiту)
точки x ∈ Sn у RP n = Sn/Z2

, i так само для RP 1: [φ(x)] = Z2 · φ(x) =
{φ(x),−φ(x)} (див. приклад 3.7.16). Якщо p : Sn → RP n i q : S1 → RP 1 –
вiдповiднi канонiчнi проєкцiї, то за побудовою маємо ψ ◦ p = q ◦ φ, тобто
комутативнiсть дiаграми

Sn
φ−−→ S1

p

y yq
RP n ψ−−→ RP 1

вiдповiдних просторiв та їхнiх вiдображень. Зокрема, для будь-якої вiдкритої
U ⊂ RP 1 тодi p−1(ψ−1(U)) = φ−1(q−1(U)). Це вiдкрита множина за неперерв-
нiстю φ та q, а отже ψ−1(U) вiдкрита за побудовою фактортопологiї. Таким
чином, вiдображення ψ неперервне. Також з комутативностi ψ ◦ p = q ◦ φ та
пункту 2. твердження 3.5.1 випливає рiвнiсть ψ∗ ◦ p∗ = q∗ ◦ φ∗, тобто комута-
тивнiсть дiаграми

π1(S
n, x)

φ∗−−→ π1(S
1, φ(x))

p∗

y yq∗
π1(RP n, [x])

ψ∗−−→ π1(RP 1, [φ(x)])

фундаментальних груп та їхнiх (iндукованих) гомоморфiзмiв для довiльної
точки x ∈ Sn. Нехай тепер f ∈ C(I, Sn) – шлях, що з’єднує якiсь двi дiаме-
трально протилежнi точки x i −x, тодi φ ◦ f ∈ C(I, S1) – шлях, що з’єднує
φ(x) i φ(−x) = −φ(x). Оскiльки канонiчнi проєкцiї переводять кожну з цих
пар точок в одну, шляхи f i φ◦f є пiдняттями петель p◦f i q◦φ◦f у накриваю-
чi простори з початками x i φ(x) вiдповiдно. Тому згiдно з прикладами 3.9.5,
3.9.6 i побудовою iзоморфiзма у доведеннi теореми 3.9.2 гомотопiчнi класи
[p ◦ f ] ∈ π1(RP n, [x]) ≃ Z2 i [q ◦ φ ◦ f ] ∈ π1(RP 1, [φ(x)]) ≃ Z є нетривi-
альними елементами вiдповiдних фундаментальних груп, оскiльки пiдняття
петель p ◦ f i q ◦ φ ◦ f не є петлями (тепер квадратнi дужки позначають ще
й гомотопiчний клас, як завжди). При цьому в силу комутативностi маємо

[q ◦ φ ◦ f ] = [ψ ◦ p ◦ f ] = ψ∗([p ◦ f ]).

Оскiльки це нетривiальний елемент групи π1(RP 1, [φ(x)]) ≃ Z, його квадрат
також нетривiальний:[

e[φ(x)]
]
̸= [q ◦ φ ◦ f ][q ◦ φ ◦ f ] = ψ∗([p ◦ f ])ψ∗([p ◦ f ]) =
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= ψ∗([p ◦ f ][p ◦ f ]) = ψ∗
([
e[x]
])

=
[
e[φ(x)]

]
,

за гомоморфнiстю ψ∗ i тим, що у групi π1(RP n, [x]) ≃ Z2 квадрат будь-якого
елемента тривiальний, протирiччя. Iншими словами, протирiччя виникає че-
рез те, що мiж групами, що iзоморфнi Z i Z2, не iснує нетривiальних гомомор-
фiзмiв. Тому ψ∗ повинен бути тривiальним i не може переводити нетривiаль-
ний елемент у нетривiальний. Зауважимо, що друга комутативна дiаграма
вище нам не знадобилася: ми навели її лише для кращого розумiння зв’язкiв
мiж математичними об’єктами, що використовуються у доведеннi.

Наслiдок 3.10.8. Для будь-яких натурального n ⩾ 2 i непарного неперерв-
ного вiдображення φ : Sn → R2 (тобто такого, що φ(−x) = −φ(x) для
будь-якої x ∈ Sn), iснує x ∈ Sn така, що φ(x) = 0.

Доведення. Нехай це не так: φ(x) ̸= 0 для будь-якої x ∈ Sn. Тодi коре-
ктно визначене ψ : Sn → S1 : x 7→ φ(x)

|φ(x)| (де | · | – евклiдова норма R2), що
є неперервним в силу неперервностi φ i непарним, бо φ непарне. Це супере-
чить теоремi Борсука – Уляма.

Наслiдок 3.10.9. Для будь-яких натурального n ⩾ 2 i неперервного вiд-
ображення φ : Sn → R2 iснує x ∈ Sn така, що φ(−x) = φ(x).

Доведення. Достатньо застосувати попереднiй наслiдок до непарного не-
перервного вiдображення ψ : Sn → R2 : x 7→ φ(x)− φ(−x).

Наслiдок 3.10.10. Для жодного натурального n ⩾ 2 не iснує вкладення
сфери Sn у площину R2.

Доведення. Дiйсно, будь-яке неперервне вiдображення Sn → R2 не є
iн’єктивним в силу попереднього наслiдку.

Вправа 3.10.11 (Задача про сендвiч з шинкою). Нехай A,B,C ⊂ R3 – ком-
пактнi вимiрнi пiдмножини. Показати, що тодi iснує площина, що дiлить ко-
жну з множин A, B, C на двi частини рiвного об’єму (див. [20, с. 159-160]).

Вправа 3.10.12. Вивести теорему Борсука – Уляма з тверджень наслiд-
кiв 3.10.8 i 3.10.9, показавши таким чином, що це її еквiвалентнi перефор-
мулювання.

Саме твердження наслiдку 3.10.9 при n = 2 є класичним формулюванням
теореми Борсука – Уляма. Пор. попереднi три наслiдки i вправу з наслiдка-
ми 2.12.3–2.12.5 i вправою 2.12.6 (задачами про млинцi). Зокрема, аналогiчно
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до зауваження пiсля наслiдку 2.12.4, з наслiдку 3.10.9 можна вивести, що
в будь-який момент часу на земнiй кулi iснують двi дiаметрально протиле-
жнi точки з однаковими температурою i атмосферним тиском (якщо вважати
їх неперервними функцiями).

Вiрне наступне узагальнення теореми Борсука – Уляма: не iснує непарного
неперервного вiдображення φ : Sn → Sm для будь-яких цiлого невiд’ємногоm
i натурального n > m. При m = 0 це випливає знову ж iз властивостей
зв’язностi, бо будь-яке непарне вiдображення в S0 сюр’єктивне, простiр Sn

зв’язний, а S0 – нi (i згаданi результати параграфа 2.12 випливають саме звiд-
си). При m ⩾ 2 цю теорему не вдасться, на вiдмiну вiд попереднiх результатiв
цього параграфа, довести простим перенесенням доведення з фундаменталь-
ної на вищi гомотопiчнi групи. Тут потрiбна буде iнша алгебро-топологiчна
технiка (див. [17, с. 174-176]).

Вправа 3.10.13. Сформулювати i вивести з узагальнення теореми Борсука –
Уляма (див. попереднє зауваження) узагальнення наслiдкiв 3.10.8, 3.10.9 (що
будуть еквiвалентними переформулюваннями), 3.10.10 i вправи 3.10.11.

Iншими застосуваннями технiки фундаментальних груп, зокрема iзомор-
фностi π1(S1) i Z, є гомотопiчнi доведення теореми 2.15.10 Жордана для
класичного випадку n = 1 та т. зв. основної теореми алгебри (твердження
про те, що будь-який непостiйний полiном з комплексними коефiцiєнтами має
корiнь), що наведенi у [24, с. 376-394] та [24, с. 353-356] вiдповiдно.



Роздiл 4

Елементи геометричної топологiї:
многовиди та поверхнi

У рiзних задачах математики та її застосувань природним чином зустрiчаю-
ться многовиди, тобто топологiчнi простори, що локально влаштованi як ев-
клiдовий простiр Rn. Зокрема, вони є одним з традицiйних об’єктiв дослiдже-
ння у диференцiальнiй геометрiї, а частину топологiї, що вивчає многовиди
та їхнi вiдображення, часто називають геометричною топологiєю. У цьому
роздiлi ми наведемо означення, основнi приклади та властивостi многовидiв,
а також сформулюємо один з перших нетривiальних результатiв геометричної
топологiї: теорему класифiкацiї компактних зв’язних поверхонь. Крiм наведе-
них наприкiнцi роздiлу посилань на доведення цiєї теореми, для подальшого
ознайомлення з методами геометричної топологiї можна рекомендувати [9],
[22], а також книгу [27], що присвячена тривимiрним многовидам.

4.1 Многовиди

Нагадаємо, що ранiше ми вводили поняття локальної евклiдовостi як доста-
тню умову локальної лiнiйної зв’язностi. Див. означення 2.14.10 i обговорення
пiсля нього. Уточнимо тепер це означення:

Означення 4.1.1. Хаусдорфовий топологiчний простiр M , що задовольняє
другiй аксiомi злiченностi, зветься n-вимiрним многовидом, де n ∈ Z+ – деяке
цiле невiд’ємне число, якщо вiн локально евклiдовий: для будь-якої p ∈ M
iснують вiдкрита U ∋ p i гомеоморфiзм φ : U → Rn (де на U розглядається
iндукована топологiя). У цьому випадку пара (U,φ) зветься картою M (а U –
носiєм цiєї карти). Деяка сукупнiсть карт многовида M зветься його атла-
сом, якщо їхнi носiї утворюють вiдкрите покриття M . Число n називають
вимiрнiстю M i позначають dimM .

З означення випливає, зокрема, що умова локальної евклiдовостi еквiва-
лентна iснуванню у M деякого атласа. Властивiсть простору бути многови-
дом є топологiчним iнварiантом (чому?), як i його вимiрнiсть (див. пункт 9.
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твердження 4.1.12 нижче).

Приклад 4.1.2. Для вимiрностi 0 маємо у означеннi многовида гомеомор-
фiзм φ : U → R0 на одноточковий простiр, тобто вiдкритий окiл U теж по-
винен бути одноточковим: U = {p}. Це означає, що топологiя M дискретна.
Тобто 0-вимiрнi многовиди – це в точностi не бiльш нiж злiченнi (в силу
другої аксiоми злiченностi) дискретнi простори.

Приклад 4.1.3. Простiр Rn є n-вимiрним многовидом для будь-якої n ∈ Z+:
достатньо покласти U := Rn i φ := idRn. Бiльш того, будь-яка вiдкрита
пiдмножина V ⊂ Rn також буде n-вимiрним многовидом. Дiйсно, вона на-
слiдує хаусдорфовiсть та другу аксiому злiченностi з Rn, i для будь-якої
p ∈ V iснує ε > 0 таке, що вiдкрита евклiдова куля Bε(p) ⊂ V . При цьо-
му Bε(p) ∼= Bn ∼= Rn (див. вправу 1.10.8), тому можна взяти U := Bε(p).

Вправа 4.1.4. Узагальнити це спостереження, показавши, що якщо M – n-
вимiрний многовид, а V ⊂M вiдкрита, то V також є n-вимiрним многовидом.

Приклад 4.1.5. Сфера Sn ⊂ Rn+1 є n-вимiрним многовидом. Дiйсно, ха-
усдорфовiсть i другу аксiому злiченностi вона наслiдує з Rn+1. Позначимо
через N := (0, . . . , 0, 1) i S := (0, . . . , 0,−1) вiдповiдно пiвнiчний i пiвденний
полюси сфери. Розглянемо її вiдкрите покриття {U, V }, де U := Sn \ {N}
i V := Sn \{S}. Тодi з прикладу 1.10.10 випливає, що стереографiчнi проєкцiї
φ : U → Rn i ψ : V → Rn вiдносно точок N i S вiдповiдно є гомеоморфi-
змами. Таким чином, сфера Sn задовольняє умовi локальної евклiдовостi,
а {(U,φ), (V, ψ)} – її атлас.

Приклад 4.1.6. Дiйсний проєктивний простiр RP n =
(
Rn+1 \ {0}

)
/R∗ (див.

приклад 2.4.10) теж є n-вимiрним многовидом. Перш за все, вiн хаусдорфовий
i задовольняє другiй аксiомi злiченностi (чому?). Для кожного i вiд 1 до n+1
покладемо

Ui :=
{
(x1 : . . . : xn+1)

∣∣ xi ̸= 0
}
.

Кожна з цих множин вiдкрита (бо вiдкритий її прообраз пiд дiєю канонiчної
проєкцiї, що є доповненням до гiперплощини xi = 0), i вони утворюють по-
криття RP n (бо у кожної його точки принаймнi одна однорiдна координата
ненульова). Для кожного i розглянемо тодi вiдображення

φi : Ui → Rn : (x1 : . . . : xn+1) 7→
(
x1

xi
, . . . ,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
, . . . ,

xn+1

xi

)
.

Вони коректно визначенi (бо однорiднi координати визначенi з точнiстю до
множення на спiльне ненульове число) i неперервнi як факторизацiї непе-
рервних вiдображень з пiдмножин Rn+1 \ {0} у Rn. Геометричний сенс цих
вiдображень наступний: φi(x1 : . . . : xn+1) – це координати точки перетину
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прямої, що задає точку проєктивного простору (x1 : . . . : xn+1), з гiперплощи-
ною xi = 1, де i-ту координату, що, власне, дорiвнює 1, пропущено (перевiрте
це). Оберненi до них вiдображення мають вигляд

(φi)
−1 : Rn → Ui : (y

1, . . . , yn) 7→ (y1 : . . . : yi−1 : 1 : yi : . . . : yn).

Їх iснування демонструє, зокрема, бiєктивнiсть φi. Вiдображення (φi)
−1 непе-

рервнi як композицiї неперервних вiдображень Rn → Rn+1\{0} та канонiчної
проєкцiї. Разом це означає, що φi : Ui → Rn – гомеоморфiзм для кожного i,
тобто {(Ui, φi)}n+1

i=1 – атлас RP n, що й завершує доведення його локальної
евклiдовостi.

Вправа 4.1.7. Показати, що комплексний проєктивний простiр CP n з впра-
ви 2.4.14 є 2n-вимiрним многовидом.

Приклад 4.1.8. Лiнзовi простори L(n,m), що були описанi у прикладi 3.7.18,
є тривимiрними многовидами. Це можна перевiрити безпосередньо або вико-
ристати вправу 4.1.14 нижче (згiдно з конструкцiєю, унiверсальним накри-
ваючим простором L(n,m) є S3, що є тривимiрним многовидом за прикла-
дом 4.1.5).

Твердження 4.1.9. Нехай M i N – многовиди. Тодi M × N є (dimM +
dimN)-вимiрним многовидом.

Доведення. Простiр M ×N хаусдорфовий за вправою 2.5.26 i задоволь-
няє другiй аксiомi злiченностi за вправою 2.1.12. Позначимо m := dimM

i n := dimN . Для будь-якої точки (p, q) ∈M ×N тодi за означенням iснують
вiдкритi околи U ∋ p в M i V ∋ q в N разом з гомеоморфiзмами φ : U → Rm

i ψ : V → Rn. Тодi за побудовою топологiї прямого добутку U×V – вiдкритий
окiл (p, q), а вiдображення

φ× ψ : U × V → Rm × Rn = Rm+n : (r, s) 7→ (φ(r), ψ(s))

бiєктивне, неперервне i має обернене (φ× ψ)−1 = φ−1 × ψ−1, що також непе-
рервне (перевiрте це). Таким чином, φ × ψ – гомеоморфiзм. Це демонструє
локальну евклiдовiсть M ×N а також те, що dim(M ×N) = m+ n.

Приклад 4.1.10. Цилiндр S1×R є двовимiрним многовидом в силу прикла-
дiв 4.1.3, 4.1.5 та попереднього твердження.

Твердження 4.1.9 очевидним чином узагальнюється за iндукцiєю на до-
вiльну скiнченну кiлькiсть множникiв. Зокрема, вимiрнiсть добутку дорiвнює
dim(M1 × . . .×Mn) = dimM1 + . . .+ dimMn.

Приклад 4.1.11. Тор T n = S1 × . . .× S1︸ ︷︷ ︸
n

є n-вимiрним многовидом в силу

прикладу 4.1.5 та попереднього зауваження.
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Твердження 4.1.12 (Топологiчнi властивостi многовидiв). Нехай M – де-
який многовид.

1. M локально компактний.

2. M нормальний.

3. Якщо M компактний, то iснує його вкладення в Rk для деякого k.

4. M метризовний.

5. M локально лiнiйно зв’язний. Зокрема, вiдкрита пiдмножина V ⊂ M
є лiнiйно зв’язною тодi й тiльки тодi, коли є зв’язною.

6. Зв’язнi компоненти M вiдкритозамкненi, збiгаються з його компонен-
тами лiнiйної зв’язностi та є многовидами тiєї ж вимiрностi, що
й M . Їх не бiльш нiж злiченна кiлькiсть (зокрема, скiнченна, якщо
M компактний).

7. M напiвлокально однозв’язний.

8. Фундаментальнi групи M не бiльш нiж злiченнi.

9. Якщо N – деякий многовид, що гомеоморфний M , то їхнi вимiрностi
збiгаються: dimN = dimM (топологiчна iнварiантнiсть вимiрностi).

10. Якщо M зв’язний i dimM = 1, то M гомеоморфний R або S1 (класи-
фiкацiя зв’язних одновимiрних многовидiв).

Доведення. Нехай n = dimM .

1. Для будь-якої p ∈M нехай (U,φ) – картаM з U ∋ p. Оберемо якесь ε > 0
i позначимо через B̃ε(p) := φ−1(Bε(φ(p))) ⊂ U i D̃ε(p) := φ−1(Dε(φ(p))) ⊂
U прообрази евклiдових куль Rn. Тодi B̃ε(p) – вiдкритий окiл p (в iнду-
кованiй топологiї вiдкритої U , а отже й у M), бо Bε(φ(p)) вiдкрита в Rn,
а φ – гомеоморфiзм.
Замикання B̃ε(p) в iндукованiй топологiї U є, з одного боку, прообразом
замикання φ−1

(
Bε(φ(p))

)
= φ−1(Dε(φ(p))) = D̃ε(p) у Rn (бо φ – го-

меоморфiзм), а з iншого – перетином замикання цього околу в топологiї
M з U (покажiть це). Таким чином, D̃ε(p) ⊂ B̃ε(p), де справа стоїть
саме замикання в топологiї M . Разом з тим, Dε(φ(p)) компактна в Rn

(в силу теореми 2.9.5 як обмежена i замкнена), тому D̃ε(p) компактна
у топологiї U як прообраз компакта пiд дiєю гомеоморфiзма φ, а отже
компактна i в топологiї M за вправою 2.7.3. Тодi, оскiльки M хаусдор-
фовий, D̃ε(p) замкнена за твердженням 2.7.20. Оскiльки вона мiстить
B̃ε(p), B̃ε(p) ⊂ D̃ε(p). Маємо таким чином, що B̃ε(p) = D̃ε(p) – компакт.
Це й означає локальну компактнiсть.
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2. Оскiльки M локально компактний за попереднiм пунктом i хаусдорфо-
вий, вiн регулярний в силу вправи 2.7.29. Оскiльки вiн до того ж за-
довольняє другiй аксiомi злiченностi, вiн нормальний в силу тверджен-
ня 2.5.27.

3. Для будь-якої p ∈ M нехай (Up, φp) – карта M з Up ∋ p. Тодi (у по-
значеннях пункту 1., де для кожної p викориcтовуємо у побудовi вiдпо-
вiдне φp)

{
B̃1(p)

}
p∈M утворюють вiдкрите покриття M . Використавши

компактнiсть, видiлимо з нього скiнченне пiдпокриття
{
B̃1(pi)

}m
i=1

. Для
кожного i вiд 1 до m замкненi множини M \ B̃2(pi) i D̃1(pi) не перети-
наються, адже

D̃1(pi) = φ−1
pi
(D1(φpi(pi))) ⊂ φ−1

pi
(B2(φpi(pi))) = B̃2(pi).

Простiр M нормальний в силу попереднього пункту, тому за лемою Ури-
сона (теорема 2.6.1) iснує функцiя Урисона ψi множинM\B̃2(pi) i D̃1(pi).
Зокрема, ψi неперервна, дорiвнює 0 на M \ B̃2(pi) i 1 на D̃1(pi). Побудує-
мо вiдображення f : M → Rm(n+1) як f := (f1, . . . , fm), де для кожного i
вiдображення fi : M → Rn+1 визначене умовою

fi(q) :=

[
(ψi(q)φpi(q), ψi(q)), q ∈ Upi;
0, q /∈ Upi.

Зауважимо, що тут ψi(q)φpi(q) ∈ Rn, а ψi(q) ∈ R, тому fi – дiйсно вiд-
ображення у Rn+1. Множини Upi та M \ D̃2(pi) утворюють вiдкрите по-
криття M . Обмеження fi на першу з них має вигляд (ψi φpi, ψi) i є не-
перервним в iндукованiй топологiї. Обмеження на другу є за побудовою
тотожнiм нулем (бо M \ D̃2(pi) ⊂M \ B̃2(pi) аналогiчно до включень ви-
ще, отже на нiй ψi = 0), тому теж неперервне. Тодi fi неперервне (чому?).
Звiдси маємо, що f неперервне, бо задається неперервними функцiями.

При цьому за побудовою вiдображення f є iн’єктивним. Дiйсно, нехай
f(q) = f(r) для деяких q, r ∈ M . Iснує i таке, що q ∈ B̃1(pi) ⊂ D̃1(pi) ⊂
Upi, тому ψi(q) = 1, а отже й ψi(r) = 1. Це означає, що r ∈ B̃2(pi) ⊂ Upi,
бо за межами цiєї множини ψi = 0. Тодi, порiвнюючи значення вiдобра-
ження fi у цих точках, маємо

(φpi(q), 1) = fi(q) = fi(r) = (φpi(r), 1).

Але на Upi вiдображення φpi бiєктивне, тому q = r. Таким чином, f –
неперервне iн’єктивне вiдображення з компактного M у хаусдорфовий
Rm(n+1), а отже вкладення за наслiдком 2.7.22.

4. Випливає з теореми 2.6.11 Урисона про метризацiю, оскiльки M нор-
мальний за пунктом 2. i задовольняє другiй аксiомi злiченностi.
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Для компактного M це твердження випливає також з попереднього пун-
кту. Дiйсно, ми можемо просто перенести на M за допомогою f обмеже-
ння евклiдової метрики Rk на f(M): умова ρ(p, q) := |f(p) − f(q)| для
p, q ∈M задає метрику ρ на M (аналогiчно до виведення теореми 2.6.11
з теореми 2.6.10 Урисона про вкладення). Перевiрте, що це дiйсно ме-
трика i що топологiя M є метричною для неї.

5. Це твердження 2.14.11. Еквiвалентнiсть зв’язностi та лiнiйної зв’язностi
для вiдкритих пiдмножин випливає тодi з теореми 2.14.12 (i тверджен-
ня 2.14.1, що вiрне для будь-яких лiнiйно зв’язних пiдмножин).

6. Нехай A – деяка зв’язна компонента M . Вона замкнена згiдно з пун-
ктом 3. твердження 2.11.2. Для будь-якої p ∈ A нехай (U, φ) – карта M
з вiдкритою U ∋ p. Тодi U зв’язна, бо гомеоморфна зв’язному просто-
ру Rn, а отже U ⊂ A, тобто p – внутрiшня точка A. Таким чином, A вiд-
крита i зв’язна, а отже лiнiйно зв’язна в силу попереднього пункту. Тодi
вона збiгається з компонентою лiнiйної зв’язностi M (чому?). Компонен-
та A є n-вимiрним многовидом в силу її вiдкритостi та вправи 4.1.4.

Нарештi, помiтимо, що зв’язнi компоненти утворюють вiдкрите покрит-
тяM , у якого не iснує нетривiального пiдпокриття. Таким чином, якщо б
їхня кiлькiсть була незлiченною, це суперечило б другiй аксiомi злiчен-
ностi та теоремi Лiндельофа. Аналогiчно, нескiнченна кiлькiсть зв’язних
компонент значила б, що M некомпактний (тут суттєвою є лише вiд-
критiсть зв’язних компонент i друга аксiома злiченностi для першого
з тверджень, а не те, що M – многовид).

7. У позначеннях пункту 1. для будь-якого ε > 0 вiдкритий окiл B̃ε(p)
довiльної точки p ∈ M є однозв’язним за прикладом 3.6.3 та топологi-
чною iнварiантнiстю однозв’язностi, бо гомеоморфний опуклiй пiдмно-
жинi Bε(φ(p)) ⊂ Rn. Цього достатньо для напiвлокальної однозв’язностi
простору M (чому?). Зауважимо, що для твердження цього пункту сут-
тєвою є лише локальна евклiдовiсть M .

8. Див. [22, с. 196-197]. Доведення цього факту використовує лише локаль-
ну лiнiйну зв’язнiсть M , що була показана у пунктi 5., його напiвлокаль-
ну однозв’язнiсть з попереднього пункту та другу аксiому злiченностi
(переконайтеся у цьому).

9. Це узагальнення твердження про негомеоморфнiсть непорожнiх вiдкри-
тих пiдмножин Rm i Rn для рiзних цiлих невiд’ємних m i n, що згадува-
лося у прикладi 3.10.1 i, у свою чергу, узагальнює цей приклад. Бiльш
того, твердження для довiльних многовидiв нескладно виводиться зi зга-
даного (зробiть це). Тут також суттєвою є лише локальна евклiдовiсть.
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10. Див. [15], [22, с. 143-147], а також [20, с. 77-79] для компактного випадку
(коли M гомеоморфний S1).

Усi многовиди також є паракомпактними. Це випливає, наприклад, з впра-
ви 2.7.30, означення та пункту 1. попереднього твердження.

Для класифiкацiї з пункту 10. (як i для наведених нижче гiпотези Пуан-
каре та класифiкацiї поверхонь) суттєвими є як хаусдорфовiсть, так i друга
аксiома злiченностi. Так, нехаусдорфова пряма з ”подвоєним нулем” з прикла-
ду 2.5.11 некомпактна, задовольняє другiй аксiомi злiченностi та є локально
евклiдовою для вимiрностi n = 1, але негомеоморфна R (саме через нехаус-
дорфовiсть). Бiльш того, нескладно побудувати цiлу нескiнченну серiю по-
дiбних попарно негомеоморфних просторiв (як саме?). Класичний приклад
некомпактного хаусдорфового локально евклiдового для n = 1 простору, що
не задовольняє другiй аксiомi злiченностi, а отже негомеоморфний R (т. зв.
довга пряма) можна знайти у [15] або у [26, с. 71-72].

Вправа 4.1.13. Показати, що твердження пункту 6. крiм того, що зв’язнi
компоненти є многовидами, узагальнюються на довiльний локально лiнiйно
зв’язний простiр (де треба додати ще другу аксiому злiченностi для твердже-
ння про не бiльш нiж злiченну кiлькiсть зв’язних компонент). Якi з них вiрнi
для довiльного локально зв’язного простору? Чи можна сформулювати умо-
ви, слабшi за умови локальної (лiнiйної) зв’язностi, за яких цi твердження
залишаються вiрними?

Вправа 4.1.14. Показати, що накриваючий простiр M̃ деякого накриття
є локально евклiдовим тодi й тiльки тодi, коли такою є база накриття M .
Тому, якщо один з цих просторiв є многовидом, а другий хаусдорфовий та
задовольняє другiй аксiомi злiченностi, то й вiн є многовидом. Показати, що
у цьому випадку вимiрностi многовидiв збiгаються: dim M̃ = dimM .

Вправа 4.1.15. Показати, що якщо база деякого накриття хаусдорфова, то
таким є й накриваючий простiр. Чи вiрне обернене твердження?

Вправа 4.1.16. Нехай база M деякого накриття локально лiнiйно зв’язна
i задовольняє другiй аксiомi злiченностi. Показати, що накриваючий простiр
M̃ задовольняє цiй аксiомi тодi й тiльки тодi, коли усi шари цього накриття
не бiльш нiж злiченнi (бiльш точно, накриваючий простiр будь-якого накри-
ття, що має принаймнi один незлiченний шар, не задовольняє другiй аксiомi
злiченностi). Чи випливає з виконання другої аксiомi злiченностi для M̃ її
виконання для M (можливо, теж за якихось додаткових умов)?

З пунктiв 5. та 7. твердження 4.1.12 випливає, що будь-який зв’язний
(а отже й лiнiйно зв’язний за згаданим пунктом 5.) многовид M задоволь-
няє умовам теореми 3.9.27. Це означає iснування, зокрема, унiверсального
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накриття, накриваючий простiр якого M̃ є локально евклiдовим за впра-
вою 4.1.14. Зауважимо, що поки що ми використали лише локальну евклiдо-
вiсть та зв’язнiсть M . При цьому M̃ є хаусдорфовим в силу вправи 4.1.15,
а справедливiсть другої аксiомi злiченностi для нього за вправою 4.1.16 еквi-
валентна тому, що усi шари унiверсального накриття не бiльш нiж злiченнi
(зауважимо, що вони усi рiвнопотужнi в силу зв’язностi M та вправи 3.7.6).
Згiдно з пунктом 1. наслiдку 3.9.3, ця умова, у свою чергу, еквiвалентна тому,
що фундаментальнi групи M не бiльш нiж злiченнi, тобто пункту 8. твердже-
ння 4.1.12. З урахуванням рiвностi вимiрностей з вправи 4.1.14 отримаємо
таким чином наступне:

Наслiдок 4.1.17. У будь-якого зв’язного многовида iснує унiверсальне на-
криття, накриваючий простiр якого є многовидом тiєї ж вимiрностi.

При цьому всi такi унiверсальнi накриття є iзоморфними (а накриваю-
чi простори – гомеоморфними) в силу єдиностi у теоремi 3.9.27. Саме такi
накриття ми бачили у прикладах 3.7.15, 3.7.16 та 3.7.18.

Многовидам також присвячена одна з найвiдомiших топологiчних теорем:

Теорема 4.1.18 (Узагальнена гiпотеза Пуанкаре). Будь-який n-вимiрний
компактний многовид, що гомотопiчно еквiвалентний n-вимiрнiй сферi Sn,
гомеоморфний Sn.

Бiльш того, будь-який тривимiрний компактний однозв’язний многовид
гомеоморфний S3.

При n = 0 це твердження випливає з прикладу 4.1.2 та вправи 3.2.7 (як
саме?), а при n = 1 – є очевидним наслiдком пункту 10. твердження 4.1.12,
причому одновимiрних компактних однозв’язних многовидiв не iснує. Будь-
який двовимiрний компактний однозв’язний многовид гомеоморфний S2 в си-
лу теореми 4.2.7 нижче, бо iншi многовиди з наведеної там класифiкацiї не
є однозв’язними. Тому вони також не є гомотопiчно еквiвалентними S2, звiд-
ки маємо твердження при n = 2. Класична гiпотеза Пуанкаре (яка виявилася
найскладнiшою для доведення) – це друге з тверджень наведеної теореми, що
стосується тривимiрних многовидiв.

4.2 Поверхнi та їх класифiкацiя

Поверхнi є класичним об’єктом вивчення у топологiї, а сформульована у да-
ному параграфi теорема 4.2.7 класифiкацiї компактних зв’язних поверхонь –
одним з найперших в iсторiї математики нетривiальних топологiчних резуль-
татiв. Її доведення вимагає iдей та методiв, що суттєво вiдрiзняються вiд ре-
шти матерiалу цього курсу, тому ми не будемо його наводити, надавши лише
опис iдеї та основних потрiбних понять, а також посилання на рiзнi варiанти
доведення для зацiкавлених.
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Означення 4.2.1. Поверхнею зветься двовимiрний многовид.

Приклад 4.2.2. З бiльш загальних прикладiв попереднього параграфа ви-
пливає, що площина R2, двовимiрна сфера S2, проєктивна площина RP 2,
цилiндр S1 × R, двовимiрний тор T 2, а також усi їхнi вiдкритi пiдмножини
(наприклад, вiдкритий круг B2 ⊂ R2, що гомеоморфний R2) є поверхнями.

Вправа 4.2.3. Показати, що поверхнi другого порядку в R3 – елiпсоїди, гi-
перболоїди, параболоїди – є поверхнями. Чи гомеоморфнi вони якимось по-
верхням з попереднього прикладу? Чи будуть поверхнями конуси другого
порядку?

Вправа 4.2.4. Показати, що пляшка Клейна K2 з прикладу 2.2.11 також
є поверхнею.

При цьому, скажiмо, замкнена напiвплощина R2
+ := {(x, y) ∈ R2 | y ⩾ 0},

замкнений круг D2 ⊂ R2, гомеоморфна йому замкнена двовимiрна напiв-
сфера (тобто перетин S2 з замкненим напiвпростором R3 вiдносно площи-
ни, що проходить через початок координат), обмежений замкнений цилiндр
S1 × [a, b] i замкнений лист Мебiуса з прикладу 2.2.9 не є поверхнями. На-
приклад, у будь-якої точки вигляду (x, 0) ∈ R2

+ не iснує околу, що гомеомор-
фний R2, що можна показати аналогiчно до прикладу 3.10.2 (зробiть це). Чи
можете ви вказати такi ”проблемнi” точки у iнших перелiчених просторiв?
Зауважимо, що подiбнi точки (а саме тi, у яких iснує окiл, що гомеомор-
фний R2

+) називають межовими, але вони не обов’язково є межовими для
пiдмножини евклiдового простору у сенсi означення 1.7.1. Простори такого
типу належать до т. зв. многовидiв з межею. Див., наприклад, [22, с. 42-45].

Рис. 4.1: Зв’язна сума поверхонь

Означення 4.2.5. Нехай M1 i M2 – компактнi зв’язнi поверхнi, p1 ∈ M1

i p2 ∈ M2 – деякi їх точки, вiдкритi B̃1 ∋ p1 i B̃2 ∋ p2 – такi, що iснують
гомеоморфiзми (вiдносно iндукованих топологiй) φ1 : D̃1 → D2 i φ2 : D̃2 →
D2, де D̃i = B̃i для i = 1, 2, причому обмеження φi|S̃i

є гомеоморфiзмами меж
S̃i = ∂B̃i на коло S1 = ∂B2 для i = 1, 2. Тодi склеювання M1 \ B̃1 i M2 \ B̃2 за
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вiдображенням ψ :=
(
φ2|S̃2

)−1

◦ φ1|S̃1
: S̃1 → S̃2 зветься зв’язною сумою M1

i M2 та позначається M1#M2.

Ця конструкцiя показана на рис. 4.1. Вiдкритi околи B̃1, B̃2 i гомеомор-
фiзми φ1, φ2 з потрiбними властивостями можна побудувати, використавши
карти, як у доведеннi пункту 1. твердження 4.1.12: якщо (U, φ) – карта M1

з U ∋ p1, то можна взяти B̃1 := B̃1(p1) = φ−1(B1(φ(p1))), тодi за згаданим
доведенням D̃1 = D̃1(p1) = φ−1(D1(φ(p1))), i

S̃1 = ∂B̃1 = B̃1 \ Int B̃1 = D̃1 \ B̃1 = φ−1(S1(φ(p1))).

Крiм того, можна без обмеження загальностi вважати, що φ(p1) = 0, роз-
глянувши за необхiдностi композицiю φ з паралельним перенесенням (що
є гомеоморфiзмом за прикладом 1.10.5). Покладемо тодi φ1 := φ|D̃1

. Перевiр-
те, що це вiдображення задовольняє умовi. Аналогiчно зробимо для другої
поверхнi.

Можна показати, що для компактних зв’язних поверхонь описана у по-
передньому означеннi конструкцiя не залежить вiд вибору p1, p2, B̃1, B̃2, φ1

i φ2 з точнiстю до гомеоморфiзма, тобто якщо M1
∼= N1 i M2

∼= N2, то
M1#M2

∼= N1#N2 для будь-яких виборiв точок, околiв i гомеоморфiзмiв.
Таким чином, зв’язна сума M1#M2 визначена коректно у цьому сенсi. При
цьому M1#M2 також буде компактною зв’язною поверхнею. Крiм того, вiр-
но, що M1#M2

∼= M2#M1, (M1#M2)#M3
∼= M1#(M2#M3) i M1#S

2 ∼= M1

для будь-яких компактних зв’язних поверхонь M1, M2 i M3 (тобто класи го-
меоморфностi таких поверхонь з операцiєю зв’язної суми утворюють абелеву
напiвгрупу з одиницею). Також цю операцiю можна iтерувати, розглядаючи
зв’язнi суми довiльної скiнченної кiлькостi поверхонь.

Означення 4.2.6. Орiєнтовною (компактною зв’язною) поверхнею роду g,
де g ∈ Z+, зветься M2

0 := S2 для g = 0 i M 2
g := T 2# . . .#T 2︸ ︷︷ ︸

g

для g > 0.

Неорiєнтовною (компактною зв’язною) поверхнею роду g, де g ∈ N, зветься
N 2
g := RP 2# . . .#RP 2︸ ︷︷ ︸

g

.

Цi поверхнi зображенi на рис. 4.2. Поверхню M 2
2 = T 2#T 2 iнколи звуть

кренделем. Також виявляється, наприклад, щоN 2
2 = RP 2#RP 2 гомеоморфна

пляшцi Клейна K2, а T 2#RP 2 ∼= RP 2#RP 2#RP 2. Це випливає з доведень
наступної теореми за наведеними нижче посиланнями. Зауважимо, що, як
i у окремих випадках RP 2 i K2, жодна з поверхонь N 2

g не вкладається у R3

(на вiдмiну вiд поверхонь M 2
g , вкладення яких у R3 зображенi на рис. 4.2),

але всi вони вкладаються у R4.
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Теорема 4.2.7 (Класифiкацiя компактних зв’язних поверхонь). Будь-яка
компактна зв’язна поверхня гомеоморфна рiвно однiй з M 2

g , N 2
g .

Доведення. Див. [20, с. 79-91], [22, с. 159-182], [24, с. 446-476] або викла-
дення iнших пiдходiв до доведення у [9, с. 63-67] та [10, с. 149-171].

Рис. 4.2: Класифiкацiя компактних
зв’язних поверхонь

У формулюваннях цiєї теореми в лiте-
ратурi iнколи йдеться про поверхнi ”без
межi” (у нас за означенням усi такi, див.
зауваження вище про многовиди з ме-
жею) та ”замкненi” (в даному контекстi
це означає просто компактнiсть).

Доведення теореми класифiкацiї скла-
дається з двох частин. Спочатку треба
довести, що кожна компактна зв’язна по-
верхня M гомеоморфна якiйсь зi спи-
ску M 2

g , N2
g . Це можна зробити, на-

приклад, за допомогою триангулювання,
тобто ”правильного” розбиття M на скiн-
ченну кiлькiсть множин, що гомеомор-
фнi трикутникам:

Означення 4.2.8. Фiксуємо якийсь (невироджений) евклiдовий трикутник
∆ ⊂ R2 з вершинами {p1, p2, p3}, скажiмо, p1 = (0, 0), p2 = (0, 1), p3 = (1, 0),
що визначений таким чином нерiвностями x1 ⩾ 0, x2 ⩾ 0, x1 + x2 ⩽ 1.
Триангуляцiєю поверхнi M зветься її представлення у виглядi об’єднання
множин (елементiв, або симплексiв триангуляцiї) трьох наступних класiв:

- вершин триангуляцiї , що є точками M ;

- ребер триангуляцiї , що є образами вкладень f : I → M (тобто шляхiв,
якi гомеоморфно вiдображають вiдрiзок I = [0, 1] на його носiй – ребро);
образи f(0) i f(1) при цьому називаються вершинами даного ребра;

- граней (трикутникiв) триангуляцiї , що є образами вкладень g : ∆ →
M трикутника ∆ з вершинами {p1, p2, p3}; образи цих вершин g(p1), g(p2)
i g(p3) при цьому називаються вершинами даної гранi, а образи ребер
трикутника g([p1, p2]), g([p2, p3]) i g([p3, p1]) – її ребрами.

При цьому повиннi виконуватися наступнi умови:

1. Вершини, ребра та гранi триангуляцiї утворюють фундаментальне по-
криття M . Це означає, що пiдмножина M є замкненою тодi й тiльки
тодi, коли її перетин з довiльним елементом триангуляцiї замкнений.
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2. Вершини кожного ребра триангуляцiї та вершини i ребра кожної її гранi
теж до неї належать.

3. Будь-якi два ребра триангуляцiї або не перетинаються, або мають одну
спiльну вершину. Будь-якi двi гранi триангуляцiї або не перетинаються,
або мають одну спiльну вершину, або мають одне спiльне ребро (разом
iз двома його вершинами).

Триангуляцiя зветься скiнченною, якщо складається зi скiнченної кiлькостi
вершин, ребер та граней.

Вершини, ребра та гранi триангуляцiї є компактними, а отже замкненими
пiдмножинамиM за твердженнями 2.7.12 i 2.7.20 як неперервнi образи компа-
ктiв у хаусдорфовому просторi. Поверхня разом з будь-якою її триангуляцi-
єю утворює т. зв. двовимiрний симплiцiйний простiр (комплекс). Означення
триангуляцiї природним чином можна узагальнити на розбиття топологiчних
просторiв, що мiстять гомеоморфнi образи багатовимiрних аналогiв трику-
тникiв (симплексiв) i задовольняють аналогiчним умовам, отримавши таким
чином загальне означення симплiцiйного простору (див. [22, с. 147-152]).

Вправа 4.2.9. Перевiрити, що умова 1. попереднього означення автоматично
виконана для скiнченної триангуляцiї (та взагалi для будь-якого скiнченного
покриття, що складається iз замкнених пiдмножин). Навести приклади роз-
бить поверхонь на вершини, ребра та гранi, що не задовольняють умовам 2.
або 3. означення, а отже не є триангуляцiями.

Теорема 4.2.10 (Радо). Будь-яка поверхня M має триангуляцiю, скiнчен-
ну, якщо M компактна.

Рис. 4.3: Приклади триангуляцiй двовимiрних сфери, тора i проєктивної площини

Приклад 4.2.11. На рис. 4.3 зображенi триангуляцiї двовимiрної сфери
(у виглядi поверхнi тетраедра), двовимiрного тора (де вiн представлений як
факторпростiр квадрата з прикладу 2.2.10) i проєктивної площини (з викори-
станням її опису у виглядi факторпростору замкненого круга D2, де отото-
жнюються дiметрально протилежнi точки його межi S1, див. приклад 2.4.10).
Перевiрте, що такi розбиття задовольняють усiм умовам означення 4.2.8.
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Твердження 4.2.12. Нехай φ : M → N – гомеоморфiзм поверхонь. Тодi
образи вершин, ребер i граней будь-якої триангуляцiї M пiд дiєю φ утворю-
ють деяку триангуляцiю N .

Доведення. Дiйсно, для вкладень f : I → M i g : ∆ → M з означе-
ння 4.2.8, що задають ребра i гранi триангуляцiї M , вiдповiднi композицiї
φ ◦ f i φ ◦ g теж є вкладеннями (чому?). Умови 1.–3. означення тодi вико-
нанi для розбиття N на образи цих вiдображень (разом з образами вершин
триангуляцiї M), оскiльки φ – гомеоморфiзм, зокрема бiєкцiя.

Отримавши з теореми 4.2.10 скiнченну триангуляцiю компактної зв’язної
поверхнi M та послiдовно ”переклеюючи” її трикутнi гранi, як детально опи-
сано у перших трьох посиланнях пiсля формулювання теореми 4.2.7, можна
отримати стандартну розгортку поверхнi, тобто представлення її у вигля-
дi факторпростору деякого багатокутника, ребра якого ототожнюються ана-
логiчно до описiв двовимiрного тора i пляшки Клейна у прикладах 2.2.10
i 2.2.11 вiдповiдно. Виявляється, що таким способом завжди отримаємо одну
з поверхонь зi списку теореми. Ще раз наголосимо, що для теорем класи-
фiкацiї хаусдорфовiсть i друга аксiома злiченностi є суттєвими . Тут вони
використовуються, зокрема, у доведеннi теореми 4.2.10.

Далi треба показати, що рiзнi поверхнi зi списку негомеоморфнi (тобто до-
вести єдинiсть у теоремi класифiкацiї), за допомогою якихось топологiчних
iнварiантiв. Тут можна використати фундаментальнi групи поверхонь (вони
обчисленi, наприклад, у [20, с. 202-208]) або наступнi специфiчнi для повер-
хонь iнварiанти, що визначаються за допомогою триангуляцiй.

Означення 4.2.13. Нехай у поверхнi M iснує скiнченна триангуляцiя, що
складається з V вершин, E ребер та F граней. Тодi ейлеровою характери-
стикою M зветься число χ(M) := V − E + F .

Виявляється, що ейлерова характеристика поверхнi не залежить вiд триан-
гуляцiї (це випливає, зокрема, з можливостi виразити її через певнi алгебро-
топологiчнi iнварiанти, див. [17, с. 146-147]), що забезпечує коректнiсть по-
переднього означення. З теореми 4.2.10 випливає, що ця характеристика ви-
значена для будь-якої компактної поверхнi. Оскiльки за твердженням 4.2.12
гомеоморфiзм переводить триангуляцiю поверхнi M у триангуляцiю гомео-
морфної до неї поверхнi N , що має тi ж кiлькостi вершин, ребер i граней,
ейлеровi характеристики M i N збiгаються:

Наслiдок 4.2.14. Ейлерова характеристика поверхнi є її топологiчним iн-
варiантом.

Приклад 4.2.15. Триангуляцiї з прикладу 4.2.11 мають наступнi кiлькостi
елементiв (переконайтеся у цьому):
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- V = 4, E = 6, F = 4 для триангуляцiї двовимiрної сфери з рис. 4.3, отже
χ(S2) = 2;

- V = 9, E = 27, F = 18 для триангуляцiї двовимiрного тора з рис. 4.3,
отже χ(T 2) = 0;

- V = 6, E = 15, F = 10 для триангуляцiї проєктивної площини з рис. 4.3,
отже χ(RP 2) = 1.

Вправа 4.2.16. Побудувавши якусь триангуляцiю зв’язної суми M1#M2

за триангуляцiями компактних зв’язних поверхонь M1 i M2, показати, що
χ(M1#M2) = χ(M1) + χ(M2) − 2. Вивести з цього i попереднього прикладу,
що χ(M 2

g ) = 2−2g для будь-якого g ∈ Z+ (хоча M 2
0 = S2 i не є нетривiальною

зв’язною сумою, для неї ця формула теж вiрна за попереднiм прикладом) i що
χ(N 2

g ) = 2− g для будь-якого g ∈ N.

Попередня вправа демонструє, що в силу топологiчної iнварiантностi по-
верхнi M2

g рiзних родiв g попарно негомеоморфнi, й так само для N 2
g . Ейлеро-

ва характеристика має цiкавий зв’язок з геометрiєю поверхнi, що описується
теоремою Гауса – Боне (iнтегральна кривина компактної поверхнi M дорiв-
нює 2πχ(M)), див. [2, с. 164-169].

Означення 4.2.17. Будемо використовувати позначення з означення 4.2.8.
Орiєнтувати грань g(∆) деякої триангуляцiї поверхнi M , де g : ∆ → M –
вкладення евклiдового трикутника, означає обрати напрямок обходу вершин
{g(p1), g(p2), g(p3)} даної гранi, тобто одну з двох нетривiальних циклiчних
перестановок множини з 3 елементiв: одна з них переводить цi вершини
у {g(p2), g(p3), g(p1)}, а iнша – у {g(p3), g(p1), g(p2)} вiдповiдно. Помiтимо,
що для кожного ребра g([pi, pj]) цiєї гранi (де i, j довiльнi вiд 1 до 3, i ̸= j)
одна з його вершин завжди переходить у iншу. Нехай двi гранi триангуля-
цiї мають спiльне ребро з вершинами x та y. Будемо тодi говорити, що їхнi
орiєнтацiї узгодженi , якщо одна з них (тобто вiдповiдна перестановка) пе-
реводить x в y, а iнша – y в x. Див. рис. 4.3, де для кожної з триангуляцiй
зображено приклад узгоджених орiєнтацiй двох її граней.

Якщо гранi довiльної триангуляцiї поверхнi M можна орiєнтувати так,
що цi орiєнтацiї узгодженi для будь-яких двох граней зi спiльним ребром,
M зветься орiєнтовною, у iншому випадку – неорiєнтовною.

Вiдомо, що якщо якась триангуляцiя задовольняє умовi з попереднього
означення, то їй задовольняє й будь-яка iнша, тому умову орiєнтовностi по-
верхнi достатньо перевiрити для якоїсь одної триангуляцiї: якщо її гранi мо-
жна орiєнтувати узгоджено, то поверхня орiєнтовна, якщо нi – неорiєнтовна.
Крiм того, для зв’язної поверхнi орiєнтування однiєї гранi однозначно визна-
чає орiєнтацiю усiх iнших, якщо вони узгодженi, та дозволяє довести неорiєн-
товнiсть поверхнi (принаймнi для скiнченної триангуляцiї, див. приклад далi
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у вправi 4.2.19) у iншому випадку. З твердження 4.2.12 випливає, що гомео-
морфiзм переводить триангуляцiю поверхнi M у триангуляцiю гомеоморфної
поверхнi N , яка має тi ж властивостi узгодженостi орiєнтацiй граней (ту ж
”комбiнаторну структуру” їх перетинiв по ребрах). Тому M є орiєнтовною
тодi й тiльки тодi, коли такою є N :

Наслiдок 4.2.18. Орiєнтовнiсть поверхнi є її топологiчним iнварiантом.

Вправа 4.2.19. Використавши триангуляцiї з прикладу 4.2.11, показати, що
двовимiрнi сфера i тор орiєнтовнi, а проєктивна площина – нi. Для цього
потрiбно орiєнтувати одну з граней триангуляцiї (обрати на нiй один з двох
напрямкiв обходу вершин, як показано на рис. 4.3) та спробувати визначити
орiєнтацiю iнших виходячи з умови узгодженостi: для перших двох випадкiв
це вдасться зробити, для третього обидва вибори призведуть до протирiч
(виникнуть, як говорять, ”дезорiєнтуючi замкненi ланцюжки” з граней, якi
неможливо узгоджено орiєнтувати).

Нарештi, зв’язна сума M1#M2 компактних зв’язних поверхонь M1 i M2

орiєнтовна, якщо M1 i M2 орiєнтовнi, та неорiєнтовна, якщо принаймнi одна
з цих двох поверхонь неорiєнтовна. Cпробуйте це показати, дiючи як у до-
веденнi твердження з вправи 4.2.16. З цього i попередньої вправи випливає,
що усi поверхнi M2

g орiєнтовнi, а N 2
g – нi (це пояснює їх назву). Тодi тополо-

гiчна iнварiантнiсть орiєнтовностi означає, що кожна з M 2
g негомеоморфна

будь-якiй N2
g , що (разом з використанням ейлерової характеристики вище)

завершує доведення єдиностi у теоремi класифiкацiї.
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Доповнення.
Необхiднi вiдомостi з алгебри

У цьому додатковому роздiлi будуть наведенi потрiбнi для цього курсу поча-
тковi вiдомостi з теорiї груп. Детальнiше викладення мiститься, наприклад,
у [3], частинi I книги [13] (гл. 1–3) або гл. II книги [21]. Зокрема, там можна
знайти доведення викладених тут тверджень, але бiльшiсть з них неважко
перевiрити самостiйно, що й рекомендується робити у якостi вправ.

Означення А.1. Групою зветься множина G разом з бiнарною груповою
операцiєю, тобто вiдображенням G × G → G : (a, b) 7→ ab, що задовольняє
наступним умовам:

- (ab)c = a(bc) для будь-яких a, b, c ∈ G (асоцiативнiсть операцiї);

- iснує нейтральний елемент (або одиниця групи) e такий, що ae = ea = a

для будь-якого a ∈ G;

- для будь-якого a ∈ G iснує обернений елемент a−1 ∈ G такий, що aa−1 =
a−1a = e.

Якщо крiм того групова операцiя комутативна, тобто ab = ba для будь-яких
a, b ∈ G, то групу G називають абелевою.

Як бачимо, групова операцiя виглядає як множення чисел. Цi позначення
називаються мультиплiкативними, i саме їх ми й будемо тут використову-
вати. Як i у цьому означеннi, одиницю групи будемо у загальному випадку
позначати через e. Натомiсть, для абелевих груп часто застосовують адитив-
нi позначення, тобто групова операцiя виглядає як додавання ((a, b) 7→ a+b),
нейтральний елемент позначається нулем (a + 0 = a для будь-якого a ∈ G),
а обернений виглядає як протилежний (для будь-якого a ∈ G iснує −a ∈ G
такий, що a+(−a) = 0). Такий вибiр позначень мотивується, зокрема, насту-
пними прикладами. Виконайте для них усi необхiднi перевiрки самостiйно.

Приклад А.2. Тривiальною називається група G = {e}, що складається
лише з одиницi, з очевидною груповою операцiєю: ee = e.

Приклад А.3. Усi цiлi числа з операцiєю додавання утворюють абелеву гру-
пу Z. Це ж вiрно для множини дiйсних R чисел з цiєю операцiєю, а також
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для множин елементiв будь-якого поля та будь-якого векторного простору
з їх вiдповiдними операцiями додавання.

Приклад А.4. Усi ненульовi дiйснi числа з операцiєю множення теж утво-
рюють абелеву групу R\{0}. Це ж вiрно для множини ненульових елементiв
будь-якого поля з його операцiєю множення (т. зв. мультиплiкативна група
поля). Крiм того, абелеву групу утворюють усi додатнi дiйснi числа з тiєю ж
операцiєю множення.

Приклад А.5. Для будь-якого натурального n будемо вважати цiлi числа
k i l еквiвалентними, якщо вони рiвнi за модулем n: k ≡ l mod n, тобто
k − l кратне n. Вiдповiдна множина класiв еквiвалентностi позначається Zn.
У якостi її елементiв зручно розглядати класи еквiвалентностi перших n цi-
лих невiд’ємних чисел: Zn = {[0], . . . , [n− 1]}, де [k] складається з усiх цiлих
чисел, що мають залишок k при дiленнi на n. Тодi коректно (чому?) визначе-
на операцiя додавання [k] + [l] := [k + l], що перетворює Zn на абелеву групу
з n елементiв. Вона зветься групою залишкiв за модулем n. Звичайно, група
Z1 тривiальна.

Приклад А.6. Для натурального n усi перестановки множини {1, . . . , n}
з операцiєю композицiї утворюють скiнченну симетричну групу Sn. При n ⩾
3 вона є неабелевою.

Приклад А.7. Ще одним прикладом неабелевої (за умови n ⩾ 2) гру-
пи є вiльна група з n твiрними для натурального n. Так зветься фактор-
множина множини скiнченних слiв, що складаються з символiв a1, . . . , an,
a−1
1 , . . . , a−1

n за вiдношенням еквiвалентностi, що задане умовами

W1 ai a
−1
i W2 ∼ W1W2, W1 a

−1
i aiW2 ∼ W1W2

для будь-якого i та довiльних слiв W1 i W2 (включно з порожнiми). Групова
операцiя визначається за допомогою послiдовного записування слiв з точнi-
стю до вiдношення еквiвалентностi: добутком класiв еквiвалентностi слiв W1

i W2 буде клас еквiвалентностi слова W1W2. У подальшому будемо для спро-
щення позначень замiсть класiв еквiвалентностi слiв записувати самi слова
у якостi елементiв групи (але пам’ятати, що вони представляють вiдповiдний
клас, тому, наприклад, W1 ai a

−1
i W2 = W1W2). Групова операцiя коректно

визначена та асоцiативна, а нейтральним елементом є порожнє слово. Також
неважко переконатися у тому, що обернений елемент до довiльного слова
W = b1 . . . bm має вигляд

W−1 = (b1 . . . bm)
−1 := (bm)

−1 . . . (b1)
−1,

де вважаємо (ai)−1 = a−1
i i (a−1

i )−1 = ai. Тому це дiйсно група. Позначатимемо
її через ⟨a1, . . . , an⟩, а елементи a1, . . . , an (тобто слова з одного символа)
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будемо звати твiрними (або породжуючими елементами) групи. При n = 1
ця група iзоморфна Z, а при n ⩾ 2 дiйсно є неабелевою, бо, наприклад,
a1a2 ̸= a2a1 за побудовою.

Означення вiльної групи можна узагальнити, використовуючи замiсть скiн-
ченної {a1, . . . , an} множину твiрних A довiльної потужностi, розглядаючи
множину скiнченних слiв з цих твiрних та обернених до них з тим самим вiд-
ношенням еквiвалентностi та вводячи групову операцiю так само. Потужнiть
множини твiрних A зветься рангом вiдповiдної вiльної групи та визначає її
з точнiстю до iзоморфiзма (див. далi означення А.10 та обговорення пiсля
нього). Подальшу iнформацiю див. у [3, с. 64-70].

Означення А.8. Вiдображення груп α : G → H зветься їх гомоморфiзмом,
якщо зберiгає групову операцiю: α(ab) = α(a)α(b) для будь-яких a, b ∈ G.

З означення також випливає, що гомоморфiзм зберiгає одиницю групи та
оберненi елементи: α(e) = e (зауважимо, що тут e злiва й справа позначає,
взагалi кажучи, рiзнi елементи: одиницi G i H вiдповiдно), α(a−1) = α(a)−1

для будь-якого a ∈ G (перевiрте це).

Приклад А.9. Тривiальний гомоморфiзм G→ H визначений для будь-яких
груп G i H як постiйне вiдображення, що переводить кожний елемент a ∈ G
у нейтральний елемент e ∈ H. Вiн очевидним чином задовольняє попередньо-
му означенню.

Означення А.10. Гомоморфiзм груп зветься їх iзоморфiзмом, якщо є бiє-
кцiєю. Якщо iснує iзоморфiзм α : G→ H, то говорять, що група G iзоморфна
групi H (або що групи G i H iзоморфнi). Ми позначатимемо це G ≃ H.

Вiдображення груп, що обернене до iзоморфiзма, теж є iзоморфiзмом,
зокрема гомоморфiзмом, в силу означень. Iзоморфнiсть є вiдношенням еквi-
валентностi на множинi груп (перевiрте це) та означає, що їх структури фа-
ктично однаковi з алгебраїчної точки зору. Зокрема, iзоморфiзм зберiгає абе-
левiсть групи.

Приклад А.11. Вiдображення x 7→ ln x є iзоморфiзмом мiж групами дода-
тних дiйсних чисел з операцiєю множення та усiх дiйсних чисел з операцiєю
додавання, що розглядалися у прикладах А.4 i А.3 вiдповiдно (перевiрте це).

Означення А.12. Прямим добутком груп G1 i G2 зветься їх прямий декар-
товий добуток G1 × G2 з почленно визначеною груповою операцiєю, тобто
(a1, a2)(b1, b2) := (a1b1, a2b2) для будь-яких a1, b1 ∈ G1 i a2, b2 ∈ G2.

Перевiрте, що така операцiя дiйсно перетворює G1 × G2 на групу i що
прямий добуток груп асоцiативний: (G1 × G2) × G3 = G1 × (G2 × G3) для
будь-яких групG1,G2 iG3, тобто вiдповiднi груповi структури наG1×G2×G3
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збiгаються. Бiльш того, ця конструкцiя очевидним чином узагальнюється на
довiльну скiнченну кiлькiсть множникiв (див. також [3, с. 100-101]). Заува-
жимо, що добуток будь-якої групи G на тривiальну групу iзоморфний G
(запишiть вiдповiдний iзоморфiзм), а добуток абелевих груп абелевий в силу
означень. Прямий добуток скiнченної кiлькостi абелевих груп G1, . . . , Gn ще
називають їх прямою сумою i позначають G1 ⊕ . . .⊕Gn.

Приклад А.13. Прямий добуток будь-якого натурального числа n копiй
групи Z (вiдповiдно, R) з прикладу А.3 будемо позначати через Zn (Rn).
У позначеннях прямої суми це виглядає як Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸

n

та R⊕ . . .⊕ R︸ ︷︷ ︸
n

вiдпо-

вiдно. Таким чином, Zn i Rn – абелевi групи з операцiями покомпонентного
додавання:

(
x1, . . . , xn

)
+
(
y1, . . . , yn

)
=
(
x1 + y1, . . . , xn + yn

)
.

Означення А.14. Нехай G – деяка група. Пiдмножина H ⊂ G зветься пiд-
групою G, якщо ab ∈ H i a−1 ∈ H для будь-яких a, b ∈ H.

Будь-яка пiдгрупа H групи G мiстить одиницю e ∈ G (покажiть це) та
з обмеженням на H групової операцiї сама перетворюється на групу, бо для
неї виконанi умови означення А.1. Двi умови попереднього означення часто
записують як одну: ab−1 ∈ H для будь-яких a, b ∈ H, що є еквiвалентною до
них (чому?).

Означення А.15. Пiдгрупа H групи G називається нормальною, якщо для
будь-яких a ∈ G i b ∈ H результат aba−1 спряження елемента b з елементом a
належить до H.

Приклад А.16. Будь-яка група G мiстить тривiальнi пiдгрупи {e} (див.
приклад А.2) та G, що є, очевидно, нормальними.

Усi пiдгрупи будь-якої абелевої групи є нормальними, бо в цьому випадку
aba−1 = b ∈ H для усiх a ∈ G, b ∈ H.

Приклад А.17. Додатнi дiйснi числа утворюють пiдгрупу групи ненульових
дiйсних чисел з прикладу А.4, бо добуток двох додатних чисел i обернене
до додатного є додатними. Аналогiчним чином пiдмножина Zn у Rn з при-
кладу А.13 (зокрема Z у R) є пiдгрупою. Усi цi пiдгрупи нормальнi в силу
абелевостi.

Означення А.18. НехайH – пiдгрупа групиG. Для кожного елемента a ∈ G
пiдмножини aH := {ab | b ∈ H} ⊂ G та Ha := {ba | b ∈ H} ⊂ G звуться
вiдповiдно лiвим та правим класами сумiжностi a за H.

При цьому належнiсть елементiв групи до одного лiвого або правого класу
сумiжностi є вiдношенням еквiвалентностi (перевiрте це, а також те, що лiвi
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та правi класи сумiжностi – це орбiти деяких правої та лiвої дiй H на G вiд-
повiдно, див. параграф 2.4). Таким чином, у загальному випадку виникають
двi фактормножини G за цими вiдношеннями еквiвалентностi, мiж якими,
втiм, iснує бiєкцiя (яка саме?). Але якщо H нормальна, то можна говорити
про однозначно визначену фактормножину:

Твердження А.19. Нехай H – нормальна пiдгрупа групи G. Тодi для ко-
жного a ∈ G його лiвi та правi класи сумiжностi за H збiгаються: aH =
Ha. При цьому бiнарна операцiя

G/H ×G/H → G/H : (aH, bH) 7→ aH bH := abH

на множинi G/H класiв сумiжностi G за H коректно визначена i задає на
цiй фактормножинi структуру групи.

Означення А.20. Множина G/H (одночасно лiвих та правих) класiв сумi-
жностi групи G за її нормальною пiдгрупою H з груповою структурою, що
описана у попередньому твердженнi, зветься факторгрупою G за H.

Факторгрупа будь-якої абелевої групи є абелевою за побудовою.

Приклад А.21. Факторгрупа довiльної групи G за тривiальною пiдгрупою
{e} iзоморфна G, бо кожен клас сумiжностi складається з одного елемента,
а за тривiальною пiдгрупою G – iзоморфна {e}, бо єдиним класом сумiжностi
буде сама G (перевiрте це, явно записавши вiдповiднi iзоморфiзми).

Означення А.22. Нехай G i H – деякi групи, а вiдображення α : G → H –
їх гомоморфiзм. Його ядром зветься

Kerα := {a | α(a) = e} ⊂ G,

а образом –
Imα := α(G) = {α(a) | a ∈ G} ⊂ H.

Тут i в наступному твердженнi через e знову позначаємо нейтральнi еле-
менти обох цих груп.

Твердження А.23 (Властивостi ядра та образу). Нехай α : G→ H – деякий
гомоморфiзм груп.

1. Kerα – нормальна пiдгрупа G i α – iн’єкцiя (мономорфiзм) тодi й тiль-
ки тодi, коли Kerα = {e};

2. Imα – пiдгрупа H i α – сюр’єкцiя (епiморфiзм) тодi й тiльки тодi,
коли Imα = H;

3. Вiдображення
G/Kerα→ Imα : aKerα 7→ α(a)

коректно визначене i є iзоморфiзмом груп.
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Таким чином, пункт 3. цього твердження (що називають ще першою тео-
ремою Ньотер про iзоморфiзм) означає, що G/Kerα ≃ Imα для будь-якого
гомоморфiзма α : G→ H.

Приклад А.24. Для натурального n розглянемо вiдображення

α : Z → Zn : k 7→ [k]

абелевих груп з прикладiв А.3 та А.5 вiдповiдно. Оскiльки

α(k + l) = [k + l] = [k] + [l] = α(k) + α(l)

для будь-яких k, l ∈ Z за побудовою структури групи на Zn, α є гомомор-
фiзмом. Вiн сюр’єктивний, бо [k] = α(k) для будь-якого [k] ∈ Zn, тобто
Imα = Zn. Ядро цього гомоморфiзма має вигляд

Kerα = {k ∈ Z | [k] = [0]} = {k ∈ Z | k ≡ 0 mod n} = {nq | q ∈ Z},

тобто складається з усiх кратних n цiлих чисел. Позначимо цю пiдмножи-
ну через nZ. Неважко безпосередньо перевiрити, що це нормальна (хоча б
у силу абелевостi) пiдгрупа Z, як i повинно бути за пунктом 1. попереднього
твердження. Тодi за його ж пунктом 3. маємо

Z/nZ ≃ Zn,

де iзоморфiзм задається умовою k + nZ 7→ α(k) = [k] для кожного k + nZ ∈
Z/nZ (де використовуємо адитивнi позначення також i для класiв сумiжностi
за пiдгрупою nZ).

Якщо гомоморфiзм груп α : G→ H iн’єктивний, то з прикладу А.21 i пун-
ктiв 1. та 3. твердження А.23 маємо

G ≃ G/{e} = G/Kerα ≃ Imα = α(G),

бiльш того, вiдповiдним iзоморфiзмом G → α(G) буде саме α (чому?), що
неважко перевiрити й безпосередньо.

Наслiдок А.25. Будь-який iн’єктивний гомоморфiзм груп є iзоморфiзмом
на свiй образ.
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непарне, 175, 177
неперервне, 40

у точцi, 40, 41
нерозтягуюче, 26
постiйне, 41

секвенцiйно неперервне, 45
тотожне, 26, 41
факторвiдображення, 61
факторизовне, 61
шлях, 114
що зберiгає вiдстанi мiж

точками, 26
Вiдрiзок, 13, 47, 108, 112

зв’язнiсть, 104, 105
компактнiсть, 91
лiнiйна зв’язнiсть, 115
у Rn, 106

Вiдстань
вiд точки до множини, 79
мiж точками, 24

Вiльна
гомотопiя, 128
група, 167, 173, 196

з двома твiрними, 165, 167, 172
пiдгрупи, 173
ранг, 197
твiрна (породжуючий

елемент), 197
дiя, 68, 151, 153

Вкладення, 50, 58, 59, 65, 88, 113,
125, 177, 182, 183, 188

компактного простору в
хаусдорфовий, 94

Включення, 31, 50
Власне вiдображення, 159
Властивiсть

Гейне – Бореля, 100
нерухомої точки, 112, 175

Внутрiшнiсть, 33
Внутрiшня точка, 33
Вписане покриття, 93, 96
Всюди щiльна множина, 38, 106
Вузли iзотопнi, 130
Вузол (ручний), 130

iзотопiя (гладка), 130
тривiальний, 130
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трилисник, 130

”Гавайська сережка”, 172
Геометрична топологiя, 179
Гiпотеза Пуанкаре (узагальнена),

186
Гомеоморфiзм, 45, 132

з компактного простору в
хаусдорфовий, 94

критерiї, 49
локальний, 159
обмеження, 48

Гомеоморфнi простори, 45, 132
Гомоморфiзм (груп), 197

iндукований, 144
iн’єктивний (мономорфiзм), 160,

199, 200
образ, 199
сюр’єктивний (епiморфiзм), 199
тривiальний, 197
ядро, 199

Гомотетiя, 72
Гомотопiчний iнварiант, 133, 142,

145
Гомотопiчна група, 139, 168

гомотопiчна iнварiантнiсть, 145
лiнiйно зв’язного простору, 140
перша, 139
топологiчна iнварiантнiсть, 145

Гомотопiчна еквiвалентнiсть, 131,
145

простору i деформацiйного
ретракта, 133

Гомотопiчний клас, 135
Гомотопiчно оберненi

вiдображення, 131, 144
Гомотопiя, 127

вiльна, 128
з закрiпленими кiнцями, 135
зв’язана, 128
накриваюча, 158
шляхiв, 135

Границя послiдовностi, 43, 84, 86
Гранична точка, 33, 97
Грань триангуляцiї, 189

орiєнтацiя, 192
Ґратка, 70
Граф, 62, 173

вершина, 173
Келi, 168

вiльної групи з двома
твiрними, 166, 168

максимальне дерево, 173
накриття, 173
ребро, 173
фундаментальна група, 173

”Гребiнка та блоха”, 117, 119, 123
Група, 195

⟨a, b⟩ (вiльна з двома твiрними),
166, 167, 172

⟨a1, . . . , an⟩ (вiльна з n
твiрними), 167, 196

C∗ (мультиплiкативна поля C),
73

GL(n,C) (повна лiнiйна), 141
GL(n,R) (повна лiнiйна), 46, 69,

141
nZ, 165, 200
O(n) (ортогональна), 26, 69, 141
O(1, 1) (псевдоортогональна),

125, 141
π1(X), 140
π1(X, x), 139
πn(X), 140
πn(X, x), 139
R, 195, 197, 198
R⊕ . . .⊕ R︸ ︷︷ ︸

n

, 198

Rn, 70, 141, 153, 198
R∗ (мультиплiкативна поля R),

72, 196, 198
SO(n) (спецiальна

ортогональна), 124, 141
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SU(n) (спецiальна унiтарна),
125, 141

S1, 141
Sn (симетрична, перестановок),

196
T n, 141
U(n) (унiтарна), 125, 141
Z, 70, 153, 164, 177, 195, 197,

198, 200
Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸

n

, 164, 198

Zn, 70, 153, 164, 198
Z2, 72, 154, 165, 177, 196
Zn (залишкiв), 154, 165, 196, 200
абелева (комутативна), 139–141,

195, 198
автоморфiзмiв накриття, 169,

171
вiльна, 165, 167, 196
гомоморфiзм, 197
гомотопiчна, 139

перша, 139
дiя на множинi, 68
додатних дiйсних чисел, 196–198
iзоморфiзм, 197
когомологiй, 168
монодромiї, 161, 171
мультиплiкативна поля, 196
накриття, 160, 172
одиниця, 138, 195
пiдгрупа, 198
пряма сума, 198
прямий добуток, 197
топологiчна, 141
тривiальна, 139, 146, 195
факторгрупа, 199
фундаментальна, 139

Групи iзоморфнi, 197
Групова операцiя, 195

Дiаграма комутативна, 62
Дiаметр, 101

Дiя групи на множинi, 68
вiльна, 68, 151, 153
ефективна, 68, 151
лiва, 68
неперервна, 151, 153, 169
орбiта, 68, 199
права, 69
транзитивна, 68, 170
цiлком розривна, 151, 153, 169

Дезорiєнтуючий ланцюжок, 193
Декартовий добуток множин, 53,

57
Дерево, 134

максимальне графа, 173
Деформацiйна ретракцiя, 133
Деформацiйний ретракт, 133, 134
Диз’юнктне об’єднання, 10, 66
Дискретна

метрика, 24, 29
топологiя, 9, 15, 29, 35, 38, 180

бази, 18
гомеоморфiзми, 46
замкненi множини, 13
зв’язнi компоненти, 110
зв’язнi множини, 103
компактнi множини, 91
локальна компактнiсть, 95
локальна (лiнiйна) зв’язнiсть,

119
неперервнi вiдображення, 41

Добуток шляхiв, 114
гомотопiчнi властивостi, 136,

137
Довга пряма, 185
Достатня умова

зв’язностi, 105, 106
замикання, 106
об’єднання, 104

лiнiйної зв’язностi
об’єднання, 116
областей, 121
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Дотику точка, 33
Друга аксiома злiченностi, 17, 39,

51, 81, 88, 89, 96, 98, 179, 185,
191

Евклiдова (стандартна,
натуральна, природна)
топологiя

дiйсної прямої R, 10
простору Rn, 30

Евклiдова метрика, 25, 26, 48
Ейлерова характеристика

(поверхнi), 191
зв’язної суми, 192
топологiчна iнварiантнiсть, 191

Еквiвалентнiсть, 46, 61, 68, 123,
128, 169, 197, 198

бiлiпшицева, 26
гомотопiчна, 131
класи, 61

Елемент (групи)
нейтральний, 138, 195
обернений, 138, 195

Епiморфiзм, 199
Ефективна дiя, 68, 151

Жорданова крива, 125

Загальна топологiя, 53
Задача

про картину, 167
про млинцi, 113
про сендвiч з шинкою, 177

Замикання, 33
секвенцiйне, 45
у метричному просторi, 79

Замкнена куля, 27
стандартна Dn, 66, 73, 112, 131,

174, 175, 187
Замкнена множина, 12

властивостi, 12
тривiальна, 13

Замкнене вiдображення, 49

Збiжнiсть
послiдовностi, 27, 43
рiвномiрна, 84–86, 129

Збереження пiд дiєю неперервного
вiдображення

зв’язностi, 106
компактностi, 92
лiнiйної зв’язностi, 116

Зв’язана гомотопiя, 128
Зв’язна

двокрапка (простiр), 9, 74
замкненi множини, 13

компонента, 109, 125, 133
множина, 102, 121
сума (поверхонь), 188

ейлерова характеристика, 192
коректна визначенiсть, 188
орiєнтовнiсть, 193

Зв’язний простiр, 102, 112, 117,
121, 133

Зiрчата множина, 106, 130
гомотопнiсть шляхiв, 135
зв’язнiсть, 107
лiнiйна зв’язнiсть, 115
однозв’язнiсть, 147
стяжнiсть, 134

Iдеал (кiльця полiномiв), 14
Iзольована точка, 34
Iзометрiя, 25, 42, 46

евклiдового простору (рух), 26,
69

Iзоморфiзм
груп, 197

фундаментальних, 139, 144
накрить, 169, 172

Iзотопiя, 130
вузлiв (гладка), 130

Iнiцiальна топологiя, 57
Iнварiант

гомотопiчний, 133, 142, 145
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топологiчний, 17, 50, 80, 92, 96,
97, 106, 111, 116, 119, 120,
125, 142, 145, 179, 182, 191,
193

Iндукована топологiя, 31
Iндукований гомоморфiзм, 144,

174, 176
конструкцiя, 142
накриття, 160

Iнтервал, 10, 46, 108
зв’язнiсть, 105
лiнiйна зв’язнiсть, 115
некомпактнiсть, 91

Кiнець шляху, 114
Канонiчна проєкцiя, 55, 57, 61
Карта (многовида), 179

носiй, 179
Категорiя, 145

груп, 145
топологiчних просторiв з

вiдмiченими точками, 145
Квадрат, 62, 64, 65, 73, 147, 157
Клiтинний (CW ) простiр

(одновимiрний), 173
Клас

гомотопiчний, 135
еквiвалентностi, 61
сумiжностi

лiвий, 198
правий, 198

Коло S1, 33, 59, 65, 70, 73, 108, 174
велике сфери, 107
вкладення, 113, 125
зв’язнiсть, 107
компактнiсть, 92
лiнiйна зв’язнiсть, 115
накриття
n-листове, 154, 165
унiверсальне, 153

напiвлокальна однозв’язнiсть,
171

фундаментальна група, 164
як многовид, 180, 182
як топологiчна група, 141

Компактифiкацiя одноточкова, 81
Компактна множина (компакт), 90,

94
обмеженiсть, 99
у метричному просторi, 98
у просторi, що задовольняє

другiй аксiомi злiченностi, 98
у хаусдорфовому просторi, 94

Компактний простiр, 90
Компактно-вiдкрита топологiя, 129
Комплекс

Келi, 168
клiтинний (CW ) одновимiрний,

173
симплiцiйний двовимiрний, 190

Комплексна площина, 65
Композицiя неперервних

вiдображень, 42
Компонента

зв’язностi, 109, 125, 133
лiнiйної зв’язностi, 122, 125, 129,

133, 139
Комутативнiсть, 188, 195
Комутативна дiаграма, 62
Комутатор, 168
Константа Лiпшиця, 26
Координати однорiднi, 72
Кофiнiтна топологiя, 14, 74, 75

зв’язнi множини, 103
компактнi множини, 91

Крендель, 188
Крива

Пеано, 148
проста замкнена (жорданова),

125
Критерiй

бази, 19
зв’язностi, 103
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компактностi
у Rn, 100
у метричному просторi

секвенцiйний, 99
Кошi рiвномiрної збiжностi

послiдовностi, 84
передбази, 22
регулярностi накриття, 171

Куб, 71, 93, 109, 117, 139, 158
Куб (цеглина) Гiльберта, 89, 101
Куля

вiдкрита, 27
замкнена, 27

Лема
Гейне – Бореля (Бореля –

Лебега), 91
Кошi – Кантора, 78, 91
Лебега, 101
про накриваючу гомотопiю, 158
про пiдняття

вiдображень квадрата, 157
шляху, 155

Урисона, 82, 88
Лист Мебiуса (замкнений), 64, 187
Лiвий

зсув, 141
клас сумiжностi, 198

Лiнiйно зв’язна множина, 115, 121
Лiнiйно зв’язний простiр, 115, 117,

121, 133, 140, 170
Лiнзовий простiр, 155

унiверсальне накриття, 155
фундаментальна група, 165
як многовид, 181

Лiпшицеве вiдображення, 26, 42
Локальний гомеоморфiзм, 159
Локально евклiдовий простiр, 120,

179
Локально зв’язний простiр, 119
Локально компактна множина, 95
Локально компактний простiр, 95

Локально лiнiйно зв’язний простiр,
119–121, 170, 185

Локально скiнченне покриття, 96

Манхетенська (вулична, таксиста)
метрика, 25

Матриця
невироджена, 46, 69
одинична, 69
ортогональна, 26, 69

Межа
многовида, 187
множини, 34

Межова точка, 34, 187
Метризовний простiр, 28, 51, 89
Метрика, 24

ρ∞ на Rn, 25, 27
ρp на Rn, 24, 27
дискретна, 24, 29
евклiдова, 25, 26
манхетенська (вулична,

таксиста), 25
на C[a, b], 25
на ℓ∞, 25
на ℓp, 25
рiвномiрної збiжностi на

C(X, Y ), 129
Метрики

бiлiпшицево еквiвалентнi, 26, 28
Метрична топологiя, 10, 28

аксiоми злiченностi, 30, 39
база, 28

у точцi, 30
компактнi множини, 98
нормальнiсть, 79
паракомпактнiсть, 96

Метричний простiр, 24
Мiтка, 66
Многовид, 179

атлас, 179
вимiрнiсть, 179
вiдкритi множини, 180
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вкладення у евклiдовий простiр,
182, 183

двовимiрний (поверхня), 187
класифiкацiя, 189

з межею, 187
карта, 179
компоненти (лiнiйної)

зв’язностi, 182, 184
локальна компактнiсть, 182
локальна лiнiйна зв’язнiсть,

182, 184
метризовнiсть, 182, 183
накриття, 185

унiверсальне, 186
напiвлокальна однозв’язнiсть,

182, 184
нормальнiсть, 182, 183
нульвимiрний, 180
одновимiрний, класифiкацiя,

182, 185
паракомпактнiсть, 185
прямий добуток, 181
топологiчнi властивостi, 182
тривимiрний, 186
фундаментальна група, 182, 184

Множина
Bε(x), 27
C(X, Y ), 41, 129
Dε(x), 27
π0(X), 139
π0(X, x), 139
Sε(x), 27
алгебраїчна, 14
вiдкрита, 8
вiдкритозамкнена, 103
внутрiшнiсть, 33
всюди щiльна, 38, 106
дiаметр, 101
замикання, 33
замкнена, 12
зв’язна, 102, 121

зiрчата, 106
Кантора, 13
компактна (компакт), 90
лiнiйно зв’язна, 115, 121
локально компактна, 95
межа, 34
незв’язна, 102
нiде не щiльна, 38
обмежена, 99, 101
опукла, 47, 106
орбiт, 69, 199
похiдна, 33
правильно накрита, 150, 159
секвенцiйне замикання, 45
секвенцiйно замкнена, 45
секвенцiйно компактна, 97
фактормножина, 61
що правильно накриває, 150

Множини роздiленi, 104
Мономорфiзм, 160, 199, 200
Мультиплiкативна група поля, 196
Мультиплiкативнi позначення, 68,

138, 195

Накопичення точка, 97
Накриваюча гомотопiя, 158
Накриваюче вiдображення, 150

вiдкритiсть, 150
локальна гомеоморфнiсть, 159

Накриваючий
простiр, 150
шлях, 157

Накриття, 149
n-листове, 150, 159
автоморфiзм, 169
база, 150
властивостi iндукованого

гомоморфiзма, 160
група

автоморфiзмiв, 169, 171
монодромiї, 161, 171
накриття, 160, 172
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iзоморфiзм, 169, 172
iзоморфнi, 169, 172
iснування та єдинiсть, 172
локальна структура, 150
многовида, 185, 186
накриваючий простiр, 150
обчислення фундаментальної

групи бази, 160, 163, 171
однозв’язного простору, 163
простору орбiт, 152, 170
регулярне (Галуа), 170–172
скiнченнолистове, 159
тривiальне, 150, 163
унiверсальне, 150, 163, 171, 172
шар, 150
як вiдображення, 150

Напiвгрупа, 188
Напiвiнтервал, 13, 32, 47, 108

зв’язнiсть, 105
лiнiйна зв’язнiсть, 115
некомпактнiсть, 91

Напiвлокально однозв’язний
простiр, 171

Напiвнескiнченних iнтервалiв
топологiя, 12, 74

замкненi множини, 14
збiжнiсть, 44
зв’язнi множини, 103
передбаза, 23

Напiвпростiр (замкнений), 174, 187
Напiвсфера

вiдкрита, 130
гомотопнiсть шляхiв, 135
стяжнiсть, 134

замкнена, 187
Наслiдування властивостей, 32, 80
Не бiльш нiж злiченнiсть, 10
Невиродженiсть (метрики), 24
Незв’язна множина, 102
Незв’язний простiр, 102, 109
Нейтральний елемент, 138, 188, 195

Неорiєнтовна поверхня, 192
роду g (компактна зв’язна), 188,

189
ейлерова характеристика, 192

Непарна функцiя, 112
Непарне вiдображення, 175, 177
Неперервна

дiя, 151, 153, 169
функцiя, 42, 101, 112

Неперервне вiдображення, 40
композицiя, 42
обмеження, 42
у точцi, 40, 41

Нерiвнiсть трикутника, 24
Нерозтягуюче вiдображення, 26
Нiде не щiльна множина, 38
Норма евклiдова (модуль), 48
Нормальна пiдгрупа, 161, 171, 198,

199
Нормальний простiр, 77, 79, 88, 89,

95, 96
Носiй

карти, 179
шляху, 114

Обернений
елемент, 138, 195
шлях, 114, 137

Обертання, 154
Об’єднання диз’юнктне, 10, 66
Область, 121
Обмежена

множина, 99, 101
послiдовнiсть, 25
функцiя, 101

Обмеження
гомеоморфiзма, 48
неперервного вiдображення, 42

Обмежено компактний простiр, 100
Образ гомоморфiзма, 199
Одиниця групи, 138, 195
Одинична матриця, 69
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Однозв’язний простiр, 146, 150, 171
гомотопнiсть шляхiв, 147
накриття, 163

Однорiднi координати, 72
Одноточкова компактифiкацiя, 81
Ознака Веєрштраса рiвномiрної

збiжностi ряду, 85
Окiл, 8

вiдкритий, 9
множини, 76, 79

Околи, що вiдокремлюють, 75–77
Операцiя (групова), 195
Опукла множина, 47, 106, 117, 129

гомотопнiсть шляхiв, 135
зв’язнiсть, 107
лiнiйна зв’язнiсть, 115
однозв’язнiсть, 147
стяжнiсть, 134
фундаментальна група, 139

Орбiта, 68, 199
Орiєнтацiя гранi триангуляцiї, 192

узгодженiсть, 192
Орiєнтовнiсть (поверхнi), 192

зв’язної суми, 193
топологiчна iнварiантнiсть, 193

Орiєнтовна поверхня, 192
роду g (компактна зв’язна), 188,

189
ейлерова характеристика, 192

Ортогональна
група, 26, 69, 141

компоненти (лiнiйної)
зв’язностi, 123

матриця, 26, 69
Основна теорема алгебри, 178

Паракомпактний простiр, 96
Паралелепiпед, 57, 93, 109, 117
Паралельне перенесення, 70, 153
Передбаза топологiї, 21, 129

критерiй, 22
Перестановка, 192, 196

Перша аксiома злiченностi, 17, 44,
45, 51, 97

Петля, 138, 139
Пiвденний полюс (сфери), 180
Пiвнiчний полюс (сфери), 47, 180
Пiдгрупа, 198

нормальна, 161, 171, 198, 199
тривiальна, 198, 199

Пiдняття
вiдображення, 157, 158
гомотопiї, 159
шляху, 157

Пiдпокриття, 18, 90
тривiальне, 18, 91

Пiдпослiдовнiсть, 97, 100
Пiдпростiр

метричний, 33
топологiчний, 31, 42, 48

база, 32
Площина

дiйсна (див. Простiр R2), 30
з виколотими точками, 167
Зоргенфрея, 81
комплексна, 65
Немицького (Мура), 77
проєктивна, 73

Пляшка Клейна, 65
як зв’язна сума, 188
як многовид (поверхня), 187

Поверхня, 187
без межi, 189
другого порядку, 187
ейлерова характеристика, 191
з межею, 187
замкнена, 189
зв’язна сума, 188
класифiкацiя (компактних

зв’язних), 189
неорiєнтовна, 192

роду g (компактна зв’язна),
188, 189



ПРЕДМЕТНИЙ ПОКАЖЧИК 211

орiєнтовна, 192
роду g (компактна зв’язна),

188, 189
триангуляцiя, 189
фундаментальна група, 191

Повна лiнiйна група, 46, 69, 141
Повний простiр, 27, 84, 91, 100
Позначення

адитивнi, 195
мультиплiкативнi, 68, 138, 195

Покриття, 18
вiдкрите, 18, 90, 96, 101
вписане, 93, 96
локально скiнченне, 96
фундаментальне, 189
число Лебега, 102

Полюс (сфери)
пiвденний, 180
пiвнiчний, 47, 180

Послiдовнiсть, 43
границя, 43, 84, 86
збiжнiсть, 27, 43

у хаусдорфовому просторi, 75
обмежена, 25
фундаментальна, 27, 84

Постiйне вiдображення, 41
Постiйний шлях, 114, 137
Потужнiсть, 50

топологiї, 50
Похiдна множина, 33
Початок шляху, 114
Правий клас сумiжностi, 198
Правильно накрита множина

(окiл), 150, 159
Проєктивна

площина RP 2, 73
ейлерова характеристика, 192
зв’язнiсть, 107
компактнiсть, 100
лiнiйна зв’язнiсть, 116
неорiєнтовнiсть, 193

триангуляцiя, 190
унiверсальне накриття, 154
фундаментальна група, 165
як многовид (поверхня), 180,

187
пряма RP 1 (див. Коло S1), 73

Проєктивний простiр
дiйсний RP n, 72, 176

зв’язнiсть, 107
компактнiсть, 100
лiнiйна зв’язнiсть, 116
унiверсальне накриття, 154
фундаментальна група, 165
як многовид, 180

комплексний CP n, 73
як многовид, 181

Проєкцiя
cтереографiчна, 47, 148, 180
канонiчна, 55, 57, 61

Продовження вiдображень, 86, 88,
131, 133

Промiжок, 35, 46, 105, 108, 117
зв’язнiсть, 105
лiнiйна зв’язнiсть, 115

Прообраз топологiї, 30, 43
Простiр

Bn, 47
C, 65
C[a, b], 25, 40
CP n, 73
C(X, Y )

компактно-вiдкрита топологiя,
129

метрика рiвномiрної
збiжностi, 129

Dn, 66
I, 114, 127
I2, 62, 64, 65, 73, 147, 157
In, 71, 93, 109, 117, 139, 158
K(G, 1), 168
K(G,n), 168
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K2, 65
L(n,m), 155
ℓ∞, 25, 40
ℓp, 25, 40, 88
M 2

g , 188
Mat(n,K), 123, 125
N, 13
N 2
g , 188

Q, 14, 96, 111
R, 15

стандартна топологiя, 10, 108
топологiя Зоргенфрея, 21, 81
топологiя напiвнескiнченних

iнтервалiв, 12, 74
як многовид, 180, 182

RP 1, 73
RP 2, 73
RP n, 72
R2 \ {x1, . . . , xn}, 167
R2

стандартна топологiя, 30
топологiя Зоргенфрея, 81

Rn \ {0}, 72, 134, 146, 149
Rn

стандартна топологiя, 30, 108,
173

топологiя Зариського, 14
як многовид, 180, 187
як топологiчна група, 141

Rn
+, 24, 174, 187

S1, 32
S1 ∨ S1, 67
S1 ∨ . . . ∨ S1︸ ︷︷ ︸

n

, 67

S2, 32, 73, 187, 188
S3, 32, 155, 186
Sn, 32
T 2, 59
T n, 59
(що задовольняє аксiомi) T0, 74
(що задовольняє аксiомi) T1, 74

(що задовольняє аксiомi) T3, 76
(що задовольняє аксiомi) T4, 77
Z, 13, 32
антидискретний, 9, 15, 74
букет, 67
”гавайська сережка”, 172
”гребiнка та блоха”, 117
дискретний, 9, 15, 29, 35, 38

як многовид, 180
Ейленберга – Маклейна, 168
з вiдмiченою точкою, 67, 145
з кофiнiтною топологiєю, 14, 74,

75
з (не бiльш нiж) злiченною

базою, 17
зв’язна двокрапка, 9, 74
зв’язний, 102, 112, 117, 121, 133
клiтинний (CW ) одновимiрний,

173
компактний, 90
лiнзовий, 155
лiнiйно зв’язний, 115, 117, 121,

133, 140, 170
локально евклiдовий, 120, 179
локально зв’язний, 119
локально компактний, 95
локально лiнiйно зв’язний,

119–121, 170, 185
метризовний, 28, 51, 89
метричний, 24
накриваючий, 150
напiвлокально однозв’язний, 171
незв’язний, 102, 109
нормальний, 77, 79, 88, 89, 95,

96
обмежено компактний, 100
однозв’язний, 146, 150, 171
орбiт, 69

накриття, 152, 170
фундаментальна група, 160,

163
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паракомпактний, 96
повний, 27, 84, 91, 100
регулярний, 76, 90, 96
секвенцiйно компактний, 97
сепарабельний, 38, 39, 51, 99
симплiцiйний двовимiрний, 190
стяжний, 134
топологiчний, 8
”топологiчний синус”, 119
факторпростiр, 61, 92, 106, 116
хаусдорфовий (що задовольняє

аксiомi T2), 75, 94, 153, 179,
185, 191

цiлком незв’язний, 111
що задовольняє другiй аксiомi

злiченностi, 17
що задовольняє першiй аксiомi

злiченностi, 17
Проста замкнена крива, 125
Простори

бiлiпшицево еквiвалентнi, 26
гомеоморфнi, 45, 132
гомотопiчно еквiвалентнi, 131
iзометричнi, 26

Пряма
дiйсна (див. Простiр R), 10
довга, 185
з подвоєним нулем, 75, 185
Зоргенфрея, 21, 35, 81

збiжнiсть, 43
зв’язнi множини, 103
передбаза, 22

проєктивна (див. Коло S1), 73
Пряма сума (груп), 198
Прямий (декартовий) добуток

груп, 197
многовидiв, 181
множин, 53, 57
топологiчних просторiв, 54

Псевдоортогональна група, 125,
141

Ребро
графа, 173
триангуляцiї, 189

Регулярне накриття, 170–172
Регулярний простiр, 76, 90, 96
Ретракт, 133

деформацiйний, 133, 134
строгий деформацiйний, 133

Ретракцiя, 133, 174
деформацiйна, 133
строга деформацiйна, 133

Рефлексивнiсть, 15, 46
Решiтка, 70
Рiвномiрна збiжнiсть, 84–86, 129
Рiд (компактної зв’язної) поверхнi,

188
Рiманова поверхня, 155
Роза, 67
Розгортка поверхнi, 191
Роздiленi множини, 104
Розшарування, 149
Ручний вузол, 130
Ряд, 84

сума, 84, 86
що мажорується, 85

Секвенцiйне замикання, 45
Секвенцiйнi означення, 45, 97
Секвенцiйно замкнена множина, 45
Секвенцiйно компактна множина,

97
Секвенцiйно компактний простiр,

97
Секвенцiйно неперервне

вiдображення, 45
Сепарабельний простiр, 38
Симетрична група, 196
Симетричнiсть, 24, 46
Симплекс, 189, 190
Симплiцiйний

комплекс (двовимiрний), 190
простiр (двовимiрний), 190
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Скiнченна триангуляцiя, 190
Склеювання, 67
Спецiальна

ортогональна група, 124, 141
унiтарна група, 125, 141

Спряження, 198
Стандартна топологiя

дiйсної прямої R, 10, 35, 46, 108,
180

бази, 16, 17
вiдкритi множини, 10
замкненi множини, 13, 43
збiжнiсть, 43
зв’язнi множини, 104, 105, 117
компактнi множини, 91
лiнiйно зв’язнi множини, 115,

117
передбази, 22
пiдпростори, 32
сепарабельнiсть, 38

простору Rn, 24, 27, 30, 34, 47,
108, 173, 180

бази, 30, 57
зв’язнi множини, 107, 109
компактнi множини, 93, 100
лiнiйно зв’язнi множини, 115,

117
локальна компактнiсть, 96
локальна (лiнiйна) зв’язнiсть,

120
неперервнi вiдображення, 42
однозв’язнiсть, 147
паракомпактнiсть, 96
прямi добутки, 57
сепарабельнiсть, 39
стяжнiсть, 132

Стереографiчна проєкцiя, 47, 148,
180

Стрiчка Мебiуса, 64, 187
Строга деформацiйна ретракцiя,

133

Строгий деформацiйний ретракт,
133

Стяжний простiр, 134
лiнiйна зв’язнiсть, 135
(напiвлокальна) однозв’язнiсть,

147, 171
Сума

зв’язна (поверхонь), 188
пряма (груп), 198
ряду, 84, 86
топологiчна, 66

Сфера, 27
стандартна Sn, 32, 47, 66, 72,

130, 131, 155, 174, 175
вкладення, 113, 125, 177
ейлерова характеристика для
n = 2, 192

зв’язнiсть, 107
компактнiсть, 100
лiнiйна зв’язнiсть, 115
однозв’язнiсть для n ⩾ 2, 147
орiєнтовнiсть для n = 2, 193
триангуляцiя для n = 2, 190
як деформацiйний ретракт,

134
як многовид, 180, 186, 187

Сфероїд, 139

Теорема
Больцано – Кошi про промiжне

значення, 47, 112
Борсука – Уляма, 175, 177

узагальнення, 178
Брауера про нерухому точку,

175
двовимiрна, 175
одновимiрна, 112

Веєрштраса, 101
Гауса – Боне, 192
Жордана, 125, 178
Зейферта – ван Кампена, 173
Кантора, 91
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класифiкацiї
одновимiрних многовидiв

(зв’язних), 182, 185
поверхонь (компактних

зв’язних), 189
Лiндельофа, 18
Нiльсена – Шраєра, 173
Ньотер про iзоморфiзм перша,

199, 200
основна алгебри, 178
про барабан, 174, 175
про вкладення многовидiв у

евклiдовий простiр, 182, 183
про iснування та єдинiсть

накрить, 172
про монодромiю, 159
Пуанкаре (гiпотеза), 186
Тихонова про компактнiсть, 93
Тiтце про продовження, 86, 88
Урисона

про вкладення, 88
про метризацiю, 89

Тихонiвський добуток, 57
компактнiсть, 93

Топологiчний iнварiант, 17, 50, 80,
92, 96, 97, 106, 111, 116, 119,
120, 125, 142, 145, 179, 182,
191, 193

Топологiчна
група, 141

абелевiсть фундаментальної
групи, 141

конструкцiя, 30, 53, 59, 66, 67
сума, 66

”Топологiчний синус”, 119
Топологiчний простiр, 8
Топологiя, 7

аксiоми, 8
алгебраїчна, 127, 145
антидискретна, 9, 15, 74
база, 16

геометрична, 179
грубша (за iншу), 15
дискретна, 9, 15, 29, 35, 38, 180
загальна (теоретико-множинна),

53
Зариського, 14
зв’язної двокрапки, 9, 69, 74
Зоргенфрея

на дiйснiй прямiй R, 21, 35, 81
на площинi R2, 81

iндукована, 31
iнiцiальна, 57
компактно-вiдкрита на C(X, Y ),

129
кофiнiтна, 14, 74, 75
метрична, 10, 28
на двоелементнiй множинi, 9, 15
напiвнескiнченних iнтервалiв на

дiйснiй прямiй R, 12, 74
Немицького (Мура), 77
опис за допомогою замкнених

множин, 14
передбаза, 21
порiвняння, 15
прообраз, 30, 43
прямого добутку, 54

аксiоми вiдокремлюваностi, 81
аксiоми злiченностi, 59
бази, 54, 55
зв’язнiсть, 108
компактнiсть, 92
лiнiйна зв’язнiсть, 116
однозв’язнiсть, 149
стяжнiсть, 149
фундаментальна група, 145

сильнiша (за iншу), 15
слабша (за iншу), 15
стандартна

дiйсної прямої R, 10
простору Rn, 30

суми, 66
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тихонiвська, 57
тонша (за iншу), 15
тривiальна, 9, 15, 74
фактортопологiя, 59, 61
фiнальна, 60
що породжена системою

пiдмножин, 23
як частина математики, 7

Тор
n-вимiрний T n, 59, 70

зв’язнiсть, 109
компактнiсть, 93
лiнiйна зв’язнiсть, 117
унiверсальне накриття, 153
фундаментальна група, 164
як многовид, 181
як топологiчна група, 141

двовимiрний T 2, 59, 64, 70
ейлерова характеристика, 192
орiєнтовнiсть, 193
триангуляцiя, 190
унiверсальне накриття, 153
фундаментальна група, 164
як многовид (поверхня), 181,

187
Тотожне вiдображення, 26, 41
Точка, 8, 24

внутрiшня, 33
гранична, 33, 97
дотику, 33
iзольована, 34
межова, 34, 187
накопичення, 97

Транзитивна дiя, 68, 170
Транзитивнiсть, 15, 46
Триангуляцiя (поверхнi), 189

вершина, 189
гомеоморфний образ, 191
грань (трикутник), 189
ейлерова характеристика, 191
елемент, 189

ребро, 189
симплекс, 189
скiнченна, 190

Тривiальна
група, 139, 146, 195
пiдгрупа, 198, 199
топологiя, 9, 15, 74

гомеоморфiзми, 46
замкненi множини, 13
зв’язнi множини, 103
компактнi множини, 91
неперервнi вiдображення, 41

Тривiальне
накриття, 150, 163
пiдпокриття, 18, 91

Тривiальний
вузол, 130
гомоморфiзм, 197

Трикутник
нерiвнiсть, 24
триангуляцiї, 189

Трилисник, 130

Унiверсальне накриття, 150, 163,
171, 172

букета кiл, 165
кола, 153
лiнзового простору, 155
многовида, 186
проєктивного простору

(дiйсного), 154
тора, 153

Унiтарна група, 125, 141

Факторвiдображення, 61
неперервнiсть, 62

Факторгрупа, 161, 171, 199
за ядром гомоморфiзма, 199

Факторизовне вiдображення, 61
Фактормножина, 61, 69, 199
Факторпростiр, 61, 69, 92, 106, 116

за пiдмножиною, 66, 67
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Фактортопологiя, 59, 61
Фiнальна топологiя, 60
Фундаментальна група, 139

R2 \ {x1, . . . , xn}, 167
Rn \ {0} для n ⩾ 3, 149
Rn, 139
Sn для n ⩾ 2, 147
букета кiл, 165, 167
гомотопiчна iнварiантнiсть, 145
застосування, 173
зiрчатої множини, 147
iзоморфнiсть у рiзних точках,

139, 140
кола S1, 164
конструкцiя, 138
лiнзового простору, 165
лiнiйно зв’язного простору, 140
многовида, 182, 184
обчислення за допомогою

накриття, 160, 163, 171
одноточкового простору, 139
опуклої множини, 139
поверхнi, 191
проєктивного простору

(дiйсного), 165
простору орбiт, 160, 163
прямого добутку, 145
стяжного простору, 147
топологiчна iнварiантнiсть, 145
топологiчної групи, 141
тора, 164

Фундаментальна послiдовнiсть, 27,
84

Фундаментальне покриття, 189
Функтор, 145
Функцiя (на топологiчному

просторi), 42, 101, 112

координатна, 42
непарна, 112
обмежена, 101
Урисона, 82, 83

Хаусдорфовий простiр, 75, 94, 153,
179, 185, 191

Центральна симетрiя, 72, 154
Цилiндр

вiдкритий, 58, 133
як многовид (поверхня), 181,

187
замкнений, 58, 62, 187
обмежений, 58

Цiлком незв’язний простiр, 111
Цiлком розривна дiя, 151, 153, 169

Число Лебега, 102

Шар (накриття), 150, 161, 163
дискретнiсть, 150
злiченнiсть, 185
рiвнопотужнiсть, 150

Шлях, 114, 129
замкнений (петля), 138
кiнець, 114
накриваючий, 157
носiй, 114
обернений, 114, 137
пiдняття, 157
постiйний, 114, 137
початок, 114
що з’єднує точки, 114

Шляхи
гомотопнi, 135

у однозв’язному просторi, 147
добуток, 114

Ядро гомоморфiзма, 199
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