
Бiлет 1

1. Навести приклад топологiчного простору i ретракта у ньому, що не є деформацiйним.
Вiдповiдь пояснити.

2. Нехай топологiчний простiр X має вiдкрите покриття {U, V }, де множина U гомо-
топiчно еквiвалентна тору T 2, а множини V i U ∩V – колу S1. Скiльки спiввiдношень має
опис фундаментальної групи X у довiльнiй точцi згiдно з теоремою Зейферта – ван Кам-
пена? Вiдповiдь пояснити.

3. Обчислити симплiцiйнi гомологiї букета кiл S1 ∨ S1 з коефiцiєнтами у цiлих числах
(пiдказка: використати триангуляцiю у виглядi об’єднання двох трикутникiв).

Бiлет 2

1. Скiльки рiзних класiв iзоморфностi накрить з вiдмiченою точкою iснує у лiнiйно
зв’язного локально лiнiйно зв’язного напiвлокально однозв’язного топологiчного простору
з фундаментальною групою, що iзоморфна Z2 (наприклад, у проєктивного простору RP n

при n ⩾ 2)? Вiдповiдь пояснити.
2. Чи вiрно, що усi пiдгрупи гомотопiчної групи π2(X, x) довiльного топологiчного

простору X у його довiльнiй точцi x нормальнi? Вiдповiдь пояснити.
3. Нехай φ : Sn → Sn – неперервне вiдображення сфер, де n натуральне. Показати,

що якщо n парне i степiнь degφ ̸= 0, то iснує пара дiаметрально протилежних точок
x, −x ∈ Sn, якi пiд дiєю цього вiдображення переходять у дiаметрально протилежнi:
φ(−x) = −φ(x).

Бiлет 3

1. Чи вiрно, що будь-якi два неперервнi вiдображення з довiльного топологiчного про-
стору X у n-вимiрний куб In (вiльно) гомотопнi? Вiдповiдь пояснити.

2. Чи iснує для якогось натурального n неперервне вiдображення сфер Sn → Sn степеня
1, образ якого мiститься у напiвсферi? Вiдповiдь пояснити.

3. Обчислити симплiцiйнi гомологiї сфери S2 з коефiцiєнтами у цiлих числах (пiдказка:
використати триангуляцiю у виглядi тетраедра).

Бiлет 4

1. Нехай група Z3 × Z4 дiє на топологiчному просторi X неперервно i цiлком розрив-
но. Яку потужнiсть мають шари накриття (X,X/Z3×Z4 , p) (де p – канонiчна проєкцiя)?
Вiдповiдь пояснити.

2. Чи iснує для якогось натурального n непарне неперервне вiдображення сфери Sn →
Rn, що не приймає значення 0? Вiдповiдь пояснити.

3. Показати, що для будь-якого неперервного вiдображення сфер φ : Sn → Sn, де n пар-
не натуральне, iснує така точка x ∈ Sn, що φ(x) = x або φ(x) = −x (пiдказка: використати
степiнь вiдображення).

Бiлет 5

1. Чи вiрно, що фундаментальнi групи лiнiйно зв’язного топологiчного простору i будь-
якого його деформацiйного ретракта iзоморфнi? Вiдповiдь пояснити.

2. Чи iснує для непарних n ⩾ 3 неперервне вiдображення f : Rn → Rn таке, що f(x) ̸= 0
для x ̸= 0 та x ⊥ f(x) (вiдносно стандартного скалярного добутку) для будь-якого x ∈ Rn?
Вiдповiдь пояснити.

3. Обчислити фундаментальну групу пiдмножини X = {(x, y) ∈ [−1, 1]2 | x ∈ Z∨ y ∈ Z}
площини R2 за допомогою теореми Зейферта – ван Кампена.



Бiлет 6

1. Чи може група автоморфiзмiв регулярного 4-листового накриття складатися з 2
елементiв? Вiдповiдь пояснити.

2. Чи iснує для якогось натурального n нетотожне неперервне вiдображення сфер Sn →
Sn степеня 1? Вiдповiдь пояснити.

3. Обчислити сингулярнi гомологiї букета сфер Sn∨Sm з коефiцiєнтами у цiлих числах
за допомогою послiдовностi Маєра – Вiєторiса.

Бiлет 7

1. Чому дорiвнюють ранги абелiанiзацiй фундаментальних груп поверхонь M2
g , g ∈ Z+

i N2
g , g ∈ N? Вiдповiдь пояснити.
2. Знайти групи сингулярних гомологiй довiльної зiрчатої пiдмножини Rn. Вiдповiдь

пояснити.
3. Нехай φ : Sn → Sn – неперервне вiдображення сфер, де n натуральне. Показати, що

якщо степiнь degφ непарний, то iснує пара дiаметрально протилежних точок x, −x ∈ Sn,
якi пiд дiєю цього вiдображення переходять у дiаметрально протилежнi: φ(−x) = −φ(x).
Для цього використати наступний факт: якщо φ парне, то degφ парний.

Бiлет 8

1. Чи є деформацiйним ретрактом сфери Sn якась її точка x ∈ Sn? Вiдповiдь пояснити.
2. Яке з двох тверджень ”будь-який цикл a ∈ Ck є границею” i ”будь-яка границя a ∈ Ck

є циклом” вiрне для будь-якого ланцюгового комплекса C∗? Якiй умовi на групу Hk(C∗)
еквiвалентне тодi iнше твердження? Вiдповiдi пояснити.

3. Встановити, чи iснує на сферi Sn, де n натуральне, парне неперервне векторне поле
X (тобто таке, що Xx = X−x для кожної точки x ∈ Sn, де −x – дiаметрально протилежна
до неї точка), що в жоднiй точцi не дорiвнює 0.

Бiлет 9

1. Чи є для якогось натурального n сфера Sn−1 ретрактом простору Rn? Вiдповiдь
пояснити.

2. Нехай топологiчний простiр X має вiдкрите покриття {U, V }, де множина U гомо-
топiчно еквiвалентна тору T 2, а множини V i U ∩ V – колу S1. Скiльки твiрних має опис
фундаментальної групи X у довiльнiй точцi згiдно з теоремою Зейферта – ван Кампена?
Вiдповiдь пояснити.

3. Обчислити сингулярнi гомологiї тора T 2 з коефiцiєнтами у цiлих числах за допомо-
гою послiдовностi Маєра – Вiєторiса, використавши той факт, що проколотий тор гомо-
топiчно еквiвалентний букету кiл S1 ∨ S1.


