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Алгебраїчна (алгебрична) топологiя – це роздiл топологiї, що ви-
вчає iнварiанти алгебраїчної природи: групи, кiльця, векторнi просто-
ри тощо, якi певним чином визначаються даним топологiчним просто-
ром. Найчастiше вони є iнварiантами вiдносно слабшого за гомеомор-
фнiсть вiдношення еквiвалентностi – гомотопiчної еквiвалентностi. Ал-
гебраїчна топологiя як предмет систематичного вивчення виникла у кiн-
цi дев’ятнадцятого сторiччя у роботах Анрi Пуанкаре (як i два основнi
пiдходи, яким ми придiлятимемо увагу – гомотопiчний i гомологiчний),
але й досi займає центральне мiсце в топологiї та її застосуваннях. Ми
почнемо з деяких важливих для неї загальнотопологiчних понять.

1 Гомотопiя
У цьому роздiлi ми побачимо, що топологiя встановлює вiдношення еквi-
валентностi не тiльки мiж просторами, а й мiж вiдображеннями. Поня-
ття гомотопiї формалiзує iнтуїтивне уявлення про ”деформацiю” одного
вiдображення в iнше. Нагадаємо, що лiтерою I традицiйно позначається
вiдрiзок [0, 1].

Означення 1.1. Нехай f, g : X → Y – неперервнi вiдображення топо-
логiчних просторiв. Гомотопiєю f i g зветься неперервне вiдображення
F : X × I → Y таке, що F (x, 0) = f(x) i F (x, 1) = g(x) для будь-якої
x ∈ X. Гомотопiя F вiдображень f i g зветься A-гомотопiєю, де A ⊂ X –
деяка пiдмножина, якщо крiм цього F (x, s) = f(x) = g(x) для будь-яких
x ∈ A i s ∈ I. Якщо iснує гомотопiя (вiдповiдно, A-гомотопiя) f i g, то
говорять, що f гомотопне (A-гомотопне) g i пишуть f ∼ g (f ∼

A
g).

Зауваження. Тут на X × I вводиться, як зазвичай, топологiя пря-
мого добутку. A-гомотопiю ще називають гомотопiєю, що зв’язана на A.
З означення випливає, що для її iснування необхiдне спiвпадiння f i g
на A: f |A = g|A. ”Звичайна” гомотопiя (т. зв. вiльна) – це ∅-гомотопiя.

Твердження 1.1. A-гомотопнiсть вiдображень є вiдношенням еквi-
валентностi на {f ∈ C(X, Y ) | f |A = fA} (пiдмножинi неперервних
вiдображень з X у Y , що збiгаються на A з деяким фiксованим fA).
Зокрема, гомотопнiсть – вiдношення еквiвалентностi на C(X, Y ).

Доведення. Перевiримо виконання аксiом еквiвалентностi для A-
гомотопностi (звичайно, вони тодi будуть виконуватися й у частковому
випадку гомотопностi).

3



- f ∼
A
f для будь-якого f з f |A = fA: неважко перевiрити, що F (x, s) :=

f(x) задає потрiбну A-гомотопiю.

- Якщо f ∼
A
g i F – вiдповiдна A-гомотопiя, то визначимо G : X×I →

Y умовою (x, s) 7→ F (x, 1−s). Воно неперервне як композицiя непе-
рервних вiдображень, G(x, 0) = F (x, 1) = g(x), G(x, 1) = F (x, 0) =
f(x) для x ∈ X, G(x, s) = F (x, 1 − s) = fA(x) = f(x) = g(x) для
x ∈ A, s ∈ I, тому G – A-гомотопiя g i f . Отже, g ∼

A
f .

- Нехай f ∼
A
g, g ∼

A
h. Зауважимо, що при цьому h|A = g|A =

f |A = fA за означенням A-гомотопностi. Нехай F i G – вiдповiд-
нi A-гомотопiї. Визначимо H : X × I → Y умовою

H(x, s) :=

[
F (x, 2s), s ∈ [0, 1

2
];

G(x, 2s− 1), s ∈ [1
2
, 1].

Це вiдображення коректно визначене, бо при s = 1
2

маємо F (x, 1) =
g(x) = G(x, 0) за умовою. Його неперервнiсть випливає з неперерв-
ностi F i G (аналогiчно до неперервностi добутку шляхiв; див. та-
кож [3, с. 63-64]). При цьому H(x, 0) = F (x, 0) = f(x), H(x, 1) =
G(x, 1) = h(x) для x ∈ X i H(x, s) = fA(x) = f(x) = h(x) для x ∈ A,
s ∈ I за властивостями F i G. Отже, H – A-гомотопiя, тобто f ∼

A
h.

Зауваження. Гомотопiя F задає для кожного s ∈ I вiдображення
fs := F (·, s) : X → Y (тобто fs(x) = F (x, s) для x ∈ X), що є неперервним
як композицiя неперервних x 7→ (x, s) (перевiрте, що таке вiдображення
X → X × I дiйсно неперервне) i F . Тобто гомотопiю можна розумiти як
”неперервну сiм’ю” вiдображень {fs}s∈I ⊂ C(X,Y ) або як ”шлях” I →
C(X, Y ) : s 7→ fs. При цьому за означенням f0 = f i f1 = g, тобто цей
”шлях” з’єднує f i g у C(X, Y ).

Виникає природне запитання: чи можна ввести топологiю на C(X, Y )
так, щоби гомотопiї дiйсно були шляхами у цьому просторi? Вiдповiдь
мiститься у наступнiй вправi (див. також [2, с. 145-148], [3, с. 145-148,
186-187] або [17, с. 281-290]).

Вправа 1.1. Нехай X та Y – топологiчнi простори. Для будь-яких ком-
пактної K ⊂ X i вiдкритої U ⊂ Y позначимо

W (K,U) := {f ∈ C(X, Y ) | f(K) ⊂ U}.
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1. Показати що {W (K,U)} (для усiх пар K i U) є передбазою деякої
топологiї на C(X,Y ). Вона зветься компактно-вiдкритою.

2. Показати, що якщо X компактний а Y метричний з метрикою ρ, то
компактно-вiдкрита топологiя на C(X, Y ) породжується метрикою
рiвномiрної збiжностi

σ(f, g) := max
x∈X

{ρ(f(x), g(x))} .

Показати, що для Y = R (з евклiдовою метрикою) збiжнiсть послi-
довностi функцiй у цiй метрицi рiвносильна рiвномiрнiй збiжностi
(хоча б для випадку X = I).

3. Показати, що якщо X локально компактний та хаусдорфовий, то
шляхи у C(X, Y ) з компактно-вiдкритою топологiєю – це в точностi
вiдображення вигляду s 7→ F (·, s), де F – деяка гомотопiя.

Зауваження. З аналогiчних мiркувань випливає, що для кожної
x ∈ X вiдображення I → Y : s 7→ F (x, s) неперервне, а отже є шляхом,
що з’єднує точки F (x, 0) = f(x) i F (x, 1) = g(x). Зокрема, f(x) i g(x)
повиннi тодi лежати в однiй компонентi лiнiйної зв’язностi Y (в силу
твердження 28.2 лекцiй з топологiї).

Наслiдок 1.1. Якщо f, g : X → Y гомотопнi, то для будь-якої x ∈ X її
образи f(x) i g(x) лежать в однiй компонентi лiнiйної зв’язностi Y .

Приклад 1.1. НехайX = {x} – одноточковий простiр. Будь-якi вiдобра-
ження f, g : X → Y у довiльний простiр Y мають вигляд f : x 7→ f(x),
g : x 7→ g(x) (i автоматично є неперервними як постiйнi). Якщо f i g
гомотопнi, то f(x) i g(x) можна з’єднати шляхом в Y за попереднiм
наслiдком. Неважко побачити, що в даному випадку вiрне й обернене:
якщо h : I → Y – шлях, що з’єднує f(x) i g(x), то F (x, s) := h(s) задає
гомотопiю f i g.

Приклад 1.2. Нехай Y ⊂ Rn – опукла пiдмножина. Тодi для будь-
яких топологiчного простору X, пiдмножини A ⊂ X i вiдображень f, g ∈
C(X, Y ) таких, що f |A = g|A, маємо f ∼

A
g. Дiйсно, вiдображення F : X×

I → Y , що визначене умовою F (x, s) := (1−s) f(x)+s g(x) (тобто з’єднує
f(x) i g(x) вiдрiзками, пор. з прикладом 23.7 лекцiй з топологiї) є тодi
неперервним i задовольняє означенню A-гомотопiї f i g.

Вправа 1.2. Показати, що те ж саме вiрне для зiрчатої Y ⊂ Rn i A = ∅
(тобто для вiльних гомотопiй).
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Приклад 1.3. Нехай тепер Y ⊂ Sn – вiдкрита напiвсфера n-вимiрної
сфери для n ⩾ 1, тобто її перетин з вiдкритим напiвпростором Rn+1

вiдносно деякої гiперплощини, що проходить через початок координат
(центр сфери), а простiр X довiльний. Аналогiчно до минулого прикла-
ду можна показати, що тодi будь-якi f, g ∈ C(X,Y ) є A-гомотопними
(звичайно, якщо f |A = g|A). Гомотопiя F при цьому будується за допо-
могою менших дуг великих кiл сфери (випишiть її явно, використовуючи
формулу з прикладу 23.8 лекцiй з топологiї).

Зауваження. Iнколи розглядають гомотопiї мiж вiдображеннями,
що задовольняють деяким додатковим обмеженням, такi, що усi ”про-
мiжнi” вiдображення fs задовольняють тим же обмеженням. У цьому
випадку гомотопiю зазвичай називають iзотопiєю.

Приклад 1.4. (Ручним) вузлом називається регулярне вкладення кола
S1 у R3, тобто будь-яке iн’єктивне вiдображення f : S1 → R3, коорди-
натнi функцiї якого (вiд кутового параметра кола) належать до класу
C1, а вектор f ′ з їхнiх похiдних ненульовий у кожнiй точцi. Зокрема, f
є вкладенням в силу компактностi кола i наслiдку 20.4 курсу топологiї.
(Гладкою) iзотопiєю вузлiв f i g зветься їх гомотопiя F ∈ C1(S1 × I,R3)
така, що fs = F (·, s) : S1 → R3 – вузол для кожного s ∈ I (де гладкiсть
розумiємо як вище). Якщо iснує iзотопiя вузлiв, вони називаються iзото-
пними. Нижче зображенi т. зв. тривiальний вузол, вузол, що iзотопний
тривiальному, i вузол, що їм не iзотопний – трилисник (але доведен-
ня цiєї неiзотопностi потребує спецiальних iнварiантiв). Детальнiше див.
у [6], [7, с. 213-239], [8], а також приклад 13.3 далi та посилання там.

Розглянемо цiкавий приклад застосування гомотопiї до задачi про-
довження вiдображень (iншими прикладами цього класу топологiчних
задач є теорема Тiтце з курсу топологiї та вправа 2.3 далi). Нагадаємо,
що межею стандартної замкненої кулi є стандартна сфера: ∂Dn = Sn−1.

Твердження 1.2. Нехай Y – топологiчний простiр i n ⩾ 1. Неперервне
вiдображення f : Sn−1 → Y продовжується до неперервного f : Dn → Y
(тобто f |Sn−1 = f) тодi й тiльки тодi, коли воно гомотопне постiйно-
му вiдображенню.
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Доведення. ⇒ Отже, нехай f ∈ C(Sn−1, Y ) продовжується до f ∈
C(Dn, Y ). Виберемо x0 ∈ Sn−1 i покладемо F (x, s) := f((1 − s)x + s x0).
Таке F : Sn−1×I → Y коректно визначене в силу опуклостi Dn, неперерв-
не як композицiя неперервних, F (·, 0) = f |Sn−1 = f i F (·, 1) = f(x0) =
f(x0) – постiйне вiдображення. Тобто F i буде потрiбною гомотопiєю.

⇐ Тепер нехай iснує гомотопiя F вiдображення f i постiйного вiдобра-
ження Sn−1 у точку y0 ∈ Y . Побудуємо f : Dn → Y наступним чином:

f(x) :=

[
y0, |x| ∈ [0, 1

2
];

F
(
x
|x| , 2− 2|x|

)
, |x| ∈ [1

2
, 1].

Зауважимо, що f коректно визначене i неперервне, оскiльки при |x| =
1
2

маємо F
(
x
|x| , 1

)
= y0. При цьому для |x| = 1 (тобто x ∈ Sn−1) за

побудовою f(x) = F (x, 0) = f(x). Таким чином, f |Sn−1 = f .

2 Гомотопiчна еквiвалентнiсть.
Ретракти. Стяжнiсть

Вiдношення еквiвалентностi мiж топологiчними просторами не обмежу-
ються гомеоморфнiстю. Розглянемо бiльш загальне вiдношення, що є
основним саме для алгебраїчної топологiї.

Означення 2.1. Нехай X та Y – топологiчнi простори. Неперервнi вiд-
ображення f : X → Y i g : Y → X звуться гомотопiчно оберненими одне
до одного, якщо g ◦ f ∼ idX i f ◦ g ∼ idY . Якщо такi f i g iснують, то X
та Y називають гомотопiчно еквiвалентними й пишуть X ∼ Y .

Лема 2.1. Нехай f0, f1 : X → Y , g0, g1 : Y → Z – неперервнi вiдображе-
ння топологiчних просторiв, A ⊂ X, B ⊂ Y – такi пiдмножини, що
f0(A) = f1(A) ⊂ B, i f0 ∼

A
f1, g0 ∼

B
g1. Тодi g0 ◦ f0 ∼

A
g1 ◦ f1.

Доведення. З умови випливає, що f0|A = f1|A i g0|B = g1|B, тому
(g0◦f0)|A = (g1◦f1)|A. Якщо F – A-гомотопiя f0 i f1, а G – B-гомотопiя g0
i g1, тоH(x, s) := G(F (x, s), s) визначає A-гомотопiю g0◦f0 i g1◦f1. Дiйсно,
це неперервне вiдображення X × I → Z як композицiя неперервних,
H(x, 0) = G(F (x, 0), 0) = G(f0(x), 0) = g0(f0(x)) та аналогiчно для s = 1,
i H(x, s) = G(F (x, s), s) = G(f0(x), s) = g0(f0(x)) = g1(f1(x)) для x ∈ A
та довiльного s ∈ I, бо f0(x) ∈ B.
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Твердження 2.1. Гомотопiчна еквiвалентнiсть є вiдношенням еквi-
валентностi топологiчних просторiв.

Доведення. Перевiримо аксiоми еквiвалентностi.

- X ∼ X для будь-якого простору X: достатньо взяти f = g = idX .

- Умови X ∼ Y та Y ∼ X еквiвалентнi за означенням (воно симе-
тричне вiдносно X та Y ).

- Покажемо тепер транзитивнiсть. Нехай X ∼ Y та Y ∼ Z, тобто
iснують f ∈ C(X, Y ), g ∈ C(Y,X), h ∈ C(Y, Z) i k ∈ C(Z, Y ) такi,
що f◦g ∼ idY , g◦f ∼ idX , h◦k ∼ idZ i k◦h ∼ idY . Тодi h◦f ∈ C(X,Z)
i g ◦ k ∈ C(Z,X) гомотопiчно оберненi:

(h ◦ f) ◦ (g ◦ k) = h ◦ (f ◦ g) ◦ k ∼ h ◦ idY ◦ k = h ◦ k ∼ idZ ,

(g ◦ k) ◦ (h ◦ f) = g ◦ (k ◦ h) ◦ f ∼ g ◦ idY ◦ f = g ◦ f ∼ idX ,

де першi гомотопностi в кожному рядку випливають з умови та по-
передньої леми для випадку вiльних гомотопiй (застосованої двiчi,
до кожної з композицiй). Таким чином, X ∼ Z.

Приклад 2.1. Якщо f : X → Y – гомеоморфiзм, то f i f−1 неперервнi
та гомотопiчно оберненi (бо вони просто оберненi). Отже, гомеоморфнi
простори гомотопiчно еквiвалентнi.

Приклад 2.2. Простiр Rn гомотопiчно еквiвалентний одноточковому
простору {y}. Дiйcно, вибiр вiдображень тут невеликий: нехай f : Rn →
{y} переводить всi точки Rn в y, а g : {y} → Rn переводить y в якусь x0 ∈
Rn. Обидва цi вiдображення постiйнi, а отже неперервнi. Тодi f ◦g = id{y}
i (g ◦ f)(x) = x0 для будь-якої x ∈ Rn. З прикладу 1.2 випливає, що по-
стiйне вiдображення g ◦ f опуклої Rn в себе гомотопне idRn (при цьому
F (x, s) = (1−s) x0+s x задає потрiбну гомотопiю). Отже, f i g гомотопi-
чно оберненi. Також зауважимо, що в силу транзитивностi тодi Rn ∼ Rm

для будь-яких n,m ∈ Z+. Далi цей приклад узагальнимо у прикладi 2.4.

Вправа 2.1. Показати, що з X ∼ Y i Z ∼ W випливає X ×Z ∼ Y ×W .
Так, в силу попереднього прикладу, цилiндр гомотопiчно еквiвалентний
колу: S1 × R ∼ S1 × {y} ∼= S1.
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Зауваження. Цi приклади демонструють, зокрема, що гомотопiчна
еквiвалентнiсть є слабшим за гомеоморфнiсть вiдношенням еквiвален-
тностi: класи гомотопiчної еквiвалентностi, взагалi кажучи, ширшi. Во-
на не зберiгає компактнiсть i навiть потужнiсть множини (але зберiгає
зв’язнiсть та лiнiйну зв’язнiсть, див. наступну вправу). Далi ми наведе-
мо ще декiлька прикладiв гомотопiчних еквiвалентностей, що пов’язанi
з поняттям ретракцiї.

Вправа 2.2. Показати, що якщо X ∼ Y i простiр X зв’язний (вiдпо-
вiдно, лiнiйно зв’язний), то й простiр Y (лiнiйно) зв’язний. Бiльш того,
у загальному випадку гомотопiчно еквiвалентнi X та Y мають однако-
вi кiлькостi компонент зв’язностi та лiнiйної зв’язностi вiдповiдно. Чи
вiрнi аналогiчнi твердження для властивостей локальних зв’язностi та
лiнiйної зв’язностi?

Означення 2.2. Ретракцiєю топологiчного простору X на його пiдмно-
жину A ⊂ X зветься будь-яке неперервне вiдображення f : X → A таке,
що f |A = idA, тобто f(x) = x для будь-якої x ∈ A. Множину A у цьому
випадку звуть ретрактом X.

Приклад 2.3. Будь-яка одноточкова пiдмножина {x} ⊂ X будь-якого
простору є його ретрактом: вiдповiдною ретракцiєю є постiйне вiдобра-
ження у x.

Вправа 2.3. Показати, що A ⊂ X є ретрактом простору X тодi й тiльки
тодi, коли будь-яке неперервне вiдображення g : A → Y можна продов-
жити неперервним g : X → Y .

Означення 2.3. Ретракцiя простору X на A ⊂ X зветься деформа-
цiйною (вiдповiдно, строгою деформацiйною), якщо вона гомотопна (A-
гомотопна) тотожному вiдображенню idX . У цьому випадку A називають
(строгим) деформацiйним ретрактом X.

Зауваження. Тут, коли йдеться про гомотопнiсть ретракцiї f : X →
A i тотожного idX : X → X, фактично мається на увазi не f , а його
композицiя з включенням i : A→ X.

Твердження 2.2. Якщо A ⊂ X – деформацiйний ретракт топологi-
чного простору X, то X ∼ A.

Доведення. Дiйсно, нехай f : X → A – деформацiйна ретракцiя, а
i : A → X – вiдображення включення. Тодi f ◦ i = idA та i ◦ f ∼ idX за
умовою (див. попереднє зауваження). Отже, цi вiдображення гомотопi-
чно оберненi, тому X ∼ A.
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Приклад 2.4. Всi ретракти будь-якої опуклої пiдмножини X ⊂ Rn,
зокрема, всi одноточковi пiдмножини {x} ⊂ X, є строгими деформацiй-
ними. Дiйсно, якщо A – ретракт X, то вiдповiдна ретракцiя f та idX
збiгаються на A (обидва дорiвнюють idA), а тому A-гомотопнi за при-
кладом 1.2. Аналогiчно, всi ретракти будь-якої зiрчатої X ⊂ Rn є дефор-
мацiйними в силу вправи 1.2. Тодi з попереднього твердження випливає,
що, зокрема, X ∼ {x} для будь-якої зiрчатої (зокрема опуклої) X ⊂ Rn

i кожної x ∈ X.

Приклад 2.5. Аналогiчно до попереднього прикладу, всi ретракти будь-
якої вiдкритої напiвсфери Sn для n ⩾ 1 є строгими деформацiйними
в силу прикладу 1.3. Зокрема, така напiвсфера гомотопiчно еквiвалентна
кожнiй свої точцi.

Приклад 2.6. Сфера Sn−1 є строгим деформацiйним ретрактом просто-
ру Rn \ {0} (тут n ⩾ 1). Дiйсно, f(x) := x

|x| , очевидно, визначає ретра-
кцiю. При цьому F (x, s) := (1−s) x

|x|+s x задає неперервне вiдображення

F : (Rn \ {0}) × I → Rn \ {0} (бо вiдрiзок
[
x
|x| , x

]
не проходить через 0),

F (·, 0) = f , F (·, 1) = idRn\{0} i F (x, s) = x для будь-яких x ∈ Sn−1, s ∈ I.
Отже, F є Sn−1-гомотопiєю, тому ретракцiя f – строга деформацiйна.
Зокрема, Rn\{0} ∼ Sn−1 за попереднiм твердженням. Iнший спосiб це по-
бачити – використати вправу 2.1: Rn \{0}, як пам’ятаємо, гомеоморфний
Sn−1 × R (ми використовували цей факт у прикладi 23.11 з курсу топо-
логiї), що, у свою чергу, гомотопiчно еквiвалентний Sn−1 × {y} ∼= Sn−1.

Означення 2.4. Топологiчний простiр X зветься стяжним, якщо вiн
гомотопiчно еквiвалентний одноточковому простору: X ∼ {y}.

Твердження 2.3. Топологiчний простiр X стяжний тодi й тiльки
тодi, коли iснує x0 ∈ X така, що {x0} – деформацiйний ретракт X.

Доведення. ⇒ Нехай X стяжний, тобто iснують гомотопiчно обер-
ненi f : X → {y} i g : {y} → X. Це постiйнi вiдображення (пор. з прикла-
дом 2.2), зокрема, g переводить y у якусь x0 ∈ X. Тодi g ◦ f : x 7→ x0 –
ретракцiя X на {x0}, i g ◦ f ∼ idX за умовою, тобто ця ретракцiя дефор-
мацiйна.

⇐ Достатнiсть тут випливає з твердження 2.2.

Зауваження. Насправдi в якостi x0 можна використати будь-яку то-
чку X (перевiрте; це випливає з наступного твердження i того, що будь-
якi два постiйнi вiдображення у лiнiйно зв’язний простiр гомотопнi за
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прикладом 1.1). З прикладiв 2.4 i 2.5 випливає, що зiрчатi (зокрема опу-
клi) пiдмножини Rn та вiдкритi напiвсфери Sn (при n ⩾ 1) стяжнi. Iншим
прикладом стяжного простору є скiнченне (зв’язне) дерево, яке можна
побудувати, послiдовно склеюючи вiдрiзки кiнцями. Наступне твердже-
ння легко виводиться з вправи 2.2, але ми доведемо його безпосередньо.

Твердження 2.4. Будь-який стяжний топологiчний простiр є лiнiйно
зв’язним.

Доведення. Нехай X стяжний. З попереднього твердження випли-
ває, що ретракцiя f на деяку {x0} ⊂ X гомотопна idX . В силу наслiд-
ку 1.1, тодi для будь-якої x ∈ X точки x0 = f(x) та x = idX(x) лежать
в однiй компонентi лiнiйної зв’язностi X. Це й означає, що цей простiр
лiнiйно зв’язний.

3 Гомотопiї шляхiв
Наступна вправа демонструє, що поняття гомотопностi шляхiв у топо-
логiчному просторi є не дуже змiстовним без додаткових обмежень. Це
мотивує наступне за цiєю вправою означення.

Вправа 3.1. Показати, що шляхи f, g : I → X у топологiчному про-
сторi X гомотопнi (вiльно, тобто у сенсi означення 1.1 при A = ∅) то-
дi й тiльки тодi, коли f(I) та g(I) лежать в однiй компонентi лiнiйної
зв’язностi X.

Означення 3.1. Шляхи f i g у топологiчному просторi X зi спiльни-
ми початком та кiнцем (f(0) = g(0) i f(1) = g(1)) будемо називати го-
мотопними, якщо вони {0, 1}-гомотопнi. Класи еквiвалентностi шляхiв
вiдносно цього вiдношення еквiвалентностi (тобто {0, 1}-гомотопностi)
звуться їх гомотопiчними класами.

Зауваження. Тобто f i g гомотопнi, якщо iснує {0, 1}-гомотопiя (або
гомотопiя з закрiпленими кiнцями) – вiдображення F ∈ C(I × I,X)
таке, що F (t, 0) = f(t), F (t, 1) = g(t), F (0, s) = f(0) = g(0) i F (1, s) =
f(1) = g(1) для будь-яких t, s ∈ I. Зокрема, для кожного s вiдображення
fs = F (·, s) (див. зауваження пiсля твердження 1.1) теж буде шляхом
з тими ж початком та кiнцем, що f i g. Нагадаємо, що {0, 1}-гомотопнiсть
є вiдношенням еквiвалентностi в силу твердження 1.1. У подальшому
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гомотопнiсть шляхiв будемо завжди розумiти саме в сенсi цього нового
означення, при цьому писатимемо просто f ∼ g, а описану вище {0, 1}-
гомотопiю F будемо називати гомотопiєю шляхiв f i g. Гомотопiчний
клас шляху f позначатимемо через [f ] (тобто [f ] = [g] означає, що f ∼ g).

Приклад 3.1. З прикладу 1.2 випливає, що у опуклiй пiдмножинi X ⊂
Rn будь-якi два шляхи зi спiльними початком та кiнцем гомотопнi (це
вiрно й для зiрчатої X, i взагалi для будь-якого стяжного простору, як
покажемо далi у твердженнi 6.1).

Приклад 3.2. Аналогiчно, будь-якi два шляхи зi спiльними початком та
кiнцем у вiдкритiй напiвсферi Sn для n ⩾ 1 гомотопнi за прикладом 1.3
(звичайно, така напiвсфера теж стяжна).

Лема 3.1. Нехай f0, f1, g0, g1 : I → X – шляхи у просторi X, причому
f0(0) = f1(0) = x, f0(1) = f1(1) = g0(0) = g1(0) = y, g0(1) = g1(1) = z.
Якщо f0 ∼ f1 i g0 ∼ g1, то f0 ∗ g0 ∼ f1 ∗ g1.

Доведення. Нехай F , G – гомотопiї f0 i f1, g0 i g1 вiдповiдно. Визна-
чимо вiдображення H : I × I → X умовою

H(t, s) :=

[
F (2t, s), t ∈ [0, 1

2
];

G(2t− 1, s), t ∈ [1
2
, 1].

Воно коректно визначене i неперервне, бо при t = 1
2

маємо F (1, s) =
y = G(0, s) для будь-якого s ∈ I за умовою. При цьому H(·, 0) = f0 ∗ g0,
H(·, 1) = f1 ∗ g1, H(0, ·) = F (0, ·) = x i H(1, ·) = G(1, ·) = z. Отже, H –
гомотопiя шляхiв f0 ∗ g0 i f1 ∗ g1.

Зауваження. Нагадаємо, що, взагалi кажучи, (f ∗ g) ∗h ̸= f ∗ (g ∗h),
тобто добуток шляхiв не є асоцiативним (перевiрте це; у яких випадках
така асоцiативнiсть все ж має мiсце?). Але вiн є таким ”у гомотопiчному
сенсi”, як демонструє наступна лема.

Лема 3.2. Нехай f, g, h : I → X – шляхи у просторi X такi, що f(1) =
g(0) = y, g(1) = h(0) = z. Тодi (f ∗ g) ∗ h ∼ f ∗ (g ∗ h).

Доведення. За означенням добутку шляхiв маємо

((f ∗ g) ∗ h)(t) =

 f(4t), t ∈ [0, 1
4
];

g(4t− 1), t ∈ [1
4
, 1
2
];

h(2t− 1), t ∈ [1
2
, 1].
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Аналогiчно,

(f ∗ (g ∗ h))(t) =

 f(2t), t ∈ [0, 1
2
];

g(4t− 2), t ∈ [1
2
, 3
4
];

h(4t− 3), t ∈ [3
4
, 1].

Визначимо вiдображення F : I × I → X умовою

F (t, s) :=

 f
(

4t
1+s

)
, t ∈ [0, s+1

4
];

g(4t− s− 1), t ∈ [ s+1
4
, s+2

4
];

h
(
4t−s−2
2−s

)
, t ∈ [ s+2

4
, 1].

Це вiдображення коректно визначене i неперервне, бо при t = s+1
4

i t =
s+2
4

маємо f(1) = y = g(0) i g(1) = z = h(0) вiдповiдно. Крiм того,
F (·, 0) = (f ∗ g) ∗ h, F (·, 1) = f ∗ (g ∗ h), F (0, ·) = f(0), F (1, ·) = h(1).
Отже, F – потрiбна гомотопiя шляхiв.

Зауваження. Зокрема, звiдси випливає, що для гомотопiчних класiв
шляхiв можна писати [f ∗ g ∗ h], не розставляючи дужки (замiсть [(f ∗
g) ∗ h] = [f ∗ (g ∗ h)]). За iндукцiєю отримуємо, що це так i для довiльної
скiнченної кiлькостi шляхiв.

Лема 3.3. Нехай f : I → X – шлях у просторi X з початком f(0) = x
та кiнцем f(1) = y. Тодi ex ∗ f ∼ f ∼ f ∗ ey.

Доведення. Нагадаємо, що постiйний шлях ex – це просто постiйне
вiдображення I в точку x. Доведемо другу гомотопнiсть, перша доводи-
ться аналогiчно (зробiть це). За означенням добутку шляхiв:

(f ∗ ey)(t) =
[
f(2t), t ∈ [0, 1

2
];

y, t ∈ [1
2
, 1].

Визначимо вiдображення F : I × I → X умовою

F (t, s) :=

[
f
(

2t
1+s

)
, t ∈ [0, s+1

2
];

y, t ∈ [ s+1
2
, 1].

Воно коректно визначене i неперервне, бо при t = s+1
2

маємо f(1) = y,
i F (·, 0) = f ∗ ey, F (·, 1) = f , F (0, ·) = f(0) = x, F (1, ·) = y. Таким чином,
F – потрiбна гомотопiя шляхiв.

Лема 3.4. Нехай f : I → X – шлях у просторi X з початком f(0) = x
та кiнцем f(1) = y. Тодi f ∗ f ∼ ex i f ∗ f ∼ ey.
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Доведення. Згадаймо, що обернений шлях f визначений умовою
f(t) = f(1 − t). Зауважимо, що друга гомотопнiсть випливає з першої
(просто помiняємо f та f мiсцями i помiтимо, що f = f), отже достатньо
довести першу. За означенням добутку:

(f ∗ f)(t) =
[
f(2t), t ∈ [0, 1

2
];

f(2− 2t), t ∈ [1
2
, 1].

Визначимо вiдображення F : I × I → X умовою

F (t, s) :=

 f(2t), t ∈ [0, 1−s
2
];

f(1− s), t ∈ [1−s
2
, 1+s

2
];

f(2− 2t), t ∈ [1+s
2
, 1].

Це вiдображення коректно визначене i неперервне, бо при t = 1−s
2

i t =
1+s
2

маємо одне й те саме значення f(1 − s). При цьому F (·, 0) = f ∗ f ,
F (·, 1) = ex, F (0, ·) = F (1, ·) = f(0) = x. Отже, F – потрiбна гомотопiя
шляхiв.

Зауваження. Деяке уявлення про логiку побудови гомотопiй в цих
лемах дають наступнi дiаграми, де область визначення I × I роздiлена
на частини, кожна з яких позначена символом вiдображення, що ”вiдпо-
вiдає” за гомотопiю на цiй пiдмножинi:

4 Фундаментальна група
Необхiднi вiдомостi з теорiї груп можна знайти у доповненнi, зокрема,
означення групи, гомоморфiзма та iзоморфiзма груп (означення A.1, A.2
та A.3 вiдповiдно). У цьому та iнших роздiлах, що присвяченi фундамен-
тальнiй групi, будуть використовуватися мультиплiкативнi позначення,
тобто групова операцiя виглядатиме як множення. Нагадаємо також, що
G ≃ H означає iзоморфнiсть груп G i H.
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Означення 4.1. Нехай X – топологiчний простiр. Петлею (або замкне-
ним шляхом) у точцi x ∈ X зветься шлях f : I → X з початком та кiнцем
у x: f(0) = f(1) = x.

Теорема 4.1 (Конструкцiя фундаментальної групи). Гомотопiчнi класи
петель у точцi x топологiчного простору X з операцiєю [f ][g] := [f ∗ g]
утворюють групу.

Доведення. Перш за все, зауважимо, що для петель f i g у x добуток
f ∗ g визначений i теж є петлею у x, тому можна говорити про його клас
[f∗g]. Переконаємося тепер у коректностi введеної операцiї. Дiйсно, якщо
[f0] = [f1] i [g0] = [g1], то [f0 ∗ g0] = [f1 ∗ g1] за лемою 3.1. Асоцiативнiсть
операцiї випливає з леми 3.2:

([f ][g])[h] = [f ∗ g][h] = [(f ∗ g) ∗ h] = [f ∗ (g ∗ h)] = [f ][g ∗ h] = [f ]([g][h])

для будь-яких гомотопiчних класiв петель [f ], [g] i [h]. З леми 3.3 маємо,
що [f ][ex] = [ex][f ] = [f ] для будь-якого [f ], тобто [ex] є нейтральним
елементом (одиницею групи). Нарештi, з леми 3.4 випливає, що [f ][f ] =
[f ][f ] = [ex] для будь-якого [f ], тобто [f ] є елементом, що обернений
до [f ]: [f ]−1 = [f ]. Разом це й означає, що гомотопiчнi класи [f ] з даною
операцiєю утворюють групу.

Означення 4.2. Група, що описана в теоремi 4.1, зветься фундамен-
тальною групою простору X у точцi x. Її позначають через π1(X, x):

π1(X, x) = {[f ] | f ∈ C(I,X) : f(0) = f(1) = x}.

Зауваження. Фундаментальну групу ще називають першою гомо-
топiчною групою. Сенс цiєї назви, а також iндексу 1 у її позначеннi,
стане зрозумiлим пiзнiше (див. роздiл 14).

Вправа 4.1. Нехай f – петля в x. Оскiльки f(0) = f(1) = x, це вiдобра-
ження факторизується у неперервне f̂ := f/∼ : I/{0,1} → X, де I/{0,1} мо-
жна ототожнити з S1 (згадаймо приклад 16.5 лекцiй з топологiї). I нав-
паки, для будь-якого неперервного f̂ : S1 → X, що переводить точку
1 = e0 ∈ S1 ⊂ C у x, вiдображення f : I → X : t 7→ f̂(e2πit) є петлею в x.
Тут ототожнюємо S1 з множиною комплексних чисел модуля 1, як ми
вже робили ранiше у курсi топологiї. Показати, що тодi {1}-гомотопним
вiдображенням кола вiдповiдають гомотопнi шляхи, тобто множина го-
мотопiчних класiв таких вiдображень (вiдносно {1}-гомотопiї) таким чи-
ном ототожнюється з π1(X, x), бiльш того, це ототожнення можна пере-
творити на iзоморфiзм груп. Для цього, звичайно, доведеться визначити
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добуток класiв вiдображень S1 → X (див. задачу 32.3 у [3]). Таким чи-
ном, отримуємо альтернативний опис фундаментальної групи.

Приклад 4.1. Фундаментальна група одноточкового простору, очеви-
дно, тривiальна: π1({x}, x) = {[ex]}.
Приклад 4.2. Для опуклої пiдмножини X ⊂ Rn i будь-якої x ∈ X
кожна петля f у x гомотопна постiйнiй в силу прикладу 3.1: [f ] = [ex].
Тому фундаментальна група також тривiальна: π1(X, x) = {[ex]}.
Твердження 4.1. Нехай шлях h : I → X з’єднує точки x та y топо-
логiчного простору X. Тодi вiдображення фундаментальних груп

α : π1(X, x) → π1(X, y) : [f ] 7→ [h ∗ f ∗ h]

коректно визначене та є iзоморфiзмом груп.

Доведення. Зауважимо, що для будь-якого класу [f ] ∈ π1(X, x)
шлях f починається i закiнчується в x, тому визначений добуток (h∗f)∗h,
що починається i закiнчується в y, а отже його клас [h ∗ f ∗ h] належить
до π1(X, y). Перевiримо коректнiсть визначення α: якщо [f0] = [f1], тоб-
то f0 ∼ f1, то з леми 3.1 (застосованої двiчi) випливає, що (h ∗ f0) ∗ h ∼
(h ∗ f1) ∗ h, тобто [h ∗ f0 ∗ h] = [h ∗ f1 ∗ h].

Покажемо тепер, що α – гомоморфiзм груп. Для будь-яких [f ], [g] ∈
π1(X, x) маємо

α([f ][g]) = α([f ∗ g]) = [h ∗ f ∗ g ∗ h] = [h ∗ f ∗ ex ∗ g ∗ h] =

= [h ∗ f ∗ h ∗ h ∗ g ∗ h] = [h ∗ f ∗ h][h ∗ g ∗ h] = α([f ])α([g]),

де третя рiвнiсть випливає з лем 3.1 i 3.3, а четверта – з лем 3.1 i 3.4 (i,
звичайно, ми постiйно використовуємо лему 3.2, записуючи гомотопiчнi
класи добуткiв без розставляння дужок).

Розглянемо вiдображення

β : π1(X, y) → π1(X, x) : [f ] 7→ [h ∗ f ∗ h].

Це теж коректно визначений гомоморфiзм груп, що перевiряється ана-
логiчно до α. Покажемо, що α i β взаємно оберненi. Для будь-якого
[f ] ∈ π1(X, x) маємо

β(α([f ])) = [h ∗ h ∗ f ∗ h ∗ h] = [ex ∗ f ∗ ex] = [f ],

де теж використали усi перелiченi вище леми (як саме?). Таким чином,
β ◦ α = idπ1(X,x). Аналогiчно встановлюємо, що α ◦ β = idπ1(X,y). Це озна-
чає, що α i β дiйсно взаємно оберненi, тому вони є бiєкцiями, а отже
iзоморфiзмами груп.
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Наслiдок 4.1. Якщо топологiчний простiр X лiнiйно зв’язний, то
фундаментальнi групи у будь-яких двох точках X iзоморфнi: π1(X, x) ≃
π1(X, y) для будь-яких x, y ∈ X.

Зауваження. Таким чином, фундаментальна група лiнiйно зв’язного
простору не залежить вiд точки з точнiстю до iзоморфiзма. Тому часто
для такого простору X позначають через π1(X) єдиний клас еквiвален-
тностi (iзоморфностi) його фундаментальних груп, i говорять про ньо-
го просто як про фундаментальну групу X. Наприклад, кажуть, що
фундаментальна група опуклої пiдмножини X ⊂ Rn тривiальна (в силу
прикладу 4.2): π1(X) = {e}. Зауважимо також, що α з твердження 4.1,
взагалi кажучи, залежить вiд h.

Вправа 4.2. Показати, що α не змiнюється при замiнi h в межах го-
мотопiчного класу (тобто на h̃ ∼ h). Показати також, що α взагалi не
залежить вiд h тодi й тiльки тодi, коли група π1(X, x) абелева (тобто
[f ][g] = [g][f ] для будь-яких [f ], [g] ∈ π1(X, x)).

Iснує цiкавий клас топологiчних просторiв, для яких фундаментальнi
групи завжди абелевi.

Приклад 4.3. Топологiчною групою зветься множина G зi структура-
ми групи та топологiчного простору, що узгодженi у наступному сен-
сi: вiдображення добутку µ : G × G → G : (a, b) 7→ ab та вiдображе-
ння взяття оберненого елемента ι : G → G : a 7→ a−1 є неперервни-
ми (де G × G розглядається з топологiєю прямого добутку). Прикла-
дами топологiчних груп є простiр Rn з операцiєю додавання векторiв,
коло S1 = {z ∈ C | |z| = 1} з операцiєю комплексного добутку, тори
T n = S1 × . . .× S1︸ ︷︷ ︸

n

зi структурами прямого добутку груп (див. означе-

ння A.4) i топологiчних просторiв, матричнi групи O(n), SO(n), U(n),
SU(n) та O(1, 1) з топологiями, що описанi у прикладi 28.2, вправах 28.1
i 28.2 курсу топологiї, а також матрична група GL(n,R) з прикладу 18.1
того ж курсу, топологiя на якiй вводиться аналогiчним чином (як саме?).
Перевiрте, що вони всi дiйсно є топологiчними групами. Детальнiше з то-
пологiчними групами та їхнiми загальнотопологiчними властивостями
можна ознайомитися за главою 5x у [3] або за доповненням 5 у [16].

Вправа 4.3. Показати, що для будь-якої топологiчної групи G i для
кожного її елемента a ∈ G фундаментальна група π1(G, a) абелева. Тут
можна використати критерiй абелевостi, що наведений у вправi 4.2, або
дiяти наступним чином. Помiтимо, що для будь-яких петель f, g : I →
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G у точцi e ∈ G (одиницi цiєї групи) їхнiй ”груповий добуток”, тобто
вiдображення f ⊙ g : I → G : t 7→ f(t)g(t), теж буде петлею у e в силу
неперервностi групової операцiї G (чому?). Таким чином, на множинi
Ω(G, e) таких петель виникає бiнарна операцiя

⊙ : Ω(G, e)× Ω(G, e) → Ω(G, e) : (f, g) 7→ f ⊙ g.

Показати, що ця операцiя перетворює Ω(G, e) на групу i що вона коре-
ктно ”факторизується” у операцiю

⊙ : π1(G, e)× π1(G, e) → π1(G, e) : ([f ], [g]) 7→ [f ⊙ g].

Показати, що ця операцiя збiгається з груповою операцiєю π1(G, e), тобто
[f ]⊙ [g] = [f ][g] для будь-яких [f ], [g] ∈ π1(G, e), i є комутативною, що й
демонструє абелевiсть π1(G, e). Для цього можна розглянути шлях (f ∗
ee) ⊙ (ee ∗ g) для довiльних f, g ∈ Ω(G, e). Нарештi, показати, що усi
фундаментальнi групи топологiчної групи iзоморфнi навiть якщо вона не
є лiнiйно зв’язною. Для цього можуть знадобитися технiка i результати
наступного роздiлу та вiдображення лiвого зсуву на довiльний елемент
a ∈ G, що дiє множенням на цей елемент злiва: La : G→ G : b 7→ ab. Воно,
зокрема, є гомеоморфiзмом G на себе (чому?). Див. також роздiли 32.7x
та 33.5x у [3].

5 Iндукованi гомоморфiзми та гомотопiчна
iнварiантнiсть фундаментальної групи

Перевiримо тепер, що фундаментальна група – дiйсно iнварiант: гомото-
пiчний (значення цього термiна пояснюється у зауваженнi пiсля наслiд-
ку 5.1), а отже й топологiчний. Для цього знадобиться поняття iндуко-
ваного гомоморфiзма, що важливе й саме по собi.

Твердження 5.1 (Конструкцiя iндукованого гомоморфiзма). Нехай X
та Y – топологiчнi простори, φ : X → Y – неперервне вiдображення,
точка x ∈ X. Тодi вiдображення

φ∗ : π1(X, x) → π1(Y, φ(x)) : [f ] 7→ [φ ◦ f ]

коректно визначене i має наступнi властивостi:

1. φ∗ – гомоморфiзм груп.

2. (ψ◦φ)∗ = ψ∗◦φ∗ для будь-яких неперервних φ : X → Y i ψ : Y → Z.
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3. (idX)∗ = idπ1(X,x).

4. Якщо вiдображення φ, ψ : X → Y гомотопнi, F – їхня гомотопiя
i α : π1(Y, φ(x)) → π1(Y, ψ(x)) – iзоморфiзм, що побудований з вико-
ристанням шляху t 7→ F (x, t) як у твердженнi 4.1, то ψ∗ = α◦φ∗.

Доведення. Якщо f : I → X – петля в x, то з f(0) = f(1) = x
випливає (φ◦ f)(0) = (φ◦ f)(1) = φ(x). Тому вiдображення φ◦ f : I → Y ,
що неперервне як композицiя неперервних, є петлею в φ(x). Крiм того,
якщо [f0] = [f1], тобто f0 ∼ f1, то φ ◦ f0 ∼ φ ◦ f1 за лемою 2.1 (для
гомотопiї шляхiв f0 i f1 та тривiальної гомотопiї), тому [φ ◦ f0] = [φ ◦ f1].
Отже, φ∗ визначене коректно. Перевiримо заявленi властивостi.

1. Для будь-яких гомотопiчних класiв петель [f ], [g] ∈ π1(X, x) маємо
з означень

φ∗([f ][g]) = φ∗([f ∗ g]) = [φ ◦ (f ∗ g)] =

= [(φ ◦ f) ∗ (φ ◦ g)] = [φ ◦ f ][φ ◦ g] = φ∗([f ])φ∗([g]),

тобто φ∗ – дiйсно гомоморфiзм.

2. Для будь-якого [f ] ∈ π1(X, x):

ψ∗(φ∗([f ])) = ψ∗([φ ◦ f ]) = [ψ ◦ φ ◦ f ] = (ψ ◦ φ)∗([f ])

за означеннями.

3. Це так, бо (idX)∗([f ]) = [idX ◦ f ] = [f ] для будь-якого [f ] ∈ π1(X, x).

4. Iншими словами, нам потрiбно показати, що дiаграма з груп та
їхнiх гомоморфiзмiв

π1(Y, φ(x))

α

��

π1(X, x)

φ∗
77

ψ∗ ''

π1(Y, ψ(x))

комутативна (тобто усi можливi комбiнацiї стрiлочок рiвнi). Отже,
нехай F – гомотопiя φ i ψ: F (·, 0) = φ, F (·, 1) = ψ. Позначимо шлях
з умови через h : I → Y : t 7→ F (x, t). Вiн з’єднує F (x, 0) = φ(x)
i F (x, 1) = ψ(x). Тодi, згiдно з побудовою у твердженнi 4.1, для

19



довiльного [f ] ∈ π1(X, x) будемо мати α(φ∗([f ])) = [h∗(φ◦f)∗h]. Нам
треба довести, що цей гомотопiчний клас дорiвнює ψ∗([f ]) = [ψ ◦f ],
тобто побудувати гомотопiю петель (h ∗ (φ ◦ f)) ∗ h i ψ ◦ f у ψ(x).
За означеннями оберненого шляху i добутку шляхiв, для кожного
t ∈ I маємо

((h ∗ (φ ◦ f)) ∗ h)(t) =

 F (x, 1− 4t), t ∈ [0, 1
4
];

φ(f(4t− 1)), t ∈ [1
4
, 1
2
];

F (x, 2t− 1), t ∈ [1
2
, 1].

Визначимо вiдображення H : I × I → X умовою

H(t, s) :=

 F (x, 1− 4t), t ∈ [0, 1−s
4
];

F (f
(
4t+s−1
3s+1

)
, s), t ∈ [1−s

4
, 1+s

2
];

F (x, 2t− 1), t ∈ [1+s
2
, 1].

Це вiдображення коректно визначене i неперервне, бо при t = 1−s
4

маємо вiрну рiвнiсть F (x, s) = F (f(0), s), а при t = 1+s
2

– F (x, s) =
F (f(1), s). При цьому H(0, s) = H(1, s) = F (x, 1) = ψ(x) для будь-
якого s ∈ I, отже H дiйсно є потрiбною нам гомотопiєю петель
H(·, 0) = (h ∗ (φ ◦ f)) ∗ h i H(·, 1) = ψ ◦ f . Iдея її побудови полягає
у наступному: для кожного s ми проходимо уздовж h вiд точки
ψ(x) = h(1) до h(s) = F (x, s), далi уздовж петлi t 7→ F (f(t), s)
у точцi F (x, s) i назад у ψ(x) уздовж h, як показано на рисунку
вище.

Означення 5.1. Вiдображення φ∗ з попереднього твердження будемо
називати гомоморфiзмом фундаментальних груп, що iндукований вiд-
ображенням φ (у точцi x).

Зауваження. Звичайно, φ∗ залежить не тiльки вiд φ, а й вiд точки x,
але її зазвичай не вказують явно у позначеннi, що може привести до
певних незручностей.
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Твердження 5.2. Нехай φ : X → Y i ψ : Y → X – гомотопiчно оберненi
вiдображення топологiчних просторiв. Тодi

- φ∗ : π1(X, x) → π1(Y, φ(x)) – iзоморфiзм груп для будь-якої x ∈ X;

- ψ∗ : π1(Y, y) → π1(X,ψ(y)) – iзоморфiзм груп для будь-якої y ∈ Y .

Доведення.
Те, що це гомоморфiзми, вже доведено

у пунктi 1. попереднього твердження. За-
лишилося довести їх бiєктивнiсть. Фiксу-
ємо якусь довiльну x ∈ X, i далi розгля-
даємо такi iндукованi гомоморфiзми (див.
також iлюстрацiю справа):

φ∗ : π1(X, x) → π1(Y, φ(x)),
ψ∗ : π1(Y, φ(x)) → π1(X,ψ(φ(x))),
φ′
∗ : π1(X,ψ(φ(x))) → π1(Y, φ(ψ(φ(x)))),

де штрих нам знадобився саме для компенсацiї вiдсутностi базової точки
у позначеннi. З умови гомотопiчної оберненостi ψ ◦ φ ∼ idX маємо

ψ∗ ◦ φ∗ = (ψ ◦ φ)∗ = α ◦ (idX)∗ = α ◦ idπ1(X,x) = α,

де першi три рiвностi випливають з пунктiв 2., 4. i 3. попереднього твер-
дження вiдповiдно, а α – деякий iзоморфiзм π1(X, x) → π1(X,ψ(φ(x))).
Зокрема, звiдси випливає, що гомоморфiзм ψ∗ сюр’єктивний. Дiйсно, для
будь-якого [f ] ∈ π1(X,ψ(φ(x)))

[f ] = α(α−1([f ])) = ψ∗(φ∗(α
−1([f ]))) ∈ ψ∗(π1(Y, φ(x))).

Аналогiчним чином з φ ◦ψ ∼ idY отримуємо, що φ′
∗ ◦ψ∗ = β для деякого

iзоморфiзма β : π1(Y, φ(x)) → π1(Y, φ(ψ(φ(x)))) (перевiрте це). У свою
чергу, з цього випливає iн’єктивнiсть ψ∗. Дiйсно, нехай ψ∗([f ]) = ψ∗([g])
для деяких [f ], [g] ∈ π1(Y, φ(x)). Тодi

β([f ]) = φ′
∗(ψ∗([f ])) = φ′

∗(ψ∗([g])) = β([g]),

й тому [f ] = [g]. Отже ψ∗ – бiєкцiя, а тодi й φ∗ = (ψ∗)
−1 ◦ α теж. Ана-

логiчно доведемо друге твердження, починаючи з y ∈ Y (або просто
використаємо симетричнiсть гомотопiчної еквiвалентностi).

Наслiдок 5.1. Якщо лiнiйно зв’язнi топологiчнi простори X та Y го-
мотопiчно еквiвалентнi, то π1(X, x) ≃ π1(Y, y) для будь-яких точок
x ∈ X та y ∈ Y .
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Доведення. Випливає з попереднього твердження та наслiдку 4.1.

Зауваження. У позначеннях, що введенi в зауваженнi пiсля наслiд-
ку 4.1, це виглядатиме як π1(X) ≃ π1(Y ) для лiнiйно зв’язних гомото-
пiчно еквiвалентних просторiв X та Y (або просто π1(X) = π1(Y ), бо
це класи iзоморфностi груп). Таким чином, фундаментальна група лi-
нiйно зв’язного простору зберiгається (з точнiстю до iзоморфiзма) при
гомотопiчних еквiвалентностях – є, як кажуть, його гомотопiчним iн-
варiантом. Зокрема, вона є й топологiчним iнварiантом. Точнiше буде
сказати, що гомотопiчна iнварiантнiсть – це властивiсть функтора з ка-
тегорiї топологiчних просторiв з вiдмiченими точками та їх неперерв-
них вiдображень, що переводять вiдмiченi точки у вiдмiченi, у категорiю
груп та їх гомоморфiзмiв, що визначений конструкцiями фундаменталь-
ної групи та iндукованого гомоморфiзма. Детальнiше про цю термiно-
логiю див., наприклад, у [2, с. 153-157], [10, с. 911-918], [11, с. 162-165,
с. 209-213 перекладу] або [14, с. 209-214].

Твердження 5.3. Для будь-яких топологiчних просторiв X, Y i будь-
якої точки (x, y) ∈ X × Y

π1(X × Y, (x, y)) ≃ π1(X, x)× π1(Y, y),

тобто фундаментальна група прямого добутку X та Y iзоморфна пря-
мому добутку їх фундаментальних груп (див. означення A.4).

Доведення. Зауважимо, що для будь-якої петлi f у (x, y) ї ї компо-
зицiї з канонiчними проєкцiями pX ◦f i pY ◦f є петлями у x та y вiдповiд-
но. Тому можна коректно визначити вiдображення α : π1(X×Y, (x, y)) →
π1(X, x)×π1(Y, y) умовою α([f ]) := ((pX)∗[f ], (pY )∗[f ]) = ([pX ◦f ], [pY ◦f ]).
Це вiдображення буде гомоморфiзмом груп:

α([f ][g]) = ((pX)∗([f ][g]), (pY )∗([f ][g])) =

= ((pX)∗[f ](pX)∗[g], (pY )∗[f ](pY )∗[g]) =

= ((pX)∗[f ], (pY )∗[f ])((pX)∗[g], (pY )∗[g]) = α([f ])α([g])

для будь-яких [f ], [g] ∈ π1(X × Y, (x, y)) за означенням i гомоморфнiстю
(pX)∗ та (pY )∗. Щоб перевiрити бiєктивнiсть α, побудуємо вiдображення
β : π1(X, x)×π1(Y, y) → π1(X×Y, (x, y)), що переводить кожну пару гомо-
топiчних класiв ([g], [h]) ∈ π1(X, x)× π1(Y, y) у гомотопiчний клас [(g, h)]
вiдображення (g, h) : I → X × Y , яке визначене умовою t 7→ (g(t), h(t))
i є петлею у (x, y) (див. також зауваження пiсля доведення теореми 26.1
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курсу топологiї). Воно коректно визначене, бо з гомотопностей шляхiв
g0 ∼ g1 i h0 ∼ h1 випливає (g0, h0) ∼ (g1, h1) (перевiрте це), i

α(β([g], [h])) = α([(g, h)]) = ([pX ◦ (g, h)], [pY ◦ (g, h)]) = ([g], [h]),

β(α([f ])) = β([pX ◦ f ], [pY ◦ f ]) = [(pX ◦ f, pY ◦ f)] = [f ],

тобто α i β взаємно оберненi, а отже є iзоморфiзмами.

Приклад 5.1. Згадаймо, що Rn \ {0} ∼= Sn−1 × R для n ⩾ 1. Тодi з
(топологiчної) iнварiантностi фундаментальної групи, твердження 5.3,
прикладу 4.2 та властивостей прямого добутку груп випливає, що

π1(Rn \ {0}, x) ≃ π1(S
n−1, y)× π1(R, z) = π1(S

n−1, y)× {[ez]} ≃ π1(S
n−1, y)

для будь-якої x ∈ Rn\{0}, де (y, z) ∈ Sn−1×R – точка, у яку переходить x
при гомеоморфiзмi. Або у спрощених позначеннях для лiнiйно зв’язних
просторiв: π1(Rn \ {0}) ≃ π1(S

n−1) (при n ⩾ 2). Втiм, цей iзоморфiзм
можна було встановити й без застосування добуткiв: вiн також випливає
з прикладу 2.6 та гомотопiчної iнварiантностi фундаментальної групи.

Зауваження. Твердження 5.3 також узагальнюється очевидним чи-
ном на прямий добуток будь-якої скiнченної кiлькостi множникiв (за iн-
дукцiєю або безпосередньо).

6 Однозв’язнi простори
Введемо клас просторiв, для яких фундаментальнi групи найпростiшi –
тобто тривiальнi.

Означення 6.1. Лiнiйно зв’язний топологiчний простiр X називається
однозв’язним, якщо всi його фундаментальнi групи тривiальнi: π1(X, x) =
{[ex]} для будь-якої x ∈ X.

Зауваження. Лiнiйно зв’язний простiр, що гомотопiчно еквiвален-
тний однозв’язному, також буде однозв’язним в силу наслiдку 5.1. З на-
слiдку 4.1 випливає, що умову тривiальностi фундаментальної групи до-
статньо перевiрити в однiй точцi. Неформально кажучи, вона означає,
що будь-яку петлю у цьому просторi можна стягнути в точку (тобто вона
гомотопна постiйнiй). Виявляється, що вiрна й бiльш загальна умова:
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Твердження 6.1. Топологiчний простiр є однозв’язним тодi й тiль-
ки тодi, коли вiн є лiнiйно зв’язним i у ньому будь-якi два шляхи зi
спiльними початком та кiнцем гомотопнi.

Доведення. ⇐ Достатнiсть виконується автоматично, бо петлi – теж
шляхи, отже за умовою кожна петля гомотопна постiйнiй.

⇒ Нехай тепер X однозв’язний, f i g – якiсь шляхи в X, i f(0) =
g(0) = x, f(1) = g(1) = y. Нам потрiбно побудувати їх гомотопiю, тобто
вiдображення F ∈ C(I × I,X) таке, що F (t, 0) = f(t), F (t, 1) = g(t),
F (0, s) = x i F (1, s) = y для будь-яких t, s ∈ I. Цю задачу можна iнтер-
претувати як продовження на квадрат I × I ⊂ R2 неперервного вiдобра-
ження, що задане на його межi ∂(I × I). Зауважимо, що I × I гомеомор-
фний замкненому кругу D2. Гомеоморфiзм можна побудувати, напри-
клад, за допомогою центральної проєкцiї у площинi, i при ньому межа
квадрата переходить у межу круга – коло S1. Тому для побудови потрi-
бної нам гомотопiї шляхiв достатньо побудувати продовження деякого
неперервного вiдображення ĥ : S1 → X на D2 (перевiрте це формально,
використавши композицiї з вiдповiдним гомеоморфiзмом аналогiчно до
мiркувань у прикладi 6.2 нижче). Згiдно з твердженням 1.2, для цього,
у свою чергу, потрiбно, щоб ĥ було гомотопне постiйному вiдображен-
ню. Далi дiємо аналогiчно до вправи 4.1 (власне, потрiбна гомотопнiсть
випливає з її твердження, але ми тут випишемо її окремо).

Розглянемо вiдображення h : I → X : t 7→ ĥ(e2πit). Воно неперервне як
композицiя неперервних, i h(0) = h(1) = ĥ(1), тобто це петля. За умовою
однозв’язностi iснує гомотопiя H петлi h та постiйної петлi eĥ(1). Визна-
чимо тепер вiдображення Ĥ : S1 × I → X умовою Ĥ(e2πit, s) := H(t, s).
Воно коректно визначене i неперервне (чому?), при цьому Ĥ(e2πit, 0) =

H(t, 0) = h(t) = ĥ(e2πit) i Ĥ(e2πit, 1) = H(t, 1) = ĥ(1) для будь-якого t,
тобто це гомотопiя ĥ i постiйного вiдображення в точку ĥ(1). Це й завер-
шує доведення.

Приклад 6.1. Будь-який стяжний простiр є однозв’язним згiдно з на-
слiдком 5.1 i прикладом 4.1. Зокрема, у таких просторах (наприклад,
у зiрчатих пiдмножинах Rn) будь-якi два шляхи зi спiльними початком
та кiнцем гомотопнi в силу попереднього твердження.

Приклад 6.2. Сфери Sn однозв’язнi при n ⩾ 2. Дiйсно, нехай f – петля
у деякiй x ∈ Sn. Треба встановити, що ця петля гомотопна постiйнiй.
Спочатку припустимо, що носiй f не покриває всю сферу, тобто iснує
x0 ∈ Sn \ f(I). Позначимо через φ : Sn \ {x0} → Rn стереографiчну про-
єкцiю (див. приклад 14.5 з курсу топологiї), що є гомеоморфiзмом. Тодi
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φ ◦ f коректно визначене i неперервне, а отже є петлею в Rn у точцi
φ(x) (див. iлюстрацiю нижче). Оскiльки Rn однозв’язний за попереднiм
прикладом, iснує гомотопiя F петлi φ ◦ f та постiйної петлi eφ(x). То-
дi φ−1 ◦ F (що неперервне як композицiя неперервних) є гомотопiєю
φ−1 ◦ F (·, 0) = φ−1 ◦ φ ◦ f = f i φ−1 ◦ F (·, 1) = φ−1 ◦ eφ(x) = ex, яка
нам i потрiбна.

Тепер розглянемо загальний випадок (якщо iснування петлi, носiй
якої покриває всю сферу, видається неможливим, можна згадати про
класичний приклад кривої Пеано у площинi, тобто шляху, образом яко-
го є квадрат I2 = I × I, див. [3, с. 65-66], [7, с. 36-38] або [17, с. 271-275]).
Цей приклад природним чином узагальнюється на шляхи в багатовимiр-
них кубах In та багатьох iнших компактах, зокрема Sn. Нашою зада-
чею буде побудувати гомотопiю петель f i деякої g такої, що g(I) ̸= Sn.
Тим самим ми зведемо цей випадок до попереднього й нарештi покажемо
однозв’язнiсть Sn. Розглянемо деяке покриття U = {Uα}α∈A сфери Sn, що
складається з вiдкритих напiвсфер. За неперервнiстю f прообраз цього
покриття {f−1(Uα)}α∈A є тодi вiдкритим покриттям компактного метри-
чного простору I. Застосуємо до цього покриття лему Лебега i знайдемо
якесь його число Лебега δ > 0. Оберемо натуральне m таке, що 1

m
< δ.

Тодi з означення числа Лебега випливає, що для кожного i вiд 1 до m
iснує таке αi ∈ A, що [ i−1

m
, i
m
] ⊂ f−1(Uαi

), а отже f([ i−1
m
, i
m
]) ⊂ Uαi

: образ
[ i−1
m
, i
m
] мiститься у деякiй вiдкритiй напiвсферi. З прикладу 1.3 (i ана-

логiчно до прикладу 3.2) тодi випливає, що для кожного i шлях f |[ i−1
m
, i
m
]

буде { i−1
m
, i
m
}-гомотопний деякому шляху gi ∈ C([ i−1

m
, i
m
], Uαi

) з тими ж
кiнцями, носiєм якого є дуга великого кола Sn (див. рисунок вище).

Визначимо тепер вiдображення g : I → Sn умовою g|[ i−1
m
, i
m
] = gi для

кожного i. Зауважимо, що за побудовою gi(
i−1
m
) = f( i−1

m
) = gi−1(

i−1
m
) для

i вiд 2 до m, g1(0) = f(0) = x i gm(1) = f(1) = x, тому g коректно визна-
чене, неперервне i є петлею в x. Гомотопiю мiж f i g можна побудувати,

25



”зшиваючи” гомотопiї мiж їхнiми частинами, аналогiчно до доведення
леми 3.1. Бiльш точно, нехай Fi – { i−1

m
, i
m
}-гомотопiя f |[ i−1

m
, i
m
] та gi для

i вiд 1 до m. Тодi неважко перевiрити, що вiдображення F : I × I → Sn,
що задане умовою F |[ i−1

m
, i
m
]×I = Fi для кожного i, коректно визначене

та є потрiбною гомотопiєю. При цьому носiй g мiститься у скiнченному
об’єднаннi дуг великих кiл Sn, а отже не дорiвнює Sn (саме тут умо-
ва n ⩾ 2 є суттєвою). Отже, це потрiбна нам петля, i, комбiнуючи двi
частини доведення, отримуємо f ∼ g ∼ ex.

Приклад 6.3. Простiр Rn \ {0} однозв’язний при n ⩾ 3 в силу попе-
реднього прикладу, оскiльки π1(Rn \ {0}) ≃ π1(S

n−1) за прикладом 5.1
(або просто в силу гомотопiчної еквiвалентностi, що була встановлена у
прикладi 2.6).

Приклад 6.4. Прямий добуток будь-яких двох однозв’язних просторiв
однозв’язний за теоремою 26.1 курсу топологiї (що забезпечує лiнiйну
зв’язнiсть) та твердженням 5.3. При цьому прямий добуток двох стяжних
просторiв стяжний за вправою 2.1. Це також вiрно для прямого добутку
довiльної скiнченної кiлькостi просторiв за очевидними узагальненнями
згаданих тверджень.

Вправа 6.1. Показати, що вiрне й обернене: якщо X × Y однозв’язний
(вiдповiдно, стяжний), то простори X та Y однозв’язнi (стяжнi). Уза-
гальнити це на довiльну скiнченну кiлькiсть множникiв.

7 Накриття
Ми вже достатньо багато дiзналися про фундаментальнi групи, але поки
що не маємо жодного нетривiального прикладу i навiть не знаємо, чому
дорiвнює фундаментальна група кола. У цьому та наступних роздiлах
ми познайомимося з технiкою накрить, що є одним з найважливiших iн-
струментiв алгебраїчної топологiї та її застосувань. Зокрема, за допомо-
гою накрить, як побачимо, можна обчислювати фундаментальнi групи.
Накриття є окремим випадком бiльш загальної топологiчної конструкцiї
розшарування (див., наприклад, [2, с. 291-318] або [11, с. 375-384, с. 474-
486 перекладу], а також далi зауваження пiсля прикладу 14.6).

Означення 7.1. Трiйка (X, Y, p), де p : X → Y – сюр’єктивне неперервне
вiдображення топологiчних просторiв, зветься накриттям, якщо для
будь-якої y ∈ Y iснує вiдкрита U ∋ y така, що p−1(U) =

⋃
α∈A

Uα, де

- усi Uα вiдкритi;
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- Uα ∩ Uβ = ∅ для будь-яких α ̸= β (тобто об’єднання диз’юнктне);

- p|Uα : Uα → U є гомеоморфiзмом для будь-якого α (вiдносно iнду-
кованих топологiй).

При цьому X називають накриваючим простором цього накриття, Y –
його базою (а також говорять, що (X,Y, p) – накриття простору Y ), p –
накриваючим вiдображенням (або просто накриттям), p−1(y) – шаром
накриття над точкою y ∈ Y . Накриття зветься унiверсальним, якщо його
накриваючий простiр однозв’язний.

Зауваження. Також називатимемо окiл U з попереднього означен-
ня правильно накритим, а про множини Uα для α ∈ A будемо говорити,
що вони правильно накривають U (i взагалi будемо так говорити про
будь-яку вiдкриту множину U , що задовольняє умовам iз означення).
З означеня тодi випливає, що правильно накритi околи утворюють вiд-
крите покриття Y . Зауважимо також, що будь-яка вiдкрита пiдмножина
V ⊂ U правильно накритого околу також правильно накрита: якщо по-
класти Vα := (p|Uα)

−1(V ) для кожного α ∈ A, то p−1(V ) =
⋃
α∈A

Vα також

задовольняє усiм умовам iз означення (перевiрте це).

Приклад 7.1. Будь-який гомеоморфiзм p : X → Y задає приклад на-
криття (т. зв. тривiальне накриття). У цьому випадку в якостi U можна
взяти Y , а в якостi єдиного Uα – X.

Вправа 7.1. Показати, що для будь-якого накриття (X, Y, p) вiдображе-
ння p вiдкрите, тобто у загальному випадку йому ”заважає” бути гомео-
морфiзмом лише вiдсутнiсть iн’єктивностi (див. також лему 11.2 далi).

Приклад 7.2. Нехай Y – довiльний топологiчний простiр, F – простiр
з дискретною топологiєю, X = Y × F , i p = pY : X → Y – канонiчна
проєкцiя на Y . Тодi для U = Y маємо p−1(Y ) = Y × F =

⋃
f∈F

Y × {f} –

диз’юнктне об’єднання. Тут усi Y ×{f} вiдкритi за побудовою топологiї
прямого добутку (бо одноточковi {f} вiдкритi у дискретному F ), а обме-
ження p|Y×{f} є гомеоморфiзмами за пунктом 4. твердження 15.2 курсу
топологiї, тому (X,Y, p) – накриття.

Вправа 7.2. Показати, що будь-яке накриття (X, Y, p) локально влашто-
ване як у попередньому прикладi: якщо U ⊂ Y – правильно накритий
окiл, то його прообраз p−1(U) гомеоморфний добутку U × p−1(y), де y –
будь-яка точка U , а шар p−1(y) надiлений iндукованою з X топологiєю,
що є дискретною.
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Вправа 7.3. Показати, що якщо пiдмножина A ⊂ Y бази накриття
(X, Y, p) зв’язна (зокрема лiнiйно зв’язна), то усi шари p−1(y) для y ∈ A
рiвнопотужнi.

Зауваження. Якщо усi шари p−1(y) для y ∈ Y складаються з n еле-
ментiв, говорять, що накриття – n-листове. Зауважимо, що для прообра-
зу правильного накритого околу p−1(U) =

⋃
α∈A

Uα з означення накриття

доповненням до кожної вiдкритої Uα буде
⋃
β ̸=α

Uβ – об’єднання вiдкритих

множин, тому всi Uα будуть вiдкритозамкненими в p−1(U). Звiдси можна
вивести, що, наприклад, ортогональна проєкцiя p : R2 → R площини на
вiсь x не визначає накриття. Дiйсно, якщо припустити, що iснує правиль-
но накритий окiл U , скажiмо, точки 0, то вiн повинен мiстити iнтервал
(a, b), який теж буде правильно накритим, як було зауважено вище. Його
прообраз p−1((a, b)) = (a, b)×R – смуга у площинi, що є зв’язною, а отже
єдина її непорожня вiдкритозамкнена пiдмножина – це вона сама. Тобто
об’єднання p−1((a, b)) =

⋃
α∈A

Vα складається з єдиної Vα = (a, b) × R, яка

за означенням повинна бути гомеоморфна (a, b). Але вони негомеомор-
фнi (це випливає з прикладу 23.11 курсу топологiї), протирiччя. Iнший
спосiб прийти тут до суперечностi – згадати, що iндукована топологiя
шару накриття повинна бути дискретною (див. вправу 7.2).

Зауваження. Для нас особливе значення матимуть приклади, що
утворенi за допомогою дiї групи на просторi (див. роздiл 18 курсу тополо-
гiї). Для фiксованої дiї λ групиG на множинiX, як i ранiше, будемо вико-
ристовувати позначення з точками: λ : G×X → X : (a, x) 7→ λ(a, x) = a·x.

Означення 7.2. Дiя λ групи G на топологiчному просторi X зветься не-
перервною, якщо для будь-якого a ∈ G вiдображення λa := λ(a, ·) : X →
X : x 7→ a · x неперервне.

Зауваження. Для будь-яких a, b ∈ G i x ∈ X за властивiстю дiї
λa(λb(x)) = a · (b · x) = ab · x, тобто λa ◦ λb = λab. Зокрема, λa ◦ λa−1 =
λa−1 ◦ λa = λe = idX (бо λe(x) = e · x = x для будь-якої x ∈ X), тобто
вiдображення λa−1 є оберненим до λa: (λa)−1 = λa−1 . Тому цi вiдображе-
ння є бiєкцiями. Якщо дiя неперервна, то усi λa i оберненi до них λa−1

неперервнi, тобто це гомеоморфiзми:

Наслiдок 7.1. Дiя λ групи G на просторi X неперервна тодi й тiльки
тодi, коли λa : X → X є гомеоморфiзмом для будь-якого a ∈ G.
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Означення 7.3. Дiя λ групи G на топологiчному просторi X зветься
цiлком розривною, якщо для будь-якої x ∈ X iснує вiдкрита U ∋ x така,
що U ∩ λa(U) = ∅ для будь-якого a ∈ G, a ̸= e.

Зауваження. Це один зi способiв вказати, що група дiє на просто-
рi ”дискретно”. З означень випливає, що будь-яка цiлком розривна дiя
є вiльною (зокрема ефективною). Для фiксованої дiї далi будемо вико-
ристовувати позначення a · U := λa(U) = {a · x | x ∈ U}. З означення
випливає, що умова цiлком розривностi еквiвалентна формально сильнi-
шiй умовi:

Наслiдок 7.2. Дiя групи G на просторi X цiлком розривна тодi й
тiльки тодi, коли для будь-якої x ∈ X iснує вiдкрита U ∋ x така,
що a · U ∩ b · U = ∅ для будь-яких a, b ∈ G, a ̸= b.

Доведення. ⇐ Достатньо покласти b = e в умовi.
⇒ Для будь-якої x ∈ X розглянемо вiдкриту U ∋ x з означення

цiлком розривної дiї. Тодi U ∩ a−1b ·U = ∅ для довiльних a ̸= b, оскiльки
a−1b ̸= e. Застосовуючи до цiєї рiвностi бiєкцiю λa, отримуємо потрiбне:

a · U ∩ b · U = a · U ∩ a · (a−1b · U) = ∅.

Твердження 7.1. Якщо група G дiє на топологiчному просторi X
неперервно та цiлком розривно, а p : X → X/G – канонiчна проєкцiя
на простiр орбiт X/G цiєї дiї, то (X,X/G, p) є накриттям.

Доведення. Нагадаємо, що образом кожної точки x ∈ X пiд дiєю
канонiчної проєкцiї є її орбiта: p(x) = G · x. Ми знаємо, що p неперервна
i сюр’єктивна. Для будь-якої орбiти G · x ∈ X/G розглянемо окiл U ∋ x
з означення цiлком розривної дiї (при цьому в якостi x можна обрати
довiльну точку цiєї орбiти). Тодi множина G · U := {G · y | y ∈ U}
є вiдкритим околом G · x у просторi X/G. Дiйсно, вона мiстить G · x
за побудовою, i

p−1(G · U) = {a · x | a ∈ G, x ∈ U} =
⋃
a∈G

a · U =
⋃
a∈G

λa(U)

вiдкрита, оскiльки дiя неперервна, а отже всi λa є гомеоморфiзмами
за наслiдком 7.1, тому всi λa(U) вiдкритi. Тодi G · U вiдкрита за означе-
нням фактортопологiї на X/G.
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Бiльш того, вiдкритi множини a · U для a ∈ G правильно накрива-
ють G · U (звiдки й випливає за означенням, що (X,X/G, p) – накрит-
тя). Дiйсно, ми тiльки що побачили, що p−1(G · U) є їх об’єднанням, яке
диз’юнктне, бо a ·U ∩b ·U = ∅ при a ̸= b за наслiдком 7.2 (зауважимо, що
множина U в його доведеннi – та ж, що i в означеннi цiлком розривної
дiї). Залишилося перевiрити, що для будь-якого a обмеження канонiчної
проєкцiї p|a·U : a · U → G · U – гомеоморфiзм. Оскiльки G = {ba | b ∈ G}
(чому?), за властивостями дiї p(a · y) = G · (a · y) = G · y для кожної
a · y ∈ a · U . Це обмеження є сюр’єкцiєю, бо G · y = p(a · y) для будь-якої
G · y ∈ G · U . Якщо p(a · y) = p(a · z), тобто G · y = G · z, то iснує b ∈ G
такий, що z = b · y. Оскiльки y, z ∈ U , b = e за умовою на U , тому y = z
i a · y = a · z. Отже, p|a·U – iн’єкцiя. Вона неперервна як обмеження не-
перервної проєкцiї p. Нарештi, будь-яка вiдкрита пiдмножина a · U має
вигляд a · V для деякої вiдкритої V ⊂ U , бо λa – гомеоморфiзм. Тодi її
образ p(a ·V ) = G ·V буде вiдкритим у X/G (аналогiчно до G ·U), а отже
i в iндукованiй топологiї G ·U . Отже, p|a·U – вiдкрита неперервна бiєкцiя,
тобто гомеоморфiзм.

Зауваження. Для таких накрить шаром над будь-якою точкою (ор-
бiтою) G·x ∈ X/G буде p−1(G·x) = {a·x | a ∈ G}, що ототожнюється з G:
a · x ↔ a, при цьому a визначений однозначно, бо дiя вiльна. I взагалi,
iндексуюча множина A з означення накриття природним чином отото-
жнюється з шаром p−1(y), де y – будь-яка точка правильно накритого
околу U (як саме?).

Часто корисною є наступна достатня умова виконання попереднього
твердження:

Твердження 7.2. Будь-яка вiльна неперервна дiя скiнченної групи на
хаусдорфовому топологiчному просторi є цiлком розривною.

Доведення. Отже, нехай G = {ai}ni=0 – скiнченна група, що вiльно
й неперервно дiє на хаусдорфовому просторi X, де a0 = e – одиниця
групи. Для довiльної x ∈ X та кожного i вiд 1 до n з того, що дiя вiльна,
випливає x ̸= ai · x. В силу хаусдорфовостi тодi iснують такi вiдкритi
Ui ∋ x, Vi ∋ ai ·x, що Ui∩Vi = ∅. Оскiльки прообрази a−1

i ·Vi = (λai)
−1(Vi)

є вiдкритими за лемою 7.1 та мiстять точку a−1
i · (ai · x) = x для усiх i,

перетин U :=

(
n⋂
i=1

Ui

)
∩
(

n⋂
i=1

a−1
i · Vi

)
є вiдкритим околом x. При цьому

U ⊂ Ui та ai · U ⊂ ai · (a−1
i · Vi) = Vi, а отже U ∩ ai · U = ∅ для кожного

ненульового i, що й означає цiлком розривнiсть даної дiї за означенням.
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Приклад 7.3. Дiя G = Rn на X = Rn паралельними перенесеннями з
прикладу 18.3 курсу топологiї (a·x = x+a) є неперервною, бо паралельнi
перенесення неперервнi, але не цiлком розривною (хоч i вiльною). Дiйсно,
будь-який вiдкритий окiл U точки 0 ∈ Rn повинен мiстити евклiдову
кулю Bε(0) для деякого ε > 0. Але тодi дiя елементом a = ( ε

2
, 0, . . . , 0) ̸= 0

переводить 0 у a · 0 = ( ε
2
, 0, . . . , 0) ∈ Bε(0), тобто U ∩ a · U ̸= ∅.

Вправа 7.4. Чи є неперервними дiї з прикладiв 18.1 i 18.2 курсу топо-
логiї? Чи є вони цiлком розривними?

Приклад 7.4. Розглянемо тепер дiю G = Zn на X = Rn паралельними
перенесеннями з прикладу 18.4 курсу топологiї (знову a ·x = x+ a). Як i
у попередньому прикладi, вона неперервна. Щоб показати, що вона цiл-
ком розривна, покладемо U = B 1

2
(x) для будь-якої x ∈ Rn (тут кулi знову

евклiдовi). Оскiльки для a ̸= 0 евклiдова вiдстань мiж x i a · x не менша
за 1, з нерiвностi трикутника випливає, що B 1

2
(x) ∩ a · B 1

2
(x) = ∅ (де

a · B 1
2
(x) = B 1

2
(a · x)). Нагадаємо, що простiр орбiт для даної дiї гомео-

морфний n-вимiрному тору T n, далi для спрощення позначень будемо
їх ототожнювати. При цьому ототожненнi канонiчнiй проєкцiї вiдповiда-
тиме вiдображення p : Rn → T n : (x1, . . . , xn) 7→ (e2πix

1
, . . . , e2πix

n
). Таким

чином, з твердження 7.1 випливає, що (Rn, T n, p) – накриття T n, яке є унi-
версальним за прикладом 6.1. Зокрема, при n = 1 маємо унiверсальне
накриття (R, S1, p) кола.

Приклад 7.5. У прикладi 18.5 курсу топологiї було показано, зокрема,
що n-вимiрний дiйсний проєктивний простiр RP n гомеоморфний просто-
ру орбiт дiї групи G = Z2 на сферi X = Sn (знову ж будемо їх ототожню-
вати для спрощення позначень). Тут Z2 = {[0], [1]} – група з двох елемен-
тiв (див. приклад A.4), а її дiя задається умовами [0] ·x = x i [1] ·x = −x.
Оскiльки тотожне вiдображення i центральна симетрiя сфери неперерв-
нi, ця дiя неперервна. Вона також цiлком розривна: для будь-якої x ∈ Sn

у якостi U можна взяти будь-яку вiдкриту напiвсферу, що мiстить x (або
просто пошлемося на твердження 7.2). Отже, (Sn,RP n, p) – дволистове
накриття RP n за твердженням 7.1. Тут канонiчна проєкцiя має вигляд
p : Sn → RP n : (x1, . . . , xn+1) 7→ (x1 : . . . : xn+1). При n ⩾ 2 це накриття
унiверсальне в силу прикладу 6.2.

Приклад 7.6. Нехай тепер G = Zn = {[0], . . . , [n− 1]} – група залишкiв
за модулем n з прикладу A.4, X = S1 – коло (яке знову ототожнює-
мо з множиною комплексних чисел модуля 1), а дiя задається умовою
[k]·ei t = e

2πi k
n ei t = ei(t+

2πk
n

), тобто клас еквiвалентностi [k] дiє обертанням
кола на кут 2πk

n
. Це коректно визначена дiя (чому?), вона неперервна
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(бо обертання неперервнi) та цiлком розривна: для x ∈ S1 у якостi U
вiзьмемо вiдкриту дугу довжини 2π

n
, що мiстить x (або знову ж вико-

ристаємо твердження 7.2). Визначимо вiдображення p : S1 → S1 умовою
p(ei t) = ei nt. Воно переводить усi точки кожної орбiти Zn·ei t в одну точку
ei nt кола (й рiзнi орбiти – у рiзнi точки), тому факторизується у бiєкцiю
S1/Zn → S1 (див. рисунок нижче). Можна сказати, що p ”намотує” коло
на себе n разiв. Його факторизацiя є гомеоморфiзмом (покажiть це), тоб-
то S1/Zn

∼= S1. Ототожнюючи цi простори, маємо за твердженням 7.1, що
(S1, S1, p) – накриття кола, де канонiчнiй проєкцiї вiдповiдає описане ви-
ще вiдображення p. Усi шари цього накриття складаються з n елементiв,
тобто воно n-листове. Зауважимо, що при n = 1 це тривiальне накриття
з прикладу 7.1, а при n = 2 – накриття проєктивної прямої RP 1 ∼= S1

з попереднього прикладу.

Приклад 7.7. Розглянемо дiю тiєї ж групи G = Zn, що у попередньому
прикладi, на тривимiрнiй сферi X = S3. Її зручно представляти як оди-
ничну сферу у просторi C2, що очевидним чином ототожнюється з R4,
тобто як множину пар комплексних чисел, сума квадратiв модулiв яких
дорiвнює одиницi:

S3 =
{
(z, w) ∈ C2

∣∣ |z|2 + |w|2 = 1
}
.

З урахуванням цього ототожнення дiя Zn на S3, що крiм натурального n
визначається деяким взаємно простим з ним натуральним числомm < n,
задається умовами

[k] · (z, w) =
(
e

2πi k
n z, e

2πimk
n w

)
для будь-яких [k] ∈ Zn, (z, w) ∈ S3. Зауважимо, що пара комплексних
чисел у правiй частинi попередньої рiвностi теж належить до S3, бо мно-
ження на комплекснi числа модуля 1 не змiнює модулi z i w. Тому з ана-
логiчних до попереднього прикладу мiркувань випливає, що це коректно
визначена неперервна дiя (перевiрте це). Вона цiлком розривна в силу
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твердження 7.2. Простiр орбiт цiєї дiї позначається через L(n,m) i зве-
ться лiнзовим простором. Таким чином, (S3, L(n,m), p), де p – канонiчна
проєкцiя, є n-листовим накриттям цього простору в силу твердження 7.1
i зауваження пiсля нього. Це накриття унiверсальне за прикладом 6.2.
Зокрема, L(2, 1) гомеоморфний RP 3, а накриття у цьому випадку те ж,
що у прикладi 7.5 для n = 3 (чому?). Детальнiше про лiнзовi простори та
їхнi узагальнення див., наприклад, у [11, с. 144-146, с. 186-189 перекладу].

Зауваження. Також приклади накрить виникають у комплексному
аналiзi як т. зв. рiмановi поверхнi функцiй комплексної змiнної. Див.,
наприклад, [5, с. 41-61].

8 Накриття та шляхи
Для опису фундаментальної групи за допомогою накрить нам потрiбно
спочатку сформулювати та довести кiлька важливих технiчнiх резуль-
татiв, що стосуються шляхiв.

Лема 8.1 (Про пiдняття шляху). Нехай (X,Y, p) – накриття, а f : I →
Y – шлях у його базi з початком у точцi f(0) = y. Тодi для будь-
якої x ∈ p−1(y) iснує єдиний шлях f̃ : I → X у накриваючому просторi,
що починається в x i накриває f : f̃(0) = x, p ◦ f̃ = f .

Доведення.
За означеням накриття, для будь-

якого t ∈ I iснує правильно накритий вiд-
критий окiл Ut ∋ f(t). Тодi {f−1(Ut)}t∈I –
вiдкрите покриття компактного I. Засто-
сувавши лему Лебега, оберемо число m
таке, що 1

m
< δ, де δ > 0 – число Ле-

бега цього покриття. Тодi для будь-якого
i = 1,m iснує ti таке, що f([ i−1

m
, i
m
]) ⊂ Uti .

Далi позначатимемо Ui := Uti . Прообраз
p−1(U1) має вигляд об’єднання

⋃
α∈A1

Ũ1α

околiв, що правильно накривають U1,
й мiстить, зокрема, прообраз точки y =
f(0). Тому iснує iндекс α1 ∈ A1 такий,
що x ∈ Ũ1α1 ; позначимо Ũ1 := Ũ1α1 .
За означенням, p|Ũ1

– гомеоморфiзм, при-
чому (p|Ũ1

)−1(y) = x, тому f̃1 := (p|Ũ1
)−1 ◦
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f |[0, 1
m
] : [0,

1
m
] → Ũ1 коректно визначене i неперервне, тобто є шляхом

(в Ũ1, а отже i в X) з початком у f̃1(0) = x. За побудовою, вiн накри-
ває перший вiдрiзок f : p ◦ f̃1 = f |[0, 1

m
] (див. iлюстрацiю вище). Кiнець

цього шляху лежить у прообразi правильно накритого U2, для якого
використовуємо аналогiчнi позначення: f̃1( 1

m
) ∈ p−1(f( 1

m
)) ⊂ p−1(U2) =⋃

α∈A2

Ũ2α. Тодi iснує iндекс α2 ∈ A2 такий, що f̃1(
1
m
) ∈ Ũ2α2 ; позначимо

Ũ2 := Ũ2α2 i покладемо f̃2 := (p|Ũ2
)−1 ◦ f |[ 1

m
, 2
m
] : [

1
m
, 2
m
] → Ũ2. Це шлях

в Ũ2 i в X з початком у f̃1(
1
m
), i p ◦ f̃2 = f |[ 1

m
, 2
m
]. Аналогiчним чи-

ном обираємо околи Ũi, що правильно накривають Ui, i будуємо шляхи
f̃i := (p|Ũi

)−1 ◦ f |[ i−1
m
, i
m
] : [

i−1
m
, i
m
] → Ũi для кожного i вiд 3 до m. Нарештi,

визначимо f̃ : I → X умовою f̃ |[ i−1
m
, i
m
] = f̃i для кожного i (пор. з кон-

струкцiєю у прикладi 6.2). За побудовою це коректно визначений шлях,
f̃(0) = f̃1(0) = x i p ◦ f̃ = f .

Тепер перевiримо єдинiсть такого f̃ . Нехай ˜̃
f : I → X – якийсь ще

шлях такий, що ˜̃f(0) = x i p◦ ˜̃f = f . Зокрема, p◦ ˜̃f([0, 1
m
]) = f([0, 1

m
]) ⊂ U1,

тому ˜̃f([0, 1
m
]) ⊂ p−1(U1) =

⋃
α∈A1

Ũ1α. Оскiльки ˜̃f([0, 1
m
]) мiстить ˜̃f(0) = x,

вона перетинається з Ũ1, що є вiдкритозамкненою пiдмножиною p−1(U1)

(див. зауваження пiсля вправи 7.3). Оскiльки ˜̃f([0, 1
m
]) до того ж зв’язна

як носiй шляху, ˜̃f([0, 1
m
]) ⊂ Ũ1. З бiєктивностi обмеження p|Ũ1

: Ũ1 →

U1 та рiвностi вiдображень p ◦ ˜̃f |[0, 1
m
] = f |[0, 1

m
] = p ◦ f̃ |[0, 1

m
] випливає,

що ˜̃f |[0, 1
m
] = f̃ |[0, 1

m
]. Зокрема, f̃( 1

m
) =

˜̃
f( 1

m
). Далi повторюємо аналогiчнi

мiркування для Ũ2 i т. д. Таким чином, f̃ =
˜̃
f .

Означення 8.1. Шлях f̃ з попередньої леми зветься пiдняттям (або
накриваючим шляхом) шляху f у накриваючий простiр X.

Також нам знадобиться наступне безпосереднє узагальнення леми
про пiдняття шляху:

Лема 8.2 (Про пiдняття вiдображень куба). Нехай (X,Y, p) – накрит-
тя, а F : In → Y – неперервне вiдображення n-вимiрного куба у його
базу таке, що F (0, . . . , 0) = y. Тодi для будь-якої x ∈ p−1(y) iснує єдине
неперервне вiдображення F̃ : In → X у накриваючий простiр таке, що
F̃ (0, . . . , 0) = x i p ◦ F̃ = F .
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Доведення. Дiйсно, при n = 1 це твердження попередньої леми. На-
ведемо доведення для випадку n = 2, тобто для вiдображень квадрата
I2 = I × I. Будемо дiяти як у попередньому доведеннi. Для будь-якого
(t, s) ∈ I×I iснує правильно накритий вiдкритий окiл U(t,s) ∋ F (t, s), тому
{F−1(U(t,s))}t,s∈I є вiдкритим покриттям компактного I×I. Нехай δ > 0 –
якесь його число Лебега. Оберемо натуральне m таке, що

√
2
m
< δ. Тодi

для будь-яких i, j = 1,m iснує точка (tij, sij) така, що [ i−1
m
, i
m
]× [ j−1

m
, j
m
] ⊂

F−1(U(tij ,sij)) (бо евклiдовий дiаметр цього квадратика, що дорiвнює його
дiагоналi

√
2
m

, менший за δ), а отже F ([ i−1
m
, i
m
] × [ j−1

m
, j
m
]) ⊂ U(tij ,sij). По-

значимо тодi Uij := U(tij ,sij) (див. рисунок нижче, де через Vij позначенi
F−1(Uij)).

Прообраз правильно накрито-
го околу U11 мiстить p−1(y) i має
вигляд p−1(U11) =

⋃
α∈A11

Ũ11α, то-

му iснує iндекс α11 ∈ A11 такий,
що x ∈ Ũ11α11 . Позначимо Ũ11 :=

Ũ11α11 i покладемо F̃11 := (p|Ũ11
)−1◦

F |[0, 1
m
]×[0, 1

m
] : [0,

1
m
] × [0, 1

m
] → Ũ11.

Тодi F̃11 неперервне, i p ◦ F̃11 =
F |[0, 1

m
]×[0, 1

m
]. Зокрема, образ правої

сторони квадратика p ◦ F̃11({ 1
m
} ×

[0, 1
m
]) = F ({ 1

m
} × [0, 1

m
]) ⊂ U11 ∩

U21. Далi вибираємо з околiв, що
правильно накривають U21, окiл
Ũ21, що мiстить F̃11(

1
m
, 0), i буду-

ємо F̃21 := (p|Ũ21
)−1 ◦F |[ 1

m
, 2
m
]×[0, 1

m
] : [

1
m
, 2
m
]× [0, 1

m
] → Ũ21. Це вiдображення

неперервне, p ◦ F̃21 = F |[ 1
m
, 2
m
]×[0, 1

m
], i F̃11|{ 1

m
}×[0, 1

m
] = F̃21|{ 1

m
}×[0, 1

m
], бо на

пiдмножинi { 1
m
} × [0, 1

m
] обидва цi обмеження збiгаються з (p|Ũ11

)−1 ◦
F |{ 1

m
}×[0, 1

m
].

Далi, рухаючися вправо, отримаємо аналогiчним чином вiдображен-
ня F̃i1 для усiх i вiд 1 до m. Пiсля цього переходимо на другий рядок
квадратикiв, починаючи з вiдображення F̃12 : [0,

1
m
] × [ 1

m
, 2
m
] → Ũ12, що

збiгається з F̃11 на верхнiй сторонi [0, 1
m
]× { 1

m
} нижнього лiвого квадра-

тика. Далi отримаємо таким чином вiдображення F̃i2 i т. д. Зрештою, ми
отримаємо набiр неперервних вiдображень F̃ij : [

i−1
m
, i
m
] × [ j−1

m
, j
m
] → X

для усiх пар i, j = 1,m, що узгодженi на перетинах їхнiх областей визна-
чення i є такими, що p ◦ F̃ij = F |[ i−1

m
, i
m
]×[ j−1

m
, j
m
] для усiх i та j. Визначимо
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тепер F̃ : I × I → X умовою F̃ |[ i−1
m
, i
m
]×[ j−1

m
, j
m
] = F̃ij для кожної пари

i, j = 1,m. За побудовою це коректно визначене неперервне вiдображен-
ня, F̃ (0, 0) = F̃11(0, 0) = x i p ◦ F̃ = F . Єдинiсть такого F̃ перевiряється
аналогiчно до попереднього доведення (зробiть це).

Вправа 8.1. Узагальнити це доведення на випадок довiльного n.

Зауваження. Пiзнiше в цьому курсi ми сформулюємо i доведемо тео-
рему 10.1 про iснування та єдинiсть пiднять вiдображень, що узагальнює
двi попереднi леми (див. також вправу 10.1).

Лема 8.3 (Про накриваючу гомотопiю). Нехай (X,Y, p) – накриття,
f, g : I → Y – шляхи у його базi, що гомотопнi й мають спiльний по-
чаток у точцi y: f ∼ g, y = f(0) = g(0), а f̃ , g̃ : I → X – пiдняття
f i g вiдповiдно у накриваючий простiр зi спiльним початком у деякiй
точцi x ∈ p−1(y). Тодi цi пiдняття теж гомотопнi, зокрема, їхнi кiнцi
збiгаються: f̃ ∼ g̃ i f̃(1) = g̃(1).

Доведення.
Твердження даної леми проiлюстрова-

не справа. Нехай F : I × I → Y – гомото-
пiя шляхiв f i g. Тобто це неперервне вiд-
ображення, F (t, 0) = f(t), F (t, 1) = g(t),
F (0, s) = y i F (1, s) = f(1) = g(1) для
будь-яких t, s ∈ I. Зокрема, F (0, 0) = y.
Тодi з леми 8.2 у випадку n = 2 випли-
ває, що iснує неперервне F̃ : I × I → X
таке, що F̃ (0, 0) = x i p ◦ F̃ = F . Заува-
жимо, що тодi s 7→ F̃ (0, s) – шлях у X
з початком у x, що є пiдняттям шляху
s 7→ F (0, s) = y в Y . Але цей шлях в Y
є постiйним ey за умовою на F , тому по-
стiйний шлях ex є його пiдняттям з поча-
тком у x. Тодi s 7→ F̃ (0, s) дорiвнює ex в силу єдиностi в лемi 8.1, тобто
F̃ (0, s) = x для будь-якого s.

Далi дiємо аналогiчно. Розглянемо шляхи t 7→ F̃ (t, 0) i t 7→ F̃ (t, 1).
З доведеного вище випливає, що вони мають спiльний початок у точцi x.
При цьому вони є пiдняттями шляхiв F (·, 0) = f i F (·, 1) = g вiдповiдно.
З єдиностi в лемi 8.1 маємо тодi, що вони повиннi дорiвнювати f̃ i g̃
вiдповiдно, тобто F̃ (t, 0) = f̃(t) i F̃ (t, 1) = g̃(t) для будь-якого t. Зокрема,
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F̃ (1, 0) = f̃(1). Позначимо цю точку через z. Тодi s 7→ F̃ (1, s) є пiдняттям
F (1, ·) = ef(1) з початком у z, i знову ж з єдиностi в лемi 8.1 випливає,
що це ez, тобто F̃ (1, s) = z для будь-якого s, зокрема g̃(1) = F̃ (1, 1) =

z = f̃(1). Встановлене вище означає, що F̃ – гомотопiя шляхiв f̃ i g̃.

Зауваження. Згадана вище теорема 10.1 дозволить також узагаль-
нити попередню лему на гомотопiї вiдображень з довiльних просторiв
(див. вправу 10.2). Наслiдком цiєї леми є, зокрема, теорема про моно-
дромiю з комплексного аналiзу, що встановлює достатнi умови iснування
та єдиностi аналiтичного продовження функцiї комплексної змiнної. Iн-
шi застосування технiки пiднять можна знайти у наступних вправах та
у багатьох твердженнях роздiлiв 9–12.

Вправа 8.2. Нехай (X,Y, p) – накриття, де простiр Y (а отже й X, див.
далi твердження 10.1) локально лiнiйно зв’язний. Показати, що тодi будь-
яка вiдкрита однозв’язна пiдмножина Y є правильно накритою.

Вправа 8.3. Нехай p : X → Y – сюр’єктивне вiдображення хаусдор-
фових локально лiнiйно зв’язних топологiчних просторiв (наприклад,
многовидiв, див. означення 29.1 i твердження 29.2 курсу топологiї), що
є локальним гомеоморфiзмом, тобто для будь-якої точки x ∈ X iснує вiд-
критий окiл U ∋ x такий, що p(U) вiдкрита i обмеження p|U : U → p(U) –
гомеоморфiзм (див. також далi означення 11.3 i обговорення пiсля ньо-
го), та власним вiдображенням, тобто таким, що прообрази компактних
пiдмножин Y компактнi в X. Показати, що тодi (X,Y, p) – накриття
i що, крiм того, воно скiнченнолистове, тобто шар над будь-якою то-
чкою скiнченний. Пiдказка: спочатку показати, що для вiдображення p
виконується твердження леми 8.1.

9 Накриття та фундаментальнi групи
У цьому роздiлi ми нарештi сформулюємо i доведемо результати (те-
орему 9.1 i наслiдок 9.1), що дозволять обчислювати фундаментальнi
групи топологiчних просторiв за допомогою накрить. Необхiднi для цьо-
го алгебраїчнi поняття та конструкцiї мiстяться у доповненнi (зокрема,
означення A.5–A.9, твердження A.1 i A.2).

9.1 Теорема про обчислення фундаментальної групи

Почнемо з дослiдження властивостей iндукованого гомоморфiзма накри-
ваючого вiдображення для довiльного накриття.
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Твердження 9.1. Нехай (X,Y, p) – накриття, y ∈ Y , x ∈ p−1(y),
а p∗ : π1(X, x) → π1(Y, y) – гомоморфiзм фундаментальних груп, що iн-
дукований вiдображенням p.

1. Гомоморфiзм p∗ є iн’єктивним.

2. Гомотопiчний клас деякої петлi f в y мiститься в образi p∗ тодi
й тiльки тодi, коли пiдняття f у накриваючий простiр з поча-
тком у x має кiнець теж у x, тобто є петлею в x.

Зауваження. При цьому за пунктом 2. твердження A.2 образ Im p∗ =
p∗(π1(X, x)) гомоморфiзма p∗ є пiдгрупою групи π1(Y, y), а з iн’єктивностi
та наслiдку A.1 випливає, що π1(X, x) ≃ p∗(π1(X, x)).

Доведення.

1. З пункту 1. твердження A.2 випливає, що достатньо перевiрити
рiвнiсть Ker p∗ = {[ex]}. Нагадаємо, що p∗([f ]) = [p ◦ f ] для будь-
якого гомотопiчного класу петель [f ] ∈ π1(X, x). Нехай [f ] ∈ Ker p∗,
тобто [ey] = p∗([f ]) = [p ◦ f ], що означає гомотопнiсть петель ey
i p ◦ f . (Єдинi за лемою 8.1) пiдняття цих петель в X з початком
у x – це ex i f вiдповiдно. Тодi з леми 8.3 отримуємо, що ex ∼ f ,
тобто [f ] = [ex]. Це й означає, що Ker p∗ = {[ex]}.

2. Дiйсно, клас [f ] ∈ π1(Y, y) належить до p∗(π1(X, x)) тодi й тiльки
тодi, коли має вигляд p∗([g̃]) = [p ◦ g̃] для деякої петлi g̃ в x, що є
(єдиним за лемою 8.1) пiдняттям петлi g := p ◦ g̃ з початком у x.
При цьому рiвнiсть [f ] = [p ◦ g̃] = [g] еквiвалентна в силу леми 8.3
тому, що пiдняття f̃ петлi f з початком у x гомотопне g̃ i тому теж
є петлею (точнiше, ця лема потрiбна для доведення необхiдностi,
а при доведеннi достатностi можна просто покласти g̃ := f̃).

Теорема 9.1 (Обчислення фундаментальної групи за допомогою накри-
ття). Нехай X та Y – лiнiйно зв’язнi топологiчнi простори, а (X, Y, p) –
накриття.

1. Для будь-яких y ∈ Y та x ∈ p−1(y) iснує бiєкцiя мiж множи-
ною правих класiв сумiжностi фундаментальної групи π1(Y, y) за
пiдгрупою p∗(π1(X, x)) i шаром p−1(y).

2. Якщо (X, Y, p) = (X,X/G, p), де G – група, що дiє на X неперервно
та цiлком розривно, а p – канонiчна проєкцiя, то p∗(π1(X, x)) –
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нормальна пiдгрупа π1(X/G, G · x) для будь-якої x ∈ X, i бiєкцiя
з пункту 1. є iзоморфiзмом груп

π1(X/G, G · x)/p∗(π1(X, x)) ≃ G.

Зауваження. Якщо простiр X лiнiйно зв’язний, а (X, Y, p) – накрит-
тя, то з неперервностi й сюр’єктивностi p випливає, що простiр Y = p(X)
також лiнiйно зв’язний, тому умову на нього можна прибрати з форму-
лювання теореми. Те, що у пунктi 1. йдеться саме про правi класи, теж
насправдi несуттєве, бо мiж множинами лiвих та правих класiв сумi-
жностi за пiдгрупою iснує бiєкцiя. У пунктi 2. ми використовуємо твер-
дження 7.1 (згiдно з яким (X,X/G, p) – дiйсно накриття) i ототожнення
шарiв даного накриття з групою G iз зауваження пiсля цього тверджен-
ня. Якщо, як у пунктi 2., p∗(π1(X, x)) є нормальною пiдгрупою π1(Y, y),
то визначена в силу твердження A.1 факторгрупа π1(Y, y)/p∗(π1(X, x)),
що знаходиться у бiєктивнiй вiдповiдностi з шаром p−1(y) за пунктом 1.,
iнколи зветься групою монодромiї накриття (X,Y, p) у точцi x. Ми повер-
немося до питань про нормальнiсть пiдгрупи p∗(π1(X, x)) у загальному
випадку та топологiчний сенс групи монодромiї у роздiлi 11 (див., зокре-
ма, теорему 11.1 та наслiдок 11.3).

Доведення.
Отже, нехай x ∈ X i y =

p(x). Для кожного класу петель
[f ] ∈ π1(Y, y) нехай f – деякий йо-
го представник (петля в y), а f̃ –
пiдняття петлi f з початком у x
(що iснує i єдине за лемою 8.1). Во-
но повинне закiнчуватися у деякiй
точцi з p−1(f(1)) = p−1(y). Покла-
демо α([f ]) := f̃(1) (див. iлюстра-
цiю справа). Покажемо перш за
все, що так можна коректно визна-
чити вiдображення α : π1(Y, y) →
p−1(y). Нехай f i g – петлi в y, для
яких [f ] = [g], тобто f ∼ g. Тодi f̃ ∼ g̃ за лемою 8.3, зокрема, f̃(1) = g̃(1).
Це й означає коректнiсть визначення α. Перевiримо, що це вiдображення
сюр’єктивне. Оскiльки X лiнiйно зв’язний, для будь-якої z ∈ p−1(y) iснує
шлях h, що з’єднує x i z. Тодi (p ◦ h)(0) = p(x) = y i (p ◦ h)(1) = p(z) = y,
тобто p◦h – петля в y, i в наших позначеннях h = p̃ ◦ h (пiдняття p◦h з по-
чатком у x), тому α([p◦h]) = h(1) = z, що й демонструє сюр’єктивнiсть α.
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Позначимо H := p∗(π1(X, x)). Як зазначалося вище, це пiдгрупа гру-
пи π1(Y, y). Щоб довести пункт 1., нам залишилося показати, що α([f ]) =
α([g]) тодi й тiльки тодi, коли рiвнi класи сумiжностi H[f ] = H[g] за H
у π1(Y, y). Дiйсно, у цьому випадку ми можемо факторизувати α у коре-
ктно визначене iн’єктивне вiдображення з множини правих класiв сумi-
жностi π1(Y, y) за H у p−1(y), що визначене умовою H[f ] 7→ α([f ]) = f̃(1),
i це буде сюр’єкцiєю, бо α – сюр’єкцiя. Так i отримаємо потрiбну бiєкцiю.

Отже, нехай α([f ]) = α([g]), тобто f̃(1) = g̃(1). Тодi добуток шляхiв
f̃ ∗ g̃ визначений i є петлею в x, тому задає гомотопiчний клас [f̃ ∗ g̃] ∈
π1(X, x). Звiдси за означеннями маємо

[f ][g]−1 = [f ∗ g] = [(p ◦ f̃) ∗ (p ◦ g̃)] =

= [p ◦ (f̃ ∗ g̃)] = p∗([f̃ ∗ g̃]) ∈ p∗(π1(X, x)) = H.

Таким чином, [f ][g]−1 ∈ H, що еквiвалентне H[f ] = H[g] (чому?).
Тепер нехай H[f ] = H[g], тобто iснує [h] ∈ H таке, що [f ] = [h][g] =

[h ∗ g], отже f ∼ h ∗ g. Оскiльки [h] ∈ p∗(π1(X, x)), h̃(1) = x за пун-
ктом 2. твердження 9.1. Тому визначений шлях h̃ ∗ g̃, що накриває h ∗ g
i починається в x, тобто h̃ ∗ g = h̃ ∗ g̃. Тодi

α([f ]) = f̃(1) = h̃ ∗ g(1) = h̃ ∗ g̃(1) = g̃(1) = α([g]),

де друга рiвнiсть випливає з гомотопностi f ∼ h∗g i леми 8.3. Це завершує
доведення пункту 1.

Нехай тепер (X, Y, p) = (X,X/G, p), де група G дiє на X неперервно
та цiлком розривно, i x ∈ X. Ототожнимо p−1(G · x) з G як у зауваженнi
пiсля твердження 7.1: a ·x↔ a, де a ∈ G (нагадаємо, що це бiєкцiя, бо дiя
вiльна). За допомогою цього ототожнення перетворимо α iз доведення
пункту 1. на вiдображення α : π1(X/G, G ·x) → G, тобто тепер у введених
вище позначеннях f̃(1) = α([f ]) · x для кожного [f ] ∈ π1(X/G, G · x). Тодi
з уже доведеного випливає, що α коректно визначене та сюр’єктивне.

Покажемо, що α є гомоморфiзмом груп π1(X/G, G · x) i G. Нехай
[f ], [g] ∈ π1(X/G, G · x). Для пiднять f̃ i g̃ петель f i g вiдповiдно з поча-
тком у x маємо f̃(1) = α([f ]) · x i g̃(1) = α([g]) · x. Тепер зауважимо, що
шлях α([f ]) · g̃ := λα([f ]) ◦ g̃ : t 7→ α([f ]) · g̃(t) теж накриває g, бо

(p ◦ (α([f ]) · g̃))(t) = G · (α([f ]) · g̃(t)) = G · g̃(t) = (p ◦ g̃)(t) = g(t)

для кожного t. Друга рiвнiсть тут випливає з того, що {aα([f ]) | a ∈ G} =
G (аналогiчно до дослiдження властивостей вiдображення p у доведеннi
твердження 7.1). Крiм того, шлях α([f ]) · g̃ починається в α([f ]) · g̃(0) =
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α([f ]) ·x = f̃(1). Тому визначений шлях f̃ ∗(α([f ]) · g̃) з початком у f̃(0) =
x, що накриває f ∗ g, тобто f̃ ∗ g = f̃ ∗ (α([f ]) · g̃). Отже за означеннями

α([f ][g]) · x = α([f ∗ g]) · x = f̃ ∗ g(1) = f̃ ∗ (α([f ]) · g̃)(1) =

= α([f ]) · g̃(1) = α([f ]) · (α([g]) · x) = α([f ])α([g]) · x,
звiдки маємо α([f ][g]) = α([f ])α([g]), що й означає гомоморфнiсть α.

Зауважимо, що ядро α має вигляд Kerα = H = p∗(π1(X, x)). Дiйсно,
з доведення пункту 1. випливає, що α([f ]) = e = α([eG·x]) тодi й тiльки
тодi, коли H[f ] = H[eG·x] = H, тобто [f ] ∈ H. Тому, зокрема, p∗(π1(X, x))
є нормальною пiдгрупою π1(X/G, G · x) за пунктом 1. твердження A.2, i,
оскiльки гомоморфiзм α сюр’єктивний, за пунктом 3. того ж твердження
маємо iзоморфнiсть

π1(X/G, G · x)/p∗(π1(X, x)) = π1(X/G, G · x)/Kerα ≃ Imα = G,

причому iзоморфiзм отримуємо факторизацiєю α: H[f ] 7→ α([f ]), тоб-
то це та ж сама бiєкцiя, що й у доведеннi пункту 1. Це, у свою чергу,
завершує доведення пункту 2.

Наслiдок 9.1 (Обчислення фундаментальної групи за допомогою унi-
версального накриття). Нехай (X,Y, p) – унiверсальне накриття.

1. Для будь-якої y ∈ Y iснує бiєкцiя мiж фундаментальною групою
π1(Y, y) i шаром p−1(y).

2. Якщо (X,Y, p) = (X,X/G, p), де G – група, що дiє на просторi X
неперервно та цiлком розривно, а p – канонiчна проєкцiя, то для
будь-якої x ∈ X бiєкцiя з пункту 1. є iзоморфiзмом груп

π1(X/G, G · x) ≃ G.

Доведення. Якщо накриття унiверсальне, то простiрX однозв’язний.
Тобто X (а отже й Y ) лiнiйно зв’язний, i π1(X, x) = {[ex]} для будь-якої
x ∈ X, а отже p∗(π1(X, x)) = {[ey]} для x ∈ p−1(y). Тому твердження
пунктiв 1. i 2. випливають з вiдповiдних пунктiв попередньої теореми
разом з прикладом A.13.

Зауваження. Результат пункту 2. цього наслiдку можна записати
у спрощених позначеннях (див. зауваження пiсля наслiдку 4.1) в силу
лiнiйної зв’язностi X: π1(X/G) ≃ G.
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Твердження 9.2. Якщо (X, Y, p) – накриття, простiр X є лiнiйно
зв’язним, а Y – однозв’язним, то p – гомеоморфiзм.

Доведення. З пункту 1. твердження 9.1 i зауваження пiсля його
формулювання випливає, що для будь-якої x ∈ X i y = p(x) група
π1(X, x) iзоморфна пiдгрупi p∗(π1(X, x)) групи π1(Y, y). Але у нас про-
стiр Y однозв’язний, тобто π1(Y, y) = {[ey]} тривiальна. Тому π1(X, x)
теж тривiальна: π1(X, x) = {[ex]}. Це означає, що X однозв’язний, то-
му накриття унiверсальне. Тодi за пунктом 1. наслiдку 9.1 кожний шар
p−1(y) складається з однiєї точки, отже сюр’єкцiя p є бiєкцiєю. Вона не-
перервна за означенням та вiдкрита в силу вправи 7.1. Отже p – дiйсно
гомеоморфiзм, а накриття тривiальне, як у прикладi 7.1.

9.2 Приклади обчислення фундаментальних груп

Приклад 9.1. Накриття (Rn, T n, p) з прикладу 7.4 побудоване за допо-
могою дiї групи G = Zn i є унiверсальним. Тому з пункту 2. наслiдку 9.1
отримуємо, що для будь-якої y ∈ T n фундаментальна група n-вимiрного
тора T n у точцi y iзоморфна Zn: π1(T n, y) ≃ Zn (або просто π1(T n) ≃ Zn,
див. зауваження пiсля згаданого наслiдку). Зокрема, для n = 1 маємо
π1(S

1, y) = π1(T
1, y) ≃ Z.

За побудовою у доведеннi теореми 9.1, щоб знайти образ при цьому
iзоморфiзмi гомотопiчного класу петлi f у точцi y ∈ S1, потрiбно побу-
дувати пiдняття f у накриваючий простiр, тобто пряму R, з початком
у деякiй x ∈ p−1(y) (тобто y = e2πix). Це пiдняття закiнчиться у точцi
x + k, де k ∈ Z й буде образом класу [f ]. Неформально кажучи, k – це
кiлькiсть повних обертiв (з урахуванням орiєнтацiї) петлi f навколо цен-
тру кола (див. iлюстрацiю знизу). Аналогiчно будуються образи класiв
петель i для довiльного n.

Зауважимо також, що цей результат узгоджений з твердженням 5.3:
згiдно з його очевидним узагальненням, для кожної точки тора маємо

π1(T
n, y) = π1

(
S1 × . . .× S1︸ ︷︷ ︸

n

,
(
e2πix

1

, . . . , e2πix
n)) ≃
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≃ π1
(
S1, e2πix

1)× . . .× π1
(
S1, e2πix

n) ≃ Z× . . .× Z︸ ︷︷ ︸
n

≃ Zn.

У лiтературi ця група також позначається Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸
n

(див. приклад A.9).

Зауваження. Iзоморфнiсть π1(S1) ≃ Z має ключове значення, зокре-
ма, для гомотопiчних доведень класичної теореми Жордана (теорема 28.1
курсу топологiї при n = 1), що наведене у [17, с. 376-394], та т. зв. основ-
ної теореми алгебри – твердження про те, що будь-який непостiйний
полiном з комплексними коефiцiєнтами має корiнь (див. [3, с. 218-219]
або [17, с. 353-356]). Iншi застосування цього факту будуть наведенi у
роздiлi 15.

Приклад 9.2. Аналогiчним чином, дволистове накриття (Sn,RP n, p)
з прикладу 7.5, що побудоване за допомогою дiї групи G = Z2, є унi-
версальним при n ⩾ 2. Тому для кожної y ∈ RP n фундаментальна група
π1(RP n, y) ≃ Z2 (або просто π1(RP n) ≃ Z2) згiдно з пунктом 2. наслiд-
ку 9.1. Зауважимо, що при n = 1 проєктивна пряма RP 1 гомеоморфна
колу S1 (див. приклад 18.5 курсу топологiї), тому π1(RP 1, y) ≃ Z для
будь-якої y за гомотопiчною iнварiантнiстю та попереднiм прикладом.

Приклад 9.3. Розглянемо n-листове накриття (S1, S1, p) з прикладу 7.6,
де p : S1 → S1 : ei t 7→ ei nt вiдповiдає дiї групи G = Zn. Тодi для кожної
x ∈ S1 факторгрупа π1(S1, p(x))/p∗(π1(S

1, x)) повинна бути iзоморфна Zn
за пунктом 2. теореми 9.1. Перевiримо це безпосередньо. У прикладi 9.1
було встановлено, що π1(S1, x) ≃ π1(S

1, p(x)) ≃ Z – група, що складає-
ться з елементiв вигляду [f ]k для усiх k ∈ Z, де [f ] – гомотопiчний клас
будь-якої петлi f , яка робить один оберт навколо центру кола у дода-
тному напрямку й вiдповiдає таким чином 1 ∈ Z при iзоморфiзмi (чо-
му?). Iншими словами, це твiрна цiєї групи у термiнологiї прикладу A.6.
Якщо x = e2πi t0 , то в якостi такої петлi можна взяти f : t 7→ e2πi (t0+t). Тодi
p(f(t)) = e2πi n(t0+t) для кожного t ∈ I, тому p◦f робить n обертiв навколо
центру кола у додатному напрямку й пiднiмається у вiдрiзок в унiвер-
сальному накриваючому просторi R кола (див. приклад 9.1), що сполучає
точки nt0 i nt0+n, а отже елемент p∗([f ]) = [p◦f ] фундаментальної групи
π1(S

1, p(x)) вiдповiдає числу n ∈ Z. Тодi в силу гомоморфностi p∗ пiд-
група p∗(π1(S1, x)) ⊂ π1(S

1, p(x)), у свою чергу, складається зi степенiв
[p ◦ f ]k для усiх k ∈ Z i таким чином вiдповiдає пiдгрупi nZ ⊂ Z цiлих
чисел, що кратнi n (див. приклад A.14). Отже, наш iзоморфiзм приймає
вигляд Z/nZ ≃ Zn. Бiльш того, це той самий iзоморфiзм, що описаний
у прикладi A.14 (перевiрте це).
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Приклад 9.4. Оскiльки n-листове накриття (S3, L(n,m), p) лiнзового
простору L(n,m), що побудоване у прикладi 7.7 для будь-яких взаємно
простих натуральних чисел m < n за допомогою дiї групи Zn, є унiвер-
сальним, за пунктом 2. наслiдку 9.1 фундаментальна група цього про-
стору π1(L(n,m), y) iзоморфна Zn у будь-якiй y ∈ L(n,m) (або просто
π1(L(n,m)) ≃ Zn; зауважимо, що лiнзовi простори лiнiйно зв’язнi в силу
лiнiйної зв’язностi S3).

Приклад 9.5. Нехай Y = S1 ∨S1 – букет двох кiл зi спiльною точкою y
(див. вправу 17.2 курсу топологiї). Побудуємо його унiверсальне накри-
ття. Для цього почнемо з пiдмножини

X0 := [−1, 1]× {0} ∪ {0} × [−1, 1]

площини R2 (тобто ”хреста”, що зображений на рисунку нижче злiва).
На цiй множинi можна ввести вiдношення еквiвалентностi ∼ умовами
(1, 0) ∼ (−1, 0) i (0, 1) ∼ (0,−1) (iншi точки еквiвалентнi лише собi),
склеївши кiнцi вiдрiзкiв. ТодiX0/∼ ∼= S1∨S1 аналогiчно до прикладу 16.5
курсу топологiї, причому канонiчна проєкцiя вiдповiдає вiдображенню
p0 : X0 → S1 ∨S1, що, зокрема, переводить точку (0, 0) в y. Але (X0, S

1 ∨
S1, p0) не буде накриттям (чому?). Втiм, на основi цiєї iдеї дiйсно можна
побудувати накриття (детальнiше цей процес описаний у [3, с. 208-212]).

Покладемо X := (⟨a, b⟩ × X0)/∼, де вiльна група з 2 твiрними ⟨a, b⟩
(див. приклад A.6) надiлена дискретною топологiєю, а вiдношення еквi-
валентностi ∼ визначене умовами (W, (1, 0)) ∼ (Wa, (−1, 0)) i (W, (0, 1)) ∼
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(Wb, (0,−1)) для будь-якого слова W ∈ ⟨a, b⟩ (iншi точки еквiвалентнi
лише собi). Таким чином, простiр X утворюється склеюванням копiй
X0, що iндексованi елементами ⟨a, b⟩. Його можна вкласти в R2, як по-
казано вище справа (зображенi лише копiї X0, що вiдповiдають словам
довжини не бiльшої за 2; самi цi слова позначають центри вiдповiдних
”хрестiв”; при цьому при збiльшеннi слова на один символ ми зменшуємо
”хрест” удвiчi i приклеюємо до iснуючої конструкцiї вiдповiдно до вiдно-
шення еквiвалентностi). Визначимо дiю групи ⟨a, b⟩ на просторi X умо-
вою W1 ·[(W2, (x, y))] := [(W1W2, (x, y))] для будь-яких слiв W1,W2 ∈ ⟨a, b⟩
i будь-якої (x, y) ∈ X0, де квадратнi дужки позначають, як завжди, клас
еквiвалентностi вiдносно ∼.

Вправа 9.1. Показати, що простiр X є однозв’язним (бiльш того, стя-
жним), дiя ⟨a, b⟩ на ньому – коректно визначеною, неперервною та цiлком
розривною, i що вiдображення ⟨a, b⟩ · [(W, (x, y))] 7→ p0(x, y) коректно за-
дає гомеоморфiзм мiж простором орбiт X/⟨a,b⟩ i S1 ∨ S1.

Ототожнимо X/⟨a,b⟩ i S1∨S1 за допомогою цього гомеоморфiзма. Тодi
вiдображення p : X → S1 ∨ S1 : [(W, (x, y))] 7→ p0(x, y) вiдповiдатиме ка-
нонiчнiй проєкцiї. Воно, зокрема, переводить центри усiх ”хрестiв” у то-
чку y. Таким чином, (X,S1 ∨ S1, p) – унiверсальне накриття за попере-
дньою вправою i твердженням 7.1. З пункту 2. наслiдку 9.1 тодi випливає,
що π1(S1 ∨ S1, y) ≃ ⟨a, b⟩ (або просто π1(S1 ∨ S1) ≃ ⟨a, b⟩ в силу лiнiйної
зв’язностi S1 ∨ S1). Таким чином, отримали перший приклад неабелевої
фундаментальної групи. Рiзнi (не тiльки унiверсальне) накриття цього
простору також описанi у [11, с. 57-60, с. 78-81 перекладу].

Вправа 9.2. Аналогiчним чином показати, що фундаментальна група
букета довiльного натурального числа n кiл S1 ∨ . . . ∨ S1︸ ︷︷ ︸

n

iзоморфна вiль-

нiй групi з n твiрними ⟨a1, . . . , an⟩, що описана у прикладi A.6 (при n = 1
це випливає з прикладу 9.1).

Вправа 9.3. Нехай x1, . . . , xn – попарно рiзнi точки R2. Показати, що
простiр R2 \ {x1, . . . , xn} гомотопiчно еквiвалентний S1 ∨ . . . ∨ S1︸ ︷︷ ︸

n

(при

n = 1 це встановлено у прикладi 2.6), а отже його фундаментальнi групи
iзоморфнi вiльнiй групi з n твiрними в силу гомотопiчної iнварiантностi
та попередньої вправи.

Зауваження. Фундаментальна група простору R2 \ {x1, . . . , xn} (або
S1 ∨ . . . ∨ S1︸ ︷︷ ︸

n

) використовується, зокрема, у т. зв. задачах про картини.

45



Найпростiша з них формулю-
ється наступним чином. У стi-
ну вбито два цвяхи. Треба за-
крутити навколо них мотузку, на
якiй висить картина, таким чином,
щоб вона висiла, але падала, якщо
вийняти зi стiни будь-який з цвя-
хiв. З попередньої вправи, гомо-
топiчної iнварiантностi фундамен-
тальної групи i прикладу 9.5 ви-
пливає, що фундаментальна гру-
па площини без двох рiзних точок
(цвяхiв) iзоморфна ⟨a, b⟩, де твiр-
нi a i b вiдповiдають (аналогiчно до прикладу 9.1) обертанням навколо
цвяхiв. Тодi для розв’язку задачi нам достатньо знайти нетривiальний
елемент фундаментальної групи (слово), що перетворюється на тривiаль-
ний (порожнє слово) пiсля викреслювання з нього усiх символiв a i a−1

або b i b−1, i задає гомотопiчний клас потрiбного розташування мотузки.
Найпростiшим таким словом є т. зв. комутатор a b a−1b−1 елементiв a i b
(див. означення A.11). Вiдповiдне йому закручування мотузки зображе-
не на iлюстрацiї вище. Як бачимо, воно дiйсно задовольняє умовi задачi.
Огляд задач такого типу та потрiбної для їх розв’язання математичної
технiки див. у [9].

Виявляється, що будь-яка група G є фундаментальною групою де-
якого топологiчного простору. Бiльш того, завжди можна побудувати
неперервну та цiлком розривну дiю G на деякому стяжному просторi,
а отже G є фундаментальною групою простору орбiт цiєї дiї в силу твер-
дження 7.1 та пункту 2. наслiдку 9.1. Такi простори орбiт, що визначаю-
ться групою G з точнiстю до гомотопiчної еквiвалентностi, звуться про-
сторами Ейленберга – Маклейна групи G i позначаються через K(G, 1).
Їх конструкцiї, приклади та застосування описанi у [11, с. 87-96, с. 115-
126 перекладу]. Однозначна визначенiсть гомотопiчного типу простору
K(G, 1) групою G дозволяє використання iнших гомотопiчних iнварiан-
тiв (таких як групи гомологiй та когомологiй, що виникнуть у цьому кур-
сi далi) для дослiдження груп та мотивує знаходити чисто алгебраїчнi
описи цих iнварiантiв (див., наприклад, [10, с. 776-838]).

Зокрема, з прикладу 9.1 випливає, що простором Ейленберга – Ма-
клейна K(Zn, 1) є T n, а з розв’язку вправи 9.2 можна вивести, що такий
простiр вiльної групи з n твiрними K(⟨a1, . . . , an⟩, 1) – це S1 ∨ . . . ∨ S1︸ ︷︷ ︸

n

(або ж R2 \ {x1, . . . , xn} в силу вправи 9.3, бо цей простiр визначений

46



з точнiстю до гомотопiчної еквiвалентностi). З iншого боку, RP n при
n ⩾ 2 i L(n,m) з прикладiв 9.2 i 9.4 не є просторами K(Z2, 1) i K(Zn, 1)
вiдповiдно, бо їхнi унiверсальнi накриваючi простори (що визначенi одно-
значно з точнiстю до гомеоморфiзма, див. наслiдок 10.2 далi) – сфери –
не є стяжними, як буде встановлено у прикладi 14.6.

Iншим простором, фундаментальна група якого iзоморфна довiльнiй
групi G, є факторпростiр т. зв. комплексу Келi, що будується за допомо-
гою графа Келi цiєї групи. Ця конструкцiя описана у [11, с. 77-78, с. 103-
105 перекладу]. Комплекс Келi є однозв’язним, але не обов’язково стя-
жним простором, i на ньому G також дiє неперервно та цiлком розривно,
тому G є фундаментальною групою вiдповiдного простору орбiт. Напри-
клад, для вiльної групи з двома твiрними комплексом (i графом) Келi
буде простiр X з прикладу 9.5. Те ж буде справедливим i для узагальне-
ння цього накриваючого простору, яке потрiбно побудувати у розв’язку
вправи 9.2. Слово ”комплекс” тут використовується у сенсi, що буде по-
яснений у роздiлi 19.

10 Пiдняття у накриваючий простiр.
Морфiзми накрить

У зв’язку з теоремою 9.1 та наслiдком 9.1 виникають природнi питання
застосовностi цього метода обчислення фундаментальної групи: за яких
умов для даного простору Y iснує унiверсальне накриття (X, Y, p), чи
є воно єдиним (принаймнi з точнiстю до якого-небудь вiдношення еквi-
валентностi) й коли його можна представити у виглядi (X,X/G, p) для
неперервної та цiлком розривної дiї деякої групи G? У цьому i двох на-
ступних роздiлах будуть наведенi результати, що вiдповiдають на цi пи-
тання, але спочатку розглянемо кiлька важливих допомiжних тверджень
та конструкцiй, що стосуються накрить.

10.1 Пiдняття вiдображень у накриваючий простiр

Наступна теорема узагальнює леми 8.1 i 8.2 про пiдняття шляхiв та вiд-
ображень кубiв вiдповiдно. Вона дозволить нам, зокрема, вiрно сформу-
лювати та довести твердження про єдинiсть накрить над даним просто-
ром. Почнемо з корисної загальної леми.

Лема 10.1. Нехай p : X → Y – неперервне вiдображення топологiчних
просторiв, а шлях f : I → X з’єднує точки x та x′ простору X. Позна-
чимо g := p◦f , y := p(x), y′ := p(x′) (тодi шлях g : I → Y з’єднує точки y
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та y′). Нехай α : π1(X, x) → π1(X, x
′) i β : π1(Y, y) → π1(Y, y

′) – iзоморфi-
зми фундаментальних груп з твердження 4.1, що побудованi за шляха-
ми f i g вiдповiдно, а p∗ : π1(X, x) → π1(Y, y) i p′∗ : π1(X, x′) → π1(Y, y

′) –
гомоморфiзми фундаментальних груп, що iндукованi вiдображенням p
у точках x та x′ вiдповiдно. Тодi

p′∗ ◦ α = β ◦ p∗,

тобто дiаграма фундаментальних груп та їх гомоморфiзмiв

π1(X, x)
α−−−→ π1(X, x

′)

p∗

y yp′∗
π1(Y, y)

β−−−→ π1(Y, y
′)

комутативна.

Доведення. За умовою f ∈ C(I,X), f(0) = x i f(1) = x′, тому g =
p◦f ∈ C(I, Y ) як композицiя неперервних, тобто дiйсно є шляхом, g(0) =
p(f(0)) = y i g(1) = p(f(1)) = y′. Тодi для будь-якого гомотопiчного класу
[h] ∈ π1(X, x) петлi h у x за конструкцiєю iзоморфiзма у твердженнi 4.1
та означенням iндукованого гомоморфiзма маємо

p′∗(α([h])) = p′∗([f ∗ h ∗ f ]) = [p ◦ (f ∗ h ∗ f)] = [(p ◦ f) ∗ (p ◦ h) ∗ (p ◦ f)] =

= [g ∗ (p ◦ h) ∗ g] = β([p ◦ h]) = β(p∗([h])),

звiдки й маємо потрiбну комутативнiсть.

Теорема 10.1 (Iснування та єдинiсть пiднять). Нехай (X, Y, p) – накри-
ття, Z – лiнiйно зв’язний та локально лiнiйно зв’язний топологiчний
простiр, φ : Z → Y – неперервне вiдображення, точки x ∈ X i z ∈ Z
такi, що φ(z) = p(x). У φ iснує єдине пiдняття в X, тобто неперервне
вiдображення φ̃ : Z → X таке, що p ◦ φ̃ = φ та φ̃(z) = x, тодi й тiльки
тодi, коли

φ∗(π1(Z, z)) ⊂ p∗(π1(X, x)).

Доведення. Позначимо y := φ(z) = p(x) ∈ Y . Тодi iндукованi гомо-
морфiзми зi включення у формулюваннi теореми дiють наступним чи-
ном: φ∗ : π1(Z, z) → π1(Y, y), p∗ : π1(X, x) → π1(Y, y), отже це включення
пiдгруп π1(Y, y). Зображення умови p ◦ φ̃ = φ у виглядi комутативної
дiаграми можна побачити на рисунках нижче.
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⇒ За умовою i пунктом 2. твердження 5.1 маємо

φ∗(π1(Z, z)) = p∗ ◦ φ̃∗(π1(Z, z)) ⊂ p∗(π1(X, x)),

де гомоморфiзм φ̃∗ : π1(Z, z) → π1(X, x) iндукований пiдняттям. Таким
чином, отримали потрiбне включення. Зауважимо, що аналогiчне вклю-
чення матиме мiсце й для фундаментальних груп в будь-яких iнших то-
чках z′ ∈ Z та x′ := φ̃(z′).

⇐ Спочатку покажемо єдинiсть φ̃, що використовує лише лiнiйну
зв’язнiсть простору Z. Дiйсно, нехай неперервнi φ̃, ˜̃φ : Z → X такi, що
p ◦ φ̃ = p ◦ ˜̃φ = φ i φ̃(z) = ˜̃φ(z) = x. Для будь-якої z′ ∈ Z iснує шлях

h ∈ C(I, Z), що з’єднує z i z′. Тодi шляхи f̃ := φ̃ ◦ h ∈ C(I,X) i ˜̃f :=˜̃φ ◦ h ∈ C(I,X) з’єднують x з φ̃(z′) i з ˜̃φ(z′) вiдповiдно. Оскiльки p ◦ f̃ =

p ◦ φ̃ ◦ h = φ ◦ h, i аналогiчно p ◦ ˜̃f = φ ◦ h, шляхи f̃ i ˜̃f є пiдняттями
шляху φ ◦ h ∈ C(I, Y ) зi спiльним початком x. Тодi f̃ =

˜̃
f за єдинiстю

у лемi 8.1, зокрема, φ̃(z′) = f̃(1) =
˜̃
f(1) = ˜̃φ(z′). Таким чином, φ̃ = ˜̃φ, що

й означає єдинiсть.
Нехай тепер вiдомо, що φ∗(π1(Z, z)) ⊂ p∗(π1(X, x)). Побудуємо пiдня-

ття φ̃, використовуючи шляхи наступним чином. Нехай z′ ∈ Z – довiльна
точка, а h ∈ C(I, Z) – шлях, що з’єднує z i z′, який iснує в силу лiнiйної
зв’язностi Z. Тодi шлях g := φ ◦ h ∈ C(I, Y ) з’єднує y з y′ := φ(z′). Нехай
f ∈ C(I,X) – його (єдине) пiдняття з леми 8.1 з початком у x та кiнцем
у x′ := f(1). Зокрема, p ◦ f = g, i тому p(x′) = y′. Покажемо тепер, що x′
не залежить вiд h, для чого виконаємо деяку допомiжну роботу.

Фiксуємо шляхи f , g, h i точку x′. Побудуємо як у твердженнi 4.1 iзо-
морфiзми фундаментальних груп α : π1(X, x) → π1(X, x

′), β : π1(Y, y) →
π1(Y, y

′) i γ : π1(Z, z) → π1(Z, z
′) за шляхами f , g i h вiдповiдно. Тодi

з леми 10.1 маємо рiвностi

φ′
∗ ◦ γ = β ◦ φ∗, p′∗ ◦ α = β ◦ p∗

для iндукованих гомоморфiзмiв φ∗ : π1(Z, z) → π1(Y, y) i φ′
∗ : π1(Z, z

′) →
π1(Y, y

′) вiдображення φ та p∗ : π1(X, x) → π1(Y, y) i p′∗ : π1(X, x′) →
π1(Y, y

′) вiдображення p, тобто дiаграми

π1(Z, z)
γ−−−→ π1(Z, z

′)

φ∗

y yφ′
∗

π1(Y, y)
β−−−→ π1(Y, y

′)

,

π1(X, x)
α−−−→ π1(X, x

′)

p∗

y yp′∗
π1(Y, y)

β−−−→ π1(Y, y
′)
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комутативнi. З цих комутативностей, бiєктивностi α i γ та умови теореми
випливає, що

φ′
∗(π1(Z, z

′)) = φ′
∗(γ(π1(Z, z))) = β(φ∗(π1(Z, z))) ⊂

⊂ β(p∗(π1(X, x))) = p′∗(α(π1(X, x))) = p′∗(π1(X, x
′)),

тобто маємо включення φ′
∗(π1(Z, z

′)) ⊂ p′∗(π1(X, x
′)) пiдгруп π1(Y, y′), що

аналогiчне до включення з умови, але для iншої пари точок.
Тепер нехай ĥ ∈ C(I, Z) також з’єднує z i z′, тодi шлях ĝ := φ ◦ ĥ ∈

C(I, Y ) з’єднує y та y′, i нехай його пiдняття f̂ ∈ C(I,X) з початком у x
має кiнець у x′′ := f̂(1) ∈ p−1(y′) (зокрема, p ◦ f̂ = ĥ). Див. iлюстрацiю
нижче злiва. Тодi h ∗ ĥ є петлею у z′, а φ ◦ (h ∗ ĥ) = g ∗ ĝ – петлею в y′
з гомотопiчним класом у π1(Y, y′), що дорiвнює

[g ∗ ĝ] = [φ ◦ (h ∗ ĥ)] = φ′
∗([h ∗ ĥ]) ∈ φ′

∗(π1(Z, z
′)) ⊂ p′∗(π1(X, x

′))

за доведеним вище. З iншого боку, шлях f ∗ f̂ є пiдняттям тiєї ж петлi
p ◦ (f ∗ f̂) = g ∗ ĝ з початком у f ∗ f̂(0) = f(0) = x′. Оскiльки [g ∗ ĝ] ∈
p′∗(π1(X, x

′)), вiн повинен закiнчуватися у тiй же точцi згiдно з пунктом 2.
твердження 9.1, тобто x′′ = f̂(1) = f ∗ f̂(1) = x′. Це й доводить незале-
жнiсть x′ вiд h. Таким чином, можно коректно визначити вiдображення
φ̃ : Z → X, поставивши кожнiй z′ ∈ Z у вiдповiднiсть φ̃(z′) := x′ з опи-
саної нами побудови. При цьому p(φ̃(z′)) = p(x′) = y′ = φ(z′), для будь-
якої z′ ∈ Z, тобто p ◦ φ̃ = φ. Для z′ = z у якостi h можна взяти ez, тодi
g = φ ◦ ez = ey, i його пiдняттям буде f = ex, тому φ̃(z) = f(1) = x.

Залишилося перевiрити, що φ̃ неперервне. Лише тут буде потрiбна
локальна лiнiйна зв’язнiсть простору Z. Цей останнiй етап доведення
проiлюстрований вище справа. Для будь-якої вiдкритої V ⊂ X i кожної
z′ ∈ φ̃−1(V ) маємо x′ := φ̃(z′) ∈ V . Нехай U – правильно накритий
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вiдкритий окiл точки y′ := φ(z′) = p(x′) ∈ Y з означення накриття:
p−1(U) =

⋃
α∈A

Uα, а iндекс α ∈ A такий, що x′ ∈ Uα. Тодi Uα ∩ V є вiдкри-

тим околом x′, отже, оскiльки обмеження p на Uα – гомеоморфiзм на U ,
p(Uα∩V ) ⊂ U є вiдкритим околом y′ (в iндукованiй топологiї вiдкритої U ,
а отже в Y ), а φ−1(p(Uα ∩V )) – вiдкритим околом z′ за неперервнiстю φ.
Оскiльки простiр Z локально лiнiйно зв’язний, тодi iснує лiнiйно зв’язна
вiдкрита множина W така, що z′ ∈ W ⊂ φ−1(p(Uα ∩ V )). Для будь-якої
z′′ ∈ W iснує шлях ĥ ∈ C(I,W ), що з’єднує z′ i z′′. Якщо h ∈ C(I, Z) –
якийсь шлях, що з’єднує z i z′, то шлях h ∗ ĥ ∈ C(I, Z) з’єднує z i z′′. Пiд
дiєю вiдображення φ вiн переходить у шлях φ ◦ (h ∗ ĥ) = g ∗ ĝ ∈ C(I, Y ),
що з’єднує y та y′′ := φ(z′′), де шляхи g := φ ◦ h i ĝ := φ ◦ ĥ з’єднують
y з y′ i y′ з y′′ вiдповiдно. Якщо f ∈ C(I,X) i f̂ ∈ C(I,X) – пiдня-
ття g i ĝ з початками у точках x та x′ вiдповiдно, то f закiнчується
у φ̃(z′) = x′ за побудовою φ̃, тому визначений шлях f ∗ f̂ , й вiн є пiднят-
тям p ◦ (f ∗ f̂) = g ∗ ĝ з початком у x. Отже, x′′ := φ̃(z′′) = f ∗ f̂(1) = f̂(1)

за побудовою φ̃. Оскiльки ĥ(I) ⊂ W ⊂ φ−1(p(Uα ∩ V )), ĝ(I) ⊂ p(Uα ∩ V ),
й тому f̂(I) ⊂ p−1(p(Uα∩V )) ⊂ p−1(U) =

⋃
α∈A

Uα, бо f̂ є пiдняттям ĝ. При

цьому f̂(0) = x′ ∈ Uα. Перетин зв’язної f̂(I) з Uα, що є вiдкритозамкне-
ною в топологiї p−1(U) (див. зауваження пiсля вправи 7.3) є таким чином
вiдкритозамкненим i непорожнiм, отже збiгається зi всiєю цiєю множи-
ною: f̂(I) ⊂ Uα (аналогiчно до доведення єдиностi у лемi 8.1). Оскiльки
обмеження p на Uα є, зокрема, iн’єктивним, Uα∩p−1(p(Uα∩V )) = Uα∩V ,
отже f̂(I) ⊂ Uα ∩ V ⊂ V . Зокрема, φ̃(z′′) = x′′ = f̂(1) ∈ V . Таким чином,
ми показали, що у кожної z′ ∈ φ̃−1(V ) iснує вiдкритий окiл W ⊂ φ̃−1(V ),
тобто φ̃−1(V ) вiдкрита. Отже, пiдняття φ̃ дiйсно неперервне, що завер-
шує доведення теореми.

Зауваження. В умовах попередньої теореми вiдображення φ̃ назива-
ють пiдняттям вiдображення φ у накриваючий простiр X. Трохи iнший
спосiб обґрунтування коректностi визначення φ̃ у її доведеннi, що безпо-
середньо використовує лему 8.3, можна знайти у [13, с. 163-164, с. 187-188
перекладу]. Також у [13, с. 164-165, с. 189-190 перекладу] наведено при-
клад (т. зв. польське, або варшавське коло, яке утворюється ”замиканням
в коло” графiка топологiчного синуса з прикладу 27.3 курсу топологiї),
що демонструє суттєвiсть локальної лiнiйної зв’язностi для використаної
у попередньому доведеннi конструкцiї, а отже для iснування неперерв-
ного пiдняття φ̃ взагалi, бо якщо воно iснує, то ця конструкцiя повинна
до нього приводити (виведiть це з доведення єдиностi у теоремi).
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Приклад 10.1. Якщо простiр Z однозв’язний (зокрема лiнiйно зв’язний)
та локально лiнiйно зв’язний, а (X, Y, p) – накриття, то для будь-якого
неперервного φ : Z → Y маємо φ∗(π1(Z, z)) = φ∗({[ez]}) = {[eφ(z)]} для
кожної z ∈ Z, отже φ задовольняє умовi попередньої теореми та має пiд-
няття. Наприклад, це вiрно для куба In, що є опуклою пiдмножиною Rn,
а отже однозв’язним простором (точнiше, стяжним, див. приклад 6.1).
Перевiрте, що вiн локально лiнiйно зв’язний. Таким чином, ця теорема
дiйсно узагальнює леми 8.1 (при n = 1) i 8.2. Зауважимо, що при цьому
ми використовували лему 8.1 у доведеннi теореми, а також посилалися
на пункт 2. твердження 9.1, що спирається на лему 8.3 про накриваю-
чу гомотопiю, у доведеннi якої, у свою чергу, використана лема 8.2 для
випадку n = 2.

Вправа 10.1. Узагальнити попередню теорему наступним чином. Нехай
X та Y – лiнiйно зв’язнi та локально лiнiйно зв’язнi топологiчнi простори,
(X, Y, p) i (Z,W, q) – накриття, φ : Y → W – неперервне вiдображення,
точки x ∈ X i z ∈ Z такi, що φ(p(x)) = q(z). У φ iснує єдине пiдняття,
тобто неперервне вiдображення φ̃ : X → Z таке, що φ ◦ p = q ◦ φ̃ та
φ̃(x) = z, тодi й тiльки тодi, коли

φ∗(p∗(π1(X, x))) ⊂ q∗(π1(Z, z))

для iндукованих гомоморфiзмiв у вiдповiдних точках. Iншими словами,
цi вiдображення пов’язанi комутативною дiаграмою

X
φ̃−−−→ Z

p

y yq
Y

φ−−−→ W

Зауважимо, що це твердження перетворюється на теорему 10.1 при X =
Y i тотожному p = idX (з точнiстю до замiни позначень).

Вправа 10.2. Узагальнити лему 8.3 про накриваючу гомотопiю за ана-
логiєю з узагальненнями лем 8.1 i 8.2 у теоремi 10.1. Для цього можна
спробувати послiдовно вiдповiсти на наступнi питання. За яких умов
iснує та єдине пiдняття гомотопiї F : Z × I → Y у накриваючий про-
стiр накриття (X, Y, p), тобто неперервне вiдображення F̃ : Z × I → X

таке, що p ◦ F̃ = F i F̃ (z, 0) = x для деяких x ∈ X i z ∈ Z таких, що
F (z, 0) = p(x)? Чи є необхiдними та достатнiми для цього умови iснува-
ння пiдняття вiдображення F (·, 0) : Z → Y з теореми 10.1? Гомотопiєю
яких вiдображень буде тодi F̃? Що буде у випадку зв’язаної гомотопiї
(як гомотопiя шляхiв у лемi 8.3)? Див. [11, с. 60, с. 82-83 перекладу].
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Зауваження. У цьому та двох подальших роздiлах нам часто будуть
зустрiчатися накриття (X, Y, p), де, як у вправi 10.1, простори X та Y
лiнiйно зв’язнi та локально лiнiйно зв’язнi. При цьому, оскiльки Y = p(X)
i p неперервне, з лiнiйної зв’язностi X випливає лiнiйна зв’язнiсть Y ,
тому насправдi її достатньо вимагати лише вiд X (ми вже зауважували
це пiсля формулювання теореми 9.1). Також достатньо буде локальної
лiнiйної зв’язностi будь-якого з просторiв X або Y в силу наступного
твердження. Але ми й надалi у означеннях i формулюваннях тверджень
записуватимемо обидвi цi умови для обох просторiв з мiркувань симетрiї.

Твердження 10.1. Нехай (X, Y, p) – накриття. Простiр X є локально
лiнiйно зв’язним тодi й тiльки тодi, коли таким є Y .

Доведення. Ця еквiвалентнiсть вiрна для будь-якого вiдкритого не-
перервного вiдображення топологiчних просторiв p : X → Y (перевiрте
це), тому випливає з вiдкритостi p (вправа 7.1) та його неперервностi.
Але ми дамо безпосереднє доведення.

⇒ Нехай X локально лiнiйно зв’язний. Для будь-якої y ∈ Y нехай
U ∋ y – правильно накритий вiдкритий окiл y з означення накриття:
p−1(U) =

⋃
α∈A

Uα. Для будь-якої вiдкритої V ∋ y ї ї прообраз p−1(V ) вiд-

критий за неперервнiстю та мiстить p−1(y). Оберемо якусь x ∈ p−1(y)
та вiдповiдний iндекс α ∈ A такий, що x ∈ Uα. Зокрема, Uα – вiдкритий
окiл x, тому перетин Uα ∩ p−1(V ) теж є вiдкритим околом x. За означен-
ням локальної лiнiйної зв’язностiX тодi iснує лiнiйно зв’язна вiдкритаW
така, що x ∈ W ⊂ Uα ∩ p−1(V ). Оскiльки обмеження p : Uα → U є гомео-
морфiзмом, p(W ) ⊂ U ∩V ⊂ U вiдкрита та лiнiйно зв’язна в iндукованiй
топологiї вiдкритої U , а отже в Y . Оскiльки y = p(x) ∈ p(W ) ⊂ U∩V ⊂ V ,
iснування такої p(W ) для будь-яких y i V й означає локальну лiнiйну
зв’язнiсть простору Y .

⇐ Достатнiсть перевiряється схожим чином до необхiдностi. Нехай
Y локально лiнiйно зв’язний. Для будь-яких x ∈ X й вiдкритої V ∋ x
нехай знову U ∋ y – правильно накритий вiдкритий окiл y := p(x):
p−1(U) =

⋃
α∈A

Uα, i α ∈ A такий, що x ∈ Uα. Тодi Uα ∩ V є вiдкритим

околом x, i з гомеоморфностi p : Uα → U випливає, що p(Uα ∩ V ) ⊂ U –
вiдкритий окiл y. З локальної лiнiйної зв’язностi Y тодi маємо iснува-
ння лiнiйно зв’язної вiдкритої W такої, що y ∈ W ⊂ p(Uα ∩ V ). Отже,
x ∈ Uα ∩ p−1(W ) ⊂ Uα ∩ p−1(p(Uα ∩ V )) = Uα ∩ V ⊂ V (бо обмеження
p на Uα iн’єктивне), де Uα ∩ p−1(W ) = (p|Uα)

−1 (W ) вiдкрита та лiнiй-
но зв’язна за гомеоморфнiстю p : Uα → U . Звiдси й випливає локальна
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лiнiйна зв’язнiсть простору X.

10.2 Морфiзми накрить. Iзоморфнi накриття.
Накриття з вiдмiченими точками

Нехай тепер (X, Y, p) та (Z, Y, q) – деякi накриття, що мають спiльну
базу Y , причому простiр X лiнiйно зв’язний та локально лiнiйно зв’язний
(отже й Y є таким, а Z, у свою чергу, локально лiнiйно зв’язний в силу
попереднiх зауваження та твердження). Нехай точки x ∈ X i z ∈ Z такi,
що p(x) = q(z). Застосуємо теорему 10.1 до вiдображення p : X → Y
та накриття (Z, Y, q). Згiдно з твердженням цiєї теореми, iснує єдине
неперервне вiдображення φ : X → Z таке, що q ◦ φ = p та φ(x) = z, тодi
й тiльки тодi, коли

p∗(π1(X, x)) ⊂ q∗(π1(Z, z)).

Нагадаємо також, що для єдиностi φ тут потрiбнi лише лiнiйна зв’язнiсть
простору X та умова на точку. Умова q◦φ = p представляється у виглядi
комутативної дiаграми

X

p
  

φ
// Z

q
��

Y

топологiчних просторiв та непервних вiдображень. Дамо вiдображенням
з такою властивiстю спецiальну назву:

Означення 10.1. Морфiзмом накрить (X, Y, p) i (Z, Y, q) зi спiльною ба-
зою Y зветься неперервне вiдображення φ : X → Z таке, що q ◦ φ = p.
Якщо крiм цього φ – бiєкцiя та φ−1 : Z → X – морфiзм накрить (Z, Y, q)
та (X,Y, p), то φ називають iзоморфiзмом накрить. Якщо iснує iзомор-
фiзм накрить φ : X → Z, то говорять, що (X, Y, p) iзоморфне (Z, Y, q)
(або що вони iзоморфнi).

Зауваження. Умова на φ−1 з означення iзоморфiзма накрить озна-
чає, що це вiдображення неперервне, тобто φ є гомеоморфiзмом, i p ◦
φ−1 = q. Втiм, ця друга рiвнiсть й так вiрна в силу умови q ◦ φ = p
та бiєктивностi φ. I навпаки, якщо φ : X → Z – такий гомеоморфiзм, що
q ◦ φ = p, то φ та φ−1 є морфiзмами накрить за означеням.

Наслiдок 10.1. Вiдображення накриваючих просторiв φ : X → Z є iзо-
морфiзмом накрить (X, Y, p) i (Z, Y, q) тодi й тiльки тодi, коли φ –
гомеоморфiзм i q ◦ φ = p.
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Запишемо тепер кiлька властивостей морфiзмiв разом з переформу-
люванням обговореного вище часткового випадку теореми 10.1:

Твердження 10.2. 1. Композицiя будь-яких двох морфiзмiв накрить
є морфiзмом накрить.

2. Iзоморфнiсть є вiдношенням еквiвалентностi накрить зi спiль-
ною базою Y .

3. Якщо φ : X → Z – морфiзм накрить (X, Y, p) i (Z, Y, q), де просто-
ри Y i Z лiнiйно зв’язнi та локально лiнiйно зв’язнi, то (X,Z, φ) –
накриття.

4. Якщо φ, ψ : X → Z – морфiзми накрить (X,Y, p) i (Z, Y, q), де про-
стори X та Y лiнiйно зв’язнi, й iснує точка x ∈ X така, що
φ(x) = ψ(x), то φ = ψ.

5. Нехай (X, Y, p) i (Z, Y, q) – накриття, де простори X та Y лiнiйно
зв’язнi та локально лiнiйно зв’язнi, а точки x ∈ X i z ∈ Z такi,
що p(x) = q(z). Тодi iснує морфiзм φ : X → Z цих накрить такий,
що φ(x) = z, тодi й тiльки тодi, коли

p∗(π1(X, x)) ⊂ q∗(π1(Z, z)).

6. Нехай (X, Y, p) – унiверсальне накриття, де простори X та Y
локально лiнiйно зв’язнi. Тодi для будь-якого накриття (Z, Y, q)
iснує морфiзм φ : X → Z цих накрить.

7. Нехай (Z, Y, q) – тривiальне накриття. Тодi для будь-якого накри-
ття (X, Y, p), де простори X та Y лiнiйно зв’язнi та локально
лiнiйно зв’язнi, iснує морфiзм φ : X → Z цих накрить.

Доведення.

1. Дiйсно, якщо φ : X → Z, ψ : Z → W – морфiзми накрить (X, Y, p)
i (Z, Y, q), (Z, Y, q) i (W,Y, r) вiдповiдно, то ψ◦φ : X → W неперервне
як композицiя неперервних, i r ◦ ψ ◦ φ = q ◦ φ = p, як добре видно
з наступної комутативної дiаграми:

X

p
  

φ
// Z

q
��

ψ
//W

r
~~

Y

Тому ψ ◦ φ – дiйсно морфiзм накрить (X, Y, p) i (W,Y, r).
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2. Тотожне вiдображення idX : X → X є гомеоморфiзмом i задоволь-
няє умовi p ◦ idX = p, тому будь-яке накриття (X, Y, p) iзоморфне
самому собi. Якщо φ : X → Z – iзоморфiзм (X, Y, p) i (Z, Y, q),
то за означенням φ−1 – iзоморфiзм (Z, Y, q) та (X, Y, p). Нарештi,
якщо φ : X → Z, ψ : Z → W – iзоморфiзми (X, Y, p) i (Z, Y, q),
(Z, Y, q) i (W,Y, r) вiдповiдно, то за означеням φ−1, ψ−1 – iзоморфi-
зми (Z, Y, q) та (X,Y, p), (W,Y, r) та (Z, Y, q) вiдповiдно, тому за по-
переднiм пунктом бiєкцiя ψ ◦ φ є морфiзмом (X, Y, p) i (W,Y, r),
а (ψ ◦φ)−1 = φ−1 ◦ψ−1 – морфiзмом (W,Y, r) та (X, Y, p) (знову див.
дiаграму вище). Таким чином, ψ◦φ – iзоморфiзм (X,Y, p) i (W,Y, r)
за означенням.

3. Вiдображення φ : X → Z неперервне за означенням. Перевiримо
його сюр’єктивнiсть. Оберемо якусь x ∈ X i нехай z := φ(x) ∈ Z.
Оскiльки Z лiнiйно зв’язний, для будь-якої z′ ∈ Z iснує шлях h ∈
C(I, Z), що з’єднує z i z′. Тодi шлях g := q ◦h ∈ C(I, Y ) з’єднує q(z)
i q(z′). Нехай f ∈ C(I,X) – його (єдине) пiдняття вX з початком у x
для накриття (X, Y, p). Тодi g = p◦f = q◦φ◦f , оскiльки φ – морфiзм,
тому шляхи φ ◦ f i h є пiдняттями g у Z зi спiльним початком
φ(f(0)) = φ(x) = z = h(0). За єдинiстю у лемi 8.1, φ◦f = h, зокрема,
z′ = h(1) = φ(f(1)) ∈ φ(X). Таким чином, φ дiйсно є сюр’єктивним.
Нехай тепер z – довiльна точка Z. Покладемо y := q(z) ∈ Y .
За означеннями накрить (X, Y, p) i (Z, Y, q), у точки y iснують пра-
вильно накритi околи для них обох. Тодi перетин цих околiв теж
буде вiдкритою правильно накритою для накрить (X,Y, p) i (Z, Y, q)
множиною за зауваженням пiсля означення 7.1. Оскiльки простiр Y
локально лiнiйно зв’язний, цей перетин у свою чергу включає вiд-
критий лiнiйно зв’язний окiл U ∋ y, що є правильно накритим
для обох накрить за тими ж мiркуваннями. Нехай V ⊂ Z – вiд-
крита множина, що правильно накриває U для накриття (Z, Y, q)
й мiстить точку z. Зокрема, тодi q|V : V → U – гомеоморфiзм.
З iншого боку, нехай p−1(U) =

⋃
α∈A

Uα – об’єднання правильно на-

криваючих околiв для накриття (X, Y, p). За означенням морфi-
зма φ, p−1(U) = φ−1(q−1(U)) ⊃ φ−1(V ). Позначимо B := {β ∈ A |
Uβ ∩ φ−1(V ) ̸= ∅} (зауважимо, що ця пiдмножина iндексiв непоро-
жня, бо φ−1(V ) ̸= ∅ за доведеною ранiше сюр’єктивнiстю φ). Таким
чином, φ−1(V ) ⊂

⋃
β∈B

Uβ, i це диз’юнктне об’єднання вiдкритих пiд-

множин X. При цьому для будь-якого β ∈ B обмеження p|Uβ
: Uβ →

U – гомеоморфiзм, зокрема, Uβ лiнiйно зв’язна. Тодi й φ(Uβ) ⊂
φ(p−1(U)) = φ(φ−1(q−1(U))) = q−1(U) лiнiйно зв’язна за неперерв-
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нiстю φ. Оскiльки правильно накриваюча V є вiдкритозамкненою
у q−1(U) та φ(Uβ)∩V ̸= ∅ за означенням B, φ(Uβ) ⊂ V (аналогiчно
до доведення єдиностi у лемi 8.1). Зокрема, тому

⋃
β∈B

Uβ ⊂ φ−1(V ),

а отже φ−1(V ) =
⋃
β∈B

Uβ. Крiм того, тодi з означення морфiзма ви-

пливає, що p|Uβ
= q|V ◦ φ|Uβ

, тобто φ|Uβ
= (q|V )−1 ◦ p|Uβ

: Uβ → V –
гомеоморфiзм як композицiя гомеоморфiзмiв. Все це означає, що
V – правильно накритий окiл точки z, а (X,Z, φ) – дiйсно накриття.

4. Це твердження про єдинiсть у теоремi 10.1, що застосоване до на-
криття (Z, Y, q) та вiдображення p : X → Y .

5. Це критерiй iснування у теоремi 10.1, що застосований до накриття
(Z, Y, q) та вiдображення p : X → Y .

6. Застосуємо попереднiй пункт до накрить (X,Y, p) i (Z, Y, q), взяв-
ши якусь точку x ∈ X, поклавши y := p(x) i обравши z ∈ q−1(y).
З однозв’язностiX випливає, що p∗(π1(X, x)) = {[ey]} ⊂ q∗(π1(Z, z)),
тому дiйсно iснує морфiзм накрить φ : X → Z (єдиний такий, що
φ(x) = z, в силу двох попереднiх пунктiв).

7. Нагадаємо, що тривiальне накриття – це трiйка (Z, Y, q), де q –
гомеоморфiзм (див. приклад 7.1). Застосуємо пункт 5. до накрить
(X, Y, p) i (Z, Y, q): знову оберемо x ∈ X, покладемо y := p(x) i обере-
мо z ∈ q−1(y). Оскiльки q – гомеоморфiзм, q∗ : π1(Z, z) → π1(Y, y) –
iзоморфiзм за твердженням 5.2. Зокрема, вiн сюр’єктивний, i тому
p∗(π1(X, x)) ⊂ π1(Y, y) = q∗(π1(Z, z)). Отже, iснує (єдиний такий,
що φ(x) = z) морфiзм накрить φ : X → Z.

Вправа 10.3. Чи є суттєвою для пункту 3. попереднього твердження
умова локальної лiнiйної зв’язностi простору Y ?

Вправа 10.4. Показати, що саме умова лiнiйної зв’язностi X суттєва
для пункту 4. попереднього твердження, i, скажiмо, слабшої умови лi-
нiйної зв’язностi лише Y недостатньо. Щоб побудувати контрприклад,
можна скористатися прикладом 7.2. Аналогiчним чином можна пока-
зати важливiсть цiєї умови для iнших результатiв цього та наступних
роздiлiв.

Вправа 10.5. Показати, що, втiм, пункт 4. попереднього твердження
залишиться вiрним, якщо замiсть лiнiйної зв’язностi X та Y вимагати,
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щоб X був зв’язним i локально зв’язним. Перша з цих умов означає,
що Y також зв’язний в силу неперервностi та сюр’єктивностi p, а друга
еквiвалентна локальнiй зв’язностi Y (це доводиться дослiвно так само, як
твердження 10.1, якщо замiнити там всюди локальну лiнiйну зв’язнiсть
на локальну зв’язнiсть). Пор. з теоремою 27.1 курсу топологiї. Спробуйте
також визначити, якi з наступних тверджень будуть вiрними за такої
замiни умов.

Наслiдок 10.2. Будь-якi два унiверсальнi накриття (X,Y, p) i (Z, Y, q)
локально лiнiйно зв’язного простору Y iзоморфнi. Зокрема, їхнi накри-
ваючi простори X i Z гомеоморфнi.

Доведення. Зауважимо, що в умовах цього наслiдку X та Z локаль-
но лiнiйно зв’язнi за твердженням 10.1, а Y лiнiйно зв’язний, бо таким
є X (i Z). Тодi за пунктом 6. попереднього твердження iснує морфiзм
φ : X → Z даних накрить. В силу пункту 3. того ж твердження, (X,Z, φ)
є накриттям. Оскiльки це накриття однозв’язного простору Z лiнiйно
зв’язним X, вiдображення φ є гомеоморфiзмом в силу твердження 9.2,
тобто iзоморфiзмом накрить за наслiдком 10.1.

Зауваження. Iнший спосiб показати, що φ : X → Z з доведення
попереднього наслiдку є iзоморфiзмом, – побудувати його для двох точок
x ∈ X, z ∈ Z так, що φ(x) = z, разом з морфiзмом ψ : Z → X таким,
що ψ(z) = x, i показати їх взаємну оберненiсть аналогiчно до доведення
пункту 2. наслiдку 10.3 нижче.

З пункту 1. твердження 10.2 випливає, зокрема, що накриття деяко-
го фiксованого топологiчного простору Y та їхнi морфiзми з операцiєю
композицiї утворюють категорiю. При цьому iзоморфiзми накрить є iзо-
морфiзмами даної категорiї, а пункт 2. згаданого твердження є окремим
випадком загальнокатегорного факта: iзоморфiзми задають вiдношення
еквiвалентностi мiж об’єктами (та повторює його доведення; знову ж,
див. [11, с. 162-165, с. 209-213 перекладу] та iншi посилання iз зауважен-
ня пiсля наслiдку 5.1 для знайомства з цими поняттями).

Розглянемо тепер пiдкатегорiю накрить лiнiйно зв’язного та локально
лiнiйно зв’язного простору Y з лiнiйно зв’язними накриваючими просто-
рами (що є також локально лiнiйно зв’язними в силу твердження 10.1),
морфiзми якої визначенi так само. Пункт 6. твердження 10.2 означає то-
дi, що у цiй категорiї унiверсальнi накриття є унiверсальними вiдштов-
хуючими об’єктами (i саме за цiєю властивiстю унiверсальностi цi на-
криття так називаються), а пункт 7. того ж твердження – що тривiальнi
накриття є унiверсальними притягуючими об’єктами.
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Також можна говорити про категорiю накрить з вiдмiченими точками
простору Y з вiдмiченою точкою y ∈ Y :

Означення 10.2. Накриттям з вiдмiченою точкою топологiчного про-
стору Y з вiдмiченою точкою y ∈ Y будемо називати накриття (X, Y, p)
разом з точкою x ∈ X такою, що p(x) = y. Морфiзмом (вiдповiдно, iзо-
морфiзмом) накрить (X, Y, p) i (Z, Y, q) з вiдмiченими точками x ∈ X
i z ∈ Z зветься неперервне вiдображення (вiдповiдно, гомеоморфiзм)
φ : X → Z таке, що q ◦ φ = p i φ(x) = z. Якщо iснує iзоморфiзм накрить
з вiдмiченими точками, то говорять, що вони iзоморфнi.

Зауваження. Таким чином, морфiзм (вiдповiдно, iзоморфiзм) на-
крить з вiдмiченими точками є, зокрема, морфiзмом (iзоморфiзмом) на-
крить у звичайному сенсi. Аналогiчно до загального випадку, з пункту 1.
твердження 10.2 випливає, що попереднє означення дiйсно описує об’єкти
та морфiзми деякої категорiї.

Вправа 10.6. Перевiрити, що iзоморфiзми накрить з вiдмiченими точка-
ми також є iзоморфiзмами у загальнокатегорному сенсi, тобто бiєктив-
ними морфiзмами, оберненi до яких теж є морфiзмами. Вивести звiдси,
що iзоморфнiсть таких накрить теж є вiдношенням еквiвалентностi.

Зауваження. Нарештi, можна також розглядати категорiю C(Y, y)
накрить з вiдмiченими точками та лiнiйно зв’язними (i локально лiнiй-
но зв’язними) накриваючими просторами лiнiйно зв’язного i локально
лiнiйно зв’язного простору Y з вiдмiченою точкою y ∈ Y . З доведень
пунктiв 6. i 7. твердження 10.2 випливає, що унiверсальнi та тривiаль-
нi накриття будуть унiверсальними об’єктами також i в цiй категорiї
(тiльки тепер з однозначно визначеними морфiзмами). У роздiлi 12 ми
отримаємо класифiкацiю усiх таких накрить з точнiстю до iзоморфiзма
(теорема 12.1). Для цього нам будуть кориснi наступнi уточненi власти-
востi морфiзмiв накрить з вiдмiченими точками:

Наслiдок 10.3. Нехай (X, Y, p) i (Z, Y, q) – накриття з вiдмiченими
точками x ∈ X i z ∈ Z вiдповiдно топологiчного простору Y з вiдмiче-
ною точкою y ∈ Y (тобто p(x) = q(z) = y).

1. Якщо простори X та Y лiнiйно зв’язнi, то будь-якi два морфiзми
даних накрить з вiдмiченими точками φ, ψ : X → Z рiвнi.

2. Якщо простори X, Y i Z лiнiйно зв’язнi та iснують морфiзми
φ : X → Z i ψ : Z → X даних накрить з вiдмiченими точками, то
це взаємно оберненi iзоморфiзми.
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3. Нехай простори X та Y лiнiйно зв’язнi й локально лiнiйно зв’язнi.
Морфiзм φ : X → Z даних накрить з вiдмiченими точками iснує
тодi й тiльки тодi, коли

p∗(π1(X, x)) ⊂ q∗(π1(Z, z)).

Доведення.

1. Це просто переформулювання пункту 4. твердження 10.2.

2. Згiдно з означенням, φ : X → Z та ψ : Z → X неперервнi, q ◦φ = p,
p ◦ ψ = q, φ(x) = z i ψ(z) = x. Тодi p ◦ ψ ◦ φ = q ◦ φ = p
i ψ ◦ φ(x) = ψ(z) = x, тобто неперервне ψ ◦ φ : X → X є морфi-
змом у себе (ендоморфiзмом) накриття (X, Y, p) з вiдмiченою то-
чкою x ∈ X. Оскiльки ще одним таким ендоморфiзмом є тотожне
вiдображення idX : X → X, а X лiнiйно зв’язний, ψ ◦φ = idX за по-
переднiм пунктом. Аналогiчно перевiряється, що φ◦ψ = idZ . Таким
чином, φ та ψ є взаємно оберненими неперервними вiдображення-
ми, отже кожне з них – гомеоморфiзм та iзоморфiзм даних накрить
з вiдмiченими точками.

3. Це, у свою чергу, переформулювання пункту 5. твердження 10.2.

Зауваження. З iншого боку, сукупнiсть класiв iзоморфних накрить
з C(Y, y) можна розглядати i як множину з вiдношенням (часткового)
порядку. Тут позначатимемо (X, Y, p) з вiдмiченою точкою x ∈ X через
(X, Y, p, x). Iнколи кажуть, що накриття (Z, Y, q, z) ∈ C(Y, y) пiдпоряд-
коване накриттю (X, Y, p, x) ∈ C(Y, y), якщо мiж ними iснує морфiзм
φ : X → Z. Тодi вiн iснує й для будь-яких накрить, що iзоморфнi даним
(чому?), отже пiдпорядкованiсть можна перенести як вiдношення на су-
купнiсть класiв iзоморфностi. Тодi з пункту 1. твердження 10.2 випливає
транзитивнiсть такого вiдношення, а з пункту 2. попереднього тверджен-
ня – його антисиметричнiсть (якщо (Z, Y, q, z) пiдпорядковане (X, Y, p, x),
а (X, Y, p, x) – (Z, Y, q, z), то вони iзоморфнi). Разом з очевидною рефле-
ксивнiстю це демонструє, що пiдпорядкованiсть дiйсно є вiдношенням
порядку (перевiрте це детально за необхiдностi). Згiдно з пунктами 6.
i 7. твердження 10.2, клас, що складається з тривiальних накрить (чо-
му вони всi iзоморфнi?), є найменшим елементом цiєї множини, а клас,
що складається з унiверсальних (що iзоморфнi за наслiдком 10.2) – най-
бiльшим. Звичайно, ми поки що не знаємо, чи цi унiверсальнi накриття
iснують. Критерiї цього будуть встановленi у роздiлi 12 (наслiдок 12.2).
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11 Автоморфiзми накрить
та регулярнi накриття

У цьому роздiлi ми дамо вiдповiдь на одне з питань, що були поставленi
на початку попереднього, а саме з’ясуємо за яких умов довiльне накриття
є накриттям над простором орбiт деякої неперервної та цiлком розрив-
ної дiї (принаймнi, з точнiстю до якогось вiдношення еквiвалентностi).
Виявляється, що для цього потрiбно розглянути множину iзоморфiзмiв
цього накриття на себе:

Означення 11.1. Автоморфiзмом накриття (X,Y, p) зветься його iзо-
морфiзм на себе.

Зауваження. Таким чином, за наслiдком 10.1, автоморфiзм накри-
ття (X, Y, p) – це такий гомеоморфiзм φ : X → X, що p ◦ φ = p, тобто
φ переводить будь-який шар p−1(y) цього накриття на себе, перестав-
ляючи його елементи. Зокрема, англiйською автоморфiзм накриття зве-
ться з цiєї причини deck transformation – ”перетворенням колоди” (карт).
Множину усiх автоморфiзмiв накриття (X, Y, p) позначатимемо через
Aut(X, Y, p). Наступне твердження демонструє, що за додаткової умо-
ви лiнiйної зв’язностi X та Y це якраз i буде потрiбна нам група, що дiє
на X неперервно та цiлком розривно.

Зауважимо, що будь-який автоморфiзм накриття (X, Y, p) з лiнiй-
но зв’язними X та Y однозначно визначений образом довiльної точки
x ∈ X за пунктом 4. твердження 10.2, тобто якщо φ, ψ ∈ Aut(X, Y, p)
та φ(x) = ψ(x), то φ = ψ. Як обговорювалося у вправах 10.4 та 10.5,
для цiєї однозначної визначеностi є суттєвою лiнiйна зв’язнiсть X, яку,
однак, можна тут замiнити умовою зв’язностi та локальної зв’язностi
цього простору.

Твердження 11.1. Для будь-якого накриття (X, Y, p) множина його
автоморфiзмiв Aut(X, Y, p) з операцiєю композицiї є групою. Умова φ ·
x := φ(x) для φ ∈ Aut(X,Y, p) та x ∈ X визначає неперервну дiю цiєї
групи на X. Якщо до того ж топологiчнi простори X та Y лiнiйно
зв’язнi, то ця дiя цiлком розривна.

Доведення. Розглянемо довiльнi φ, ψ ∈ Aut(X, Y, p). Тодi, напри-
клад, з доведення пункту 2. твердження 10.2 випливає, що композицiя
φ◦ψ, тотожне вiдображення idX i обернене φ−1 належать до Aut(X, Y, p).
Таким чином, на Aut(X, Y, p) коректно визначена асоцiативна опера-
цiя композицiї, для якої одиницею (нейтральним елементом) є idX (бо
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φ ◦ idX = idX ◦ φ = φ для будь-якого φ), а оберненим елементом до φ
є φ−1 (бо φ ◦ φ−1 = φ−1 ◦ φ = idX). Тому це група.

В умовi дiйсно описана дiя Aut(X, Y, p) на X, бо φ ·(ψ ·x) = φ(ψ(x)) =
(φ ◦ ψ) · x та idX · x = idX(x) = x для будь-яких φ, ψ ∈ Aut(X,Y, p),
x ∈ X. Для цiєї дiї λ i будь-якого φ ∈ Aut(X, Y, p) за побудовою λφ = φ,
що є гомеоморфiзмом, тому λ неперервна.

Нехай тепер X та Y лiнiйно зв’язнi, x ∈ X, y := p(x) ∈ Y , а вiдкрита
U ∋ y – правильно накритий окiл y, прообраз якого має вигляд p−1(U) =⋃
α∈A

Uα з означення накриття. Оберемо α ∈ A такий, що x ∈ Uα. Зокрема,

Uα є вiдкритим околом x. Нехай Uα i λφ(Uα) = φ(Uα) перетинаються для
деякого φ ∈ Aut(X,Y, p), тобто iснує точка z ∈ Uα така, що z = φ(w) для
деякого w ∈ Uα. Тодi за означенням автоморфiзма p(z) = p(φ(w)) = p(w).
Обмеження p на Uα є гомеоморфiзмом, зокрема iн’єктивним, тому w =
z = φ(w). Тодi φ = idX в силу однозначної визначеностi автоморфiзмiв.
Таким чином, Uα∩λφ(Uα) = ∅ при φ ̸= idX , тобто Uα – окiл x, iснування
якого вимагається в означеннi цiлком розривної дiї.

Вправа 11.1. Показати, що iзоморфнi накриття мають iзоморфнi гру-
пи автоморфiзмiв. Чи вiрно це також для вiдношень еквiвалентностi на-
крить, що описанi далi у вправах 11.2 та 11.3?

Зауваження. У подальшому ми будемо мати на увазi саме ту дiю
групи автоморфiзмiв Aut(X, Y, p) наX, що описана у попередньому твер-
дженнi. З iншого боку, у випадку накриття простору орбiт (X,X/G, p)
з твердження 7.1 у нас вже є група G, що дiє неперервно та цiлком роз-
ривно на X. Виявляється, що для лiнiйно зв’язного X можна побудува-
ти канонiчний iзоморфiзм мiж групами G i Aut(X,X/G, p), що пов’язує
цi двi дiї:

Твердження 11.2. Якщо група G дiє на лiнiйно зв’язному топологi-
чному просторi X неперервно та цiлком розривно, то вiдображення
G→ Aut(X,X/G, p), що ставить у вiдповiднiсть елементу групи a ∈ G
гомеоморфiзм λa : X → X, є iзоморфiзмом груп.

Доведення. Вiдображення λa для a ∈ G дiйсно є гомеоморфiзмами
за означенням неперервної дiї (точнiше, за наслiдком 7.1). Крiм того,
p(λa(x)) = G · (a ·x) = G ·x = p(x) для будь-яких a ∈ G, x ∈ X (як у дове-
деннi твердження 7.1). Таким чином, p◦λa = p, отже λa ∈ Aut(X,X/G, p),
й ми дiйсно коректно визначили вiдображення в групу автоморфiзмiв.
Оскiльки λab = λa ◦λb для будь-яких a, b ∈ G згiдно з зауваженням пiсля
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означення 7.2, це гомоморфiзм груп. Його ядром є {a ∈ G | λa = idX} =
{e}, бо дiя вiльна. Тому цей гомоморфiзм iн’єктивний за пунктом 1. твер-
дження A.2.

Щоб показати, що побудоване вiдображення дiйсно є iзоморфiзмом,
залишилося перевiрити його сюр’єктивнiсть. Нехай φ ∈ Aut(X,X/G, p).
Оберемо якусь x ∈ X. Згiдно з означенням автоморфiзма накриття, G ·
x = p(x) = p(φ(x)) = G · φ(x), тобто φ(x) = a · x = λa(x) для деякого
a ∈ G (причому a визначений однозначно, бо дiя вiльна: a · x ̸= b · x
при a ̸= b). Тодi φ = λa за однозначною визначенiстю автоморфiзмiв.
Це й означає сюр’єктивнiсть. Зауважимо, що лише тут ми використали
лiнiйну зв’язнiсть X.

Зауваження. Хоча ми й знаємо тепер, що група Aut(X,Y, p) дiє на
лiнiйно зв’язному накриваючому просторi X неперервно та цiлком роз-
ривно, залишається питання, коли база Y є простором орбiт. Сформулю-
ємо тепер необхiднi i достатнi умови того, що це так, тобто (X, Y, p) має
вигляд накриття простору орбiт з попереднього твердження (точнiше,
еквiвалентне йому в деякому сенсi, див. наступнi зауваження i вправи).
Тут X/Aut(X,Y,p) позначає простiр орбiт дiї з твердження 11.1.

Твердження 11.3. Нехай (X,Y, p) – накриття, де топологiчнi просто-
ри X та Y лiнiйно зв’язнi. Тодi наступнi твердження еквiвалентнi.

1. Iснує гомеоморфiзм ψ : Y → X/Aut(X,Y,p) такий, що

ψ(p(x)) = Aut(X,Y, p) · x

для будь-якої точки x ∈ X.

2. Група Aut(X,Y, p) дiє на шарi p−1(y) транзитивно для будь-якої
точки y ∈ Y .

3. Iснує точка y ∈ Y така, що група Aut(X, Y, p) дiє на шарi p−1(y)
транзитивно.

Зауваження. Умова на ψ з пункту 1. даного твердження повнiстю
визначає це вiдображення (бо p – сюр’єкцiя) i еквiвалентна рiвностi ψ ◦
p = q, де q : X → X/Aut(X,Y,p) – канонiчна проєкцiя на простiр орбiт, тобто
комутативностi дiаграми

X
p

��

q

%%

Y
ψ

// X/Aut(X,Y,p)
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просторiв та непервних вiдображень. Пор. з наведеною перед означен-
ням 10.1 дiаграмою, що iлюструє поняття морфiзма, зокрема iзоморфi-
зма, накрить.

Вправа 11.2. За аналогiєю з означенням 10.1 визначити вiдношення
еквiвалентностi накрить зi спiльним накриваючим простором X, вiд-
носно якого (X,Y, p) в умовах твердження 11.3 еквiвалентне накриттю
(X,X/Aut(X,Y,p), q).

Вправа 11.3. За допомогою комутативної дiаграми з вправи 10.1 визна-
чити вiдношення еквiвалентностi (iзоморфностi) двох довiльних накрить
(X, Y, p) i (Z,W, q), узагальнивши означення 10.1 i попередню вправу.

Доведення. 1. ⇐ 2. Отже, нехай група Aut(X,Y, p) дiє транзитив-
но на усiх шарах накриття. Тодi умова ψ(p(x)) = Aut(X, Y, p) · x, x ∈
X коректно визначає вiдображення ψ : Y → X/Aut(X,Y,p). Дiйсно, не-
хай y = p(x) = p(z) ∈ Y . Оскiльки x i z належать до одного ша-
ру p−1(y), за умовою транзитивностi iснує φ ∈ Aut(X, Y, p) такий, що
z = φ(x) = φ · x. Це й означає, що Aut(X,Y, p) · x = Aut(X,Y, p) · z, тоб-
то орбiта ψ(y) визначена однозначно. I навпаки, якщо ψ(p(x)) = ψ(p(z)),
тобто Aut(X, Y, p) ·x = Aut(X, Y, p) ·z, то iснує φ ∈ Aut(X,Y, p) такий, що
z = φ(x). Тодi з означення автоморфiзма випливає, що p(x) = p(φ(x)) =
p(z). Це означає, що ψ iн’єктивне. Воно сюр’єктивне, бо будь-яка ор-
бiта Aut(X, Y, p) · x є образом p(x) для її довiльної точки x. Прообраз
будь-якої вiдкритої пiдмножини U ⊂ X/Aut(X,Y,p) згiдно з побудовою ψ
та сюр’єктивнiстю p дорiвнює ψ−1(U) = p(p−1(ψ−1(U))) = p(q−1(U)), де
q : X → X/Aut(X,Y,p) – канонiчна проєкцiя на простiр орбiт (див. комута-
тивну дiаграму вище). Оскiльки вiдображення q неперервне, а p – вiд-
крите за вправою 7.1, ψ−1(U) вiдкрита. Отже, ψ неперервне. Нарештi,
для будь-якої вiдкритої U ⊂ Y знову ж за побудовою та бiєктивнiстю ψ
маємо q−1(ψ(U)) = p−1(ψ−1(ψ(U))) = p−1(U). Це вiдкрита множина, бо
p неперервне, отже ψ(U) вiдкрита за означенням фактортопологiї. Звiд-
си маємо, що ψ вiдкрите i таким чином дiйсно є гомеоморфiзмом. Вiн
задовольняє умову пункту 1. за побудовою.

1. ⇒ 2. Нехай ψ – гомеоморфiзм з пункту 1. Для будь-яких y ∈ Y ,
x, z ∈ p−1(y) тодi за умовою цього пункту маємо

Aut(X, Y, p) · x = ψ(p(x)) = ψ(y) = ψ(p(z)) = Aut(X, Y, p) · z,

що й означає iснування φ ∈ Aut(X,Y, p) такого, що z = φ(x), тобто
транзитивнiсть дiї.

2. ⇐ 3. Нехай Aut(X, Y, p) дiє транзитивно на p−1(y) для деякої y ∈ Y .
Оскiльки Y лiнiйно зв’язний, для будь-якої y′ ∈ Y iснує шлях g ∈ C(I, Y ),
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що з’єднує її з y: g(0) = y′, g(1) = y. Для будь-яких x′, z′ ∈ p−1(y′)
тодi за лемою 8.1 iснують i єдинi пiдняття f, h ∈ C(I,X) цього шляху
з початками в x′, z′ вiдповiдно: p ◦ f = p ◦ h = g, f(0) = x′, h(0) = z′. Їхнi
кiнцi x := f(1) i z := h(1) повиннi належати до p−1(y). З транзитивностi
дiї на цьому шарi маємо, що iснує такий φ ∈ Aut(X, Y, p), що φ(x) = z.
З означення автоморфiзма тодi випливає, що

p ◦ φ ◦ f(1− t) = p ◦ f(1− t) = g(1− t) = p ◦ h(1− t)

для будь-якого t ∈ I, тобто шляхи φ ◦ f i h є пiдняттями g зi спiльним
початком φ(f(0)) = φ(x) = z = h(0). Тодi за єдинiстю у лемi 8.1 маємо φ◦
f = h, зокрема, φ(x′) = φ(f(1)) = h(1) = z′. Таким чином, ми показали,
що Aut(X, Y, p) дiє транзитивно на p−1(y′).

Нарештi, iмплiкацiя 2. ⇒ 3. тривiальна.

Зауваження. Iмплiкацiя 2. ⇐ 3. – єдина у цьому доведеннi, де явно
використовувалася лiнiйна зв’язнiсть (причому лише Y ). Але насправ-
дi лiнiйна зв’язнiсть X та Y суттєва для формулювання попереднього
твердження, бо забезпечує розривнiсть дiї за твердженням 11.1, а от-
же те, що (X,X/Aut(X,Y,p), q) є накриттям за твердженням 7.1. Накриття
з властивiстю, що описана у твердженнi 11.3, мають спецiальну назву:

Означення 11.2. Накриття (X,Y, p), де топологiчнi простори X та Y
лiнiйно зв’язнi та локально лiнiйно зв’язнi, зветься регулярним (або на-
криттям Галуа), якщо група Aut(X,Y, p) дiє на шарi p−1(y) транзитивно
для будь-якої точки y ∈ Y .

Зауваження. З твердження 11.3 випливає, що ”для будь-якої точки
y ∈ Y ” у цьому означеннi можна замiнити на ”для деякої точки y ∈ Y ”.
Оскiльки цiлком розривна (за твердженням 11.1) дiя групи Aut(X,Y, p)
наX є вiльною, у випадку регулярного накриття ця група дiє на кожному
шарi p−1(y) накриття вiльно i транзитивно: для будь-яких x, z ∈ p−1(y)
iснує єдиний автоморфiзм φ ∈ Aut(X, Y, p) такий, що φ(x) = z. Фiксуючи
точку x, ми таким чином отримаємо бiєкцiю мiж p−1(y) та Aut(X, Y, p).

Приклад 11.1. Накриття (X,X/G, p), де група G неперервно та цiлком
розривно дiє на лiнiйно зв’язному i локально лiнiйно зв’язному просто-
рi X, є регулярним. Дiйсно, шарами цього накриття є орбiти G · x, i для
будь-яких двох точок a ·x, b ·x ∈ G ·x автоморфiзм λba−1 ∈ Aut(X,X/G, p)
(див. твердження 11.2) переводить першу в другу. Також воно задоволь-
няє пункту 1. твердження 11.3 для тотожного ψ, бо простори орбiт за
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дiями груп G i Aut(X,X/G, p) збiгаються в силу твердження 11.2. Цей
приклад є базовим, бо будь-яке регулярне накриття у певному сенсi зво-
диться до такого, як описано у твердженнi 11.3.

Зауваження. Повернемося до фундаментальних груп. У випадку на-
криття (X,X/G, p) з попереднього прикладу у доведеннi пункту 2. тео-
реми 9.1 було показано, що для будь-якої x ∈ X пiдгрупа p∗(π1(X, x)) ⊂
π1(X/G, G · x) є ядром деякого гомоморфiзма π1(X/G, G · x) → G i тому
нормальна (нагадаємо також, що p∗(π1(X, x)) iзоморфна групi π1(X, x)
за пунктом 1. твердження 9.1 i зауваженням пiсля його формулюван-
ня). Виявляється, що нормальнiсть цiєї пiдгрупи є зручним алгебраїчним
критерiєм регулярностi накриття. Почнемо його доведення з двох кори-
сних загальних лем.

Лема 11.1. Нехай p : X → Y – неперервне вiдображення топологiчних
просторiв, x, z ∈ X, p(x) = p(z), шлях h : I → X з’єднує x i z. Тодi

p∗(π1(X, z)) = [p ◦ h]−1p∗(π1(X, x))[p ◦ h]

тобто пiдгрупи p∗(π1(X, x)) i p∗(π1(X, z)) спряженi в π1(Y, y), де y =
p(x) = p(z), у сенсi прикладу A.12.

Доведення. Отже, h ∈ C(I,X), h(0) = x, h(1) = z, тому p ◦ h ∈
C(I, Y ) як композицiя неперервних, p ◦ h(0) = p ◦ h(1) = y, тобто p ◦ h –
петля в y, отже визначений її гомотопiчний клас [p ◦ h] ∈ π1(Y, y). Нехай
α : π1(X, x) → π1(X, z) i β : π1(Y, y) → π1(Y, y) – iзоморфiзми фундамен-
тальних груп з твердження 4.1, що побудованi за шляхами h i p◦h вiдпо-
вiдно. Тодi для будь-якого [g] ∈ π1(Y, y) з побудови iзоморфiзма β, озна-
чення множення i вигляду обернених елементiв фундаментальної групи
(див. теорему 4.1) випливає, що

β([g]) = [(p ◦ h)∗g∗(p◦h)] = [p ◦ h][g][p◦h] = [p◦h]−1[g][p◦h] = C[p◦h]−1([g])

у позначеннях прикладу A.12, тобто β є спряженням у π1(Y, y) з елемен-
том [p ◦ h]−1. Крiм того, за лемою 10.1 маємо комутативнiсть p∗ ◦ α =
β ◦ p∗. Зауважимо, що p∗ у формулюваннi та цiй комутативностi на-
справдi позначає два, взагалi кажучи, рiзнi iндукованi гомоморфiзми:
p∗ : π1(X, z) → π1(Y, y) злiва i p∗ : π1(X, x) → π1(Y, y) справа. Тодi, оскiль-
ки α – бiєкцiя,

p∗(π1(X, z)) = p∗(α(π1(X, x))) = β(p∗(π1(X, x))) =

= C[p◦h]−1(p∗(π1(X, x))) = [p ◦ h]−1p∗(π1(X, x))[p ◦ h].
Таким чином, отримали потрiбну рiвнiсть пiдгруп.
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Означення 11.3. Вiдображення топологiчних просторiв φ : X → Y зве-
ться локальним гомеоморфiзмом, якщо для будь-якої точки x ∈ X iснує
вiдкритий окiл U ∋ x такий, що φ(U) вiдкрита i обмеження φ|U : U →
φ(U) – гомеоморфiзм (вiдносно iндукованих топологiй).

Приклад 11.2. Для будь-якого накриття (X, Y, p) вiдображення p є ло-
кальним гомеоморфiзмом: для довiльної x ∈ X в якостi U з попередньо-
го означення вiзьмемо правильно накриваючий окiл Uα точки x. Тодi
p|Uα : Uα → p(Uα) – гомеоморфiзм за означенням накриття (де p(Uα) –
правильно накритий окiл p(x)).

Лема 11.2. 1. Будь-який локальний гомеоморфiзм є неперервним вiд-
критим вiдображенням.

2. Вiдображення топологiчних просторiв є гомеоморфiзмом тодi й
тiльки тодi, коли це бiєкцiя i локальний гомеоморфiзм.

Доведення.

1. Отже, нехай вiдображення φ : X → Y просторiв X та Y є ло-
кальним гомеоморфiзмом. Для будь-якої вiдкритої V ⊂ Y i ко-
жної точки x ∈ φ−1(V ) нехай U ∋ x – окiл з означення локаль-
ної гомеоморфностi. Оскiльки φ|U неперервне, а перетин φ(U) ∩ V
є вiдкритим околом φ(x) у iндукованiй топологiї φ(U), його про-
образ (φ|U)−1 (φ(U) ∩ V ) = U ∩ φ−1(V ) ⊂ φ−1(V ) є вiдкритим око-
лом x у iндукованiй топологiї вiдкритої U , а отже у X. Оскiльки
це так для усiх точок φ−1(V ), ця множина вiдкрита. Таким чи-
ном, φ неперервне. Аналогiчним чином перевiряється його вiдкри-
тiсть: для будь-якої вiдкритої V ⊂ X i кожної x ∈ V вiзьмемо
окiл U ∋ x як вище. Тодi U ∩ V – вiдкритий окiл x у iндукова-
нiй топологiї U , i, оскiльки φ|U : U → φ(U) бiєктивне та вiдкрите,
φ|U(U ∩ V ) = φ(U) ∩ φ(V ) ⊂ φ(V ) є вiдкритим околом φ(x) у iнду-
кованiй топологiї вiдкритої φ(U), а отже у Y . Оскiльки це так для
кожної точки φ(x) ∈ φ(V ), ця множина вiдкрита.

2. ⇒ Дiйсно, будь-який гомеоморфiзм бiєктивний, а щоб перевiрити
його локальну гомеоморфнiсть, достатньо у попередньому означен-
нi покласти U = X.

⇐ Достатнiсть тут випливає з пункту 1.: бiєктивний локальний
гомеоморфiзм є неперервним вiдкритим вiдображенням, а отже го-
меоморфiзмом.
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Теорема 11.1 (Критерiї регулярностi накриття). Нехай (X,Y, p) – на-
криття, де топологiчнi простори X та Y лiнiйно зв’язнi та локально
лiнiйно зв’язнi. Тодi наступнi твердження еквiвалентнi.

1. Накриття (X, Y, p) є регулярним.

2. Пiдгрупа p∗(π1(X, x)) є нормальною в π1(Y, p(x)) для будь-якої то-
чки x ∈ X.

3. p∗(π1(X, x)) = p∗(π1(X, z)) для будь-яких точок x, z ∈ X таких, що
p(x) = p(z).

4. Iснує точка x ∈ X така, що пiдгрупа p∗(π1(X, x)) є нормальною
в π1(Y, p(x)).

5. Iснує точка y ∈ Y така, що p∗(π1(X, x)) = p∗(π1(X, z)) для будь-
яких точок x, z ∈ p−1(y).

Доведення. Ми будемо доводити iмплiкацiї мiж цими твердженнями
згiдно зi схемою, що зображена нижче.

1. ⇒ 2. Якщо (X, Y, p) регулярне, то з твердження 11.3 випливає iсну-
вання гомеоморфiзма ψ : Y → X/Aut(X,Y,p) такого, що ψ ◦ p = q, де
q : X → X/Aut(X,Y,p) – канонiчна проєкцiя на простiр орбiт. Тодi для
кожної x ∈ X маємо ψ(p(x)) = q(x) = Aut(X, Y, p) · x, а iндукований
гомоморфiзм ψ∗ : π1(Y, p(x)) → π1(X/Aut(X,Y,p),Aut(X, Y, p) · x) є iзомор-
фiзмом в силу твердження 5.2. Оскiльки ψ∗ ◦ p∗ = (ψ ◦ p)∗ = q∗ за пун-
ктом 2. твердження 5.1, ψ∗(p∗(π1(X, x))) = q∗(π1(X, x)), де p∗ : π1(X, x) →
π1(Y, p(x)) i q∗ : π1(X, x) → π1(X/Aut(X,Y,p),Aut(X, Y, p) ·x) – вiдповiднi iн-
дукованi гомоморфiзми. При цьому q∗(π1(X, x)) є нормальною пiдгрупою
π1(X/Aut(X,Y,p),Aut(X,Y, p)·x) за пунктом 2. теореми 9.1. Звiдси випливає,
що p∗(π1(X, x)) – нормальна у π1(Y, p(x)), бо ψ∗ – iзоморфiзм (перевiрте,
що при iзоморфiзмi нормальна пiдгрупа переходить у нормальну).

2. ⇒ 3. випливає з леми 11.1 та мiркувань прикладу A.12: для будь-
якої x ∈ X усi p∗(π1(X, z)) для z ∈ X таких, що p(z) = p(x), спряженi
з p∗(π1(X, x)), а отже збiгаються з нею, оскiльки p∗(π1(X, x)) нормальна.
Зауважимо, що для цього було б достатньо нормальностi p∗(π1(X, x))
лише для однiєї точки x з кожного шару p−1(y), y ∈ Y .

2. ⇒ 4. тривiальним чином.
4. ⇒ 5. доводиться дослiвно так само, як 2. ⇒ 3., тiльки тепер лише

для точок p−1(y), де y := p(x), а x – точка з твердження 4. При цьому
за цим твердженням нормальною є лише p∗(π1(X, x)), але цього доста-
тньо в силу зауваження наприкiнцi доведення 2. ⇒ 3.

68



5. ⇒ 3. Почнемо дiяти аналогiчно до доведення iмплiкацiї 2. ⇐ 3.
у твердженнi 11.3. Нехай y ∈ Y така, що p∗(π1(X, x)) = p∗(π1(X, z))
для будь-яких x, z ∈ p−1(y). З лiнiйної зв’язностi Y випливає iснування
для будь-якої точки y′ ∈ Y шляху g ∈ C(I, Y ), що з’єднує її з y. Для
будь-яких x′, z′ ∈ p−1(y′) нехай f, h ∈ C(I,X) – (єдинi) пiдняття шляху g
з початками в x′, z′ вiдповiдно. Зокрема, p ◦ f = p ◦ h = g. Покладемо
x := f(1), z := h(1), тодi x, z ∈ p−1(y). Нехай α : π1(X, x

′) → π1(X, x),
β : π1(Y, y

′) → π1(Y, y) i γ : π1(X, z′) → π1(X, z) – iзоморфiзми фундамен-
тальних груп з твердження 4.1, що побудованi за шляхами f , g i h вiдпо-
вiдно. За лемою 10.1, тодi p∗◦α = β◦p∗, де p∗ позначає два рiзнi iндукова-
нi гомоморфiзми: p∗ : π1(X, x) → π1(Y, y) злiва i p∗ : π1(X, x′) → π1(Y, y

′)
справа. З цiєї ж леми випливає, що p∗ ◦ γ = β ◦ p∗, де тепер p∗ позна-
чає p∗ : π1(X, z) → π1(Y, y) злiва i p∗ : π1(X, z′) → π1(Y, y

′) справа. Таким
чином, дiаграми

π1(X, x
′)

α−−−→ π1(X, x)

p∗

y yp∗
π1(Y, y

′)
β−−−→ π1(Y, y)

,

π1(X, z
′)

γ−−−→ π1(X, z)

p∗

y yp∗
π1(Y, y

′)
β−−−→ π1(Y, y)

комутативнi. Тодi з цих комутативностей, того, що α i γ – бiєкцiї, та
властивостi точки y випливає, що

β(p∗(π1(X, x
′))) = p∗(α(π1(X, x

′))) = p∗(π1(X, x)) =

= p∗(π1(X, z)) = p∗(γ(π1(X, z
′))) = β(p∗(π1(X, z

′))),

тому, оскiльки β – бiєкцiя, p∗(π1(X, x′)) = p∗(π1(X, z
′)), що й потрiбно

було показати (це мiркування, у свою чергу, нагадує один з крокiв у до-
веденнi теореми 10.1).

3. ⇒ 1. Це основний етап доведення теореми. Отже, нам вiдомо, що
усi пiдгрупи p∗(π1(X, x)) для точок x, що належать одному й тому ж ша-
ру, збiгаються. Нехай y ∈ Y . Треба показати, що Aut(X, Y, p) дiє на p−1(y)
транзитивно, тобто що для будь-яких x, z ∈ p−1(y) iснує φ ∈ Aut(X,Y, p)
такий, що φ(x) = z.

Побудуємо вiдображення φ, використовуючи шляхи аналогiчно до
конструкцiї пiдняття φ̃ у доведеннi теореми 10.1. Цю побудову проiлю-
стровано знизу. Для будь-якої x′ ∈ X в силу лiнiйної зв’язностi X iснує
шлях f ∈ C(I,X), що з’єднує x з x′: f(0) = x, f(1) = x′. Тодi його проє-
кцiя g := p ◦ f ∈ C(I, Y ) є шляхом, що з’єднує y = p(x) = p(f(0)) з y′ :=
p(x′) = p(f(1)). За лемою 8.1 у нього iснує єдине пiдняття h ∈ C(I,X)
з початком у z, тобто p ◦ h = g i h(0) = z. Позначимо через z′ := h(1)
кiнець цього шляху. Зокрема, p(z′) = p ◦ h(1) = g(1) = y′.
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Аналогiчно до доведення теореми 10.1, нам тепер потрiбно показати,
що z′ насправдi не залежить вiд шляху f , тобто однозначно визначена
точками x, z та x′. Дiйсно, нехай f̂ ∈ C(I,X) також з’єднує x з x′. Тодi
ĝ := p ◦ f̂ ∈ C(I, Y ) так само з’єднує y з y′. Нехай тепер ĥ ∈ C(I,X) –
(єдине) пiдняття ĝ з початком у z, i z′′ := ĥ(1) ∈ p−1(y′) – його кiнець.
Тодi добуток f ∗ f̂ є петлею в x′, що проєктується у петлю p◦(f ∗ f̂) = g∗ ĝ
в y′. Її гомотопiчним класом у π1(Y, y′) є

[g ∗ ĝ] = [p ◦ (f ∗ f̂)] = p∗([f ∗ f̂ ]) ∈ p∗(π1(X, x
′)) = p∗(π1(X, z

′)),

де остання рiвнiсть випливає з умови 3., бо x′, z′ ∈ p−1(y′). Крiм того,
шлях h ∗ ĥ починається в z′ i є пiдняттям тiєї ж петлi p ◦ (h ∗ ĥ) = g ∗ ĝ.
Оскiльки [g ∗ ĝ] ∈ p∗(π1(X, z

′)), (єдине) пiдняття g ∗ ĝ з початком у z′

повинне бути петлею за пунктом 2. твердження 9.1, тобто z′′ = ĥ(1) =

h ∗ ĥ(1) = h ∗ ĥ(0) = h(0) = z′. Це й доводить незалежнiсть z′ вiд f . То-
му (для фiксованих x i z) коректно визначене вiдображення φ : X → X,
що ставить у вiдповiднiсть кожнiй x′ ∈ X точку φ(x′) := z′ описаним
вище чином. При цьому за його побудовою маємо у наших позначеннях
p(φ(x′)) = p(z′) = y′ = p(x′) для усiх x′, тобто p◦φ = p. Для x′ = x можна
взяти f = ex, тодi g = ey i h = ez, звiдки φ(x) = z′ = h(1) = z. Таким
чином, щоб показати, що φ – потрiбний нам елемент групи Aut(X, Y, p),
залишилося перевiрити його гомеоморфнiсть. Згiдно з пунктом 2. ле-
ми 11.2, для цього достатньо буде показати, що це бiєкцiя i локальний
гомеоморфiзм.

Перевiрка iн’єктивностi φ схожа на ранiше зроблену перевiрку ко-
ректностi. Вона зображена на рисунку нижче. Нехай x′, x′′ ∈ X такi,
що φ(x′) = φ(x′′) = z′. За побудовою φ це означає, що для шляхiв
f, f̂ ∈ C(I,X), що з’єднують x з x′ та x′′ вiдповiдно, їхнiх проєкцiй
g = p ◦ f, ĝ = p ◦ f̂ ∈ C(I, Y ) та пiднять h, ĥ ∈ C(I,X) шляхiв g i ĝ
вiдповiдно з початками у z маємо h(1) = ĥ(1) = z′. Тодi визначена петля
h∗ ĥ у z′, що накриває петлю p◦ (h∗ ĥ) = g ∗ ĝ в y′ = p(z′) = p(x′) = p(x′′).
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Оскiльки тепер для вiдповiдного гомотопiчного класу в π1(Y, y′) маємо

[g ∗ ĝ] = [p ◦ (h ∗ ĥ)] = p∗([h ∗ ĥ]) ∈ p∗(π1(X, z
′)) = p∗(π1(X, x

′))

знову ж за умовою 3., пiдняття f ∗ f̂ петлi g ∗ ĝ з початком у f ∗ f̂(0) =
f(0) = x′ повинне бути петлею, тобто x′′ = f̂(1) = f ∗ f̂(1) = f ∗ f̂(0) = x′.

Отже, φ iн’єктивне. Щоб показати його сюр’єктивнiсть, спочатку по-
будуємо для довiльної z′ ∈ X шлях h ∈ C(I,X), що з’єднує z i z′ та
є пiдняттям g := p ◦ h ∈ C(I, Y ), а потiм побудуємо пiдняття f ∈ C(I,X)
шляху g з початком у x (зокрема, g = p ◦ f). Якщо покласти x′ := f(1),
то φ(x′) = h(1) = z′ за побудовою φ. Це завершує доведення бiєктивностi
цього вiдображення.

Як було анонсовано ранiше, завершимо доведення iмплiкацiї 3. ⇒ 1.
демонстрацiєю локальної гомеоморфностi φ, що проiлюстрована вище.
Саме тут єдине мiсце у доведеннi теореми, де знадобиться локальна лi-
нiйна зв’язнiсть. Будемо дiємо аналогiчно до доведення неперервностi φ̃
у теоремi 10.1. Отже, нехай x′ ∈ X. У точки y′ := p(x′) ∈ Y за означен-
ням накриття iснує правильно накритий вiдкритий окiл U ∋ y′: p−1(U) =⋃
α∈A

Uα. Тодi iснують iндекси α, β ∈ A такi, що x′ ∈ Uα, z′ := φ(x′) ∈ Uβ

(бо x′, z′ ∈ p−1(y′)). В силу локальної лiнiйної зв’язностi X, iснує лiнiйно
зв’язна вiдкрита V така, що x′ ∈ V ⊂ Uα. Лiнiйна зв’язнiсть означає, що
для будь-якої x′′ ∈ V iснує шлях f̃ ∈ C(I, V ), що з’єднує x′ з x′′. Якщо те-
пер f ∈ C(I,X) – якийсь шлях, що з’єднує x з x′, то шлях f ∗ f̃ ∈ C(I,X)

з’єднує x з x′′. Спроєктуємо його у шлях p ◦ (f ∗ f̃) = g ∗ g̃ ∈ C(I, Y ), що
з’єднує y з y′′ := p(x′′), де шляхи g := p◦f та g̃ := p◦f̃ з’єднують y з y′ та y′

з y′′ вiдповiдно. Тепер зауважимо, що якщо h, h̃ ∈ C(I,X) – (єдинi) пiдня-
ття g i g̃ з початками у точках z i z′ вiдповiдно, то за побудовою φ шлях h
повинен закiнчуватися у φ(x′) = z′, тому визначений h ∗ h̃, що є пiднят-
тям p ◦ (h ∗ h̃) = g ∗ g̃ з початком у z. Тодi z′′ := φ(x′′) = h ∗ h̃(1) = h̃(1)
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за побудовою φ, тобто це кiнець шляху h̃. Оскiльки f̃(I) ⊂ V ⊂ Uα,
g̃(I) = p(f̃(I)) ⊂ p(V ) ⊂ U , i тому h̃(I) ⊂ p−1(U), бо h̃ є пiдняттям g̃.
При цьому h̃(0) = z′ ∈ Uβ. Тодi з h̃(I) ⊂ p−1(U) та зi зв’язностi h̃(I)
аналогiчно до доведення теореми 10.1 (або до доведення єдиностi у ле-
мi 8.1) випливає, що h̃(I) ⊂ Uβ. Зокрема, z′′ = h̃(1) ∈ Uβ. З iншого боку,
p(z′′) = p(x′′) = y′′, а обмеження p|Uβ

: Uβ → U є гомеоморфiзмом за
означенням накриття. Таким чином,

φ(x′′) = z′′ = (p|Uβ
)−1(y′′) = (p|Uβ

)−1(p(x′′)) = (p|Uβ
)−1 ◦ p|Uα(x

′′)

для будь-якої x′′ ∈ V , тобто φ|V = (p|Uβ
)−1 ◦ p|Uα , де p|Uα : Uα → U також

є гомеоморфiзмом. Тому обмеження φ|V : V → φ(V ) – теж гомеомор-
фiзм, де φ(V ) вiдкрита у iндукованiй топологiї вiдкритої Uβ, а отже в X,
як образ V пiд дiєю гомеоморфiзма. Це завершує доведення локальної
гомеоморфностi φ, iмплiкацiї та теореми в цiлому. Також ми показали,
що локально φ дiйсно виглядає як тасування колоди карт, переводячи
вiдкриту пiдмножину Uα у вiдкриту пiдмножину Uβ композицiєю обме-
жень вiдображення p.

Вправа 11.4. Показати, що будь-який автоморфiзм накриття (X, Y, p)
з локально лiнiйно зв’язними X та Y локально виглядає так само.

Зауважимо також, що згiдно зi схемою вище iмплiкацiя 2. ⇒ 3. нам
сама по собi насправдi не була потрiбна.

Вправа 11.5. Спробуйте показати суттєвiсть умови локальної лiнiйної
зв’язностi простору X для цiєї теореми (аналогiчно до зауваження пiсля
доведення теореми 10.1).

Наслiдок 11.1. Унiверсальне накриття локально лiнiйно зв’язного то-
пологiчного простору є регулярним.

Доведення. Тобто маємо накриття (X, Y, p), де накриваючий про-
стiр X однозв’язний (зокрема, лiнiйно зв’язний, а отже й Y лiнiйно
зв’язний), а Y локально лiнiйно зв’язний (отже й X локально лiнiй-
но зв’язний за твердженням 10.1). Тодi π1(X, x) = {[ex]} для кожної
x ∈ X, тому пiдгрупа p∗(π1(X, x)) = {[ep(x)]} тривiальна, а отже нор-
мальна у π1(Y, p(x)). Тому накриття регулярне за теоремою 11.1.

Приклад 11.3. Оскiльки будь-який многовид M є локально лiнiйно
зв’язним за пунктом 5. твердження 29.2 курсу топологiї, будь-яке унi-
версальне накриття простору M є регулярним. Зокрема, простори Rn,
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сфери Sn, тори T n та дiйснi проєктивнi простори RP n є n-вимiрними
лiнiйно зв’язними многовидами для усiх натуральних n (див. роздiл 29
курсу топологiї), тому унiверсальнi накриття (Rn, T n, p) i (Sn,RP n, p)
(при n ⩾ 2), що розглядалися у прикладах 7.4 i 7.5 вiдповiдно, регуляр-
нi за попереднiм наслiдком. Крiм того, тривимiрними лiнiйно зв’язними
многовидами є лiнзовi простори L(n,m), що були описанi у прикладi 7.7
(перевiрте це; також тут можна використати твердження 12.4 наступно-
го роздiлу), тому описанi у тому ж прикладi їх унiверсальнi накриття
(S3, L(n,m), p) теж регулярнi. Звичайно, регулярнiсть перелiчених на-
крить випливає також з того, що це накриття над просторами орбiт груп,
що дiють на однозв’язних i локально лiнiйно зв’язних накриваючих про-
сторах (що теж є многовидами) неперервно та цiлком розривно, згiдно
з прикладом 11.1. Зауважимо також, що суттєвою для цих мiркувань
є лише властивiсть локальної евклiдовостi многовида. Ми повернемося
до обговорення накрить многовидiв у наступному роздiлi.

Приклад 11.4. Хоча букет двох кiл S1∨S1, а також накриваючий про-
стiр його унiверсального накриття, що було побудоване у прикладi 9.4,
i не є многовидами (чому?), S1∨S1 є локально лiнiйно зв’язним (перевiрте
це), тому це унiверсальне накриття теж задовольняє умовi наслiдку 11.1
i є регулярним. Знову ж, це випливає i з того, що це накриття над про-
стором орбiт (приклад 11.1). Все сказане тут вiрне й для узагальнення
на букет n кiл у вправi 9.2 (при n ⩾ 2).

Наслiдок 11.2. Накриття локально лiнiйно зв’язного топологiчного
простору, фундаментальна група якого абелева, з лiнiйно зв’язним на-
криваючим простором є регулярним.

Доведення. Як i в доведеннi наслiдку 11.1, це накриття (X, Y, p)
з лiнiйно зв’язними i локально лiнiйно зв’язними X та Y . При цьому
в силу лiнiйної зв’язностi Y усi його фундаментальнi групи iзоморфнi
за наслiдком 4.1, тому можемо говорити просто про ”абелеву фундамен-
тальну групу”, маючи на увазi, що π1(Y, y) абелева для будь-якої y ∈ Y .
Але тодi всi її пiдгрупи нормальнi, зокрема, p∗(π1(X, x)) для будь-якої
x ∈ p−1(y), отже накриття регулярне за теоремою 11.1.

Приклад 11.5. Усi фундаментальнi групи, що поки що були обчисленi
у цьому курсi, крiм фундаментальних груп букетiв кiл з прикладу 9.4
i вправи 9.2 (вони ж фундаментальнi групи площини з виколотими то-
чками з вправи 9.3), були абелевими, тому накриття вiдповiдних про-
сторiв задовольняють попередньому наслiдку при виконаннi додаткових
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умов зв’язностi та є таким чином регулярними. Зокрема, неунiверсальнi
n-листовi накриття (S1, S1, p), що визначенi дiєю Zn i дослiджувалися
у прикладах 7.6 та 9.3, є регулярними, бо π1(S

1) ≃ Z абелева, а ко-
ло S1 лiнiйно зв’язне i локально лiнiйно зв’язне як многовид. Згадаємо,
що при ототожненнi π1(S1, y) з Z для деякої y ∈ S1 усi p∗(π1(S1, x)) при
x ∈ p−1(y) дiйсно збiгалися, як це й повинно бути за теоремою 11.1: це бу-
ла пiдгрупа nZ цiлих чисел, що кратнi n. Звичайно, регулярнiсть також
випливає з прикладу 11.1, бо це накриття над простором орбiт.

Приклад 11.6. Оскiльки топологiчнi групи мають абелевi фундамен-
тальнi групи згiдно з вправою 4.3, будь-яке лiнiйно зв’язне накриття ло-
кально лiнiйно зв’язної топологiчної групи регулярне за наслiдком 11.2.
До таких топологiчних груп вiдносяться Rn, тори T n (зокрема коло S1)
та матричнi групи SO(n), U(n) i SU(n) (див. приклад 4.3). Перевiрте, що
всi цi топологiчнi групи дiйсно є лiнiйно зв’язними (для багатьох з них
це встановлювалося в курсi топологiї) та локально лiнiйно зв’язними.
Зокрема, локальну лiнiйну зв’язнiсть можна вивести з того, що усi данi
групи є многовидами, але для матричних груп це не так просто довести.

Вправа 11.6. Показати, що будь-яке дволистове накриття локально лi-
нiйно зв’язного топологiчного простору з лiнiйно зв’язним накриваючим
простором є регулярним.

Вправа 11.7. Побудувати приклад трилистового накриття простору S1∨
S1 з лiнiйно зв’язним накриваючим простором, що не має нетотожних
автоморфiзмiв, а отже не є регулярним (пiдказку можна знайти на [11,
с. 58, с. 80 перекладу]).

Наслiдок 11.3. Якщо накриття (X,Y, p) регулярне, то його групи мо-
нодромiї iзоморфнi його групi автоморфiзмiв:

π1(Y, p(x))/p∗(π1(X, x)) ≃ Aut(X,Y, p)

для будь-якої точки x ∈ X. Зокрема, якщо це регулярне накриття є унi-
версальним, то

π1(Y, y) ≃ Aut(X,Y, p)

для будь-якої точки y ∈ Y .

Доведення. Нехай ψ : Y → X/Aut(X,Y,p) – гомеоморфiзм з тверджен-
ня 11.3. У доведеннi iмплiкацiї 1. ⇒ 2. теореми 11.1 було показано, що то-
дi для будь-якої x ∈ X пiдгрупа p∗(π1(X, x)) переходить у q∗(π1(X, x)) пiд
дiєю iзоморфiзма ψ∗ : π1(Y, p(x)) → π1(X/Aut(X,Y,p),Aut(X, Y, p) · x). Тут
q : X → X/Aut(X,Y,p) – канонiчна проєкцiя на простiр орбiт, p∗ : π1(X, x) →
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π1(Y, p(x)) i q∗ : π1(X, x) → π1(X/Aut(X,Y,p),Aut(X,Y, p) · x) – iндукова-
нi гомоморфiзми. Тодi факторгрупи iзоморфних фундаментальних груп
за iзоморфними нормальними пiдгрупами p∗(π1(X, x)) та q∗(π1(X, x)) теж
iзоморфнi (перевiрте це):

π1(Y, p(x))/p∗(π1(X, x)) ≃

≃ π1(X/Aut(X,Y,p),Aut(X,Y, p) · x)/q∗(π1(X, x)) ≃ Aut(X,Y, p),

де друга iзоморфнiсть є твердженням пункту 2. теореми 9.1.
Оскiльки у випадку унiверсального накриття π1(X, x) (а отже й обра-

зи p∗(π1(X, x))) тривiальнi для усiх x ∈ X, друга iзоморфнiсть в умовi
даного наслiдку випливає з першої (або аналогiчним чином виводиться
з пункту 2. наслiдку 9.1).

12 Iснування та єдинiсть накрить
Тут ми розглянемо останнє з питань початку роздiлу 10, що залишає-
ться без вiдповiдi, а саме про умови iснування унiверсального накриття
(його єдинiсть вже було встановлено у роздiлi 10, тут ми лише узагальни-
мо вiдповiдне твердження). Насправдi наша вiдповiдь буде стосуватися
набагато ширшого класу накрить.

12.1 Напiвлокальна i локальна однозв’язнiсть

Для того, щоб сформулювати умови iснування накрить, нам потрiбно
буде ввести локальний аналог поняття однозв’язностi. Виявляється, що
це можна зробити принаймнi двома рiзними змiстовними способами:

Означення 12.1. Топологiчний простiр X зветься

- напiвлокально однозв’язним, якщо для будь-якої точки x ∈ X iснує
вiдкрита U ∋ x така, що будь-яка петля в x пiдпростору U гомото-
пна постiйнiй у X;

- локально однозв’язним, якщо для будь-якої точки x ∈ X i будь-якої
вiдкритої U ∋ x iснує вiдкрита V така, що x ∈ V ⊂ U i будь-яка
петля в x пiдпростору V гомотопна постiйнiй в U .

Зауваження. Умова на U в означеннi напiвлокальної однозв’язностi
означає, що для будь-якої петлi f ∈ C(I, U) ⊂ C(I,X) (де на U розгля-
дається iндукована топологiя) у точцi x (тобто f(0) = f(1) = x) iснує
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гомотопiя F ∈ C(I × I,X) петель f (точнiше, i ◦ f , де i : U → X : y 7→ y –
вiдображення включення, що, нагадаємо, є неперервним у iндукованiй
топологiї) та ex. Це, у свою чергу, означає рiвнiсть гомотопiчних кла-
сiв i∗([f ]) = [i ◦ f ] = [ex] у групi π1(X, x), де i∗ : π1(U, x) → π1(X, x) –
гомоморфiзм, що iндукований включенням. Iншими словами, ця умова
еквiвалентна тому, що i∗(π1(U, x)) = {[ex]}, тобто гомоморфiзм i∗ тривi-
альний (див. приклад A.7). Аналогiчним чином можна переформулюва-
ти умову на V в означеннi локальної однозв’язностi (зробiть це). З цих
означень випливає, що будь-який локально однозв’язний простiр є на-
пiвлокально однозв’язним: якщо покласти U = X в означеннi локальної
однозв’язностi, ми отримаємо умову напiвлокальної однозв’язностi X.
Обернене, взагалi кажучи, невiрне, як демонструє приклад 12.4 нижче.

Приклад 12.1. Будь-який однозв’язний (зокрема стяжний, див. при-
клад 6.1) простiр є напiвлокально однозв’язним: достатньо взяти U = X.

Приклад 12.2. Будь-який многовид є локально однозв’язним, а от-
же напiвлокально однозв’язним. Дiйсно, нехай x – довiльна точка n-
вимiрного многовида M , i U ∋ x вiдкрита. Iснує карта (W,φ) в околi x,
тобто вiдкрита W ∋ x та гомеоморфiзм φ : W → Rn. Тодi U ∩W – теж
вiдкритий окiл x, отже φ(U ∩ W ) – вiдкритий окiл φ(x) у Rn. Оскiль-
ки топологiя Rn породжена евклiдовою метрикою, iснує ε > 0 таке,
що вiдкрита евклiдова куля Bε(φ(x)) ⊂ φ(U ∩ W ). Покладемо V :=
φ−1(Bε(φ(x))) ⊂ U ∩ W ⊂ U . Це теж вiдкритий окiл x, бо φ – гомео-
морфiзм. Нехай f ∈ C(I, V ) – петля в x, тодi φ ◦ f ∈ C(I, Bε(φ(x))) –
петля у φ(x). Куля Bε(φ(x)) стяжна як опукла пiдмножина Rn, отже
однозв’язна, тому iснує гомотопiя F ∈ C(I × I, Bε(φ(x))) петель φ ◦ f
i eφ(x). Тодi φ−1◦F ∈ C(I×I, V ) (неперервне як композицiя неперервних)
буде за означенням гомотопiєю петель f i ex у V ⊂ U аналогiчно, напри-
клад, до першої частини доведення однозв’язностi у прикладi 6.2. Таким
чином, M локально однозв’язний. Зауважимо, що для цього, як i для
локальної лiнiйної зв’язностi, потрiбна лише локальна евклiдовiсть M .

Отже, будь який неоднозв’язний многовид буде прикладом локально
однозв’язного (зокрема напiвлокально однозв’язного) локально лiнiйно
зв’язного простору, що не є однозв’язним, скажiмо, тор T n (зокрема ко-
ло S1) згiдно з прикладом 9.1 або дiйсний проєктивний простiр RP n

згiдно з прикладом 9.2. Цi многовиди до того ж лiнiйно зв’язнi.

Приклад 12.3 (Гавайська сережка). Розглянемо пiдмножинуX =
∞⋃
n=1

Sn

площини R2, де Sn – коло радiуса 1
n

з центром у
(
1
n
, 0
)

(див. iлюстрацiю
нижче). У iндукованiй з площини топологiї цього простору будь-який
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вiдкритий окiл U точки x = (0, 0) має вигляд X ∩ V , де V – вiдкритий
окiл x у R2, тому мiститиме перетин X ∩Bε(x) множини X з вiдкритим
евклiдовим кругом деякого радiуса ε > 0, а отже мiститиме й коло Sn
для будь-якого n такого, що 2

n
< ε. Це коло Sn є носiєм петлi

f : I → X : t 7→
(
1

n
− 1

n
cos 2πt,

1

n
sin 2πt

)
у x. Покажемо, що f негомотопна ex у X. Дiйсно, якщо б це було не так
та мiж ними iснувала б гомотопiя F ∈ C(I × I,X), то i ◦ F ∈ C(I ×
I,R2 \ {y}), де y – якась точка всерединi кола Sn, що не належить X
(наприклад, y = (q, 0), де 0 < q < 2

n
iррацiональне), а i : X → R2 \

{y} – включення, була б гомотопiєю f = i ◦ f i ex у проколотiй площинi
R2 \ {y} (знову ж за означенням гомотопiї). Цей простiр гомотопiчно
еквiвалентний S1. А саме, вiдображення

φ : R2 \ {y} → Sy : z 7→
z − y

|z − y|
+ y

є його (строгою) деформацiйною ретракцiєю на коло Sy ∼= S1 з цен-
тром в y радiуса 1 аналогiчно до прикладу 2.6. Оскiльки тодi φ разом
з включенням Sy у R2 \ {y} утворюють пару гомотопiчно обернених
вiдображень за доведенням твердження 2.2, iндукований гомоморфiзм
φ∗ : π1(R2\{y}, x) → π1(Sy, φ(x)) є iзоморфiзмом за твердженням 5.2. Вiн
переводить [f ] у φ∗([f ]) = [φ◦f ]. Але у першiй з цих груп [f ] = [ex] за на-
шим припущенням, а в другiй φ◦f має гомотопiчний клас [φ◦f ] ̸= [eφ(x)]
в силу мiркувань прикладу 9.1, тобто iзоморфiзм φ∗ переводить тривi-
альний елемент у нетривiальний. Це протирiччя (для якого вистачило б
i гомоморфностi φ∗) демонструє, що f дiйсно негомотопна постiйнiй петлi
у X. Таким чином, простiр X не є напiвлокально однозв’язним (а отже й
не є однозв’язним в силу прикладу 12.1 або локально однозв’язним в си-
лу зауваження пiсля означення 12.1). При цьому вiн лiнiйно зв’язний
та локально лiнiйно зв’язний (покажiть це).
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Означення 12.2. Конусом над топологiчним простором X зветься фа-
кторпростiр CX := X × I/X×{0}.

Зауваження. Нагадаємо, що факторизацiя за пiдмножиною означає
факторизацiю за вiдношенням еквiвалентностi, що ототожнює усi точки
цiєї пiдмножини, не чiпаючи iншi. Елементи CX, тобто класи еквiвален-
тностi точок X × I, будемо позначати через [(x, t)], де x ∈ X i t ∈ I.
Таким чином, [(x, 0)] складається з усiх точок X × {0}, а решта класiв
[(x, t)] для t ∈ (0, 1] – кожен з однiєї точки (x, t).

Твердження 12.1. Для будь-якого топологiчного простору X конус
CX стяжний.

Доведення. Вiдображення F : (X×I)×I → CX : ((x, t), s) 7→ [(x, st)]
є неперервним як композицiя неперервного (чому?) вiдображення у X×I
та канонiчної проєкцiї на факторпростiр. При цьому F ((x, 0), s) = [(x, 0)]
для будь-яких x ∈ X i s ∈ I, тобто еквiвалентнi точки переходять у рiвнi,
тому F факторизується у неперервне F̂ : CX × I → CX : ([(x, t)], s) 7→
[(x, st)] (аналогiчно до факторизацiї вiдображень у твердженнi 16.2 курсу
топологiї; вiдновiть деталi самостiйно). Оскiльки F ([(x, t)], 0) = [(x, 0)]
i F ([(x, t)], 1) = [(x, t)] для будь-якої [(x, t)] ∈ CX, це гомотопiя мiж
постiйним вiдображенням у точку [(x, 0)] i тотожним вiдображенням CX.
Отже, CX стяжний за твердженням 2.3.

Приклад 12.4. Тепер розглянемо конус CX над простором X з прикла-
ду 12.3. Його можна вкласти у R3, як показано на рисунку вище. Для
цього достатньо побудувати ”звичайний” конус над X ⊂ R2 ⊂ R3 з будь-
якою вершиною z /∈ R2, тобто об’єднання усiх вiдрiзкiв, що з’єднують z
з точками X, i ця пiдмножина R3 буде гомеоморфною CX (покажiть
це). Вершина z при цьому вiдповiдатиме [(x, 0)] ∈ CX. Простiр CX стя-
жний в силу попереднього твердження, отже однозв’язний (зокрема лi-
нiйно зв’язний), i тому напiвлокально однозв’язний за прикладом 12.1.
Крiм того, вiн локально лiнiйно зв’язний (виведiть це з локальної лi-
нiйної зв’язностi X). При цьому вiдкрита пiдмножина U := {[(y, t)] |
t ∈ (0, 1]} ⊂ CX гомотопiчно еквiвалентна X (перевiрте, що це так для
будь-якого простору X). Повторюючи мiркування прикладу 12.3 для цi-
єї пiдмножини (або див. далi вправу 12.2), можна показати, що у то-
чки [(x, 1)] ∈ U , де x = (0, 0), не iснує вiдкритого околу V такого, що
[(x, 1)] ∈ V ⊂ U i будь-яка петля в [(x, 1)], що лежить у V , гомотопна
постiйнiй в U (зробiть це). Тому CX не є локально однозв’язним.
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Вправа 12.1. Сформулювати локальний аналог поняття стяжностi так,
щоб з цiєї локальної стяжностi випливала локальна однозв’язнiсть (а от-
же й напiвлокальна однозв’язнiсть). Див. вiдповiдь у [3, с. 230]. Показати,
що будь-який многовид локально стяжний.

Твердження 12.2. Локальна та напiвлокальна однозв’язностi є топо-
логiчними iнварiантами.

Доведення. Дiйсно, гомеоморфiзми зберiгають вiдкритi околи i пе-
реводять гомотопнi петлi у гомотопнi (як у прикладi 12.2), тому якщо
топологiчнi простори X та Y гомеоморфнi, то X є локально (вiдповiдно,
напiвлокально) однозв’язним тодi й тiльки тодi, коли таким є Y .

Вправа 12.2. Чи є локальна та напiвлокальна однозв’язностi гомото-
пiчними iнварiантами (тобто чи вiрно, що якщо X ∼ Y , то X є (на-
пiв)локально однозв’язним тодi й тiльки тодi, коли таким є Y )?

Твердження 12.3. Нехай (X, Y, p) – накриття. Простiр X є локаль-
но (вiдповiдно, напiвлокально) однозв’язним тодi й тiльки тодi, коли
таким є Y .

Доведення. Доведемо цю еквiвалентнiсть у випадку напiвлокальної
однозв’язностi, адже саме вона нам знадобиться у подальшому. Дове-
дення для локальної однозв’язностi аналогiчне (виконайте його). Див.
також доведення твердження 10.1.

⇒ Отже, нехай X напiвлокально однозв’язний. Для довiльної точки
y ∈ Y нехай U ∋ y – її правильно накритий вiдкритий окiл з означення
накриття: p−1(U) =

⋃
α∈A

Uα. Оберемо якусь x ∈ p−1(y) i нехай iндекс

α ∈ A такий, що x ∈ Uα. З напiвлокальної однозв’язностi X випливає
iснування вiдкритої V ∋ x такої, що будь-яка петля в x, що лежить у V ,
гомотопна постiйнiй в X. Тодi Uα ∩ V – вiдкритий окiл x, а отже W :=
p(Uα∩V ) ⊂ U – вiдкритий окiл y, бо обмеження p на Uα – гомеоморфiзм.
Тепер розглянемо будь-яку петлю g ∈ C(I,W ) в y i пiднiмемо її у шлях
f ∈ C(I,X) з початком у x, використавши лему 8.1: p ◦ f = g i f(0) =
x. Тодi з f(I) ⊂ p−1(U) та зi зв’язностi f(I) випливає, що f(I) ⊂ Uα
(як у доведеннi єдиностi пiдняття в лемi 8.1). Оскiльки таким чином
f(1) ∈ Uα ∩ p−1(y) = {x} (бо гомеоморфiзм p|Uα є, зокрема, iн’єкцiєю),
f є петлею у x. Крiм того, оскiльки g(I) ⊂ W = p(Uα ∩ V ), f(I) ⊂
Uα ∩ p−1(p(Uα ∩ V )) = Uα ∩ V ⊂ V знову ж за iн’єктивнiстю p|Uα . Тодi
з властивостi V випливає, що f гомотопна ex уX. Якщо F ∈ C(I×I,X) –
вiдповiдна гомотопiя, то за означенням p◦F ∈ C(I×I, Y ) є гомотопiєю g
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i ey. Отже, W задовольняє умовi означення 12.1, тому Y є напiвлокально
однозв’язним.

⇐ Достатнiсть доводимо аналогiчним чином. Тепер Y напiвлокаль-
но однозв’язний, а ми розглядаємо довiльну точку x ∈ X. Покладемо
y := p(x) i розглянемо правильно накритий вiдкритий окiл U ∋ y з озна-
чення накриття: p−1(U) =

⋃
α∈A

Uα. Нехай також V ∋ y – вiдкритий окiл

з означення напiвлокальної однозв’язностi: будь-яка петля в y, що ле-
жить у V , гомотопна постiйнiй в Y . Якщо α ∈ A такий, що x ∈ Uα, то
W := Uα ∩ p−1(V ) є вiдкритим околом x за неперервнiстю p. Для будь-
якої петлi f ∈ C(I,W ) в x шлях g := p ◦ f ∈ C(I, p(W )) є петлею в y,
де p(W ) ⊂ U ∩ V ⊂ V . Тодi за властивiстю V петля g гомотопна ey в Y .
Оскiльки f накриває g, а ex – ey, i це петлi в x, звiдси випливає, що f
гомотопна ex уX за лемою 8.3 про накриваючу гомотопiю. ТомуW є око-
лом x, що потрiбний для демонстрацiї напiвлокальної однозв’язностi X.

Вправа 12.3. Чи вiрнi еквiвалентностi з попереднього твердження для
будь-якого вiдкритого неперервного вiдображення топологiчних просто-
рiв p : X → Y ?

Наслiдок 12.1. Якщо у топологiчного простору Y iснує унiверсальне
накриття (X, Y, p), то Y напiвлокально однозв’язний.

Доведення. Оскiльки простiрX однозв’язний, а отже напiвлокально
однозв’язний за прикладом 12.1, Y напiвлокально однозв’язний в силу
попереднього твердження.

Зауваження. Попереднiй наслiдок обґрунтовує вибiр з двох умов
означення 12.1 слабшої умови напiвлокальної однозв’язностi для подаль-
шого дослiдження, адже нас цiкавлять перш за все саме унiверсальнi
накриття. З цього наслiдку випливає, зокрема, що у простору з прикла-
ду 12.3 не iснує унiверсального накриття, а отже його фундаментальну
групу в принципi не вдасться обчислити за допомогою технiки накрить.
Ми наведемо спосiб її опису у роздiлi 13, див. зауваження пiсля впра-
ви 13.2 i посилання там.

12.2 Теорема про iснування та єдинiсть накрить

Таким чином, з iснування у простору Y унiверсального накриття ви-
пливає не лише лiнiйна зв’язнiсть Y , а й напiвлокальна однозв’язнiсть
за попереднiм наслiдком. Виявляється, що разом з локальною лiнiйною
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зв’язнiстю цi умови є також достатнiми. Це демонструється в основнiй
теоремi цього роздiлу, яку ми вже нарештi можемо сформулювати та
довести:

Теорема 12.1 (Iснування та єдинiсть накрить). Нехай топологiчний
простiр Y лiнiйно зв’язний, локально лiнiйно зв’язний та напiвлокаль-
но однозв’язний, а y ∈ Y – деяка його точка. Тодi для будь-якої пiд-
групи H ⊂ π1(Y, y) iснує накриття (X,Y, p) з лiнiйно зв’язним X та
вiдмiченою точкою x ∈ X таке, що p(x) = y i p∗(π1(X, x)) = H. Це
накриття є єдиним з точнiстю до iзоморфiзма накрить з вiдмiчени-
ми точками: якщо (X, Y, p) i (Z, Y, q) – накриття з лiнiйно зв’язними
X i Z та вiдмiченими точками x ∈ X i z ∈ Z вiдповiдно такi, що
p(x) = q(z) = y i p∗(π1(X, x)) = q∗(π1(Z, z)) = H, то iснує єдиний гомео-
морфiзм φ : X → Z такий, що φ(x) = z i q ◦ φ = p.

Доведення. Спочатку покажемо єдинiсть накриття з точнiстю до iзо-
морфiзма. Зауважимо, що простори X i Z лiнiйно зв’язнi за умовою
та локально лiнiйно зв’язнi за твердженням 10.1, бо iснують накриття
(X, Y, p) i (Z, Y, q) з локально лiнiйно зв’язним Y . Тодi з пункту 3. наслiд-
ку 10.3 i умови p∗(π1(X, x)) = q∗(π1(Z, z)) випливає iснування морфiзмiв
даних накрить з вiдмiченими точками φ : X → Z та ψ : Z → X. Пункт 2.
того ж наслiдку означає, що цi морфiзми є взаємно оберненими iзомор-
фiзмами, зокрема, φ – потрiбний нам iзоморфiзм (єдиний за пунктом 1.
того ж наслiдку). Як бачимо, для єдиностi накриття достатньо лiнiйної
зв’язностi та локальної лiнiйної зв’язностi Y разом з умовою на образ
фундаментальної групи X у точцi x.

Тепер почнемо доводити iснування. Нам данi лiнiйно зв’язний, ло-
кально лiнiйно зв’язний i напiвлокально однозв’язний простiр Y , точка
y ∈ Y i пiдгрупа H ⊂ π1(Y, y). Якщо б накриття (X, Y, p) з вiдмiченою то-
чкою x ∈ X з умови теореми (тобто таке, що X лiнiйно зв’язний, p(x) = y
i p∗(π1(X, x)) = H) iснувало, то для будь-якої точки v ∈ X i будь-яких
двох шляхiв f̃ , g̃ ∈ C(I,X), що з’єднували б x i v (й iснували б у силу
лiнiйної зв’язностi X), гомотопiчний клас [f̃ ∗ g̃] петлi f̃ ∗ g̃ належав би
до π1(X, x), а отже

[f ∗ g] = [p ◦ (f̃ ∗ g̃)] = p∗([f̃ ∗ g̃]) ∈ p∗(π1(X, x)) = H,

де f := p ◦ f̃ ∈ C(I, Y ), g := p ◦ g̃ ∈ C(I, Y ) – шляхи з початком в y
та кiнцем в z := p(v). I навпаки, нехай f, g ∈ C(I, Y ) – будь-якi шляхи
зi спiльними початком y та кiнцем z такi, що [f ∗ g] ∈ H = p∗(π1(X, x)),
тобто [f ∗ g] = [h] для деякої h такої, що [h] ∈ p∗(π1(X, x)). Домножуючи
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тепер гомотопнi петлi h i f ∗ g в y на шлях g з початком у точцi y, маємо
в силу лем 3.1–3.4 наступнi гомотопностi шляхiв:

h ∗ g ∼ (f ∗ g) ∗ g ∼ f ∗ (g ∗ g) ∼ f ∗ ez ∼ f.

Нехай тепер f̃ , g̃, h̃ ∈ C(I,X) – (єдинi) пiдняття шляхiв f , g i h вiдповiдно
у накриваючий простiр X з початком у x, що iснують за лемою 8.1.
Оскiльки [h] ∈ p∗(π1(X, x)), h̃ є петлею у x за пунктом 2. твердження 9.1,
тому визначений шлях h̃ ∗ g̃. Оскiльки p ◦ (h̃ ∗ g̃) = h ∗ g, цей шлях –
це (єдине) пiдняття шляху h∗g з початком у x. Тодi зi встановленої вище
гомотопностi h ∗ g ∼ f i леми 8.3 про накриваючу гомотопiю випливає,
що h̃ ∗ g̃ ∼ f̃ , зокрема, g̃(1) = h̃ ∗ g̃(1) = f̃(1), тобто пiдняття f̃ i g̃
закiнчуються у спiльнiй точцiX. Таким чином, побудована бiєкцiя мiжX
та класами еквiвалентностi шляхiв з початком у точцi y та спiльними
кiнцями, що задовольняють умовi вигляду [f ∗ g] ∈ H. Мотивуючись
цим, для доведення iснування у нашiй теоремi побудуємо X як множину
класiв еквiвалентностi шляхiв у Y з початком у точцi y, що визначена
такою умовою.

Отже, будемо говорити, що два шляхи f, g ∈ C(I, Y ) зi спiльним поча-
тком у точцi y та спiльним кiнцем еквiвалентнi, якщо гомотопiчний клас
[f ∗ g] ∈ π1(Y, y) петлi f ∗ g у точцi y належить до H. Зокрема, ця умова
виконана для гомотопних f i g, бо для них [f ∗ g] = [g ∗ g] = [ey] ∈ H
за лемами 3.1 i 3.4. Позначимо це вiдношення через ∼: f ∼ g. Пере-
вiримо, що воно є еквiвалентнiстю. Дiйсно, f ∼ f для будь-якого f ,
бо знову ж [f ∗ f ] = [ey] ∈ H. Якщо f ∼ g, тобто [f ∗ g] ∈ H, то
[g ∗ f ] = [f ∗ g] = [f ∗ g]−1 ∈ H за означеннями добутку i оберненого
шляху, виглядом обернених елементiв у фундаментальнiй групi (теоре-
ма 4.1) i тим, що H – пiдгрупа. Отже, g ∼ f . Нарештi, якщо f ∼ g i g ∼ h,
тобто [f ∗ g], [g ∗ h] ∈ H, то

[f ∗ h] = [f ∗ ez ∗ h] = [f ∗ g ∗ g ∗ h] = [f ∗ g][g ∗ h] ∈ H,

де z – спiльний кiнець f , g i h, за лемами 3.1–3.4, означенням фундамен-
тальної групи й тим, що H – пiдгрупа. Таким чином, f ∼ h, i це завершує
перевiрку означення вiдношення еквiвалентностi. Далi у цьому доведеннi
позначатимемо квадратними дужками класи еквiвалентностi саме цього
вiдношення, що, взагалi кажучи, ширшi за гомотопiчнi. Позначимо мно-
жину таких класiв (фактормножину множини шляхiв з початком в y)
через X i визначимо вiдображення p з X у Y наступним чином:

p : (X := {[f ] | f ∈ C(I, Y ) : f(0) = y}) → Y : [f ] 7→ f(1).
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Отже, кожному класу еквiвалентностi шляхiв ставиться у вiдповiднiсть
кiнець будь-якого шляху з цього класу. Оскiльки вони всi мають спiльний
кiнець за означенням нашої еквiвалентностi, це вiдображення коректно
визначене. Позначимо x := [ey] ∈ X, для нього p(x) = ey(1) = y. Для
кожної z ∈ Y в силу лiнiйної зв’язностi Y iснує шлях f ∈ C(I, Y ), що
з’єднує y i z, отже p([f ]) = f(1) = z. Таким чином, p – сюр’єкцiя.

Введемо тепер топологiю на X. Для будь-якої вiдкритої пiдмножини
U ⊂ Y i класу [f ] ∈ X такого, що p([f ]) = f(1) ∈ U (тобто шляхи з [f ]
закiнчуються у деякiй точцi U) позначимо

U[f ] := {[f ∗ h] | h ∈ C(I, U) : h(0) = f(1)} ⊂ X,

тобто це множина класiв еквiвалентностей добуткiв шляхiв з [f ] на шля-
хи, що лежать в U i починаються у спiльному кiнцi шляхiв з [f ] (заува-
жимо, що не кожний шлях з [f ∗ h] повинен мати такий вигляд). Також
вiдмiтимо, що неважливо, який саме шлях з [f ] обрати: якщо [f ] = [g],
тобто f ∼ g, то петля f ∗ g гомотопна якiйсь петлi k в y, гомотопiчний
клас якої належить до H, тому шлях f гомотопний k ∗ g (як у мiркуван-
нях на початку доведення iснування), а отже f ∗ h гомотопний k ∗ (g ∗ h)
для будь-якого h ∈ C(I, U) з початком у f(1) = g(1), звiдки аналогiчним
чином випливає, що [f ∗ h] = [g ∗ h]. При цьому [f ] ∈ U[f ] (достатньо
взяти h = ef(1)). Такi множини утворюють покриття X хоча б тому, що
за побудовою X = Yx (де, нагадаємо, x = [ey]). Зауважимо також, що
для будь-якої вiдкритої V ⊂ U i класу [f ] ∈ p−1(V ) ⊂ p−1(U) маємо
включення

V[f ] = {[f ∗ h] | h ∈ C(I, V ) : h(0) = f(1)} ⊂ U[f ],

бо C(I, V ) ⊂ C(I, U). Нехай [g] ∈ U[f ], тобто [g] = [f ∗ h] для деяких
f ∈ [f ] i h ∈ C(I, U) таких, що h(0) = f(1). Це, у свою чергу, означає,
що гомотопiчний клас петлi (f ∗h)∗g належить до H. Знову ж, оскiльки
H – пiдгрупа, звiдси й з вигляду обернених елементiв у фундаменталь-
нiй групi випливає, що обернений гомотопiчний клас, що є гомотопiчним
класом петлi (g ∗ h) ∗ f , теж належить до H (зауважимо, що ця петля,
взагалi кажучи, не є оберненою до попередньої – тут ми працюємо саме
з гомотопiчними класами, неявно використовуючи лему 3.2 про асоцiа-
тивнiсть). Отже, [g ∗ h] = [f ], де h ∈ C(I, U) i h(0) = h(1) = g(1). Таким
чином, [f ] ∈ U[g]. Крiм того,

U[g] = {[g ∗ k] | k ∈ C(I, U) : k(0) = g(1)} =

= {[f ∗ (h ∗ k)] | k ∈ C(I, U) : k(0) = g(1)} ⊂ U[f ],
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де рiвнiсть [g ∗ k] = [(f ∗ h) ∗ k] = [f ∗ (h ∗ k)] випливає з того, що
g ∼ f ∗h, леми 3.2 i зауваженої вище еквiвалентностi гомотопних шляхiв
(як саме?), а включення – з того, що для кожного такого шляху k добуток
h∗k ∈ C(I, U) i h∗k(0) = h(0) = f(1). Оскiльки [f ] ∈ U[g], так само маємо
U[f ] ⊂ U[g]. Таким чином, U[f ] = U[g]. Це означає, що для фiксованої U
будь-якi двi множини U[f ] i U[g] або не перетинаються, або збiгаються.
Дiйсно, якщо вони мають якусь спiльну точку [l], то за доведеним маємо
U[f ] = U[l] = U[g]. Якщо ж [l] є спiльною точкою U[f ] i V[g] для деяких
вiдкритих U, V ⊂ Y , [f ] ∈ p−1(U) та [g] ∈ p−1(V ), то за побудовою цих
множин p([l]) = l(1) ∈ U ∩ V (чому?), тому за показаним вище

[l] ∈ (U ∩ V )[l] ⊂ U[l] ∩ V[l] = U[f ] ∩ V[g].

Це разом зi сказаним вище про покриття означає, що сукупнiсть B пiд-
множин U[f ] ⊂ X для усiх вiдкритих U ⊂ Y та [f ] ∈ p−1(U) задовольняє
критерiю бази, отже на X iснує єдина топологiя з базою B. Нагадаємо,
що вiдкритими пiдмножинами у цiй топологiї є усi можливi об’єднання
елементiв B. Зокрема, для кожного класу [f ] ∈ p−1(U) множина U[f ]

є вiдкритим околом [f ]. Для будь-якої вiдкритої U ⊂ Y таким чином
p−1(U) ⊂

⋃
[f ]∈p−1(U)

U[f ]. I навпаки, для будь-якої [g] ∈
⋃

[f ]∈p−1(U)

U[f ] iснує

[f ] ∈ p−1(U) такий, що [g] ∈ U[f ], тобто, як бачили вище, g ∼ f ∗ h,
де h ∈ C(I, U). Тодi p([g]) = g(1) = f ∗ h(1) = h(1) ∈ U . Це означає, що⋃
[f ]∈p−1(U)

U[f ] ⊂ p−1(U), отже p−1(U) =
⋃

[f ]∈p−1(U)

U[f ]. Оскiльки ця множи-

на вiдкрита за побудовою топологiї, звiдси випливає, що вiдображення
p неперервне.

Тепер покажемо, що (X, Y, p) є накриттям. Для довiльної точки z ∈ Y
нехай U ∋ z – вiдкритий окiл з означення напiвлокальної однозв’язностi
простору Y . Оскiльки цей простiр також локально лiнiйно зв’язний, iснує
вiдкрита лiнiйно зв’язна множина V така, що z ∈ V ⊂ U . Як було
встановлено вище, p−1(V ) =

⋃
[f ]∈p−1(V )

V[f ], де вiдкритi множини V[f ] або

не перетинаються, або збiгаються. Об’єднаємо тi з них, що збiгаються,
представивши цей прообраз у виглядi p−1(V ) =

⋃
α∈A

V[fα] для деякої пiд-

множини класiв {[fα]}α∈A ⊂ p−1(V ) так, що V[fα] ∩ V[fβ ] = ∅ при α ̸= β.
Таким чином, це диз’юнктне об’єднання вiдкритих множин, i щоб по-
казати, що V є правильно накритим околом, а V[fα] – правильно його
накриваючими, залишилось показати, що обмеження p на кожну з цих
множин є гомеоморфiзмом на V .

Отже, розглянемо довiльний iндекс α ∈ A i обмеження p : V[fα] → V .
Для кожної точки w ∈ V в силу лiнiйної зв’язностi цього околу iснує
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шлях h ∈ C(I, V ), що з’єднує z i w. Оскiльки fα(1) = p([fα]) = z, визна-
чений шлях fα ∗ h, його клас еквiвалентностi [fα ∗ h] належить до V[fα]
за означенням цiєї множини, i p([fα ∗ h]) = fα ∗ h(1) = h(1) = w. Отже,
обмеження p є сюр’єкцiєю. Нехай тепер образи двох елементiв V[fα], що
за означенням мають вигляд [fα ∗ h] i [fα ∗ k], де h, k ∈ C(I, V ) такi, що
h(0) = k(0) = fα(1) = z, рiвнi:

h(1) = fα ∗ h(1) = p([fα ∗ h]) = p([fα ∗ k]) = fα ∗ k(1) = k(1).

Це означає, що визначена петля h ∗ k ∈ C(I, V ) ⊂ C(I, U) у точцi z. За
властивiстю U , ця петля гомотопна ez в Y , тодi за лемами 3.1–3.4 маємо

(fα∗h)∗(fα ∗ k) = (fα∗h)∗(k∗fα) ∼ fα∗(h∗k)∗fα ∼ fα∗ez∗fα ∼ fα∗fα ∼ ey,

де ∼ знову позначає гомотопнiсть петель. Оскiльки гомотопiчний клас
постiйної петлi ey належить до H, це означає, що [fα ∗ h] = [fα ∗ k], що
демонструє iн’єктивнiсть обмеження p : V[fα] → V . Його неперервнiсть
випливає з неперервностi p, але можна перевiрити її й безпосередньо.
Дiйсно, прообраз будь-якої вiдкритої пiдмножини W ⊂ V має вигляд
p−1(W ) =

⋃
[g]∈p−1(W )

W[g], причому W[g] ⊂ V[g] для кожного [g] ∈ p−1(W ) ⊂

p−1(V ), як було показано вище. Тому в силу диз’юнктностi об’єднання
p−1(V ) =

⋃
α∈A

V[fα] перетин p−1(W )∩ V[fα] = W[g] ⊂ V[g] = V[fα] для деякого

[g] ∈ p−1(W )∩V[fα] (де остання рiвнiсть випливає з [g] ∈ V[fα] за доведеним
вище). Оскiльки W[g] є вiдкритою пiдмножиною у топологiї X, а отже й
у iндукованiй топологiї V[fα], це доводить неперервнiсть обмеження p.
Нарештi, розглянемо довiльну вiдкриту пiдмножину V[fα] (в iндукова-
нiй топологiї вiдкритої V[fα], а отже й у X), що є за побудовою топологiї
об’єднанням елементiв бази B, тобто множин вигляду W[g] ⊂ V[fα] для де-
яких вiдкритих W ⊂ Y та класiв [g] ∈ p−1(W ). Щоб показати вiдкритiсть
образу такого об’єднання пiд дiєю p (а отже й вiдкритiсть p : V[fα] → V ),
достатньо показати, що образ будь-якої такої пiдмножини p(W[g]) ⊂ V
вiдкритий. За нашими означеннями,

p(W[g]) = {p([g ∗ h]) = g ∗ h(1) | h ∈ C(I,W ) : h(0) = g(1)} =

= {h(1) | h ∈ C(I,W ) : h(0) = g(1)} ⊂ W.

Для будь-якої точки w ∈ p(W[g]) в силу локальної лiнiйної зв’язностi Y
iснує вiдкрита лiнiйно зв’язна Ŵ така, що w ∈ Ŵ ⊂ W . Згiдно з описом
вище, w є кiнцем деякого шляху h ∈ C(I,W ) з початком у g(1). У свою
чергу, w можна з’єднати з будь-якою точкою Ŵ шляхом, що лежить
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у Ŵ ⊂ W за лiнiйною зв’язнiстю цiєї множини. Множачи цi шляхи, ми
отримуємо шлях, що з’єднує g(1) та довiльну точку Ŵ i лежить у W . Це
означає, що Ŵ ⊂ p(W[g]). Оскiльки кожна точка входить у p(W[g]) з де-
яким вiдкритим околом, ця множина вiдкрита. Це завершує доведення
вiдкритостi p : V[fα] → V . Зауважимо, що ми нiде не використали включе-
ння W[g] ⊂ V[fα] i довели насправдi вiдкритiсть вiдображення p : X → Y ,
з якої, звичайно, випливає вiдкритiсть обмеження. Таким чином, дове-
дена гомеоморфнiсть p : V[fα] → V , а отже й те, що (X, Y, p) – накриття.

Щоб показати лiнiйну зв’язнiсть простору X, нам потрiбно навчити-
ся будувати шляхи в ньому, зокрема пiдняття шляхiв простору Y . Не-
хай f ∈ C(I, Y ) – шлях з початком в y. Для кожного s ∈ I покладемо
fs : I → Y : t 7→ f(st), тобто fs – промiжний шлях (вiльної) гомотопiї
(t, s) 7→ f(st) мiж ey i f . Зокрема, fs ∈ C(I, Y ) – шлях, що з’єднує
f(0) = y i f(s). Тодi визначимо f̃ : I → X : s 7→ [fs]. Це вiдображен-
ня неперервне, тобто є шляхом у просторi X. Дiйсно, щоб це показати,
достатньо перевiрити його неперервнiсть у довiльнiй точцi s0 ∈ I, роз-
глядаючи в якостi вiдкритих околiв f̃(s0) елементи бази B. Якщо U[g] –
такий окiл, тобто [fs0 ] = f̃(s0) ∈ U[g], то за показаним вище U[g] = U[fs0 ]

.
При цьому, зокрема, f(s0) = fs0(1) ∈ U . Тодi, оскiльки f неперервне,
а U вiдкрита, iснує δ > 0 таке, що f(s) ∈ U для усiх s ∈ (s0 − δ, s0 + δ).
Оскiльки для будь-якого такого s образ вiдрiзка [s0, s] (або [s, s0]) пiд
дiєю f лежить в U , визначений шлях h : I → U : t 7→ f((1 − t)s0 + ts)
в U , що з’єднує точки f(s0) i f(s). При цьому шлях fs гомотопний до-
бутку fs0 ∗ h (покажiть це), тому f̃(s) = [fs] = [fs0 ∗ h] ∈ U[fs0 ]

. Отже,
f̃((s0 − δ, s0 + δ)) ⊂ U[fs0 ]

= U[g], що й дає потрiбну неперервнiсть. По-
будований таким чином шлях f̃ має початок у f̃(0) = [f0] = [ey] = x

та кiнець у f̃(1) = [f1] = [f ]. Крiм того, p(f̃(s)) = p([fs]) = fs(1) = f(s)

для кожного s ∈ I, тобто p ◦ f̃ = f . Це означає, що f̃ – пiдняття шля-
ху f у накриваючий простiр X з початком у x (єдине за лемою 8.1).
З цiєї конструкцiї вiдразу випливає лiнiйна зв’язнiсть X: для будь-якого
[f ] ∈ X (i будь-якого f ∈ [f ]) шлях f̃ з’єднує x i [f ], а отже й будь-якi
два класи з X можна поєднати шляхом. Зауважимо також, що цей опис
пiднять узгоджується з мiркуваннями на початку доведення iснування:
пiдняття шляху f з початком у x закiнчується у точцi X, що вiдповiдає
класу еквiвалентностi [f ].

Залишилося перевiрити умову на образ фундаментальної групи X
у точцi x. Будь-яка петля f̃ у x є пiдняттям петлi f := p ◦ f̃ просто-
ру Y у p(x) = y з початком у x, а отже повинна мати описаний вище
вигляд, зокрема, закiнчуватися у [f ]. З iншого боку, оскiльки це петля,

86



вона закiнчується в x = [ey]. Отже, [f ] = [ey], що означає належнiсть го-
мотопiчного класу петлi f ∗ ey, тобто гомотопiчного класу f , пiдгрупi H.
Але цей клас є образом гомотопiчного класу f̃ пiд дiєю p∗, бо p ◦ f̃ = f .
Таким чином, p∗(π1(X, x)) ⊂ H. I навпаки, якщо гомотопiчний клас пе-
тлi f у точцi y належить до H, то, як пояснено вище, [f ] = [ey] = x.
Тодi пiдняття f̃ петлi f у простiр X з початком у x має описаний ви-
ще вигляд i тому закiнчується у [f ] = x, тобто є петлею у x. Згiдно
з пунктом 2. твердження 9.1, це означає, що гомотопiчний клас f нале-
жить до p∗(π1(X, x)). Тобто ми показали, що H ⊂ p∗(π1(X, x)), а отже
p∗(π1(X, x)) = H. Це закiнчує доведення теореми.

Зауваження. В умовах теореми накриваючий простiр X є локаль-
но лiнiйно зв’язним за твердженням 10.1 i напiвлокально однозв’язним
за твердженням 12.3. Тому, якщо пiдгрупа H = p∗(π1(X, x)) ⊂ π1(Y, y)
нормальна, то накриття (X, Y, p) регулярне за теоремою 11.1, а отже
факторгрупа π1(Y, y)/H iзоморфна групi автоморфiзмiв (X, Y, p) за на-
слiдком 11.3. Вiдмiтимо також, що H iзоморфна π1(X, x) за пунктом 1.
твердження 9.1 i зауваженням пiсля його формулювання. При цьому
тривiальнiй пiдгрупi H вiдповiдають унiверсальнi накриття (див. також
наслiдок 12.2 нижче). Зауважимо, що для цього випадку простiр X у до-
веденнi попередньої теореми будується з гомотопiчних класiв шляхiв Y
з початком у точцi y (чому?). Пiдгрупу p∗(π1(X, x)) iнколи називають
групою накриття з вiдмiченою точкою, бо, як демонструє попередня
теорема, такi пiдгрупи знаходяться у бiєктивнiй вiдповiдностi з класами
iзоморфностi накрить з вiдмiченою точкою. Якщо ж розглядати накри-
ття без вiдмiченої точки та ”звичайну” iзоморфнiсть iз означення 10.1,
то замiсть пiдгруп треба розглядати класи спряженостi пiдгруп, як де-
монструє наступна вправа (див. також [13, с. 167, 174, с. 191-192, 200
перекладу] i [11, с. 67-68, с. 91-92 перекладу]). Втiм, для нормальних пiд-
груп (зокрема тривiальної), а отже для регулярних накрить, цей клас
представлений однiєю пiдгрупою.

Вправа 12.4. Два накриття (X, Y, p) i (Z, Y, q), де простори X, Y i Z
лiнiйно зв’язнi та локально лiнiйно зв’язнi, iзоморфнi тодi й тiльки тодi,
коли iснують такi точки x ∈ X та z ∈ Z, що p(x) = q(z) = y ∈ Y та пiд-
групи p∗(π1(X, x)) i q∗(π1(Z, z)) спряженi у π1(Y, y) (пор. з лемою 11.1).

Вправа 12.5. Використавши теорему 12.1 (а також попереднi зауваже-
ння i вправу), описати з точнiстю до iзоморфiзма всi накриття кола S1

з лiнiйно зв’язними накриваючими просторами. Для цього буде потрi-
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бно описати усi пiдгрупи її фундаментальної групи, що, втiм, не дуже
складно; див. обговорення у прикладi 11.5.

Наслiдок 12.2. У лiнiйно зв’язного i локально лiнiйно зв’язного топо-
логiчного простору iснує унiверсальне накриття тодi й тiльки тодi,
коли вiн напiвлокально однозв’язний. Якщо таке накриття iснує, то
воно єдине з точнiстю до iзоморфiзма i регулярне, а фундаментальна
група простору в кожнiй точцi iзоморфна групi автоморфiзмiв цього
накриття.

Доведення. Нехай Y – даний топологiчний простiр. Необхiднiсть ви-
пливає з наслiдку 12.1, а достатнiсть – з теореми 12.1, якщо її застосувати
до тривiальної пiдгрупи H = {[ey]} (взявши будь-яку y ∈ Y ). Оскiльки
для накриття (X, Y, p), що iснує за цiєю теоремою, X лiнiйно зв’язний,
а група π1(X, x) ≃ p∗(π1(X, x)) = {[ey]} тривiальна для деякої точки
x ∈ p−1(y), X однозв’язний, а отже накриття унiверсальне. Для будь-
яких двох таких накрить (X, Y, p) i (Z, Y, q), обравши довiльним чином
x ∈ p−1(y) i z ∈ q−1(y), маємо p∗(π1(X, x)) = {[ey]} = q∗(π1(Z, z)), отже
за теоремою 12.1 iснує iзоморфiзм цих накрить, що однозначно визна-
чений точками x i z (або просто використаємо наслiдок 10.2). Нарештi,
регулярнiсть цього накриття випливає з теореми 11.1, а твердження про
фундаментальну групу – з наслiдку 11.3.

Зауваження. Теорема 12.1 разом з пунктом 1. твердження 9.1 до-
зволяє, зокрема, використовувати технiку накрить для дослiдження пiд-
груп. Наприклад, накриття букета двох кiл S1∨S1, що зображенi на [11,
с. 58, с. 80 перекладу] та аналогiчнi до них демонструють, що вiльна
група з двома твiрними ⟨a, b⟩, що є (з точнiстю до iзоморфiзма) фун-
даментальною групою цього простору згiдно з прикладом 9.5, мiстить
пiдгрупи, що iзоморфнi вiльним групам з довiльною скiнченною кiлькi-
стю твiрних та навiть вiльнiй групi злiченного рангу, тобто зi злiченною
множиною твiрних (див. узагальнене означення вiльної групи наприкiнцi
прикладу A.6), бо саме такi групи є фундаментальними для перелiчених
там накриваючих просторiв.

Той факт, що усi цi простори мають саме вiльнi фундаментальнi гру-
пи, теж не є випадковим. Справа у тому, що букети кiл є графами, тобто
одновимiрними клiтинними просторами, що утворюються склеюванням
деякої множини вiдрiзкiв (ребер графа) кiнцями, класи еквiвалентностi
яких перетворюються на вершини графа (див. точнi означення у роздi-
лi 19), а будь-який накриваючий простiр графа теж є графом, як показа-
но у [11, с. 85, с. 112-113 перекладу]. У свою чергу, фундаментальнi групи
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графа є вiльними, що доводиться у [11, с. 83-85, с. 110-112 перекладу].
Це випливає з того, що будь-який (лiнiйно) зв’язний граф мiстить стя-
жну пiдмножину (максимальне дерево), що включає усi його вершини,
а факторизацiя за такою пiдмножиною (тобто ”стягування” усiх вершин
в одну) дає гомотопiчно еквiвалентний простiр, що гомеоморфний букету
кiл. Фундаментальна ж група такого простору є вiльною за вправою 9.2
та її узагальненням на нескiнченнi букети кiл (див. також вправу 13.3
далi). Таким чином, кожна пiдгрупа H ⊂ ⟨a, b⟩ згiдно з теоремою 12.1
iзоморфна фундаментальнiй групi лiнiйно зв’язного накриваючого про-
стору деякого накриття S1∨S1, що є графом, отже H iзоморфна вiльнiй
групi. Цi мiркування залишаються вiрними для вiльних груп з довiльною
(зокрема нескiнченною) множиною твiрних та дають вiдносно нескладне
топологiчне доведення наступної класичної теореми з теорiї груп (див.
також детальнi викладення у [15, с. 189-210, с. 206-227 перекладу] та [17,
с. 501-515]):

Теорема 12.2 (Нiльсен – Шрайєр). Будь-яка пiдгрупа вiльної групи iзо-
морфна вiльнiй групi.

12.3 Накриття i фундаментальнi групи многовидiв

Будь-який многовид M (насправдi будь-який локально евклiдовий про-
стiр) є локально лiнiйно зв’язним за пунктом 5. твердження 29.2 курсу
топологiї та напiвлокально однозв’язним, як показано у прикладi 12.2
(нагадаємо, що обидвi цi властивостi доводяться практично однаково: за
допомогою бази M , що складається з прообразiв вiдкритих евклiдових
куль Rn пiд дiєю вiдображень карт). Тому лiнiйно зв’язнi многовиди за-
довольняють умовi теореми 12.1 i мають єдинi з точнiстю до iзоморфiзма
накриття з вiдмiченими точками для кожної y ∈M iH ⊂ π1(M, y), зокре-
ма унiверсальнi, як у наслiдку 12.2. Такi накриття ми бачили, зокрема,
у прикладах 7.4, 7.5 i 7.7 (див. також обговорення у прикладi 11.3). По-
мiтимо, що у цих прикладах, як i у накриттях, якi ви повиннi отрима-
ти, розв’язавши вправу 12.5, накриваючi простори теж є многовидами.
Виявляється, що це завжди так: лiнiйно зв’язний накриваючий простiр
будь-якого многовида – це многовид тiєї ж вимiрностi (аналогiчно, на-
приклад, до графiв з обговорення вище). Продемонструємо це, почавши
з наступного аналога тверджень 10.1 i 12.3:

Твердження 12.4. Накриваючий простiр X накриття (X, Y, p) є ло-
кально евклiдовим тодi й тiльки тодi, коли такою є база Y . Таким
чином, якщо (M̃,M, p) – накриття, база M (вiдповiдно, накриваючий
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простiр M̃) є многовидом, а простiр M̃ (вiдповiдно, M) хаусдорфовий
та задовольняє другiй аксiомi злiченностi, то вiн теж є многовидом.
При цьому dim M̃ = dimM i для кожної точки x ∈ M̃ iснують карти
(U,φ) i (V, ψ) многовидiв M̃ i M вiдповiдно такi, що x ∈ U , p(U) = V
i ψ ◦ p ◦ φ−1 = idRn, тобто вiдображення накриття p локально в околi
кожної точки задається рiвнiстю координат.

Доведення. У першому з цих тверджень перевiримо достатнiсть,
яка нам знадобиться далi. Необхiднiсть перевiряється аналогiчним чином
(зробiть це). Iдея полягає в тому, що, оскiльки вiдображення p є локаль-
ним гомеоморфiзмом (див. приклад 11.2), воно зберiгає локальнi власти-
востi, зокрема локальну евклiдовiсть (це вiдноситься також до доведень
тверджень 10.1 i 12.3).

Дiйсно, нехай Y локально евклiдовий, а x ∈ X – довiльна точка.
У точки y := p(x) iснує правильно накритий вiдкритий окiл U ∋ y:
p−1(U) =

⋃
α∈A

Uα, де Uα правильно накривають U . Нехай W ∋ y – вiдкри-

тий окiл з означення локальної евклiдовостi, тобто iснує гомеоморфiзм
(вiдносно iндукованої топологiї W ) χ : W → Rn для деякого (фiксовано-
го для Y ) n ∈ Z+. Тодi U ∩W є вiдкритим околом y в Y i в iндукованiй
топологiї W , тому χ(U ∩W ) – вiдкритий окiл χ(y) у Rn. Оскiльки топо-
логiя Rn метрична, iснує таке ε > 0, що вiдкрита евклiдова куля Bε(χ(y))
мiститься у χ(U ∩W ). Покладемо V := χ−1(Bε(χ(y))) ∋ y. За побудовою
V ⊂ U ∩W , i, оскiльки χ – гомеоморфiзм, це вiдкритий окiл y у iндуко-
ванiй топологiї вiдкритої W , а отже й у Y та в iндукованiй топологiї U .
Нехай ω : Bε(χ(y)) → Rn – який-небудь гомеоморфiзм (наведiть приклад;
див. вправу 14.2 курсу топологiї). Тодi й ψ := ω ◦ χ|V : V → Rn – гомео-
морфiзм як композицiя гомеоморфiзмiв. Тут ми фактично показали, що
U є локально евклiдовим простором, як i кожна вiдкрита пiдмножина
локально евклiдового простору.

Тепер нехай iндекс α ∈ A такий, що x ∈ Uα. Тодi в силу гомеоморфно-
стi p|Uα прообраз (p|Uα)

−1(V ) є вiдкритим околом x у iндукованiй топо-
логiї вiдкритої Uα, а отже й у X, а φ := ψ ◦ p|(p|Uα )−1(V ) : (pU |α)

−1(V ) → Rn

є гомеоморфiзмом як композицiя гомеоморфiзмiв. Це доводить локаль-
ну евклiдовiсть X, а також демонструє справедливiсть решти тверджень
з умови для цього випадку: якщо Y = M – многовид, тобто локаль-
но евклiдовий, хаусдорфовий i задовольняє другiй аксiомi злiченностi,
а X = M̃ задовольняє двом останнiм з цих трьох властивостей, то й M̃ –
многовид, n – спiльна вимiрнiсть M i M̃ , а ((p|Uα)

−1(V ), φ) та (V, ψ) –
карти цих многовидiв, що задовольняють умовi.
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Зауваження. Спостереження щодо локального задання p рiвнiстю
координат у цьому твердженнi корисне, зокрема, якщо побудувати з та-
ких карт, як у доведеннi, атласи M i M̃ , що задають на них структури
гладких многовидiв (див., наприклад, [12, с. 11-15, с. 20-25 перекладу]).
Тодi p буде локальним дифеоморфiзмом у околi кожної точки M̃ .

Твердження 12.5. Якщо база Y накриття (X, Y, p) хаусдорфова, то
таким є й накриваючий простiр X.

Доведення. Нехай x, z ∈ X та x ̸= z. Якщо при цьому p(x) ̸= p(z), то
в силу хаусдорфовостi Y iснують V ∋ p(x) та W ∋ p(z) – вiдкритi й такi,
що V ∩W = ∅. Тодi, оскiльки p неперервне, p−1(V ) ∋ x та p−1(W ) ∋ z
вiдкритi й p−1(V )∩p−1(W ) = ∅. Якщо ж p(x) = p(z), то нехай U ∋ p(x) –
правильно накритий вiдкритий окiл: p−1(U) =

⋃
α∈A

Uα, де вiдкритi Uα

правильно накривають U , а iндекси α, β ∈ A такi, що x ∈ Uα, z ∈ Uβ. Тодi
α ̸= β, бо обмеження p на кожну з множин Uα є, зокрема, iн’єктивним,
а отже Uα ∩ Uβ = ∅. Разом це й демонструє хаусдорфовiсть X.

Вправа 12.6. Чи вiрне твердження, що обернене до попереднього, тобто
чи випливає з хаусдорфовостi накриваючого простору хаусдорфовiсть
бази накриття?

Твердження 12.6. Нехай база Y накриття (X,Y, p) локально лiнiйно
зв’язна i задовольняє другiй аксiомi злiченностi. Тодi його накриваючий
простiр X задовольняє цiй аксiомi тодi й тiльки тодi, коли усi шари
цього накриття не бiльш нiж злiченнi.

Доведення. ⇒ Необхiднiсть тут насправдi не має вiдношення до ло-
кальної лiнiйної зв’язностi або другої аксiоми злiченностi для Y та випли-
ває з наступного загального факту: якщо (X,Y, p) має принаймнi один
незлiченний шар p−1(y) над деякою y ∈ Y , то X не задовольняє другiй
аксiомi злiченностi. Дiйсно, нехай U ∋ y – правильно накритий вiдкри-
тий окiл: p−1(U) =

⋃
α∈A

Uα як у означеннi накриття. При цьому iндексна

множина A рiвнопотужна шару p−1(y), а отже незлiченна (покажiть це;
див. також вправу 7.2). Якщо X задовольняє другiй аксiомi злiченно-
стi, то їй задовольняє й p−1(U) з iндукованою топологiєю. Але в силу
диз’юнктностi {Uα}α∈A – незлiченне вiдкрите покриття p−1(U), у якого
не iснує нетривiального, зокрема не бiльш нiж злiченного, пiдпокриття.
Це суперечить теоремi Лiндельофа, звiдки й маємо потрiбне.
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⇐ Нехай тепер Y задовольняє другiй аксiомi злiченностi та вiдомо,
що усi шари накриття не бiльш нiж злiченнi. Нехай C – не бiльш нiж злi-
ченна база Y , а Ĉ ⊂ C – пiдсистема усiх правильно накритих елементiв
цiєї бази, що теж є не бiльш нiж злiченною базою Y . Дiйсно, для будь-
якої точки y ∈ Y та вiдкритої U ∋ y iснує вiдкритий правильно накритий
окiл Û ∋ y. Оскiльки U ∩ Û теж тодi є вiдкритим околом y, iснує V ∈ C
така, що y ∈ V ⊂ U ∩ Û . Тодi V ⊂ Û правильно накрита, тобто V ∈ Ĉ, як
було зауважено пiсля означення 7.1, i y ∈ V ⊂ U , тому Ĉ – база. Кожна
множина V ∈ Ĉ задовольняє другiй аксiомi злiченностi як пiдпростiр Y ,
а її компоненти лiнiйної зв’язностi вiдкритi в силу локальної лiнiйної
зв’язностi Y (зокрема, теж правильно накритi): оскiльки у кожної то-
чки кожної такої компоненти iснує лiнiйно зв’язний вiдкритий окiл у Y ,
вiн повинен повнiстю мiститися у цiй компонентi. Тому компоненти лi-
нiйної зв’язностi утворюють вiдкрите покриття V , яке є диз’юнктним
i тому не має нетривiальних пiдпокрить. Тодi воно не бiльш нiж злi-
ченне за теоремою Лiндельофа. Сукупнiсть D усiх компонентiв лiнiйної
зв’язностi усiх елементiв Ĉ задовольняє означенню бази (чому?) i таким
чином також є не бiльш нiж злiченною базою X, що складається з лi-
нiйно зв’язних правильно накритих множин. Прообраз кожної V ∈ D
має вигляд p−1(V ) =

⋃
α∈AV

Vα, де Vα правильно накривають V i є лiнiй-

но зв’язними (бо гомеоморфнi V ), а iндексна множина AV не бiльш нiж
злiченна за умовою (див. доведення необхiдностi). Фiксуємо таке роз-
биття для кожної V (до речi, чи є воно однозначно визначеним i чи є
суттєвою для цього лiнiйна зв’язнiсть V ?). Тодi не бiльш нiж злiченна
за побудовою система вiдкритих множин

B :=
{
Vα

∣∣∣ V ∈ D, α ∈ AV

}
є базою X. Дiйсно, для кожної вiдкритої W ⊂ X та будь-якої точки
x ∈ W iснує вiдкрита правильно накриваюча Ŵ ∋ x. Оскiльки p|Ŵ : Ŵ →
p(Ŵ ) – гомеоморфiзм (де p(Ŵ ) – вiдкритий правильно накритий окiл
точки p(x)), а W∩Ŵ – вiдкритий окiл x, зокрема, у iндукованiй топологiї
множини Ŵ , образ p(W ∩ Ŵ ) є вiдкритим околом p(x) у iндукованiй
топологiї вiдкритої p(Ŵ ), а отже в Y . Тодi за показаним вище iснує V ∈ D
така, що p(x) ∈ V ⊂ p(W ∩ Ŵ ) ⊂ p(Ŵ ). Нехай p−1(V ) =

⋃
α∈AV

Vα –

зафiксоване вище розбиття V на правильно накриваючi околи й α ∈ AV
такий, що x ∈ Vα. Тодi Vα ⊂ Ŵ в силу лiнiйної зв’язностi (аналогiчно до
доведення пункту 3. твердження 10.2). Таким чином,

Vα = (p|Ŵ )−1(V ) = p−1(V ) ∩ Ŵ ⊂ p−1(p(W ∩ Ŵ )) ∩ Ŵ = W ∩ Ŵ ⊂W,
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бо обмеження p|Ŵ є, зокрема, iн’єктивним. Отже, x ∈ Vα ⊂ W i Vα ∈ B,
що й демонструє, що B – база, i завершує доведення достатностi.

Вправа 12.7. Чи випливає з виконання другої аксiомi злiченностi для
накриваючого простору її виконання для бази накриття (можливо, теж
за якихось додаткових умов)?

Твердження 12.7. Фундаментальнi групи будь-якого локально лiнiйно
зв’язного та напiвлокально однозв’язного топологiчного простору, що
задовольняє другiй аксiомi злiченностi, не бiльш нiж злiченнi.

Доведення. Нехай простiр X задовольняє умовi. В силу його напiв-
локальної однозв’язностi, у кожної точки x ∈ X iснує такий вiдкритий
окiл V ∋ x, що будь-яка петля в x пiдпростору V гомотопна постiйнiй
у X. Тодi в силу локальної лiнiйної зв’язностi X iснує лiнiйно зв’язний
вiдкритий окiл U ∋ x, що мiститься у V . Зокрема, будь-яка петля в x пiд-
простору U ⊂ V гомотопна постiйнiй у X. Оскiльки U лiнiйно зв’язний,
це ж вiрно i для петель у будь-якiй його точцi. Щоб це показати, мо-
жна повторити конструкцiю з твердження 4.1 (зробiть це). Бiльш того,
якщо повторити доведення твердження 6.1 для шляхiв у пiдпросторi U ,
допускаючи гомотопiї зi значеннями у X, можна показати, що будь-якi
два шляхи в U зi спiльними початком та кiнцем гомотопнi як шляхи
в X (перевiрте це). За побудовою, множини U з такими властивостями
утворюють вiдкрите покриття X. У нього за другою аксiомою злiчен-
ностi та теоремою Лiндельофа iснує не бiльш нiж злiченне пiдпокрит-
тя U . Аналогiчно до попереднього доведення, з другої аксiоми злiченно-
стi та локальної лiнiйної зв’язностi X випливає, що компоненти лiнiйної
зв’язностi перетину довiльних U i V з U вiдкритi та що їх не бiльш нiж
злiченна кiлькiсть. У кожнiй з цих компонент для кожної пари U, V ∈ U
з U ∩V ̸= ∅ (вони можуть бути й однаковими) оберемо i фiксуємо якусь
точку. З мiркувань вище випливає, що множина усiх таких точок X не
бiльш нiж злiченна. Крiм того, для будь-яких x, y ∈ X , що мiстяться
у однiй i тiй же U ∈ U , оберемо i фiксуємо якийсь шлях h ∈ C(I, U), що
їх з’єднує. Вiн iснує в силу лiнiйної зв’язностi U . Множина усiх таких
шляхiв H теж не бiльш нiж злiченна, оскiльки такою є множина X .

Оскiльки у кожнiй компонентi лiнiйної зв’язностi X є принаймнi одна
точка з X (чому?), в силу твердження 4.1 достатньо перевiрити, що група
π1(X, x) не бiльш нiж злiченна, для випадку x ∈ X . Нехай f ∈ C(I,X) –
якась петля у x, тобто f(0) = f(1) = x. Застосуємо до вiдкритого за непе-
рервнiстю f покриття f−1(U) компактного метричного простору I лему
Лебега, знайдемо якесь його число Лебега δ > 0 i оберемо натуральне m
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таке, що 1
m
< δ. Тодi f([ i−1

m
, i
m
]) мiститься у деякому елементi Ui ∈ U для

будь-якого i = 1,m (вони можуть i повторюватися, тобто Ui = Ui+1), а от-
же f( i

m
) ∈ Ui∩Ui+1 для i = 1,m− 1. При цьому x = f(0) = f(1) ∈ Um∩U1

за побудовою, тому далi Um+1 позначатиме U1. Для кожного i = 1,m
iснує точка xi ∈ X , що мiститься у тiй же компонентi лiнiйної зв’язностi
Ui ∩ Ui+1, що й f( i

m
) (зокрема, xm = x i позначимо також x0 = x). То-

дi в силу лiнiйної зв’язностi iснує шлях gi у цiй компонентi, що з’єднує
f( i

m
) та xi (зокрема, gm = ex i позначимо g0 = ex). Крiм того, оскiльки

xi−1, xi ∈ Ui, iснує шлях hi ∈ H в Ui, що їх з’єднує. Таким чином, добуток
(gi−1 ∗ hi) ∗ gi ∈ C(I, Ui) з’єднує f( i−1

m
) з f( i

m
). Якщо позначити через

fi : I → Ui : t 7→ f

(
(1− t)

i− 1

m
+ t

i

m

)
шлях в Ui, що є перепараметризацiєю обмеження f |[ i−1

m
, i
m
], то вiн теж

з’єднує f( i−1
m
) з f( i

m
), а отже гомотопний шляху (gi−1 ∗ hi) ∗ gi (в X)

за властивiстю Ui. Уявлення про цi шляхи дає наступна iлюстрацiя:

Отже, за лемами 3.1–3.4 маємо гомотопiї

f ∼ f1 ∗f2 ∗ . . .∗fm ∼ g0 ∗h1 ∗g1 ∗g1 ∗h2 ∗g2 ∗g2 ∗ . . .∗gm−1 ∗gm−1 ∗hm ∗gm ∼

∼ ex ∗ h1 ∗ ex1 ∗ h2 ∗ ex2 ∗ . . . ∗ exm−1 ∗ hm ∗ ex ∼ h1 ∗ h2 ∗ . . . ∗ hm,

тобто [f ] = [h1 ∗ . . . ∗ hm] у π1(X, x). Але добуткiв шляхiв hi ∈ H, i тим
бiльше їх гомотопiчних класiв, не бiльш нiж злiченна кiлькiсть, бо H
не бiльш нiж злiченна. Це й демонструє потрiбне.
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Зауваження. Суттєвiсть умови напiвлокальної однозв’язностi для
цього твердження демонструє гавайська сережка з прикладу 12.3: ви-
являється, що фундаментальнi групи цього локально лiнiйно зв’язного
простору, що задовольняє другiй аксiомi злiченностi як пiдпростiр R2,
незлiченнi (див. обговорення пiсля вправи 13.2).

Вправа 12.8. Чи є умови локальної лiнiйної зв’язностi суттєвими для
достатностi у твердженнi 12.6 i для твердження 12.7?

Наслiдок 12.3. Фундаментальнi групи будь-якого многовида не бiльш
нiж злiченнi.

Доведення. Дiйсно, з обговорення перед твердженням 12.4 та озна-
чення многовида випливає, що вiн має усi необхiднi для твердження 12.7
властивостi.

Приклад 12.5. Хоча букети кiл S1 ∨ . . . ∨ S1︸ ︷︷ ︸
n

i не є многовидами, во-

ни також задовольняють умовам твердження 12.7. Дiйсно, вони локаль-
но лiнiйно зв’язнi, напiвлокально однозв’язнi (хоча б за наслiдком 12.1,
оскiльки мають унiверсальнi накриття за природним узагальненням по-
будови з прикладу 9.5; втiм, це нескладно перевiрити й безпосередньо)
та задовольняють другiй аксiомi злiченностi, оскiльки вкладаються у R2.
I справдi, їх фундаментальними групами згiдно з вправою 9.2 є вiльнi
групи з n твiрними, що є злiченними (чому?).

Наслiдок 12.4. Нехай (X, Y, p) – накриття, де простори X та Y лiнiй-
но зв’язнi, локально лiнiйно зв’язнi та напiвлокально однозв’язнi. Якщо
до того ж база Y цього накриття (X, Y, p) задовольняє другiй аксiомi
злiченностi, то i його накриваючий простiр X задовольняє цiй аксiомi.

Доведення. Згiдно з пунктом 1. теореми 9.1, шари (X, Y, p) (що усi
рiвнопотужнi в силу лiнiйної зв’язностi Y та вправи 7.3) знаходяться
у бiєктивнiй вiдповiдностi з множиною правих класiв сумiжностi фун-
даментальної групи π1(Y, p(x)) за пiдгрупою p∗(π1(X, x)) для довiльної
x ∈ X. Потужнiсть цiєї фактормножини не бiльша (чому?) за поту-
жнiсть π1(Y, p(x)), що не бiльш нiж злiченна за твердженням 12.7. Тому
X задовольняє другiй аксiомi злiченностi в силу твердження 12.6, спра-
ведливостi цiєї аксiоми для Y та локальної лiнiйної зв’язностi Y .

Зауваження. Тут суттєвими є локальна лiнiйна зв’язнiсть та напiв-
локальна однозв’язнiсть Y (i друга аксiома злiченностi), а також лiнiйна
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зв’язнiсть X, але ми, як завжди, записали цi властивостi для обох про-
сторiв з мiркувань симетрiї та в силу тверджень 10.1 i 12.3. Зокрема,
умова лiнiйної зв’язностi X тут потрiбна для використання теореми 9.1.
Приклад 7.2 для незлiченного дискретного шару F демонструє, що вона
дiйсно є суттєвою: добуток X = Y × F не задовольняє другiй аксiомi
злiченностi для будь-якого Y i не є зв’язним, зокрема лiнiйно (чому?).

Зауваження. Згадаємо також, що для многовида (i для будь-якої
його вiдкритої пiдмножини) лiнiйна зв’язнiсть еквiвалентна зв’язностi
в силу його локальної лiнiйної зв’язностi та теореми 27.1 курсу топологiї.

Наслiдок 12.5. Нехай M – (лiнiйно) зв’язний многовид. Тодi для будь-
яких точки y ∈ M та пiдгрупи H ⊂ π1(M, y) iснує єдине з точнiстю
до iзоморфiзма накриття (M̃,M, p) таке, що p(x) = y i p∗(π1(M̃, x)) =

H для деякої точки x ∈ M̃ (зокрема, унiверсальне для H = {[ey]}), а M̃
є (лiнiйно) зв’язним многовидом тiєї ж вимiрностi.

Доведення. Дiйсно, як було зазначено у обговореннi перед твердже-
нням 12.4, M локально лiнiйно зв’язний та напiвлокально однозв’язний,
тобто задовольняє умовам теореми 12.1. З неї випливає iснування та єди-
нiсть накриття (M̃,M, p), для якого p(x) = y i p∗(π1(M̃, x)) = H (де у
якостi x можна обрати довiльну точку з p−1(y)), а простiр M̃ лiнiйно
зв’язний (i локально лiнiйно зв’язний та напiвлокально однозв’язний за
твердженнями 10.1 i 12.3). Тодi вiн також локально евклiдовий за твер-
дженням 12.4, хаусдорфовий за твердженням 12.5 i задовольняє другiй
аксiомi злiченностi за наслiдком 12.4, а отже є многовидом. З урахуван-
ням рiвностi вимiрностей з твердження 12.4 отримаємо потрiбне.

Зауваження. Зокрема, усi накриваючi многовиди таких накрить для
фiксованої пiдгрупи H (у т. ч. унiверсальних) гомеоморфнi в силу iзо-
морфностi накрить.

13 Теорема Зейферта – ван Кампена
та її застосування

У цьому роздiлi ми познайомимося ще з одним технiчним засобом для
обчислення фундаментальних груп – теоремою Зейферта – ван Кампе-
на, яку наведемо лише з коротким поясненням iдеї доведення. Алгебраї-
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чнi конструкцiї, що нам для цього знадобляться, наведеннi у доповненнi
(а саме означення A.10, приклади A.15–A.18 та твердження A.3).

13.1 Формулювання та iдея доведення
теореми Зейферта – ван Кампена

Нехай X – топологiчний простiр, а {U, V } – його вiдкрите покриття, тоб-
то U i V вiдкритi та X = U ∪ V . Будемо до того ж вимагати, щоб U i V
були лiнiйно зв’язними, а перетин U ∩V – лiнiйно зв’язним i непорожнiм.
Згiдно з твердженням 26.1 курсу топологiї, звiдси випливає, зокрема, що
X лiнiйно зв’язний (якi з перелiчених умов для цього насправдi потрi-
бнi?). В алгебраїчнiй топологiї часто в такiй ситуацiї будують iнварiанти
простору X за iнварiантами пiдпросторiв U , V i U ∩V . Теорема Зейфер-
та – ван Кампена буде нашим першим прикладом подiбної конструкцiї.

Оберемо якусь точку x ∈ U∩V . Розглянемо вiдображення включення
iU : U → X, iV : V → X, iUV : U ∩ V → U та iV U : U ∩ V → V . Iндукує-
мо ними гомоморфiзми фундаментальних груп iU∗ : π1(U, x) → π1(X, x),
iV ∗ : π1(V, x) → π1(X, x), iUV ∗ : π1(U ∩ V, x) → π1(U, x) та iV U∗ : π1(U ∩
V, x) → π1(V, x) вiдповiдно. Оскiльки iU ◦ iUV = iV ◦ iV U , бо це просто вiд-
ображення включення U ∩ V у X, з пункту 2. твердження 5.1 випливає,
що iU∗ ◦ iUV ∗ = iV ∗ ◦ iV U∗, тобто дiаграми з включень

U
iU

%%

U ∩ V

iUV

;;

iV U
##

U ∪ V = X

V
iV
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та вiдповiдних гомоморфiзмiв

π1(U, x)
iU∗

&&

π1(U ∩ V, x)

iUV ∗
77

iV U∗ ''

π1(X, x)

π1(V, x)

iV ∗

88

комутативнi. У формулюваннi наступної теореми ми припускаємо, що
фундаментальнi групи π1(U, x), π1(V, x) та π1(U ∩V, x) мають опис у тер-
мiнах твiрних та спiввiдношень, тобто iзоморфнi вiдповiдним групам
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класiв еквiвалентностей слiв (див. означення A.10). Для спрощення по-
значень ми будемо їх ототожнювати та вважати iUV ∗ та iV U∗ гомоморфi-
змами саме мiж такими групами. Тодi, скажiмо, iUV ∗(c) для будь-якого
c ∈ π1(U ∩ V, x) має запис у термiнах ”алфавiта” π1(U, x), тобто твiрних
цiєї групи та обернених до них, i аналогiчно для iV U∗.

Теорема 13.1 (Зейферт – ван Кампен). Нехай {U, V } – вiдкрите покри-
ття топологiчного простору X таке, що U i V лiнiйно зв’язнi, а пе-
ретин U ∩ V лiнiйно зв’язний та непорожнiй. Нехай фундаментальнi
групи цих пiдпросторiв у деякiй точцi x ∈ U∩V мають наступнi описи
у термiнах твiрних та спiввiдношень:

π1(U, x) = ⟨a1, . . . , an | r1, . . . , rm⟩,

π1(V, x) = ⟨b1, . . . , bk | s1, . . . , sl⟩,
π1(U ∩ V, x) = ⟨c1, . . . , cp | t1, . . . , to⟩.

Тодi група π1(X, x) iзоморфна групi

⟨a1, . . . , an, b1, . . . , bk | r1, . . . , rm, s1, . . . , sl,

iUV ∗(c1)(iV U∗(c1))
−1, . . . , iUV ∗(cp)(iV U∗(cp))

−1⟩,
де гомоморфiзми фундаментальних груп iUV ∗ та iV U∗ iндукованi вклю-
ченнями iUV : U ∩ V → U та iV U : U ∩ V → V вiдповiдно.

Доведення. Наведемо тут лише iдею доведення теореми. Спочатку
розглянемо т. зв. вiльний добуток груп π1(U, x) та π1(V, x), визначивши
його наступним описом:

π1(U, x) ∗ π1(V, x) := ⟨a1, . . . , an, b1, . . . , bk | r1, . . . , rm, s1, . . . , sl⟩.

Отже, елементами вiльного добутку є класи еквiвалентностi слiв з лiтер
a1, . . . , an, b1, . . . , bk та обернених до них, де вiдношення еквiвалентностi
та групова операцiя описанi перед означенням A.10. При цьому еквiва-
лентнiсть тепер використовує спiввiдношення з обох вихiдних груп. По-
будуємо тепер вiдображення α : π1(U, x) ∗ π1(V, x) → π1(X, x) наступним
чином: клас еквiвалентностi слова W = d1 . . . dq переходить у добуток
гомотопiчних класiв α(d1) . . . α(dq), де

α(di) :=

[
iU∗(di), di ∈ π1(U, x);
iV ∗(di), di ∈ π1(V, x).

для кожного i = 1, q. Тобто ми дiємо на di гомоморфiзмом iU∗, якщо
це a±1

j для деякого j = 1, n, i гомоморфiзмом iV ∗, якщо це b±1
j , де j = 1, k.

Перевiрте, що тодi α – коректно визначений гомоморфiзм груп.
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Виявляється, що α – сюр’єкцiя. Щоб це перевiрити, достатньо по-
казати, що будь-який гомотопiчний клас петлi [f ] ∈ π1(X, x) має ви-
гляд [f1] . . . [fq], де [fi] ∈ iU∗(π1(U, x)) або [fi] ∈ iV ∗(π1(V, x)) для кожного
i = 1, q (чому?). Для цього, у свою чергу, достатньо довести, що будь-
яка петля f простору X у точцi x гомотопна добутку петель f1, . . . ,
fq, де носiй кожної з fi лежить в U або у V . Щоб це зробити, можна
спочатку використати лему Лебега, роздiливши f на вiдрiзки, носiй ко-
жного з яких лежить в U або у V , а потiм перетворити цей добуток
вiдрiзкiв на гомотопний добуток петель аналогiчно до доведення твер-
дження 12.7, тiльки тепер потрiбно використати шляхи, якi з’єднують x
та кожну з промiжних точок, що iснують в силу лiнiйної зв’язностi U ,
V i U ∩ V , та ”спрягати” вiдрiзки з цими шляхами, утворюючи петлi.
Деталi вiдтворiть самостiйно або див. у [11, с. 44, с. 63 перекладу] чи [13,
с. 182-186, с. 209-213 перекладу].

Зауважимо, що для однозв’язних U i V (як у наслiдку 13.1 далi)
доведення завершиться на цьому кроцi, бо група π1(U, x) ∗ π1(V, x) буде
тривiальною, а отже й π1(X, x) в силу сюр’єктивностi α.

Як обговорювалося перед формулюванням теореми, iU∗ ◦ iUV ∗(c) =
iV ∗ ◦ iV U∗(c) для будь-якого c ∈ π1(U ∩ V, x), тому в силу гомоморфностi

α
(
iUV ∗(c)(iV U∗(c))

−1
)
= α(iUV ∗(c))α(iV U∗(c))

−1 =

= iU∗(iUV ∗(c)) (iV ∗(iV U∗(c)))
−1 = [ex]

за побудовою α, бо iUV ∗(c) ∈ π1(U, x), а iV U∗(c) ∈ π1(V, x). Таким чином,
ядро гомоморфiзма α мiстить усi елементи вигляду iUV ∗(c)(iV U∗(c))

−1,
зокрема спiввiдношення iUV ∗(cj)(iV U∗(cj))

−1 для j = 1, p. Найскладнiшим
(але радше технiчно) етапом доведення теореми є демонстрацiя ”оберне-
ного включення”, точнiше, того, що це ядро породжене спiввiдношен-
нями iUV ∗(cj)(iV U∗(cj))

−1 для усiх j, тобто є найменшою за включенням
нормальною пiдгрупою N групи π1(U, x) ∗ π1(V, x), що їх мiстить (див.
твердження A.3 та обговорення пiсля нього). Викладення цього етапу
див. у [11, с. 44-46, с. 63-65 перекладу], див. також [13, с. 187-191, с. 214-
218 перекладу], де використано трохи iншi термiнологiю та технiку, але
доводиться фактично те ж саме. Тодi з пункту 3. твердження A.2 i вже
показаної сюр’єктивностi α випливає, що

π1(U, x) ∗ π1(V, x)/N ≃ α(π1(U, x) ∗ π1(V, x)) = π1(X, x).

В силу твердження A.3, факторизацiя за нормальною пiдгрупою N , що,
як ми тепер знаємо, породжена елементами iUV ∗(cj)(iV U∗(cj))

−1 для усiх j,
еквiвалентна (у сенсi iзоморфностi груп) дописуванню їх у список спiв-
вiдношень π1(U, x) ∗ π1(V, x). Звiдси й отримаємо потрiбне.
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Якщо перетин U ∩ V однозв’язний, то останнiй етап доведення зво-
диться до демонстрацiї того, що α iн’єктивний, а отже є iзоморфiзмом
груп за наслiдком A.1, звiдки вiдразу отримуємо наслiдок 13.2 (який
випливає, звичайно, i з формулювання теореми).

Наслiдок 13.1. Якщо у топологiчного простору X iснує вiдкрите по-
криття {U, V } таке, що U i V однозв’язнi, а непорожнiй перетин U∩V
лiнiйно зв’язний, то X однозв’язний.

Вправа 13.1. Довести цей наслiдок, не використовуючи попередню те-
орему (втiм, у її доведеннi мiститься пiдказка i для даного випадку).

Наслiдок 13.2. Якщо у топологiчного простору X iснує вiдкрите по-
криття {U, V } таке, що U i V лiнiйно зв’язнi, а непорожнiй перетин
U ∩ V однозв’язний, то для будь-якої x ∈ U ∩ V

π1(X, x) ≃ π1(U, x) ∗ π1(V, x).

Зауваження. Тут ми припускаємо, що π1(U, x) та π1(V, x) мають
(скiнченний) опис у термiнах твiрних та спiввiдношень, щоб можна бу-
ло застосувати теорему Зейферта – ван Кампена та її доведення у ви-
кладеному вище виглядi. Втiм, твердження цього наслiдку залишається
вiрним i для довiльних фундаментальних груп, якщо правильно визна-
чити вiльний добуток (див. посилання нижче). Зокрема, саме таким, як
у наслiдку, є покриття з прикладу 13.2 нижче. Якщо ж при цьому групи
π1(U, x) та π1(V, x) вiльнi, то за побудовою їхнiй вiльний добуток, а отже
й π1(X, x), теж є вiльними групами з вiдповiдною кiлькiстю твiрних (як
це й буде у згаданому прикладi).

Теорему Зейферта – ван Кампена можна узагальнити й на вiдкрите
покриття з довiльної скiнченної кiлькостi елементiв.

Вправа 13.2. Якими саме повиннi бути вимоги до елементiв такого по-
криття? Спробуйте сформулювати таку узагальнену теорему (можливо,
простiше буде спочатку сформулювати i довести узагальнення наслiд-
ку 13.1 аналогiчно до вправи 13.1).

Простiше за все виконати цю вправу, коректно узагальнивши поняття
вiльного добутку груп, що фiгурувало у нашому поясненнi iдеї доведен-
ня. Зробивши це, можна переформулювати теорему взагалi без згадувань
про твiрнi та спiввiдношення! Бiльш того, це поняття узагальнюється
на довiльну кiлькiсть груп, а отже теорему Зейферта – ван Кампена
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можна узагальнити на покриття з довiльної кiлькостi елементiв. Всi де-
талi цього, а також деякi цiкавi приклади застосування теореми можна
знайти у [11, с. 40-55, с. 57-77 перекладу].

Зокрема, у [11, с. 49-50, с. 69-70 перекладу] показано, як застосувати
(узагальнену) теорему Зейферта – ван Кампена для дослiдження фун-
даментальної групи гавайської сережки (простору з прикладу 12.3; нага-
даємо, що цю групу неможливо обчислити за допомогою унiверсального
накриття в силу наслiдку 12.1), а саме, показано, що ця фундаменталь-
на група незлiченна i неабелева (там же можна знайти посилання на її
повний опис). Зауважимо, що на вiдмiну вiд цього простору фундамен-
тальна група злiченного букета кiл iзоморфна вiльнiй групi злiченного
рангу (див. далi вправу 13.3), а отже злiченна. Ще кiлька прикладiв крiм
наведених нижче можна знайти у [13, с. 194-201, с. 221-230 перекладу].
У [3, с. 259-263] та [11, с. 50-52, с. 70-73 перекладу] також обговорю-
ється застосування цiєї теореми до обчислення фундаментальних груп
клiтинних просторiв, з якими ми познайомимося у роздiлi 19.

Iншi варiанти формулювання, доведення та приклади застосування
теореми Зейферта – ван Кампена можна знайти у [8, с. 63-71, 156-160,
с. 99-110, 225-232 перекладу], [15, с. 113-144, с. 128-159 перекладу], [14,
с. 251-275] та [17, с. 407-445].

Приклад 13.1. Представимо сферу X = Sn при n ⩾ 2 як об’єднання
вiдкритих пiдмножин U := Sn \ {N} i V := Sn \ {S}, де, як завжди,
N := (0, . . . , 0, 1) i S := (0, . . . , 0,−1) позначають вiдповiдно пiвнiчний
i пiвденний полюси сфери (це носiї карт її стандартного атласу з прикла-
ду 29.3 курсу топологiї). Оскiльки цi пiдмножини гомеоморфнi Rn (го-
меоморфiзми встановлюються стереографiчними проєкцiями, див. той
же приклад), вони однозв’язнi. Їхнiй перетин U ∩ V = Sn \ {N,S} лi-
нiйно зв’язний (бо при стереографiчних проєкцiях переходить у лiнiйно
зв’язний Rn \ {0}) i непорожнiй, отже за наслiдком 13.1 ми ще раз отри-
мали однозв’язнiсть Sn при n ⩾ 2, як у прикладi 6.2.

Приклад сфер також демонструє важливiсть деяких умов у форму-
люваннi теореми Зейферта – ван Кампена та її наслiдку: при n = 1
описане покриття задовольняє усiм його умовам крiм лiнiйної зв’язностi
U∩V , але коло S1 не є однозв’язним (приклад 9.1). Можна також побуду-
вати покриття кола, де непорожнiй перетин U ∩V буде лiнiйно зв’язним,
але одна з однозв’язних множин U i V не буде вiдкритою (зробiть це),
демонструючи важливiсть також i цiєї умови.

Приклад 13.2. НехайX = S1∨S1 – букет двох кiл зi спiльною точкою x.
Оберемо якiсь точки y i z на кожному з цих кiл, що не дорiвнюють x.
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Покладемо U := S1∨S1\{y} i V := S1∨S1\{z}. Це вiдкритi пiдмножини,
об’єднанням яких є S1 ∨ S1.

При цьому кожна з них гомотопi-
чно еквiвалентна S1 (перевiрте це, побу-
дувавши вiдповiднi деформацiйнi ретра-
кцiї, як показано на iлюстрацiї справа, та
скориставшися твердженням 2.2), а отже
лiнiйно зв’язна за гомотопiчною iнварi-
антнiстю лiнiйної зв’язностi (вправа 2.2; але лiнiйну зв’язнiсть нескла-
дно перевiрити й безпосередньо). Їхнiй перетин U ∩ V = S1 ∨ S1 \ {y, z}
непорожнiй (мiстить x) i стяжний (перевiрте це, побудувавши деформа-
цiйну ретракцiю на {x}), зокрема лiнiйно зв’язний за твердженням 2.4
(що теж простiше перевiрити безпосередньо). З гомотопiчної iнварiан-
тностi фундаментальної групи та прикладу 9.1 випливає, що π1(U, x) ≃
π1(V, x) ≃ π1(S

1) ≃ Z, тобто у термiнах твiрних та спiввiдношень (див.
приклад A.15):

π1(U, x) = ⟨a⟩, π1(V, x) = ⟨b⟩, π1(U ∩ V, x) = ⟨⟩.

Тут a i b – це, наприклад, гомотопiчнi класи петель, що один раз обхо-
дять у якихось напрямках кола, якi мiстяться в U i V вiдповiдно. Згiдно
з теоремою Зейферта – ван Кампена (див. також наслiдок 13.2 i зауваже-
ння пiсля нього), тодi π1(X, x) iзоморфна ⟨a, b⟩ (бо спiввiдношень немає),
тобто вiльнiй групi з двома твiрними, як i повинно бути згiдно з прикла-
дом 9.5.

Вправа 13.3. За допомогою теореми Зейферта – ван Кампена обчислити
фундаментальну групу букета n кiл S1 ∨ . . . ∨ S1︸ ︷︷ ︸

n

та переконатися у то-

му, що вона iзоморфна вiльнiй групi з n твiрними (пор. з вправою 9.2).
Це можна зробити iндуктивно або використати узагальнення теореми,
що обговорювалося у зауваженнi пiсля вправи 13.2. Бiльш того, з цьо-
го узагальнення випливає, що фундаментальна група букета довiльної
кiлькостi кiл iзоморфна вiльнiй групi вiдповiдного рангу.

Вправа 13.4. Тепер узагальнимо приклад 13.2 наступним чином. Нехай
лiнiйно зв’язнi топологiчнi простори X та Y з вiдмiченими точками x ∈ x
та y ∈ Y такi, що в них iснують вiдкритi U ∋ X та V ∋ y, якi деформа-
цiйно ретрагуються (стягуються) на точки x та y вiдповiдно. Показати,
що тодi фундаментальнi групи букета (X, x) ∨ (Y, y) (що теж є лiнiйно
зв’язним) iзоморфнi вiльному добутку π1(X, x) ∗ π1(Y, y). Зокрема, цей
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букет однозв’язний для однозв’язних X та Y . За аналогiєю з попере-
дньою вправою та з використанням загального формулювання теореми
Зейферта – ван Кампена узагальнити це твердження на букет довiльної
кiлькостi просторiв.

Приклад 13.3. Згадаємо, що, згiдно з наведеними у прикладi 1.4 озна-
ченнями, (ручнi) вузли, що заданi регулярними вкладення кола у три-
вимiрний простiр f, g : S1 → R3, iзотопнi, якщо iснує (гладка) iзотопiя
F ∈ C1(S1 × I,R3), тобто така гладка гомотопiя, що F (·, s) : S1 → R3 –
вузол для кожного s ∈ I. Зокрема, це вiдношення еквiвалентностi ву-
злiв (спробуйте це перевiрити). З теореми про продовження iзотопiї
(див. [12, с. 177-180, с. 230-234 перекладу]) тодi випливає iснування ди-
феотопiї простору, тобто такої гладкої гомотопiї H ∈ C1(R3 × I,R3), що
H(·, s) : R3 → R3 – дифеоморфiзм для будь-якого s ∈ I, яка продовжує F
у наступному сенсi: H(F (·, 0), s) = F (·, s) для кожного s. I навпаки, якщо
H – дифеотопiя, то H ◦f – iзотопiя вузлiв f i H(f(·), 1) (чому?). Зокрема,
h := H(·, 1) є дифеоморфiзмом (а отже гомеоморфiзмом, бо гладкi вiд-
ображення неперервнi) простору R3 на себе таким, що h◦f = F (·, 1) = g.
Iснування такого гомеоморфiзма також часто використовується у яко-
стi означення еквiвалентностi вузлiв (перевiрте, що це теж вiдношення
еквiвалентностi). Як бачимо, ця еквiвалентнiсть випливає з iзотопностi.
Обернене, взагалi кажучи, невiрне. Наприклад, образ трилисника пiд дi-
єю симетрiї вiдносно довiльної площини у R3 (точнiше, композицiя їх як
вiдображень) йому еквiвалентний, бо симетрiя є гомеоморфiзмом, але,
як виявляється, неiзотопний.

Групою вузла f : S1 → R3, зветься фундаментальна група доповнен-
ня R3 \ f(S1). Оскiльки це доповнення лiнiйно зв’язне (чому?), ця група
визначена з точнiстю до iзоморфiзма в силу наслiдку 4.1. Гомеоморфiзм
h : R3 → R3 такий, що h ◦ f = g, iндукує гомеоморфiзм доповнень до
образiв вузлiв f i g, тому з топологiчної iнварiантностi фундаментальної
групи випливає, що група вузла є його iнварiантом вiдносно введеного
у попередньому абзацi вiдношення еквiвалентностi, а отже й iзотопiчним
iнварiантом. При цьому вона, звичайно, не ”розрiзняє” еквiвалентнi, але
неiзотопнi вузли, наприклад, дзеркально симетричнi трилисники, тут по-
трiбнi iншi iнварiанти.

Вправа 13.5. Показати, що доповнення до образу тривiального вузла у
R3 (наприклад, ”стандартного” кола, що задане умовами x2+ y2 = 1, z =
0) гомотопiчно еквiвалентне букету S2 ∨ S1. Використавши вправу 13.4
(або побудувавши унiверсальне накриття), вивести з цього, що група
тривiального вузла iзоморфна Z.
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Використавши стереографiчну проєкцiю φ : S3 \ {x0} → R3 анало-
гiчно до прикладу 6.2, можна показати, що група вузла f iзоморфна
фундаментальнiй групi доповнення S3 \ φ−1 ◦ f(S1) у тривимiрнiй сфе-
рi, тому її часто обчислюють саме у такому контекстi. У [11, с. 46-49,
с. 65-69 перекладу] показано, як використати теорему Зейферта – ван
Кампена для обчислення деяких груп вузлiв, а також зачеплень, тоб-
то образiв деякої скiнченної кiлькостi вузлiв, що не перетинаються (їхнi
групи так само визначаються як фундаментальнi групи доповнень у R3

або S3 i теж є iнварiантами вiдносно аналогiчним чином визначеного
вiдношення еквiвалентностi). Зокрема, там показано, що група трили-
сника iзоморфна ⟨a, b | a2 = b3⟩. Оскiльки ця група неабелева (спробуйте
показати це або див. [13, с. 219, с. 250 перекладу]), вона не може бути
iзоморфна абелевiй Z, отже з iнварiантностi групи вузла та попередньої
вправи випливає, що трилисник дiйсно нееквiвалентний, зокрема неiзо-
топний, тривiальному вузлу. Див. бiльш детальнi обговорення та при-
клади обчислення груп вузлiв у [8] (де також мiститься iнформацiя про
iншi iнварiанти вузлiв) та [13, с. 209-238, с. 239-271 перекладу], а також
елементарний опис iнших iнварiантiв (зокрема таких, що ”розрiзняють”
дзеркальнi трилисники) у главах 3 та 6 книги [6].

13.2 Застосування: фундаментальнi групи поверхонь

У твердженнi 31.2 курсу топологiї було встановлено, що кожна компа-
ктна зв’язна поверхня (тобто двовимiрний многовид) M гомеоморфна
факторпростору X/∼, де X – опуклий n-кутник у R2, n = 2m парне,
а вiдношення еквiвалентностi ∼ ототожнює точки на межi X (внутрiшнi
еквiвалентнi лише собi) за певним правилом, що склеює ребра цiєї межi
попарно i визначене словом W з m лiтер (W можна вважати елементом
вiльної групи ⟨a1, . . . , am⟩). Двукутники також допускаються, ними ми
будемо вважати круги, межа яких роздiлена на двi дуги. Кожна лiтера
слова W вiдповiдає парi ребер на межi X, вони перелiченi у W в тому
ж порядку, в якому зустрiчаються на межi, а їх степенi вiдповiдають
правилам, за якими цi ребра ототожнюються. Ця конструкцiя зветься
розгорткою поверхнi M i визначена з точнiстю до гомеоморфiзма сло-
вом W . Деталi див. у роздiлi 31 курсу топологiї. Крiм того, з подальших
результатiв цього роздiлу випливає, що, якщо M не гомеоморфна S2, то
цю розгортку можна обрати таким чином, що усi вершини багатокутни-
ка еквiвалентнi. Нарештi, у ходi доведення теореми 30.1 було показано,
що слово W завжди можна обрати одного з трьох стандартних виглядiв:

- W = aa−1 вiдповiдає сферi S2 =M2
0 ;
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- W = a1b1a
−1
1 b−1

1 . . . agbga
−1
g b−1

g , де g ∈ N, вiдповiдає орiєнтовнiй по-
верхнi M2

g роду g, тобто зв’язнiй сумi g двовимiрних торiв T 2;

- W = a1a1 . . . agag, де g ∈ N, вiдповiдає неорiєнтовнiй поверхнi N2
g

роду g, тобто зв’язнiй сумi g дiйсних проєктивних площин RP 2.

Див. iлюстрацiї розгорток M2
g i N2

g для натуральних g нижче. Зауважи-
мо, що у першiй з цих розгорток вершини нееквiвалентнi, а у розгорток
з двох наступних серiй усi вершини еквiвалентнi. Виявляється, що теоре-
ма Зейферта – ван Кампена дозволяє обчислити фундаментальну групу
поверхнi, використовуючи розгортку:

Твердження 13.1. Нехай компактна зв’язна поверхня M , що не го-
меоморфна S2, має розгортку, яка задана словом W з лiтер a1, . . . , am
(що вiдповiдають парам ребер) i усi вершини якої еквiвалентнi. Тодi для
будь-якої x ∈M

π1(X, x) ≃ ⟨a1, . . . , am | W ⟩.

Доведення. Нагадаємо, що зв’язнiсть та лiнiйна зв’язнiсть для мно-
говидiв еквiвалентнi (див. пункт 5. твердження 29.2 курсу топологiї),
тому в силу наслiдку 4.1 достатньо обчислити π1(X, x) для якоїсь однiєї
x ∈ M . Нехай X/∼ – розгортка з умови, яку ми будемо далi ототожню-
вати з M , а x – внутрiшня точка X (точнiше, клас її еквiвалентностi,
але внутрiшнi точки X ми будемо ототожнювати з вiдповiдними кла-
сами для спрощення позначень). Нехай y ̸= x – якась iнша внутрiшня
точка X. Покладемо U := IntX (як було пояснено, ми можемо вважа-
ти її пiдмножиною M) i V := (X \ {y})/∼. Це вiдкрите покриття M за
побудовою фактортопологiї.

Множина U стяжна як опукла в R2 (приклад 2.4; зокрема, лiнiйно
зв’язна за твердженням 2.4), тому її фундаментальна група тривiальна.

Iснує деформацiйна ретракцiя простору X \ {y} на ∂X (її можна по-
будувати за допомогою центральної проєкцiї, за необхiдностi змiнивши
розташування y, як у прикладах 2.6 або 12.3), яку можна факторизува-
ти в деформацiйну ретракцiю φ : V = (X \ {y})/∼ → ∂X/∼ (як само?),
отже множина V гомотопiчно еквiвалентна ∂X/∼ за твердженням 2.2.
Оскiльки за умовою вiдношення ∼ ототожнює усi вершини X (далi бу-
демо позначати вiдповiдний клас еквiвалентностi через z ∈M) i склеює
ребра попарно, простiр ∂X/∼ гомеоморфний букету m кiл зi спiльною
точкою z. Зокрема, вiн лiнiйно зв’язний, а отже й V лiнiйно зв’язна
за гомотопiчною iнварiантнiстю лiнiйної зв’язностi (вправа 2.2). З гомо-
топiчної iнварiантностi фундаментальної групи й вправи 9.2 (або 13.3)
тодi випливає, що π1(V, x) є вiльною групою з m твiрними. Бiльш того,
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кожнiй лiтерi ai для i = 1,m вiдповiдає пара ребер X (якi ми будемо
позначати теж через ai) та петля у точцi x з носiєм у V , що будується
наступним чином. Нехай шлях d з’єднує у V точки x i z. Його можна
побудувати, наприклад, як факторизацiю вiдрiзка, що з’єднує x i якусь
вершину X (i не проходить через y; розташування точок можна змiнити
за необхiдностi), як проiлюстровано нижче:

Оскiльки вершини ребра ai пiсля факторизацiї ототожнюються, його
можна параметризувати як петлю в z. Тодi (d∗ai)∗d є петлею в x, тобто
[d ∗ ai ∗ d] ∈ π1(V, x). Для спрощення позначень будемо цей гомотопi-
чний клас також позначати через ai. Можемо вважати, що ретракцiя φ
переводить x та усi точки носiя d в z: для цього можна розташувати
точку x так, щоб вiдрiзок d був напрямлений уздовж одного з променiв
вихiдної проєкцiї X \ {y} → ∂X. Тодi iндукований гомоморфiзм φ∗ дiє
з π1(V, x) у π1(∂X/∼, z). Оскiльки φ реалiзує гомотопiчну еквiвалентнiсть
мiж цими просторами, φ∗ є iзоморфiзмом фундаментальних груп за твер-
дженням 5.2. При цьому з означення iндукованого гомоморфiзма, того,
що φ вiдображає усi точки носiя d в z та є ретракцiєю, i лем роздiлу 3
випливає, що

φ∗([d ∗ ai ∗ d]) = [(φ ◦ d) ∗ (φ ◦ ai) ∗ (φ ◦ d)] = [ez ∗ ai ∗ ez] = [ai],

тобто це гомотопiчний клас петлi, що утворює ребро ai пiсля факториза-
цiї. Але такi класи є твiрними вiльної групи π1(∂X/∼, z) (ми встановили
це у прикладi 13.2 для m = 2; у загальному випадку ситуацiя аналогi-
чна, у чому можна переконатися, розв’язавши вправи 9.2 або 13.3). Отже,
класи [d ∗ ai ∗ d], або у наших позначеннях просто ai, для i = 1,m є твiр-
ними вiльної групи π1(V, x), бо φ∗ – iзоморфiзм (чому саме iзоморфiзм
переводить твiрнi у твiрнi?).

Нарештi, непорожня множина U ∩ V = IntX \ {y} гомотопiчно еквi-
валентна S1 (вiдповiдну деформацiйну ретракцiю можна теж побуду-
вати за допомогою центральної проєкцiї), отже вона лiнiйно зв’язна,
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й π1(U ∩ V, x) ≃ Z за прикладом 9.1 i гомотопiчною iнварiантнiстю
фундаментальної групи. Iншими словами, π1(U ∩ V, x) є вiльною гру-
пою з однiєю твiрною c (див. приклад A.15). У якостi цiєї твiрної можна
взяти гомотопiчний клас у x обiйденого один раз у певному напрямку
кола, що мiстить x i до внутрiшностi якого належить y (знову можна
порухати точки за необхiдностi), як показано на рисунках вище. Це коло
теж позначатимемо через c. Згадану вище деформацiйну ретракцiю теж
можна брати на це коло, тодi те, що c є твiрною групи π1(U ∩V, x), фор-
мально перевiряється так само, як опис твiрних π1(V, x) вище (виконайте
цю перевiрку за необхiдностi). Таким чином,

π1(U, x) = ⟨⟩, π1(V, x) = ⟨a1, . . . , am⟩, π1(U ∩ V, x) = ⟨c⟩.

Тодi за теоремою Зейферта – ван Кампена

π1(X, x) ≃ ⟨a1, . . . , am | iUV ∗(c)(iV U∗(c))
−1⟩.

При цьому iUV ∗ : π1(U ∩ V, x) → π1(U, x) є гомоморфiзмом у тривiальну
групу, тобто тривiальним (див. приклад A.7), тому iUV ∗(c) = e. Таким
чином, єдиним спiввiдношенням шуканої групи буде (iV U∗(c))

−1 або, що
еквiвалентно, iV U∗(c) ∈ π1(V, x). Це гомотопiчний клас кола c у x як
петлi з носiєм у пiдпросторi V . Можемо вважати, що центральна проєкцiя
X \ {y} → ∂X, факторизацiєю якої є ретракцiя φ, вiдображає коло c на
∂X (наприклад, що її центром є y). Тодi φ∗(iV U∗(c)) є добутком петель
ai та (можливо) обернених до них у точцi z у тому порядку, у якому
вони зустрiчаються на ∂X, тобто тому, що задається словом W (знову ж,
не обмежуючи загальнiсть, можемо вважати, що x проєктується саме
у його початок i що напрямки обходу збiгаються, як проiлюстровано
вище). Тому за iзоморфнiстю iV U∗(c) є добутком петель у x з тими ж
позначеннями i у тому ж порядку, тобто iV U∗(c) = W , що й дає потрiбний
опис π1(X, x).

Наслiдок 13.3. Для будь-якого натурального g

π1(M
2
g ) ≃ ⟨a1, b1, . . . , ag, bg | a1b1a−1

1 b−1
1 . . . agbga

−1
g b−1

g ⟩,

π1(N
2
g ) ≃ ⟨a1, . . . , ag | a1a1 . . . agag⟩.

Доведення. Це випливає з попереднього твердження i опису розгор-
ток даних поверхонь у обговореннi перед ним.
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Зауваження. Тут у позначеннях для фундаментальних груп ми вже
не використовуємо точку x, визначаючи їх з точнiстю до iзоморфiзма,
як було домовлено у зауваженнi пiсля наслiдку 4.1.

Обчисленi таким чином фундаментальнi групи компактних зв’язних
поверхонь (нагадаємо, що для S2 =M2

0 це тривiальна група в силу при-
кладiв 6.2 або 13.1) знайомi нам лише при g = 1: π1(T 2) = π1(M

2
1 ) ≃ ⟨a, b |

aba−1b−1⟩ ≃ Z2 за прикладом A.17 i π1(RP 2) = π1(N
2
1 ) ≃ ⟨a | a2⟩ ≃ Z2

в силу прикладу A.16, що узгоджується з результатами прикладiв 9.1 i 9.2
вiдповiдно. Решта цих груп неабелевi, й нам навiть важко встановити,
чи є вони попарно неiзоморфними. Так, фундаментальна група пляшки
Клейна K2 ∼= N2

g має у попередньому наслiдку опис ⟨a1, a2 | a1a1a2a2⟩,
а її розгортка, що фактично описана у прикладi 16.1 курсу топологiї, дає
за твердженням 13.1 опис ⟨a, b | aba−1b⟩.

Вправа 13.6. Знайти явний вигляд iзоморфiзма груп ⟨a1, a2 | a1a1a2a2⟩
i ⟨a, b | aba−1b⟩.

Для кращого розумiння структури цих груп використаємо технiку
абелiанiзацiї, що описана у доповненнi (означення A.11, твердження A.4,
наслiдок A.2 та їх обговорення).

Наслiдок 13.4. Для будь-якого натурального g

π1(M
2
g )/π1(M

2
g )

′ ≃ Z2g,

π1(N
2
g )/π1(N

2
g )

′ ≃ Zg−1 × Z2.

Зокрема, усi цi групи, а отже й фундаментальнi групи поверхонь π1(M2
g ),

π1(N
2
g ), попарно неiзоморфнi.

Доведення. В силу наслiдкiв 13.3 i A.2,

π1(M
2
g )/π1(M

2
g )

′ ≃ ⟨a1, b1, . . . , ag, bg | a1b1a−1
1 b−1

1 . . . agbga
−1
g b−1

g ,

aiaja
−1
i a−1

j , i, j = 1, g, bibjb
−1
i b−1

j , i, j = 1, g, aibja
−1
i b−1

j , i, j = 1, g⟩.

Оскiльки спiввiдношення a1b1a
−1
1 b−1

1 . . . agbga
−1
g b−1

g тепер є добутком iн-
ших спiввiдношень, його можна прибрати. Залишається група з 2g твiр-
ними a1, b1 . . . , ag, bg, що усi попарно комутують. Тодi аналогiчно до при-
кладу A.17 встановлюємо, що будь-який елемент цiєї групи однозначно
представляється у виглядi ap11 b

q1
1 . . . a

pg
g b

qg
g , де p1, q1, . . . , pg, qg ∈ Z, i добу-

тку елементiв групи вiдповiдає сума наборiв показникiв степенiв. Тому її
вiдображення на Z2g, що ставить у вiдповiднiсть елементу ap11 b

q1
1 . . . a

pg
g b

qg
g
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набiр (p1, q1, . . . , pg, qg), є iзоморфiзмом груп. Звiдси й отримуємо потрi-
бну iзоморфнiсть.

Так само за наслiдками 13.3 i A.2 маємо iзоморфнiсть

π1(N
2
g )/π1(N

2
g )

′ ≃ ⟨a1, . . . , ag | a1a1 . . . agag, aiaja−1
i a−1

j , i, j = 1, g⟩.

Знову ж, аналогiчно до прикладу A.17, новi спiввiдношення означають,
що усi твiрнi комутують, тому a1a1 . . . agag = (a1 . . . ag)

2. Позначимо b :=
a1 . . . ag i помiтимо, що ag = a−1

g−1 . . . a
−1
1 b, a−1

g = b−1a1 . . . ag−1, тому будь-
яке слово з нашої групи можна однозначно переписати з допомогою
лiтер a1, . . . , ag−1, b та обернених до них, i навпаки: усi слова з лiтер
a1, . . . , ag−1, b та обернених до них можна записати як елементи групи.
Вираз b при цьому комутує з кожним з ai. Оскiльки групова операцiя
при цьому зберiгається (чому?), отримаємо таким чином iзоморфiзм

π1(N
2
g )/π1(N

2
g )

′ ≃ ⟨a1, . . . , ag−1, b | b2,

aiaja
−1
i a−1

j , i, j = 1, g − 1, aiba
−1
i b−1, i = 1, g − 1⟩.

Комбiнуючи мiркування прикладiв A.16 i A.17, виводимо, що будь-який
елемент такої групи однозначно представляється у виглядi ap11 . . . a

pg−1

g−1 b
q,

де p1, . . . , pg−1 ∈ Z, а q = 0 або 1, i добуток елементiв вiдповiдає сумi по-
казникiв, тому ap11 . . . a

pg−1

g−1 b
q 7→ (p1, . . . , pg−1, [q]) встановлює iзоморфiзм

даної групи на Zg−1 × Z2, що й демонструє потрiбне.
Попарна неiзоморфнiсть цих абелевих груп випливає з рiзного числа

твiрних або iснування iдемпотентної твiрної b (для якої b2 = e). Вiд-
новiть її доведення самостiйно. Попарна неiзоморфнiсть груп π1(M

2
g ),

π1(N
2
g ) тодi випливає з iзоморфностi абелiанiзацiй iзоморфних груп.

Зауваження. Попарна неiзоморфнiсть фундаментальних груп по-
верхонь π1(M2

g ), π1(N2
g ) (включно з тривiальною π1(S

2)) дає, таким чи-
ном, ще одне доведення єдиностi у теоремi 30.1, тобто того, що пере-
лiченi там поверхнi попарно негомеоморфнi. Цього разу доведення не
використовує специфiчнi для поверхонь iнварiанти (втiм, ейлерова ха-
рактеристика теж не є специфiчною для поверхонь, як побачимо далi).
Попереднiй наслiдок разом з теоремою 30.1 дозволяють стверджувати,
що двi компактнi зв’язнi поверхнi гомеоморфнi тодi й тiльки тодi, коли
мають iзоморфнi фундаментальнi групи (й коли вони гомотопiчно еквi-
валентнi), тобто клас iзоморфностi фундаментальної групи є для цього
класу топологiчних просторiв не просто iнварiантном, а як кажуть, пов-
ним iнварiантом: коли такi iнварiанти збiгаються, простори гомеомор-
фнi. Крiм того, звiдси випливає, що компактний зв’язний топологiчний
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простiр X не є двовимiрним многовидом, якщо його фундаментальна
група не iзоморфна жоднiй з перелiчених.

З теореми 30.1 i попереднього наслiдку також випливає, що єдина
з точнiстю до гомеоморфiзма компактна однозв’язна поверхня – це дво-
вимiрна сфера S2. Виявляється, що аналогiчне твердження справедливе
й у вимiрностi 3, а для iнших вимiрностей це не так (наприклад, добуток
S2×S2 є компактним однозв’язним за прикладами 6.2 i 6.4 чотиривимiр-
ним за твердженням 29.1 курсу топологiї многовидом, що не гомеомор-
фний S4, як випливатиме з результатiв наступного роздiлу; побудуйте
аналогiчнi приклади у iнших вимiрностях), але можна замiнити умову
однозв’язностi на сильнiшу умову гомотопiчної еквiвалентностi сферi. Це
становить змiст однiєї з найвiдомiших топологiчних теорем:

Теорема 13.2 (Узагальнена гiпотеза Пуанкаре). Будь-який n-вимiрний
компактний многовид, що гомотопiчно еквiвалентний n-вимiрнiй сфе-
рi Sn, гомеоморфний Sn.

Бiльш того, якщо n = 2 або 3, то будь-який n-вимiрний компактний
однозв’язний многовид гомеоморфний Sn.

При n = 0 твердження цiєї теореми випливає з означення многовида
i вправи 2.2 (як саме?), а при n = 1 – є очевидним наслiдком пункту 8.
твердження 29.2 курсу топологiї (будь-який одновимiрний зв’язний ком-
пактний многовид гомеоморфний S1, а некомпактний – R), причому
одновимiрних компактних однозв’язних многовидiв не iснує. Класична
гiпотеза Пуанкаре (яка виявилася найскладнiшою для доведення) – це
друге твердження попередньої теореми при n = 3.

Абелiанiзацiя фундаментальної групи тут також виникла зовсiм не
випадково. Далi ми побачимо, що вона iзоморфна iншому важливому
топологiчному iнварiанту – першiй групi гомологiй (див. наслiдок 18.6).
Абелiанiзацiя далеко не завжди є таким ефективним iнструментом, як
у наслiдку 13.4. Так, у [13, с. 224-226, с. 256-260 перекладу] показано, що
абелiанiзацiя групи будь-якого вузла (див. приклад 13.3) iзоморфна Z,
тобто групi тривiального вузла (вправа 13.5), що не дає можливостi їх
розрiзнити.

Звичайно, фундаментальнi групи поверхонь можна обчислювати та-
кож за допомогою накрить. Дiйсно, в силу наслiдку 12.5 у кожної компа-
ктної зв’язної поверхнi M iснує єдине з точнiстю до iзоморфiзма унiвер-
сальне накриття, накриваючий простiр якого є однозв’язною поверхнею.
На цьому просторi в силу регулярностi цього накриття (наслiдок 11.1) дiє
група автоморфiзмiв, що за наслiдком 11.3 iзоморфна π1(M). Як нам вi-
домо, дляM =M2

0 = S2 iM = N2
1 = RP 2 унiверсальними накриваючими
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просторами є сфери S2, на яких дiють тривiальна група (тобто накри-
ття задається тотожним вiдображенням) i Z2 (приклад 7.5) вiдповiдно.
Помiтимо, що в обох випадках цi групи дiють iзометрiями, бо єдиний
нетривiальний елемент Z2 дiє центральною симетрiєю, яка є iзометрiєю
сфери як обмеження на неї iзометрiї евклiдового простору.

Також ми знаємо з прикладу 7.4, що унiверсальним накриваючим
простором M = M2

1 = T 2 є площина R2, на якiй дiє група Z2 паралель-
ними перенесеннями на вектори з цiлими координатами, що, звичайно,
є iзометрiями стандартної евклiдової структури площини. Виявляється,
що це так i для M = N2

2 = K2:

Вправа 13.7. Знайти групу, що iзоморфна π1(K2) ≃ ⟨a, b | aba−1b⟩ (див.
зауваження пiсля наслiдку 13.3 i вправу 13.6) та дiє на R2 евклiдовими
iзометрiями так, що простiр орбiт цiєї дiї гомеоморфний K2.

Нарештi, можна показати, що унiверсальними накриваючими про-
сторами поверхонь M2

g при g ⩾ 2 i N2
g при g ⩾ 3 теж є площини R2,

але тепер групи, що iзоморфнi фундаментальним групам цих поверхонь,
дiють не евклiдовими, а гiперболiчними iзометрiями, тобто iзометрiями
гiперболiчної площини (Лобачевського). Див. описи рiзних моделей цiєї
геометричної структури у [1, с. 181-189] або главах 1 i 2 книги [18]. Зокре-
ма, на [18, с. 16, с. 22 перекладу] показано, як на гiперболiчну площину
дiє фундаментальна група кренделя M2

2 . На iлюстрацiї за цим посила-
нням використовується модель Пуанкаре в крузi гiперболiчної площини
(вiдкритий круг B2, нагадаємо, гомеоморфний R2) i зображена, зокре-
ма, фундаментальна область групи, що мiстить по однiй точцi з кожної
орбiти та є (криволiнiйним) восьмикутником, тобто якраз повторює роз-
гортку M2

2 разом з потрiбними ототожненнями сторiн. Фундаментальнi
групи перелiчених поверхонь є таким чином (з точнiстю до iзоморфiзма)
прикладами фуксових груп, тобто дискретних пiдгруп групи iзометрiй
гiперболiчної площини. Вони, у свою чергу, є важливим окремим випад-
ком загального поняття гiперболiчної групи, що отримало свою назву
саме вiд цього прикладу. Крiм того, оскiльки площина R2 стяжна, пере-
лiченi поверхнi є просторами Ейленберга – МаклейнаK(G, 1) вiдповiдних
фундаментальних груп G (див. обговорення наприкiнцi роздiлу 9).

Викладенi тут спостереження про iснування геометричних структур
постiйної гауссової кривини на унiверсальних накриваючих просторах
компактних зв’язних поверхонь (а отже й на самих поверхнях, як вiдо-
мо з диференцiальної геометрiї), знаки кривини яких залежать вiд ро-
ду та орiєнтовностi поверхнi, тiсно пов’язанi з класичною iнтегральною
формулою Гаусса – Бонне з диференцiальної геометрiї поверхонь та її
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знаменитим наслiдком – теоремою Гаусса – Бонне про ейлерову характе-
ристику, що встановлює зв’язок мiж геометрiєю та топологiєю поверхнi
(див. [1, с. 164-169]). А саме, з цiєї теореми випливає, що якщо на S2 або
на RP 2 iснує метрика постiйної гауссової кривини, то ця кривина повин-
на бути додатною, на T 2 або на K2 – нульовою, на рештi компактних
зв’язних поверхонь – вiд’ємною. Дуже нетривiальним перенесенням цих
мiркувань на випадок тривимiрних многовидiв є т. зв. гiпотеза геоме-
трiзацiї У. Тьорстона (див. [18]). Зараз це вже доведена теорема, з якої
насправдi й випливає класична гiпотеза Пуанкаре.

14 Гомотопiчнi групи
Поняття гомотопiчної групи є прямим узагальненням фундаментальної
групи на довiльну вимiрнiсть. Як побачимо, усi основнi технiчнi засоби,
що були введенi для дослiдження фундаментальної групи, з невеликими
змiнами працюють i для загальних гомотопiчних груп. З iншого боку, їх
обчислення, взагалi кажучи, суттєво складнiше, i потребує нових мето-
дiв. Наприклад, накриття тут уже не такi ефективнi. Ми лише побiжно
познайомимося з одним iз таких методiв – використанням надбудов.

14.1 Основнi означення та властивостi

Перш за все, дамо наступне узагальнення поняття петлi:

Означення 14.1. Нехай X – топологiчний простiр, n ∈ Z+. Тодi n-
вимiрним сфероїдом у точцi x ∈ X зветься неперервне вiдображення
f : In → X, що переводить межу куба In ⊂ Rn у x: f (∂In) = {x}.
Носiєм сфероїда f : In → X зветься його образ f(In) ⊂ X. Постiй-
ним n-вимiрним сфероїдом ex : I

n → X будемо називати постiйне вiд-
ображення у точку x, а n-вимiрним сфероїдом, що протилежний до
сфероїда f : In → X – вiдображення f : In → X, що визначене умовою
f(t1, . . . , tn) := f(1− t1, t2, . . . , tn) (також його позначають через −f).

Зауваження. При n = 0 це якесь постiйне вiдображення з I0 = {0}
у X (зауважимо, що ∂I0 = ∅, бо це межа у R0 = {0}), при n = 1 – петля
f : I → X у x, бо f(0) = f(1) = x в силу означення. Постiйний i проти-
лежний сфероїди теж є n-вимiрними сфероїдами у x за цим означенням.
Помiтимо також, що межа In – це множина усiх точок (t1, . . . , tn) ∈ In,
для яких принаймнi одне з чисел ti, i = 1, n, дорiвнює 0 або 1.
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У загальному випадку куб In ⊂ Rn гомеоморфний замкненiй кулi
Dn ⊂ Rn аналогiчно до вправи 14.2 курсу топологiї (або доведенню твер-
дження 6.1, якщо n = 2), де гомеоморфiзм можна побудувати, напри-
клад, за допомогою паралельного перенесення та центральної проєкцiї.
Нехай n натуральне. Тодi при цьому гомеоморфiзмi межi куба вiдпо-
вiдає межа кулi, тобто сфера: ∂In ∼= ∂Dn = Sn−1. Якщо ототожнити
In з Dn за допомогою такого гомеоморфiзма, то будь-який n-вимiрний
сфероїд можна вважати неперервним вiдображенням f : Dn → X таким,
що f(Sn−1) = {x}. Воно тодi факторизується у неперервне вiдображення
f̂ : Dn/Sn−1 → X. Згадаємо, що Dn/Sn−1

∼= Sn в силу вправи 16.1 курсу
топологiї. Тодi f̂ перетворюється на неперервне вiдображення Sn → X,
що переводить певну фiксовану точку Sn у x. I навпаки, кожному такому
вiдображенню вiдповiдає n-вимiрний сфероїд f : In → X аналогiчно до
випадку n = 1 з вправи 4.1 (перевiрте). Це пояснює термiн ”сфероїд” для
таких вiдображень. Узагальнимо тепер гомотопнiсть петель з роздiлу 3:

Означення 14.2. Два n-вимiрнi сфероїди f i g у точцi x топологiчного
простору X будемо називати гомотопними й писати f ∼ g, якщо во-
ни ∂In-гомотопнi, а класи еквiвалентностi вiдношення ∂In-гомотопностi
називатимемо гомотопiчними класами n-вимiрних сфероїдiв у x. Гомо-
топiчний клас сфероїда f будемо позначати через [f ].

Приклад 14.1. Усi n-вимiрнi сфероїди у будь-якiй точцi опуклої пiдмно-
жини X ⊂ Rn гомотопнi мiж собою в силу прикладу 1.2. Насправдi це
так i для зiрчатої X ⊂ Rn, i взагалi для будь-якого стяжного простору X
за прикладом 14.3 нижче.

Означення 14.3. Сумою n-вимiрних сфероїдiв f i g у точцi x тополо-
гiчного простору X зветься n-вимiрний сфероїд f + g : In → X у x, що
визначений умовою

(f + g)(t1, . . . , tn) :=

[
f(2t1, t2, . . . , tn), t1 ∈ [0, 1

2
];

g(2t1 − 1, t2, . . . , tn), t1 ∈ [1
2
, 1].

Зауваження. Це означення має сенс для натуральних n й дiйсно
задає n-вимiрний сфероїд у x, бо вiдображення f + g коректно визна-
чене (зокрема, при t1 = 1

2
маємо f(1, t2, . . . , tn) = x = g(0, t2, . . . , tn)),

неперервне в силу неперервностi f та g, i на межi In, тобто коли один
з аргументiв t1, . . . , tn дорiвнює 0 або 1, це x за побудовою та вiдповiд-
ними властивостями f i g. Див. умовне зображення суми f + g у лiвому
верхньому кутi iлюстрацiї нижче. При n = 1 це просто добуток петель.
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Взагалi, слово ”сума” i позначення f + g традицiйно використовують ли-
ше при n ⩾ 2. Це пов’язано з властивiстю абелевостi у наступнiй теоремi
та тим, що, з iншого боку, добуток петель, взагалi кажучи, не є гомотопi-
чно абелевим, як ми бачили, скажiмо, у прикладi 9.4 або при обчисленнi
фундаментальних груп поверхонь у попередньому роздiлi.

Теорема 14.1 (Конструкцiя гомотопiчних груп). Для будь-якого нату-
рального n гомотопiчнi класи n-вимiрних сфероїдiв у точцi x топологi-
чного простору X з операцiєю [f ] + [g] := [f + g] утворюють групу, що
є абелевою при n ⩾ 2.

Доведення. Як було зауважено пiсля означення 14.3, для будь-яких
n-вимiрних сфероїдiв f i g у x їхня сума f + g теж є n-вимiрним сферо-
їдом у x, тому визначений його гомотопiчний клас [f + g]. Коректнiсть
визначеної в умовi теореми операцiї доводиться аналогiчно до випадку
фундаментальної групи (n = 1) у теоремi 4.1 та лемi 3.1 для шляхiв.
А саме, якщо [f0] = [f1], [g0] = [g1], а F,G : In × I → X – вiдповiднi
гомотопiї, то визначимо вiдображення H : In × I → X умовою

H(t1, . . . , tn, s) :=

[
F (2t1, t2, . . . , tn, s), t1 ∈ [0, 1

2
];

G(2t1 − 1, t2, . . . , tn, s), t1 ∈ [1
2
, 1].

Воно коректно визначене i неперервне, бо F i G неперервнi, а при t1 = 1
2

маємо F (1, t2, . . . , tn, s) = x = G(0, t2, . . . , tn, s) для будь-яких значень
iнших параметрiв за означенням ∂In-гомотопiї. При s = 0, оскiльки
F (·, 0) = f0 i G(·, 0) = g0, маємо H(·, 0) = f0 + g0 за означенням суми,
i аналогiчно H(·, 1) = f1 + g1. Нарештi, коли один з параметрiв t1, . . . , tn
дорiвнює 0 або 1, маємо x, бо F (∂In, ·) = G(∂In, ·) = ex знову ж за озна-
ченням ∂In-гомотопiї. Тому H є ∂In-гомотопiєю f0 + g0 i f1 + g1, а отже
їхнi гомотопiчнi класи збiгаються: [f0 + g0] = [f1 + g1], що й означає ко-
ректнiсть визначення групової операцiї.

Асоцiативнiсть групової операцiї доводиться аналогiчно до леми 3.2
(власне, гомотопiя виглядає так само, як гомотопiя з цiєї леми, тiльки
з додатковими аргументами). Аналогiчно до леми 3.3 за допомогою го-
мотопiї такого ж вигляду демонструється, що [f ] + [ex] = [ex] + [f ] = [f ]
для будь-якого класу [f ], тобто [ex] є нейтральним елементом групи (йо-
го часто позначають просто через 0). За необхiдностi вiдтворiть деталi
доведень самостiйно. Тепер нехай f – n-вимiрний сфероїд у x. Задамо
вiдображення F : In× I → X умовою, що аналогiчна до задання гомото-
пiї з доведення леми 3.4:

F (t1, . . . , tn, s) :=

 f(2t1, t2, . . . , tn), t1 ∈ [0, 1−s
2
];

f(1− s, t2, . . . , tn), t1 ∈ [1−s
2
, 1+s

2
];

f(2− 2t1, t2, . . . , tn), t1 ∈ [1+s
2
, 1].
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Див. iлюстрацiю знизу в центрi. Таке вiдображення неперервне, бо f не-
перервне, а значення при t1 = 1−s

2
i t1 = 1+s

2
узгодженi, F (·, 0) = f + f

за означеннями суми та протилежного сфероїда, i F (·, 1) = ex. Якщо
t1 = 0 або t1 = 1, то F (t1, . . . , tn, s) = x незалежно вiд iнших значень па-
раметрiв, бо f – сфероїд у x. Так само, якщо один з параметрiв t2, . . . , tn
дорiвнює 0 або 1, то з тiєї ж причини усi три рядки у означеннi F да-
ють x незалежно вiд t1 та s. Отже, F (∂In, ·) = ex. Таким чином, F є ∂In-
гомотопiєю f + f i ex (ще один спосiб побудови гомотопiї мiж цими сфе-
роїдами можна знайти у [2, с. 160]), i тому [f ] + [f ] = [f + f ] = [ex] = 0
для будь-якого класу [f ]. Пiдставляючи сюди f замiсть f , отримуємо,
що i [f ] + [f ] = [f ] + [f ] = 0, тобто [f ] є протилежним до [f ] елементом:
−[f ] = [f ]. Разом це все й означає, що усi гомотопiчнi класи [f ] сфероїдiв
утворюють групу.

Нехай тепер n ⩾ 2. Нижче продемонстрована iдея доведення комута-
тивностi групової операцiї у даному випадку. На умовному In (насправдi
зображений, звичайно, квадрат I2) позначенi областi визначення довiль-
них двох сфероїдiв f i g та постiйного сфероїда на рiзних етапах побу-
дови. Як бачимо, потрiбно використати послiдовнiсть трьох гомотопiй.

Перша з них F1 : I
n × I → X задана умовою

F1(t1, . . . , tn, s) :=


x, t1 ∈ [0, 1

2
], t2 ∈ [0, s

2
];

f(2t1,
2t2−s
2−s , t3, . . . , tn), t1 ∈ [0, 1

2
], t2 ∈ [ s

2
, 1];

g(2t1 − 1, 2t2
2−s , t3, . . . , tn), t1 ∈ [1

2
, 1], t2 ∈ [0, 2−s

2
];

x, t1 ∈ [1
2
, 1], t2 ∈ [2−s

2
, 1].

Перевiрте самостiйно усi формальнi вимоги з означення ∂In-гомотопiї
(аналогiчно до гомотопiї H вище). Вона переводить f + g у n-вимiрний
сфероїд з третього рисунку в першому рядку вище. Так само, вiдобра-
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ження F2 : I
n × I → X, що задане умовою

F1(t1, . . . , tn, s) :=


x, t1 ∈ [0, 1−s

2
], t2 ∈ [0, 1

2
];

g(2t1 + s− 1, 2t2, t3, . . . , tn), t1 ∈ [1−s
2
, 2−s

2
], t2 ∈ [0, 1

2
];

x, t1 ∈ [2−s
2
, 1], t2 ∈ [0, 1

2
];

x, t1 ∈ [0, s
2
], t2 ∈ [1

2
, 1];

f(2t1 − s, 2t2 − 1, t3, . . . , tn), t1 ∈ [ s
2
, s+1

2
], t2 ∈ [1

2
, 1];

x, t1 ∈ [ s+1
2
, 1], t2 ∈ [1

2
, 1],

є ∂In-гомотопiєю (перевiрте це) i переводить згаданий сфероїд у сфероїд
з першого рисунку в другому рядку вище. Нарештi, гомотопiя F3 буду-
ється аналогiчно до F1 (випишiть її) та переводить цей сфероїд у суму
g + f . Таким чином, f + g ∼ g + f , отже дiйсно маємо комутативнiсть:

[f ] + [g] = [f + g] = [g + f ] = [g] + [f ]

для будь-яких двох гомотопiчних класiв [f ] i [g]. Зауважимо, що умова
n ⩾ 2 суттєва для самої можливостi робити подiбнi побудови.

Означення 14.4. Група, що описана у теоремi 14.1, зветься n-тою го-
мотопiчною групою простору X у точцi x i позначається через πn(X, x):

πn(X, x) = {[f ] | f ∈ C(In, X) : f (∂In) = {x}} .

Зауваження. З означень випливає, що π1(X, x) – це фундаменталь-
на група X у x. Попереднє загальне означення нарештi пояснює сенс
iндекса 1 у її позначеннi. Через π0(X) зазвичай позначають множину
(вiльних, бо ∂I0 = ∅) гомотопiчних класiв 0-вимiрних сфероїдiв, тоб-
то (постiйних) вiдображень одноточкового простору в X. Згiдно з при-
кладом 1.1, це просто множина компонент лiнiйної зв’язностi X (тобто
π0(X) знаходиться з цiєю множиною у природнiй бiєктивнiй вiдповiдно-
стi; чому?). На нiй, взагалi кажучи, не вводиться структура групи. Групи
πn(X, x) при n ⩾ 2 iнколи називають вищими гомотопiчними групами.

Вправа 14.1. Узагальнити результат вправи 4.1, перенесши операцiю
додавання на множину гомотопiчних класiв ”сферичних” n-вимiрних сфе-
роїдiв f̂ : Sn → X iз зауваження пiсля означення 14.1 (вiдносно {y}-
гомотопностi, де y ∈ Sn – фiксована точка сфери, яку сфероїд перево-
дить у x). Див. вiдповiдь у [11, с. 340-341, с. 432 перекладу].

Приклад 14.2. Гомотопiчнi групи одноточкового простору за означен-
ням тривiальнi: πn({x}, x) = {[ex]} = {0} для кожного натурального n.
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Твердження 14.1. Нехай точки x та y топологiчного простору X
з’єднанi шляхом h : I → X. Тодi для будь-якого натурального n iснує
iзоморфiзм πn(X, x) → πn(X, y) гомотопiчних груп у цих точках.

Доведення. При n = 1 це твердження 4.1. У загальному випадку
наведемо лише iдею побудови iзоморфiзма. Нехай [f ] ∈ πn(X, x), i f –
якийсь сфероїд у x з цього гомотопiчного класу. Роздiлiмо його область
визначення In на внутрiшнiй куб [1

4
, 3
4
]n i доповнення до нього, як про-

iлюстровано зверху справа. Визначимо вiдображення g : In → X умовою
g(t1, . . . , tn) := f

(
2t1 − 1

2
, . . . , 2tn − 1

2

)
на внутрiшньому кубi (зокрема, це

буде x на його межi), а на доповненнi визначимо так, як зображено на
iлюстрацiї: розiб’ємо його у диз’юнктне об’єднання вiдрiзкiв вiд межi
внутрiшнього куба до межi In i покладемо g((1 − t)z0 + tz1) := h(t) для
кожного такого вiдрiзка [z0, z1] (де z0 ∈ ∂[1

4
, 3
4
]n, а z1 ∈ ∂In). Якщо пра-

вильно обрати розбиття на вiдрiзки, наприклад, використавши централь-
ну проєкцiю, то g буде неперервним, i за побудовою g(∂In) = {y}, тобто
g – n-вимiрний сфероїд у точцi y. Його носiй теж зображений зверху, це
об’єднання носiїв f i h. Скажемо тодi, що [g] ∈ πn(X, y) – образ [f ] пiд
дiєю iзоморфiзма.

Вправа 14.2. За необхiдностi записавши конструкцiю бiльш формаль-
но, показати, що це дiйсно коректно визначений iзоморфiзм груп. Див.
деталi у [11, с. 341-342, с. 432-433 перекладу].

Наслiдок 14.1. Якщо топологiчний простiр X лiнiйно зв’язний, то
πn(X, x) ≃ πn(X, y) для будь-яких x, y ∈ X i натурального n.

Вправа 14.3. Показати, що iзоморфiзм з твердження 14.1 не змiнюється
при замiнi h в межах гомотопiчного класу. Дослiдити його залежнiсть
вiд цього класу аналогiчно до вправи 4.2. Зокрема, описати дiю групи
π1(X, x) на πn(X, x) автоморфiзмами, тобто iзоморфiзмами на себе, що
визначенi гомотопiчними класами петель у x. При n = 1 це внутрiшнi
автоморфiзми, тобто спряження (див. приклад A.12), як нескладно ви-
вести з твердження 4.1, а загальна ситуацiя описана у [2, с. 169] або [11,
с. 342, с. 433-434 перекладу].

Зауваження. Аналогiчно до фундаментальних груп, далi для зру-
чностi iнколи позначатимемо через πn(X) єдиний клас iзоморфностi n-
тих гомотопiчних груп лiнiйно зв’язного простору X, i говоритимемо про
нього як про n-ту гомотопiчну групу X.
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Як i у випадку фундаментальної групи, наступне твердження уза-
гальнюється на довiльну скiнченну кiлькiсть множникiв:

Твердження 14.2. Для будь-яких топологiчних просторiв X, Y , то-
чки (x, y) ∈ X × Y i натурального n

πn(X × Y, (x, y)) ≃ πn(X, x)× πn(Y, y).

Доведення. Дослiвно повторює доведення твердження 5.3 (переко-
найтеся у цьому).

Означення 14.5. Нехай X та Y – топологiчнi простори, φ : X → Y –
неперервне вiдображення, точка x ∈ X, n натуральне. Тодi вiдображення

φ∗ : πn(X, x) → πn(Y, φ(x)) : [f ] 7→ [φ ◦ f ]

зветься гомоморфiзмом n-тих гомотопiчних груп, що iндукований вiд-
ображенням φ (у точцi x).

Твердження 14.3. В умовах попереднього означення вiдображення φ∗
коректно визначене. При цьому

1. φ∗ – гомоморфiзм груп.

2. (ψ◦φ)∗ = ψ∗◦φ∗ для будь-яких неперервних φ : X → Y i ψ : Y → Z.

3. (idX)∗ = idπn(X,x).

4. Якщо вiдображення φ, ψ : X → Y гомотопнi, F – їх гомотопiя
i α : πn(Y, φ(x)) → πn(Y, ψ(x)) – iзоморфiзм, що побудований з вико-
ристанням шляху t 7→ F (x, t) як у твердженнi 14.1, то ψ∗ = α◦φ∗.

Доведення. Зауважимо, що φ◦f : In → Y неперервне як композицiя
неперервних, i φ ◦ f(∂In) = {φ(x)}, бо f – сфероїд у x, тому φ ◦ f –
сфероїд у φ(x), отже визначений гомотопiчний клас [φ ◦ f ] ∈ πn(Y, φ(x)).
Подальше доведення коректностi визначення та пунктiв 1. – 3. дослiвно
повторює доведення коректностi та вiдповiдних пунктiв у твердженнi 5.1
(переконайтеся у цьому). Побудова гомотопiї у пунктi 4. складнiша, але
теж повторює iдею доведення пункту 4. твердження 5.1 (побудуйте її).

Твердження 14.4. Нехай φ : X → Y i ψ : Y → X – гомотопiчно обер-
ненi вiдображення топологiчних просторiв. Тодi для будь-якого нату-
рального n
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- φ∗ : πn(X, x) → πn(Y, φ(x)) – iзоморфiзм груп для будь-якої x ∈ X;

- ψ∗ : πn(Y, y) → πn(X,ψ(y)) – iзоморфiзм груп для будь-якої y ∈ Y .

Доведення. Знову ж, доведення дослiвно повторює доведення твер-
дження 5.2 iз замiною посилань на твердження 5.1 посиланнями на вiд-
повiднi пункти попереднього твердження (переконайтеся у цьому).

Наслiдок 14.2 (Гомотопiчна iнварiантнiсть гомотопiчних груп). Якщо
лiнiйно зв’язнi топологiчнi простори X та Y гомотопiчно еквiвален-
тнi, то πn(X, x) ≃ πn(Y, y) для будь-яких точок x ∈ X, y ∈ Y i нату-
рального n.

Доведення. Це випливає з попереднього твердження i наслiдку 14.1.

Приклад 14.3. Гомотопiчнi групи будь-якого стяжного просторуX три-
вiальнi (нульовi): для усiх точок x ∈ X маємо πn(X, x) = {[ex]} = {0}
для будь-якого натурального n в силу попереднього наслiдку i прикла-
ду 14.2. Зокрема, це так для будь-якої зiрчатої пiдмножини X ⊂ Rn

з прикладу 2.4. У таких випадках часто пишуть просто πn(X, x) = 0 або
πn(X) = 0 (й при n = 1, тобто для фундаментальної групи, також).

Зауваження. У спрощених позначеннях зауваження пiсля наслiд-
ку 14.1 висновок попереднього твердження виглядає як πn(X) ≃ πn(Y )
або πn(X) = πn(Y ). Таким чином, не тiльки фундаментальна група,
а й усi гомотопiчнi групи лiнiйно зв’язного простору є його гомотопiчни-
ми (зокрема топологiчними) iнварiантами. Для кожного натурального n
обчислення n-тих гомотопiчних груп та iндукованих гомоморфiзмiв ви-
значає функтор з категорiї топологiчних просторiв з вiдмiченими точка-
ми та їх неперервних вiдображень у категорiю груп та їх гомоморфiзмiв
з властивiстю гомотопiчної iнварiантностi.

З iншого боку, наступна теорема дає цiкаву достатню умову гомото-
пiчної еквiвалентностi многовидiв (у загальному випадку її твердження
вiрне для лiнiйно зв’язних клiтинних просторiв, див. роздiл 19). Заува-
жимо, що просто з iзоморфностi усiх гомотопiчних груп двох многови-
дiв (тим бiльше, двох загальних просторiв), взагалi кажучи, не випливає
iснування вiдображення з формулювання теореми, що задає гомотопiчну
еквiвалентнiсть, тобто гомотопiчнi групи необов’язково утворюють повну
систему гомотопiчних iнварiантiв. Ми повернемося до питань однозна-
чної гомотопiчної та топологiчної визначеностi многовидiв їхнiми гомо-
топiчними групами у наступному пiдроздiлi.
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Теорема 14.2 (Уайтхед). Неперервне вiдображення φ зв’язних много-
видiв задає їх гомотопiчну еквiвалентнiсть (тобто має гомотопiчно
обернене) тодi й тiльки тодi, коли iндукованi гомоморфiзми n-тих го-
мотопiчних груп φ∗ є iзоморфiзмами для усiх натуральних n.

Доведення. Див. [11, с. 346-348, с. 439-441 перекладу].

14.2 Накриття та гомотопiчнi групи

Нехай тепер (X, Y, p) – деяке накриття та y ∈ Y . Нагадаємо, що за ле-
мою 8.2 (що є, у свою чергу, частковим випадком теореми 10.1) для будь-
якого неперервного вiдображення f : In → Y такого, що f(0, . . . , 0) = y,
(зокрема, n-вимiрного сфероїда у точцi y) i будь-якої точки x ∈ p−1(y) ⊂
X iснує єдине неперервне пiдняття f̃ : In → X вiдображення f у накри-
ваючий простiр X (тобто p ◦ f̃ = f) таке, що f̃(0, . . . , 0) = x.

Лема 14.1. Нехай (X,Y, p) – накриття, f : In → Y – n-вимiрний сфе-
роїд у точцi y ∈ Y , де n ⩾ 2, а x ∈ p−1(y). Тодi (єдине) пiдняття
f̃ : In → X вiдображення f у X таке, що f̃(0, . . . , 0) = x, є n-вимiрним
сфероїдом у точцi x.

Доведення. За означенням, f(∂In) = {y}. Оскiльки при n ⩾ 2 межа
∂In лiнiйно зв’язна (чому?), для кожної точки t ∈ ∂In iснує шлях h ∈
C(I, ∂In), що з’єднує 0 = (0, . . . , 0) i t. Тодi f̃ ◦ h ∈ C(I,X) є шляхом,
що з’єднує f̃(0) = x i f̃(t). Вiн є пiдняттям шляху p ◦ f̃ ◦ h = f ◦ h = ey
з початком у x. Тому в силу єдиностi у лемi 8.1, оскiльки ще одним таким
пiдняттям є ex, f̃ ◦ h = ex, зокрема, f̃(t) = f̃ ◦ h(1) = x. Таким чином,
f̃(∂In) = {x}, тобто f̃ – дiйсно сфероїд у x.

Зауваження. Звичайно, вiрне й обернене: якщо f̃ – сфероїд в x, то
f = p ◦ f̃ – сфероїд в y, причому це так для будь-якого натурального n.

Через лiнiйну зв’язнiсть ∂In тут виникає суттєва рiзниця з випадком
n = 1, де межа ∂I = {0, 1} незв’язна i, як ми бачили у роздiлах 9–12,
накриття петлi не обов’язково є петлею. Це, зокрема, грало ключову роль
у доведеннi та застосуваннях теореми 9.1.

Лема 14.2. Нехай (X, Y, p) – накриття, f, g : In → Y – n-вимiрнi сфе-
роїди у точцi y ∈ Y , f̃ , g̃ : In → X – пiдняття f i g вiдповiдно у X, що є
n-вимiрними сфероїдами у точцi x ∈ p−1(y). Тодi якщо f ∼ g, то f̃ ∼ g̃.
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Доведення. Тут при n ⩾ 2 пiдняття f̃ i g̃ сфероїдiв f i g вiдповiдно
у X, що визначенi умовами f̃(0, . . . , 0) = g̃(0, . . . , 0) = x, є сфероїдами у x
в силу попередньої леми, але при n = 1, як було зазначено у зауваженнi
вище, це треба вимагати додатково. Також при n = 1 дана лема є просто
лемою 8.3 про накриваючу гомотопiю.

Доведення для n ⩾ 2 проведемо аналогiчно до доведення леми 8.3.
Нехай F : In × I → Y – ∂In-гомотопiя f i g. Ототожнивши In × I з In+1,
застосуємо до F згадану вище лему 8.2: iснує єдине пiдняття F у X,
тобто неперервне вiдображення F̃ : In × I → X таке, що p ◦ F̃ = F
i F̃ (0, . . . , 0) = x. Оскiльки ∂In лiнiйно зв’язна, для кожної t ∈ ∂In

iснує шлях h ∈ C(I, ∂In), що з’єднує 0 = (0, . . . , 0) i t. Тодi для ко-
жного s ∈ I вiдображення h × {s} : I → In × I : τ 7→ (h(τ), s) буде
за властивостями топологiї прямого добутку неперервним, тобто шляхом
у In × I, що з’єднує (0, s) i (t, s). У свою чергу, композицiї F̃ ◦ (h× {s})
i F ◦ (h × {s}) будуть шляхами в X та Y вiдповiдно, перший з яких
є пiдняттям другого: p ◦ F̃ ◦ (h × {s}) = F ◦ (h × {s}). Оскiльки F є
∂In-гомотопiєю сфероїдiв у точцi y, а h(I) ⊂ ∂In, F ◦ (h× {s}) = ey для
будь-якого s ∈ I. Зокрема, F̃ ◦ (h × {0}) є пiдняттям F ◦ (h × {0}) = ey
з початком у F̃ (h(0), 0) = F̃ (0, . . . , 0) = x. Оскiльки ще одним таким
пiдняттям є ex, F̃ ◦ (h × {0}) = ex за єдинiстю у лемi 8.1. Зокрема,
F̃ (h(1), 0) = F̃ (t, 0) = x. Тепер зауважимо, що шлях s 7→ F̃ (t, s) у X (не-
перервнiсть якого випливає з неперервностi F̃ ) з початком у F̃ (t, 0) = x

є пiдняттям шляху s 7→ p ◦ F̃ (t, s) = F (t, s), який знову ж збiгається з ey,
бо F – ∂In-гомотопiя сфероїдiв в y (нагадаємо, що t ∈ ∂In). Тому так само
F̃ (t, s) = x для будь-якого s ∈ I. Таким чином, F̃ є ∂In-гомотопiєю вiд-
ображень F̃ (·, 0) i F̃ (·, 1). Але вони є пiдняттями p ◦ F̃ (·, 0) = F (·, 0) = f

i p ◦ F̃ (·, 1) = F (·, 1) = g вiдповiдно такими, що F̃ (0, 0) = x = f̃(0)

та F̃ (0, 1) = x = g̃(0) за умовою i доведеним вище, тому F̃ (·, 0) = f̃

i F̃ (·, 1) = g̃ за єдинiстю пiдняття у лемi 8.2. Отже, сфероїди f̃ i g̃ дiйсно
є гомотопними.

Твердження 14.5. Нехай (X, Y, p) – накриття, x ∈ X та y = p(x) ∈
Y . Тодi для будь-якого натурального n ⩾ 2 iндукований гомоморфiзм
гомотопiчних груп p∗ : πn(X, x) → πn(Y, y) є iзоморфiзмом.

Доведення. Для будь-якого [f ] ∈ πn(Y, y) та будь-якого сфероїда f
з цього класу за лемою 8.2 iснує єдине пiдняття f̃ : In → X вiдображе-
ння f у X таке, що f̃(0, . . . , 0) = x. Тодi за лемою 14.1 це сфероїд у x,
тобто [f̃ ] ∈ πn(X, x), i p∗([f̃ ]) = [p ◦ f̃ ] = [f ]. Отже, p∗ сюр’єктивний.
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Iн’єктивнiсть p∗ виводиться з леми 14.2 аналогiчно до пункту 1. твер-
дження 9.1 у випадку фундаментальної групи: для [f ] ∈ πn(X, x) образ
p∗([f ]) = [p◦f ] дорiвнює нулю тодi й тiльки тодi, коли сфероїд p◦f гомо-
топний ey. Але, оскiльки сфероїди f i ex у точцi x є пiдняттями p ◦ f i ey
вiдповiдно, f ∼ ex за згаданою лемою, тобто [f ] = 0. Таким чином, ядро
гомоморфiзма p∗ нульове, звiдки й випливає його iн’єктивнiсть, а отже
iзоморфнiсть.

Означення 14.6. Лiнiйно зв’язний топологiчний простiр X називається
асферичним, якщо всi його вищi гомотопiчнi групи нульовi, тобто тривi-
альнi: πn(X) = 0 для будь-якого n ⩾ 2.

Наслiдок 14.3. Якщо у топологiчного простору Y iснує накриття
(X, Y, p) зi стяжним накриваючим простором X, то Y асферичний.

Доведення. Випливає з попереднього твердження i прикладу 14.3.

Зауваження. Умовам попереднього наслiдку задовольняють, зокре-
ма, простори Ейленберга – Маклейна, що обговорювалися наприкiнцi
роздiлу 9: оскiльки їхнi унiверсальнi накриваючi простори стяжнi, вони
асферичнi. Для многовидiв (бiльш загально, для клiтинних просторiв,
див. роздiл 19) справедливе й обернене: будь-який асферичний много-
вид є простором Ейленберга – Маклейна K(G, 1) своєї фундаментальної
групи G. Звiдси та з твердження про однозначну визначенiсть просторiв
K(G, 1) випливає, що у цьому випадку гомотопiчнi групи дiйсно склада-
ють повну систему гомотопiчних iнварiантiв: асферичнi многовиди гомо-
топiчно еквiвалентнi тодi й тiльки тодi, коли їхнi фундаментальнi гру-
пи iзоморфнi. Зокрема, зв’язний многовид, усi гомотопiчнi групи якого
тривiальнi, тобто однозв’язний та асферичний, повинен бути стяжним.
З iншого боку, варшавське коло, що описане у [13, с. 164-165, с. 189-
190 перекладу] є, як виявляється, прикладом нестяжного однозв’язного
асферичного простору.

Бiльш того, гiпотеза Бореля стверджує, що компактнi асферичнi
многовиди гомеоморфнi тодi й тiльки тодi, коли вони гомотопiчно еквi-
валентнi, а отже тодi й тiльки тодi, коли їхнi фундаментальнi групи iзо-
морфнi. Пор. з обговореням теореми класифiкацiї поверхонь пiсля на-
слiдку 13.4 та з узагальненою гiпотезою Пуанкаре у теоремi 13.2. Наразi
гiпотеза Бореля доведена для окремих класiв фундаментальних груп,
зокрема для нiльпотентних (див. [10, с. 190]), що включають абелевi.
Тому компактний однозв’язний асферичний многовид може бути лише
одноточковим.
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Також можна визначити загальний простiр Ейленберга – Маклейна
K(G,n) для групи G i натурального n ⩾ 2 як лiнiйно зв’язний топо-
логiчний простiр X, для якого πn(X) ≃ G, а решта гомотопiчних груп
тривiальнi (при n = 1 ця умова, взагалi кажучи, слабша за опис K(G, 1)
з роздiлу 9, як було згадано вище). Зокрема, G повинна бути абелевою
в силу теореми 14.1. Опис побудови K(G, n) для n ⩾ 2, що для даної G
завжди iснує i єдиний з точнiстю до деякого вiдношення еквiвалентностi,
що слабше за гомотопiчну еквiвалентнiсть, на вiдмiну вiд випадку n = 1,
та iншi деталi див. у [11, с. 365-366, с. 462-464 перекладу].

Приклад 14.4. Тор T n, зокрема коло T 1 = S1, є асферичним згiдно
з iснуванням накриття (Rn, T n, p) з прикладу 7.4, стяжнiстю Rn i по-
переднiм наслiдком. Згадаємо також, що в силу цього та прикладу 9.1
вiн є (з точнiстю до гомотопiчної еквiвалентностi) простором K(Zn, 1).
З гiпотези Бореля для випадку абелевих груп тодi випливає, що будь-
який компактний асферичний многовид, фундаментальна група якого
iзоморфна Zn, гомеоморфний T n.

Приклад 14.5. В силу побудови унiверсального накриття у прикла-
дi 9.5, його узагальнення з розв’язку вправи 9.2 i наслiдку 14.3, букет
кiл S1 ∨ . . . ∨ S1︸ ︷︷ ︸

n

∼ K(⟨a1, . . . , an⟩, 1) асферичний. Як зауважено вище,

вiн визначається цiєю властивiстю та своєю фундаментальною групою
з точнiстю до гомотопiчної еквiвалентностi, але не до гомеоморфiзма:
площина без n точок, що є двовимiрним многовидом, гомотопiчно еквi-
валентна цьому простору (вправа 9.3), а отже має iзоморфнi гомотопiчнi
групи, але не гомеоморфна хоча б через некомпактнiсть. Якi з цих твер-
джень залишаються вiрними для букета довiльної кiлькостi кiл?

Приклад 14.6. Згiдно з твердженням 14.5 i прикладом 7.5, з iснування
накриття (Sn,RP n, p) дiйсного проєктивного простору RP n випливає, що
πk(S

n, x) ≃ πk(RP n, [x]) для будь-яких натуральних n i k ⩾ 2 та усiх
x ∈ Sn, де клас еквiвалентностi [x] = p(x) – образ точки x пiд дiєю
канонiчної проєкцiї p. При n ⩾ 2 цей простiр вже не буде асферичним,
як побачимо далi.

Зауваження. Виявляється, що для обчислення вищих гомотопiчних
груп корисним є перехiд вiд накрить до їх узагальнення – розшарувань.
Так, розшарування у сенсi Серра можна визначити як трiйку (X, Y, p)
з топологiчних просторiв та неперервного вiдображення мiж ними, що
має властивiсть пiдняття гомотопiї для вiдображень з куль Dn до-
вiльної вимiрностi, аналогiчну до властивостi накрить з вправи 10.2 або [11,
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с. 60, с. 82-83 перекладу]. Зокрема, таким є (S3, S2, p), де p : S3 → S2 –
(класичне) вiдображення Хопфа, що буде описане далi у прикладi 14.9.
Для розшарувань у сенсi Серра справедлива довга точна послiдовнiсть
розшарування – певне алгебраїчне спiввiдношення мiж гомотопiчними
групами X, Y та шарiв розшарування, тобто прообразiв p−1(y) точок Y ,
яке дозволяє їх обчислювати. Див [11, с. 375-384, с. 474-486 перекладу].
З технiкою точних послiдовностей ми також зустрiнемося у наступних
роздiлах курсу.

14.3 Надбудови та обчислення гомотопiчних груп

Наступна конструкцiя, як побачимо, дозволить нам природним чином
переходити вiд k-вимiрних сфероїдiв до (k + 1)-вимiрних у iншому про-
сторi, пов’язуючи їхнi вiдповiднi гомотопiчнi групи:

Означення 14.7. Надбудовою (англiйською suspension, тобто ”пiдвiшу-
вання”) над топологiчним простором X зветься факторпростiр ΣX :=
X× I/∼, де вiдношення еквiвалентностi ∼ ототожнює усi точки X×{0},
усi точки X×{1} (в iнший клас еквiвалентностi), i залишає решту точок
X × I еквiвалентними лише собi.

Надбудовою над топологiчним простором X з вiдмiченою точкою x ∈
X зветься факторпростiр Σ(X, x) := X × I/({x}×I)∪(X×{0,1}).

Вправа 14.4. Показати, що ΣSn ∼= Σ(Sn, x) ∼= Sn+1 для будь-яких n ∈
Z+ i x ∈ Sn. Див. наступнi iлюстрацiї для випадкiв n = 0 i n = 1:

Зауваження. Пор. цю конструкцiю з конструкцiєю конуса (означе-
ння 12.2). Як бачимо з попередньої вправи i, скажiмо, нестяжностi S1

(приклад 9.1), на вiдмiну вiд конусiв (див. твердження 12.1) надбудови
не обов’язково стяжнi.
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Вправа 14.5. Визначити поняття конуса над простором з вiдмiченою
точкою за аналогiєю з надбудовою. Яким просторам гомеоморфнi конуси
над Sn i (Sn, x)?

Зауваження. Нехай тепер f : Ik → X – k-вимiрний сфероїд у то-
чцi x топологiчного простору X для деякого натурального k. Зокре-
ма, f(∂Ik) = {x}. Розглянемо вiдображення f × idI : I

k+1 = Ik × I →
X × I : (t, s) 7→ (f(t), s), що є неперервним як добуток неперервних за
властивостями топологiї прямого добутку (перевiрте це). Оскiльки куб
Ik+1 = Ik×I є замкненою пiдмножиною Rk+1 = Rk×R, його межу можна
знайти за формулою

∂Ik+1 = ∂(Ik × I) = (∂Ik × I) ∪ (Ik × ∂I) = (∂Ik × I) ∪ (Ik × {0, 1})

(див., наприклад, задачу 20.13 у [3]). Тодi (f × idI)(∂I
k+1) ⊂ ({x} ×

I) ∪ (X × {0, 1}), тобто f × idI вiдображає ∂Ik+1 у ту саму пiдмножи-
ну, за якою здiйснюється факторизацiя в конструкцiї надбудови Σ(X, x).
Позначимо через p : X × I → Σ(X, x) канонiчну проєкцiю, що вiдповiдає
цiй факторизацiї, а через Σx := p(x, 0) – спiльний клас еквiвалентно-
стi усiх точок пiдмножини ({x} × I) ∪ (X × {0, 1}). Тодi вiдображення
Σf := p◦(f×idI) : Ik+1 → Σ(X, x) неперервне як композицiя неперервних
i переводить ∂Ik+1 у {Σx}, тобто є (k + 1)-вимiрним сфероїдом у точцi
Σx простору Σ(X, x).

Означення 14.8. Нехай X – топологiчний простiр, а f : Ik → X – k-
вимiрний сфероїд у точцi x ∈ X для деякого натурального k. Описа-
ний у попередньому зауваженнi (k + 1)-вимiрний сфероїд Σf := p ◦ (f ×
idI) : I

k+1 → Σ(X, x) у точцi Σx ∈ Σ(X, x) зветься надбудовою над сфе-
роїдом f . Вiдображення гомотопiчних груп

Σ: πk(X, x) → πk+1(Σ(X, x),Σx) : [f ] 7→ [Σf ]

зветься гомоморфiзмом надбудови.

Твердження 14.6. Для будь-яких топологiчного простору X, точки
x ∈ X й натурального k гомоморфiзм надбудови Σ коректно визначений
i є гомоморфiзмом гомотопiчних груп πk(X, x) та πk+1(Σ(X, x),Σx).

Доведення. Нехай [f ] = [g], тобто сфероїди f i g гомотопнi, а F : Ik×
I → X – вiдповiдна ∂Ik-гомотопiя. Тодi гомотопiю мiж вiдображеннями
f × idI i g× idI можна побудувати, просто домноживши F на idI . Бiльш
точно, визначимо гомотопiю G : Ik+1 × I = Ik × I × I → X × I умовою
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G(t1, . . . , tk+1, s) := (F (t1, . . . , tk, s), tk+1). За побудовою, це дiйсно гомото-
пiя f × idI та g× idI , але не ∂Ik+1-гомотопiя. А саме, в силу зауваження
перед означенням 14.8,

G(∂Ik+1, s) = G((∂Ik×I)∪(Ik×{0, 1}), s) = G(∂Ik×I, s)∪G(Ik×{0, 1}, s) =

= (F (∂Ik, s)× I) ∪ (F (Ik, s)× {0, 1}) ⊂ ({x} × I) ∪ (X × {0, 1})

для будь-якого s ∈ I за побудовою G i ∂Ik-зв’язанiстю F . Тому (p ◦
G)(∂Ik+1, s) = {Σx} для кожного s, а отже p ◦ G : Ik+1 × I → Σ(X, x)
є ∂Ik+1-гомотопiєю сфероїдiв Σf = p ◦ (f × idI) i Σg = p ◦ (g× idI), тобто
[Σf ] = [Σg]. Це демонструє коректнiсть. Оскiльки Σ(f + g) = Σf + Σg
за означеннями (перевiрте це) для будь-яких сфероїдiв f i g у x,

Σ([f ]+[g]) = Σ([f+g]) = [Σ(f+g)] = [Σf+Σg] = [Σf ]+[Σg] = Σ([f ])+Σ([g])

для довiльних гомотопiчних класiв [f ], [g] ∈ πk(X, x) в силу означень
гомотопiчної групи та Σ. Таким чином, Σ – дiйсно гомоморфiзм.

Теорема 14.3 (Фрейденталя про надбудову). Гомоморфiзми надбудови
гомотопiчних груп сфер Σ: πk(S

n, x) → πk+1(S
n+1,Σx) є iзоморфiзмами

для усiх натуральних n i k таких, що k ⩽ 2n − 2 або k = n = 1,
i сюр’єкцiями (епiморфiзмами) для усiх натуральних n i k таких, що
k = 2n− 1.

Доведення. Зауважимо, що тут ми ототожнили πk+1(Σ(S
n, x),Σx)

з πk+1(S
n+1,Σx), використавши вправу 14.4 i гомотопiчну (а у даному

випадку – топологiчну) iнварiантнiсть гомотопiчних груп. При цьому
Σx ∈ Sn+1 позначає точку, в яку Σx ∈ Σ(Sn, x) переходить при го-
меоморфiзмi з вправи 14.4. Доведення теореми див. у [11, с. 360-365,
с. 456-462 перекладу]. Воно дане для узагальнення теореми й використо-
вує клiтиннi простори та алгебраїчну технiку теорiї гомологiй. Строго
кажучи, сама теорема Фрейденталя у випадку k = n = 1 гарантує лише
сюр’єктивнiсть. Iзоморфнiсть тут виводиться окремо на [11, с. 361, с. 457
перекладу] з точної послiдовностi розшарування Хопфа (S3, S2, p) (див.
приклад 14.9 далi та зауваження пiсля прикладу 14.6).

Приклад 14.7. Застосуємо теорему Фрейденталя для обчислення k-тих
гомотопiчних груп сфер Sn при k ⩽ n натуральних. Для спрощення
позначень скористаємося лiнiйною зв’язнiстю Sn i не будемо вказувати
точку, визначаючи гомотопiчнi групи з точнiстю до iзоморфiзма, див.
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зауваження пiсля наслiдку 14.1. Оскiльки k ⩽ 2k − 2 при k ⩾ 2 (i врахо-
вуючи окремий випадок k = n = 1), маємо

πn(S
n) ≃ πn−1(S

n−1) ≃ . . . ≃ π3(S
3) ≃ π2(S

2) ≃ π1(S
1) ≃ Z

для будь-якого натурального n, де остання iзоморфнiсть випливає з при-
кладу 9.1. При 0 < k < n, оскiльки тодi i < 2(n − k + i) − 2 для усiх
натуральних i, з теореми Фрейденталя випливає, що

πk(S
n) ≃ πk−1(S

n−1) ≃ . . . ≃ π2(S
n−k+2) ≃ π1(S

n−k+1) = {0}

в силу прикладу 6.2, бо n − k + 1 ⩾ 2. Тут n ⩾ 2. Таким чином, для
довiльного натурального n

πk(S
n) ≃

[
Z, k = n;
{0}, k < n.

Зокрема, для будь-якої точки x ∈ Sn сфери πn(Sn, x) ≃ Z – це група з
однiєю твiрною (див. приклад A.15). Якщо ототожнити n-вимiрнi сферо-
їди у x з їх ”сферичними” версiями, тобто з неперервними вiдображення-
ми сфер Sn у Sn, що зберiгають на мiсцi x, як у зауваженнi пiсля означе-
ння 14.1, то у якостi цiєї твiрної, як буде показано далi у прикладi 15.1,
можна взяти гомотопiчний клас тотожного вiдображення idSn : Sn → Sn.

В силу гомотопiчної iнварiантностi обчислених груп i прикладу 14.3,
сфери Sn для натуральних n нестяжнi, а Sn i Sm не є гомотопiчно еквiва-
лентними (зокрема гомеоморфними) при n ̸= m, бо, скажiмо, при n < m
маємо πn(Sm) = {0} ̸≃ Z ≃ πn(S

n).
При k > n теорема Фрейденталя дозволяє встановлювати iзоморфно-

стi мiж гомотопiчними групами сфер, але сама по собi не дозволяє їх
обчислювати, тут потрiбнi iншi методи. Задача обчислення гомотопiчних
груп сфер довгий час посiдала одне з центральних мiсць у алгебраїчнiй
топологiї та все ще не є повнiстю розв’язаною. Див. деякi подальшi вiдо-
мостi у [11, с. 339-340, 384-388 с. 430-431, 486-492 перекладу].

Вправа 14.6. Показати тривiальнiсть групи πk(S
n) при k < n безпосе-

редньо (спробуйте узагальнити доведення прикладу 6.2).

Приклад 14.8. З попереднього прикладу, прикладiв 14.6 i 9.2 та гомео-
морфностi RP 1 ∼= S1 випливає, що

πk(RP n) ≃

 Z, k = n;
Z2, k = 1, n ⩾ 2;
{0}, 2 ⩽ k < n.

При k > n приклад 14.6 означає, що задача обчислення πk(RP n) зводи-
ться до обчислення πk(Sn) (див. обговорення у попередньому прикладi).
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Приклад 14.9. Аналогiчно до конструкцiї дiйсних проєктивних про-
сторiв у прикладi 18.5 курсу топологiї, n-вимiрний комплексний проє-
ктивний простiр CP n визначається як множина комплексних прямих,
що проходять через початок координат простору Cn+1, тобто як простiр
орбiт (Cn+1 \ {0}) /C∗ з фактортопологiєю. Тут Cn+1 очевидним чином
ототожнюється з R2n+2, i на ньому розглядається стандартна топологiя
евклiдового простору, а мультиплiкативна група поля комплексних чи-
сел C∗ = C \ {0} (див. приклад A.3) дiє множеннями, тому орбiтами
дiйсно є комплекснi прямi. Як у дiйсному випадку, розглянемо одиничну
сферу, тобто пiдмножину комплексних векторiв (z1, . . . , zn+1) довжини
|z1|2 + . . . + |zn+1|2 = 1 у Cn+1. При ототожненнi з R2n+2 їй вiдповiдає
сфера S2n+1, а комплексним прямим – дiйснi площини, що перетина-
ють цю сферу по великих колах (чому?). Зауважимо, що, втiм, не ко-
жна дiйсна площина, що проходить через початок координат, є компле-
ксною прямою, а перетини з комплексними прямими розбивають S2n+1

у диз’юнктне об’єднання великих кiл (т. зв. шарування Хопфа). Цi кола
є орбiтами дiї групи комплексних чисел модуля 1 на S2n+1, де структура
групи та дiя визначаються комплексним множенням. У свою чергу, дана
група є одиничним колом S1 ⊂ C. Таким чином, CP n ототожнюється
з простором орбiт S2n+1/S1 .

Вправа 14.7. Аналогiчно до прикладу 18.5 курсу топологiї, задати яв-
но вiдповiднiсть мiж CP n = (Cn+1 \ {0}) /C∗ i S2n+1/S1 (використавши
комплексний варiант однорiдних координат) i показати, що це гомео-
морфiзм.

Отже, далi вважаємо CP n = S2n+1/S1 . Канонiчна проєкцiя p : S2n+1 →
CP n зветься вiдображенням Хопфа, а трiйка (S2n+1,CP n, p) – розша-
руванням Хопфа. Зi сказаного вище випливає, що шари цього розша-
рування, тобто прообрази точок CP n – це великi кола, що утворюють
шарування Хопфа. Оскiльки розшарування Хопфа дiйсно є розшару-
ванням у сенсi Серра (див. зауваження пiсля прикладу 14.6 i посила-
ння там), з його точної послiдовностi випливає, що для будь-яких на-
туральних n i k ⩾ 3 та довiльної x ∈ S2n+1 iндукований гомоморфiзм
p∗ : πk(S

2n+1, x) → πk(CP n, [x]), де [x] = p(x), є iзоморфiзмом, а отже,
зокрема, π2n+1(CP n) ≃ π2n+1(S

2n+1) ≃ Z за прикладом 14.7 (з урахува-
нням лiнiйної зв’язностi CP n, що випливає з лiнiйної зв’язностi S2n+1).
Зауважимо, що будь-який iзоморфiзм групи з однiєю твiрною на групу
з однiєю твiрною переводить твiрну у твiрну (чому?), отже p∗ вiдобра-
жає твiрну групи π2n+1(S

2n+1, x) у твiрну. Якщо, як вказано у прикла-
дi 14.7, в якостi цiєї твiрної взяти гомотопiчний клас [idS2n+1 ] тотожно-
го вiдображення сфери, то звiдси випливає, що твiрною π2n+1(CP n, [x])
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є p∗([idS2n+1 ]) = [p◦idS2n+1 ] = [p], тобто гомотопiчний клас самого вiдобра-
ження Хопфа. Крiм того, за допомогою точної послiдовностi розшарува-
ння Хопфа можна показати, що CP n є, на вiдмiну вiд RP n, однозв’язним.

При n = 1 область значень вiдображення Хопфа – комплексна проє-
ктивна пряма CP 1 – гомеоморфна сферi S2. Дiйсно, дiючи як у прикла-
дах 18.5 i 29.4 курсу топологiї, опишемо CP 1 за допомогою однорiдних
координат як множину класiв еквiвалентностi (орбiт) (z1 : z2) := [(z1, z2)]
точок C2, розiб’ємо у диз’юнктне об’єднання пiдмножини U :=

{
(z1 : z2)

∣∣
z2 ̸= 0

}
та точки (1 : 0) i вiдобразимо U на C за допомогою вiдображення

φ : (z1 : z2) 7→ z1

z2
. Далi використаємо обернену стереографiчну проєкцiю

(див. приклад 14.5 курсу топологiї):

Вправа 14.8. Показати, що вiдображення φ : U → R2 (де C ототожню-
ється з R2 стандартним чином) та ψ : CP 1 → S2, що визначене умовами

ψ(x) :=

[
φ−1
N ◦ φ(x), x ∈ U ;

N, x = (1 : 0),

де φN : S2 \ {N} → R2 – стереографiчна проєкцiя сфери вiдносно її пiв-
нiчного полюса N = (0, 0, 1), є гомеоморфiзмами.

В комплексному аналiзi CP 1 (тобто комплексна площина, що ”попов-
нена нескiнченно вiддаленою точкою”) зветься в силу цiєї гомеоморфно-
стi сферою Рiмана. Ототожнюючи таким чином CP 1 з S2, отримуємо
класичне вiдображення Хопфа p : S3 → S2. Зi сказаного вище випливає,
що його гомотопiчний клас (як ”сферичного” тривимiрного сфероїда)
є твiрною групи π3(S2, y) ≃ Z для довiльної y ∈ S2.

15 Застосування гомотопiчних груп
Результати, що будуть отриманi у цьому роздiлi, нагадують застосування
зв’язностi та теореми про промiжне значення у роздiлах 23 i 25 курсу то-
пологiї. Якщо там ми використовували здебiльшого зв’язнiсть сфери Sn
при n ⩾ 1 i незв’язнiсть S0, то тут будемо головним чином спиратися на
знайденi у прикладах 9.1 i 14.7 гомотопiчнi групи сфер.

15.1 Iнварiантнiсть вимiрностi. Нерухомi точки

Почнемо з найочевиднiшого застосування iнварiантiв – доведень него-
меоморфностi:
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Твердження 15.1. Простори Rn i Rm негомеоморфнi для будь-яких
цiлих невiд’ємних n ̸= m.

Доведення. Якщо одна з вимiрностей n або m дорiвнює нулю, то
iнша додатна. Оскiльки простiр R0 одноточковий, негомеоморфнiсть тут
випливає з того, що цi множини не є рiвнопотужними. Тому можемо
вважати, що n i m натуральнi. Припустимо, що iснує гомеоморфiзм
f : Rn → Rm мiж цими просторами. Тодi обмеження f на пiдпростiр
Rn\{0} буде гомеоморфiзмом на пiдпростiр Rm\{f(0)} за наслiдком 14.1
курсу топологiї. Зокрема, простори Rn \ {0} i Rm \ {f(0)} повиннi бути
гомотопiчно еквiвалентними. Але згiдно з прикладом 2.6 (точнiше, його
очевидним узагальненням на простiр без довiльної точки) вони гомото-
пiчно еквiвалентнi сферам Sn−1 i Sm−1 вiдповiдно. Якщо, скажiмо, n = 1,
то m ⩾ 2, Sn−1 = S0 незв’язна, а Sm−1 зв’язна (i те ж можна сказати
про Rn \ {0} = R \ {0} i Rm \ {f(0)}), що суперечить гомотопiчнiй еквiва-
лентностi (або просто гомеоморфностi цих просторiв), i аналогiчно при
m = 1. Насправдi цей випадок вже було розiбрано у прикладi 23.11 кур-
су топологiї. Нарештi, при n,m ⩾ 2 сфери Sn−1 i Sm−1 не є гомотопiчно
еквiвалентними, як було показано у прикладi 14.7, що теж дає потрiбне
протирiччя.

Вправа 15.1. Узагальнити попереднє твердження, продемонструвавши
топологiчну iнварiантнiсть вимiрностi многовида (пункт 7. твердже-
ння 29.2 курсу топологiї): якщо многовиди N та M гомеоморфнi, то
dimN = dimM . Суттєвою тут є лише властивiсть локальної евклiдо-
востi многовида.

Твердження 15.2. Простiр Rn i його замкнений верхнiй напiвпростiр
Rn

+ := {x ∈ Rn | xn ⩾ 0} негомеоморфнi для будь-якого натурального n.

Доведення. Дiємо аналогiчно до попереднього доведення: якщо iснує
гомеоморфiзм f : Rn

+ → Rn, то його обмеження буде гомеоморфiзмом
Rn

+ \ {0} на Rn \ {f(0)}, зокрема, цi простори тодi гомотопiчно еквiва-
лентнi. Але перша з цих пiдмножин Rn є зiрчатою вiдносно будь-якої
своєї внутрiшньої точки (бо викинута точка 0 лежить на межовiй гi-
перплощинi), а отже стяжною (приклад 2.4) i зокрема лiнiйно зв’язною
за твердженням 2.4, а друга гомотопiчно еквiвалентна Sn−1 (знову ж
за узагальненням прикладу 2.6), отже незв’язна при n = 1 (цей випадок
було розiбрано у прикладi 23.9 курсу топологiї) i нестяжна при n ⩾ 2
за прикладом 14.7, що приводить до протирiччя.
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Зауваження. З доведення випливає, що Rn i Rm
+ негомеоморфнi й

для будь-якої пари натуральних n i m (чому?). Також, звичайно, звiдси
випливає, що Rn негомоморфний будь-якому своєму замкненому напiв-
простору, а не тiльки Rn

+, бо аффiннi перетворення є гомеоморфiзмами
(приклад 14.3 курсу топологiї).

Теорема 15.1 (Про барабан). Не iснує ретракцiї замкненої кулi Dn на її
межу Sn−1 = ∂Dn для будь-якого натурального n.

Доведення. При n = 1 ретракцiя була б сюр’єктивним неперев-
ним вiдображенням зв’язного простору D1 на незв’язний S0, що супе-
речить властивостям зв’язностi. Тому можемо вважати, що n ⩾ 2. При-
пустимо супротивне: нехай iснує ретракцiя φ : Dn → Sn−1, тобто непе-
рервне вiдображення таке, що φ|Sn−1 = idSn−1 . Розглянемо вiдображе-
ння включення i : Sn−1 → Dn. Оскiльки тодi φ ◦ i = idSn−1 , φ∗ ◦ i∗ =
(φ ◦ i)∗ = idπn−1(Sn−1,x) у будь-якiй точцi x ∈ Sn−1 за пунктами 2. i 3.
твердження 14.3, де i∗ : πn−1(S

n−1, x) → πn−1(D
n, x) та φ∗ : πn−1(D

n, x) →
πn−1(S

n−1, x) – iндукованi гомоморфiзми. З iншого боку, Dn – опукла пiд-
множина Rn, тобто стяжна (приклад 2.4), отже πn−1(D

n, x) = 0 за при-
кладом 14.3. Тодi гомоморфiзми i∗ та φ∗, а отже й їх композицiя φ∗ ◦ i∗
є тривiальними, тобто переводять будь-який гомотопiчний клас у 0 (див.
приклад A.7). Але тодi φ∗ ◦ i∗ ̸= idπn−1(Sn−1,x), бо група πn−1(S

n−1, x) ≃ Z
нетривiальна за прикладом 14.7, протирiччя.

Теорема 15.2 (Брауера про нерухому точку). Для будь-яких натураль-
ного n i неперервного вiдображення φ : Dn → Dn iснує точка x ∈ Dn

така, що φ(x) = x.

Доведення.
Припустимо, що це не так, i φ(x) ̸= x

для будь-якої x ∈ Dn. Побудуємо тодi вiд-
ображення ψ : Dn → Sn−1, де ψ(x) – пе-
ретин Sn−1 з променем, що починається
у точцi φ(x) (не включаючи саму цю то-
чку) i проходить через точку x (див. iлю-
страцiю справа для n = 2). Тодi ψ коре-
ктно визначене (бо завжди φ(x) ̸= x), не-
перервне в силу неперервностi φ (перевiрте це, виписавши його явне за-
дання), i для будь-якої x ∈ Sn−1 маємо ψ(x) = x за побудовою. Тому ψ –
ретракцiя Dn на Sn−1, що суперечить теоремi про барабан.
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Зауваження. Нагадаємо, що при n = 1 ми виводили це твердже-
ння у наслiдку 25.1 курсу топологiї з теореми про промiжне значення
(тобто також використовували зв’язнiсть, цього разу для вiдрiзка D1).
Виявляється, що твердження двох попереднiх теорем еквiвалентнi, тобто
з кожної з них можна вивести iншу:

Вправа 15.2. Вивести теорему про барабан iз теореми Брауера.

Вправа 15.3. Показати, що якщо топологiчний простiр X гомеомор-
фний якомусь ретракту Dn, то вiн теж має властивiсть нерухомої то-
чки: для будь-якого неперервного вiдображення φ : X → X iснує точка
x ∈ X така, що φ(x) = x.

15.2 Теорема Борсука – Улама та її наслiдки

Як i пара попереднiх теорем, наступна теж має кiлька еквiвалентних
формулювань. Наведемо те з них, що ”пiдказує” перший крок доведення:

Теорема 15.3 (Борсук – Улам). Для будь-якого натурального n ⩾ 2
не iснує непарного неперервного вiдображення φ : Sn → S1, тобто та-
кого, що переводить дiаметрально протилежнi точки сфери в дiаме-
трально протилежнi точки кола: φ(−x) = −φ(x) для будь-якої x ∈ Sn.

Доведення. Отже, припустимо, шо таке вiдображення φ iснує. Воно
переводить пари дiаметрально протилежних точок Sn у пари дiаметраль-
но протилежних точок S1, тому можна коректно визначити вiдображе-
ння ψ : RP n → RP 1 вiдповiдних дiйсних проєктивних просторiв умовою
ψ([x]) := [φ(x)], де через [x] = Z2 ·x = {x,−x} ∈ RP n позначено клас еквi-
валентностi (орбiту) точки x ∈ Sn у RP n = Sn/Z2 , i так само для RP 1:
[φ(x)] = Z2 ·φ(x) = {φ(x),−φ(x)} (див. приклад 7.5). Якщо p : Sn → RP n

i q : S1 → RP 1 – вiдповiднi канонiчнi проєкцiї, то за побудовою маємо
ψ ◦ p = q ◦ φ, тобто комутативнiсть дiаграми

Sn
φ−−−→ S1

p

y yq
RP n ψ−−−→ RP 1

вiдповiдних просторiв та їхнiх вiдображень. Зокрема, для будь-якої вiд-
критої U ⊂ RP 1 тодi p−1(ψ−1(U)) = φ−1(q−1(U)). Це вiдкрита множина
за неперервнiстю φ та q, а отже ψ−1(U) вiдкрита за побудовою фактор-
топологiї. Таким чином, вiдображення ψ неперервне. Також з комута-
тивностi ψ ◦ p = q ◦ φ та пункту 2. твердження 5.1 випливає рiвнiсть
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ψ∗ ◦ p∗ = q∗ ◦ φ∗, тобто комутативнiсть дiаграми

π1(S
n, x)

φ∗−−−→ π1(S
1, φ(x))

p∗

y yq∗
π1(RP n, [x])

ψ∗−−−→ π1(RP 1, [φ(x)])

фундаментальних груп та їхнiх (iндукованих) гомоморфiзмiв для довiль-
ної точки x ∈ Sn. Нехай тепер f ∈ C(I, Sn) – шлях, що з’єднує якiсь двi
дiаметрально протилежнi точки x i −x, тодi φ ◦ f ∈ C(I, S1) – шлях,
що з’єднує φ(x) i φ(−x) = −φ(x). Оскiльки канонiчнi проєкцiї пере-
водять кожну з цих пар точок в одну, шляхи f i φ ◦ f є пiдняттями
петель p ◦ f i q ◦ φ ◦ f у накриваючi простори з початками x i φ(x)
вiдповiдно. Тому згiдно з прикладами 9.1, 9.2 i побудовою iзоморфiзма
у доведеннi теореми 9.1 гомотопiчнi класи [p ◦ f ] ∈ π1(RP n, [x]) ≃ Z2

i [q ◦ φ ◦ f ] ∈ π1(RP 1, [φ(x)]) ≃ Z є нетривiальними елементами вiдповiд-
них фундаментальних груп, оскiльки пiдняття петель p ◦ f i q ◦ φ ◦ f не
є петлями (тепер квадратнi дужки позначають ще й гомотопiчний клас,
як завжди). При цьому в силу комутативностi

[q ◦ φ ◦ f ] = [ψ ◦ p ◦ f ] = ψ∗([p ◦ f ]).

Оскiльки це нетривiальний елемент групи π1(RP 1, [φ(x)]) ≃ Z, його ква-
драт також нетривiальний:[

e[φ(x)]
]
̸= [q ◦ φ ◦ f ][q ◦ φ ◦ f ] = ψ∗([p ◦ f ])ψ∗([p ◦ f ]) =

= ψ∗([p ◦ f ][p ◦ f ]) = ψ∗
([
e[x]
])

=
[
e[φ(x)]

]
,

за гомоморфнiстю ψ∗ i тим, що у групi π1(RP n, [x]) ≃ Z2 квадрат будь-
якого елемента тривiальний, протирiччя. Iншими словами, протирiччя
виникає через те, що мiж групами, що iзоморфнi Z i Z2, не iснує не-
тривiальних гомоморфiзмiв; тому ψ∗ повинен бути тривiальним i не мо-
же переводити нетривiальний елемент у нетривiальний. Зауважимо, що
друга комутативна дiаграма вище нам не знадобилася: ми навели її ли-
ше для кращого розумiння зв’язкiв мiж математичними об’єктами, що
використовуються у доведеннi.

Наслiдок 15.1. Для будь-яких натурального n ⩾ 2 i непарного непе-
рервного вiдображення φ : Sn → R2 (тобто такого, що φ(−x) = −φ(x)
для будь-якої x ∈ Sn), iснує x ∈ Sn така, що φ(x) = 0.
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Доведення. Нехай це не так: φ(x) ̸= 0 для будь-якої x ∈ Sn. Тодi ко-
ректно визначене ψ : Sn → S1 : x 7→ φ(x)

|φ(x)| (де |·| – евклiдова норма R2), що
є неперервним в силу неперервностi φ i непарним, бо φ непарне. Це су-
перечить теоремi Борсука – Улама.

Наслiдок 15.2. Для будь-яких натурального n ⩾ 2 i неперервного вiд-
ображення φ : Sn → R2 iснує x ∈ Sn така, що φ(−x) = φ(x).

Доведення. Достатньо застосувати попереднiй наслiдок до непарно-
го неперервного ψ : Sn → R2 : x 7→ φ(x)− φ(−x).

Наслiдок 15.3. Для жодного натурального n ⩾ 2 не iснує вкладення
сфери Sn у площину R2.

Доведення. Дiйсно, будь-яке неперервне вiдображення Sn → R2 не
є iн’єктивним в силу попереднього наслiдку.

Вправа 15.4 (Задача про сендвiч з шинкою). Нехай A,B,C ⊂ R3 – ком-
пактнi вимiрнi пiдмножини. Показати, що тодi iснує площина, що дiлить
кожну з множин A, B, C на двi частини рiвного об’єму (розв’язок див.
у [13, с. 159-160, с. 184-185 перекладу]).

Вправа 15.5. Вивести теорему Борсука – Улама з тверджень наслiд-
кiв 15.1 i 15.2, показавши таким чином, що це її еквiвалентнi перефор-
мулювання.

Зауваження. Саме твердження наслiдку 15.2 при n = 2 є класичним
формулюванням теореми Борсука – Улама. Пор. попереднi три наслiдки
i вправу з наслiдками 25.2 – 25.4 i вправою 25.1 (задачами про млинцi)
курсу топологiї. Зокрема, аналогiчно до зауваження пiсля наслiдку 25.3
там, з наслiдку 15.2 можна вивести, що в будь-який момент часу на
земнiй кулi iснують двi дiаметрально протилежнi точки з однаковими
температурою i атмосферним тиском (звичайно, якщо вважати їх непе-
рервними функцiями).

Вiрне наступне узагальнення теореми Борсука – Улама: не iснує не-
парного неперервного вiдображення φ : Sn → Sm для будь-яких цiлого
невiд’ємного m i натурального n > m. При m = 0 це випливає зно-
ву ж iз властивостей зв’язностi, бо будь-яке непарне вiдображення в S0

сюр’єктивне, простiр Sn зв’язний, а S0 – нi (згаданi результати курсу
топологiї випливають саме звiдси). При m ⩾ 2 цю теорему не вдасться
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довести з використанням лише гомотопiчних груп. Тут потрiбна iнша
алгебро-топологiчна технiка (див. [11, с. 174-176, с. 224-226 перекладу]).

Вправа 15.6. Сформулювати i вивести з узагальнення теореми Борсу-
ка – Улама (див. попереднє зауваження) узагальнення наслiдкiв 15.1, 15.2
(що будуть еквiвалентними переформулюваннями), 15.3 та вправи 15.4.

15.3 Степiнь вiдображення сфер

Як вже зазначалося, iзоморфнiсть πn(S
n, x) ≃ Z для будь-яких нату-

рального n i точки x ∈ Sn з прикладу 14.7 означає, що це група з однiєю
твiрною. У її якостi в силу теореми Фрейденталя можна взяти результат
n − 1 послiдовних надбудов над твiрною групи π1(S

1, x), тобто гомото-
пiчним класом петлi, що один раз обходить коло (приклад 9.1). Будемо
позначати цю твiрну через 1 ∈ πn(S

n, x), використовуючи адитивнi по-
значення для усiх n. Тодi для будь-якого неперервного вiдображення
φ : Sn → Sn його iндукований гомоморфiзм φ∗ : πn(S

n, x) → πn(S
n, φ(x))

переводить 1 у якесь m-кратне твiрної групи πn(S
n, φ(x)) для m ∈ Z,

тобто у m · 1 := 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
m

для m > 0, m · 1 := − (1 + . . .+ 1)︸ ︷︷ ︸
−m

для m < 0

або 0·1 := 0, якщо твiрну πn(Sn, φ(x)) теж позначити через 1. Далi також
будемо позначати m · 1 просто через m для усiх цiлих m.

Означення 15.1. Степенем неперервного вiдображення φ : Sn → Sn

для довiльного натурального n зветься degφ := φ∗(1) ∈ Z, де гомомор-
фiзм φ∗ : πn(S

n, x) → πn(S
n, φ(x)) iндукований φ у деякiй точцi x ∈ Sn,

а φ∗(1) належить до Z у сенсi попереднього зауваження.

Твердження 15.3. Нехай φ, ψ : Sn → Sn – неперервнi вiдображення
для деякого натурального n.

1. Степiнь вiдображення φ коректно визначений, тобто не зале-
жить вiд точки x.

2. Якщо φ та ψ гомотопнi, то degφ = degψ.

3. deg(φ ◦ ψ) = degφ degψ.

Доведення. Тут будемо для усiх точок x ∈ Sn позначати твiрнi го-
мотопiчних груп πn(Sn, x) (що iзоморфнi Z за прикладом 14.7), через 1.

1. Щоб продемонструвати коректнiсть, нам знадобиться наступне уза-
гальнення леми 10.1 на гомотопiчнi групи:
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Вправа 15.7. Нехай φ : X → Y – неперервне вiдображення топо-
логiчних просторiв, n натуральне, а шлях f : I → X з’єднує точки
x та x′ простору X. Позначимо g := φ ◦ f , y := φ(x), y′ := φ(x′)
(тодi шлях g : I → Y з’єднує точки y та y′). Нехай α : πn(X, x) →
πn(X, x

′) i β : πn(Y, y) → πn(Y, y
′) – iзоморфiзми гомотопiчних груп

з твердження 14.1, що побудованi за шляхами f i g вiдповiдно,
а φ∗ : πn(X, x) → πn(Y, y) та φ′

∗ : πn(X, x
′) → πn(Y, y

′) – гомомор-
фiзми фундаментальних груп, що iндукованi вiдображенням φ у x
та x′ вiдповiдно. Показати, що тодi

φ′
∗ ◦ α = β ◦ φ∗,

тобто дiаграма гомотопiчних груп та їх гомоморфiзмiв

πn(X, x)
α−−−→ πn(X, x

′)

φ∗

y yφ′
∗

πn(Y, y)
β−−−→ πn(Y, y

′)

комутативна.

Отже, нехай φ : Sn → Sn – неперервне, x, x′ ∈ Sn. В силу лiнiйної
зв’язностi сфер, iснує шлях f у Sn, що з’єднує цi двi точки, то-
му ми знаходимося в умовах попередньої вправи. Згадаємо ще раз,
що iзоморфiзм групи з однiєю твiрною на групу з однiєю твiрною
переводить твiрну у твiрну. Нехай φ∗(1) = m ∈ Z у сенсi зауважен-
ня перед означенням 15.1, тобто φ∗(1) = m · 1. Тодi у позначеннях
попередньої вправи маємо

φ′
∗(1) = φ′

∗(α(1)) = β(φ∗(1)) = β(m · 1) = m · β(1) = m · 1

за iзоморфнiстю β та сенсом позначення m · 1 (у передостаннiй рiв-
ностi), тобто φ′

∗(1) = m, що й демонструє незалежнiсть означення
степеня вiд точки.

2. Для гомотопних φ, ψ : Sn → Sn i довiльної x ∈ Sn за пунктом 4.
твердження 14.3 маємо ψ∗ = α ◦ φ∗, де φ∗ : πn(S

n, x) → πn(S
n, φ(x))

та ψ∗ : πn(S
n, x) → πn(S

n, ψ(x)) – вiдповiднi iндукованi гомомор-
фiзми, а α : πn(S

n, φ(x)) → πn(S
n, ψ(x)) – iзоморфiзм з тверджен-

ня 14.1. Тодi

degψ · 1 = ψ∗(1) = α(φ∗(1)) = α(degφ · 1) = degφ · α(1) = degφ · 1

знову ж за властивостями α, отже дiйсно degψ = degφ.
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3. Нехай φ, ψ : Sn → Sn неперервнi, точка x ∈ Sn, а ψ∗ : πn(S
n, x) →

πn(S
n, ψ(x)) та φ∗ : πn(S

n, ψ(x)) → πn(S
n, φ(ψ(x))) – iндукованi го-

моморфiзми. З означення степеня i пункту 2. твердження 14.3 ви-
пливає, що

deg(φ ◦ ψ) · 1 = (φ ◦ ψ)∗(1) = φ∗(ψ∗(1)) = φ∗(degψ · 1) =

= degψ · φ∗(1) = degψ · (degφ · 1) = degφ degψ · 1
за гомоморфнiстю φ∗, звiдки й отримуємо потрiбне.

Зауваження. Пункт 2. попереднього твердження означає, що сте-
пiнь є гомотопiчним iнварiантом, але вже не топологiчного простору,
а неперервного вiдображення. Також прикладами подiбних конструкцiй
є iнварiанти вузлiв, зокрема група вузла з прикладу 13.3 та iншi, що
можна знайти у книгах [6] та [8].

Означення 15.1 степеня вiдображення сфер через гомотопiчнi групи
є лише одним з кiлькох еквiвалентних. Також степiнь можна визначати
через гомологiї (див. [11, с. 134, с. 174 перекладу]) чи когомологiї. Бiльш
того, це поняття узагальнюється на неперервнi вiдображення будь-яких
двох компактних зв’язних орiєнтованих многовидiв однакової вимiрностi
(орiєнтованiсть тут є узагальненням вiдповiдного поняття для поверхонь,
з яким ми познайомилися у роздiлi 32 курсу топологiї), див. [11, с. 258,
с. 328 перекладу]. Але для вiдображень сфер (а для згаданого узагаль-
нення – у сфери) цей гомотопiчний iнварiант є повним (пор. з обговоре-
ннями пiсля наслiдкiв 13.4 i 14.3) в силу наступної теореми:

Теорема 15.4 (Хопфа про вiдображення сфер). Неперервнi вiдображе-
ння φ, ψ : Sn → Sn гомотопнi тодi й тiльки тодi, коли degφ = degψ.

Доведення. ⇒ Необхiднiсть тут – це пункт 2. твердження 15.3.
⇐ Наведемо iдею доведення достатностi, винесши його технiчнi дета-

лi у вправи. Знову використаємо опис n-вимiрних сфероїдiв у довiльнiй
x ∈ Sn як неперервних вiдображень сфер Sn → Sn таких, що y 7→ x
для деякої фiксованої y ∈ Sn, та перенесення на множину їх класiв {y}-
гомотопностi структури групи πn(Sn, x) з вправи 14.1 (тут можна взяти
й y = x). Таким чином, ототожнивши цi групи та враховуючи гомотопi-
чну iнварiантнiсть, можна вважати, що степiнь визначений для елементiв
πn(S

n, x).

Вправа 15.8. Показати, що побудоване таким чином вiдображення

deg : πn(S
n, x) → Z : [f ] 7→ deg f
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є гомоморфiзмом груп.

Бiльш того, цей гомоморфiзм deg сюр’єктивний в силу вправи 15.12
нижче, побудову в якiй нескладно провести так, щоб отримати потрi-
бний нам сфероїд степеня k для кожного k ∈ Z (або просто використати
наступну вправу). Оскiльки при цьому πn(Sn, x) ≃ Z за прикладом 14.7,
deg є iзоморфiзмом (чому?).

Вправа 15.9. Показати, що для будь-яких неперервного вiдображення
φ : Sn → Sn та точок x, y ∈ Sn iснує неперервне φ̂ : Sn → Sn, що (вiльно)
гомотопне φ та переводить y в x. Для цього можна використати лiнiйну
зв’язнiсть Sn та побудову сфероїда з φ та шляху, що з’єднує x та φ(y),
аналогiчно до конструкцiї у доведеннi твердження 14.1.

Отже, нехай degφ = degψ для неперервних φ, ψ : Sn → Sn. В силу
попередньої вправи iснують неперервнi φ̂, ψ̂ : Sn → Sn такi, що φ ∼ φ̂,
ψ ∼ ψ̂ та φ̂(y) = ψ̂(y) = x, тобто φ̂ та ψ̂ є сфероїдами в x у вказаному
вище сенсi. Оскiльки deg φ̂ = degφ = degψ = deg ψ̂ за гомотопiчною
iнварiантнiстю та умовою, з iн’єктивностi deg : πn(Sn, x) → Z випливає,
що φ̂ та ψ̂ є {y}-гомотопними, зокрема вiльно гомотопними, а отже φ ∼
φ̂ ∼ ψ̂ ∼ ψ, що й потрiбно.

Зауваження. Також див. доведення згаданого вище узагальнення
цiєї теореми на випадок вiдображень з многовидiв у сфери в [12, с. 121-
131, с. 161-175 перекладу], де використовується вже не чисто алгебро-
топологiчна, а гладка (диференцiально-топологiчна) технiка. Означення
узагальнення степеня вiдображення, що використовується у цих доведе-
ннях (i теж еквiвалентне нашому для вiдображень сфер) можна знайти
на [12, с. 122, с. 163 перекладу].

Приклад 15.1. Оскiльки тотожне вiдображення сфери Sn iндукує тото-
жний iзоморфiзм гомотопiчних груп у кожнiй точцi за пунктом 3. твер-
дження 14.3, його степiнь дорiвнює 1. Це ж вiрно взагалi для будь-якого
гомеоморфiзма Sn на себе (бiльш того, для будь-якого вiдображення, що
має гомотопiчно обернене) в силу твердження 14.4. З доведення теоре-
ми Хопфа тодi випливає (як саме?), що гомотопiчний клас тотожного
вiдображення є твiрною групи πn(Sn, x), як згадувалося у прикладi 14.7.

Приклад 15.2. Будь-яке постiйне вiдображення φ сфери Sn у точку
x ∈ Sn iндукує за означенням тривiальний (нульовий) гомоморфiзм го-
мотопiчних груп для кожної y ∈ Sn. Дiйсно, для будь-якого гомотопi-
чного класу [f ] ∈ πn(S

n, y) за означенням φ∗([f ]) = [φ ◦ f ] = [ex] = 0.
Оскiльки це вiрно зокрема для твiрної, degφ = 0.
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Вправа 15.10. Показати, що будь-яке неперервне вiдображення φ : X →
Sn з довiльного простору в сферу, що не є сюр’єктивним, гомотопне по-
стiйному (пiдказка: використати стереографiчну проєкцiю аналогiчно до
доведення у прикладi 6.2), отже degφ = 0 при X = Sn за гомотопiчною
iнварiантнiстю степеня та попереднiм прикладом.

Приклад 15.3. Гомоморфiзм, що iндукований вiдображенням накриття
p : S1 → S1 : z 7→ zk (де S1 ⊂ C) для довiльного натурального k, як було
показано у прикладi 9.3, переводить твiрну 1 фундаментальної групи
кола у k · 1, отже deg p = k.

Приклад 15.4. Нехай

φn : S
n → Sn : (x1, x2, . . . , xn+1) 7→ (−x1, x2, . . . , xn+1)

задає симетрiю сфери вiдносно гiперплощини x1 = 0 простору Rn+1. По-
мiтимо, що для будь-якого (n − 1)-вимiрного сфероїда f : In−1 → Sn−1

у x ∈ Sn−1 (при n ⩾ 2) вiрна рiвнiсть φn ◦ Σf = Σ(φn−1 ◦ f), якщо
ототожнити Σ(Sn−1, x) з Sn в силу вправи 14.4, як у формулюваннi тео-
реми Фрейденталя. Тут беремо x, що зберiгається пiд дiєю φn−1, скажiмо,
x = (0, . . . , 0, 1). Зокрема, при такому ототожненнi φn([(x1, . . . , xn, t)]) =
[(−x1, . . . , xn, t)] для будь-яких (x1, . . . , xn) ∈ Sn−1 i t ∈ I, де [·] позначає
класи еквiвалентностi при вiдповiднiй факторизацiї Sn × I. Тому дiйсно
(у позначеннях зауваження перед означенням 14.8)

(φn ◦ Σf)(t1, . . . , tn) = (φn ◦ p ◦ (f × idI))(t1, . . . , tn) =

= φn([(f(t1, . . . , tn−1), tn)]) = [(φn−1 ◦ f(t1, . . . , tn−1), tn)] =

= p ◦ ((φn−1 ◦ f)× idI)(t1, . . . , tn) = Σ(φn−1 ◦ f)(t1, . . . , tn)

для будь-яких (t1, . . . , tn) ∈ In, що демонструє потрiбне. Як було заува-
жено перед означенням 15.1, у якостi твiрної 1 групи πn(Sn,Σ . . .Σ︸ ︷︷ ︸

n−1

x) ≃ Z

в силу теореми Фрейденталя можна взяти гомотопiчний клас [Σ . . .Σ︸ ︷︷ ︸
n−1

f ] =

Σ ◦ . . . ◦ Σ︸ ︷︷ ︸
n−1

([f ]), де [f ] – твiрна фундаментальної групи кола π1(S1, x). Не-

хай, скажiмо, петля f задається умовою f(t) = (sin 2πt, cos 2πt), t ∈ I
(див. приклад 9.1), тодi x = (0, 1). Iтеративно застосовуючи отриману
вище рiвнiсть, отримуємо наступне:

(φn)∗(1) = (φn)∗

(
[Σ . . .Σ︸ ︷︷ ︸

n−1

f ]

)
= [φn ◦ Σ . . .Σ︸ ︷︷ ︸

n−1

f ] = [Σ(φn−1 ◦ Σ . . .Σ︸ ︷︷ ︸
n−2

f)] =
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= [ΣΣ(φn−2 ◦ Σ . . .Σ︸ ︷︷ ︸
n−3

f)] = . . . = [Σ . . .Σ︸ ︷︷ ︸
n−1

(φ1 ◦ f)] = Σ ◦ . . . ◦ Σ︸ ︷︷ ︸
n−1

([φ1 ◦ f ]).

При цьому (φ1 ◦f)(t) = (− sin 2πt, cos 2πt) = f(1− t) = f(t) для усiх t ∈ I,
тому остаточно маємо

(φn)∗(1) = Σ ◦ . . . ◦ Σ︸ ︷︷ ︸
n−1

([f ]) = Σ ◦ . . . ◦ Σ︸ ︷︷ ︸
n−1

(−[f ]) = −Σ ◦ . . . ◦ Σ︸ ︷︷ ︸
n−1

([f ]) = −1

за описом протилежного елемента у гомотопiчнiй групi (теорема 14.1)
i гомоморфнiстю Σ (твердження 14.6). Таким чином, degφn = −1.

Так само можна показати, що симетрiя

Sn → Sn : (x1, . . . , xn+1) 7→ (x1, . . . , xi−1,−xi, xi+1, . . . , xn+1)

вiдносно гiперплощини xi = 0 має степiнь −1 для будь-якого i = 1, n+ 1,
або вивести це з гомотопностi усiх симетрiй вiдносно гiперплощин (дове-
дiть її) та гомотопiчної iнварiантностi степеня.

Приклад 15.5. Центральна симетрiя сфери

φ : Sn → Sn : (x1, . . . , xn+1) 7→ (−x1, . . . ,−xn+1)

є композицiєю n+ 1 симетрiй вигляду

(x1, . . . , xn+1) 7→ (x1, . . . , xi−1,−xi, xi+1, . . . , xn+1)

для i = 1, n+ 1, кожна з яких має степiнь −1 за попереднiм прикла-
дом. Тому degφ = (−1)n+1 в силу iтеративного застосування пункту 3.
твердження 15.3.

Вправа 15.11. Показати, що якщо неперервне вiдображення φ : Sn →
Sn не має нерухомих точок (тобто таких x ∈ Sn, що φ(x) = x), то воно го-
мотопне центральнiй симетрiї, а отже degφ = (−1)n+1 за попереднiм при-
кладом та гомотопiчною iнварiантнiстю. Зокрема, з цього, прикладу 15.1
i гомотопiчної iнварiантностi випливає, що якщо n парне, а вiдображен-
ня φ гомотопне тотожному, то воно має нерухому точку (i взагалi це так
для будь-якого вiдображення, степiнь якого не дорiвнює (−1)n+1).

Вправа 15.12. Побудувати неперервне вiдображення Sn → Sn степеня k
для будь-якого цiлого k, використавши приклад 15.3 i метод ”послiдовних
надбудов” з прикладу 15.4.

Наслiдок 15.4. Степiнь вiдображення задає бiєкцiю мiж гомотопi-
чними класами неперервних вiдображень Sn → Sn i Z.
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Доведення. Це випливає з теореми Хопфа (iн’єктивнiсть) та попе-
редньої вправи (сюр’єктивнiсть).

Зауваження. Тут йдеться про класи вiльної, а не зв’язаної гомото-
пiї, що складають πn(Sn, x), як у доведеннi теореми Хопфа. Втiм, звiдси
та з доведення теореми випливає, що вони знаходяться у бiєктивнiй вiд-
повiдностi.

Теорема 15.5 (Про причiсування їжака). Нехай натуральне n парне,
а X – неперервне векторне поле на сферi Sn, тобто неперервне вiд-
ображення X : Sn → Rn+1 таке, що X(x) ортогональний до x (вiдносно
стандартного скалярного добутку на Rn+1) для будь-якої x ∈ Sn. Тодi
iснує x ∈ Sn така, що X(x) = 0.

Доведення. Припустимо супротивне: iснує неперервне вiдображення
X : Sn → Rn+1 таке, що X(x) ортогональний до x i X(x) ̸= 0 для усiх
x ∈ Sn. Тодi задамо вiдображення F : Sn × I → Sn умовою F (x, s) :=

cos πs x + sin πs X(x)
|X(x)| для x ∈ Sn, s ∈ I (див. iлюстрацiю знизу злiва).

Воно коректно визначене, бо X ̸= 0, дiйсно є вiдображенням у Sn в силу
ортонормованостi пари

{
x, X(x)

|X(x)|

}
для усiх x ∈ Sn i неперервне, оскiльки

задається у Rn+1 неперервними функцiями (бо, зокрема, X неперервне).
При цьому F (x, 0) = x i F (x, 1) = −x для будь-якого x ∈ Sn, тобто це
гомотопiя тотожного вiдображення i центральної симетрiї Sn. Оскiльки
за прикладами 15.1 i 15.5 їхнi степенi в умовах теореми дорiвнюють 1
та −1 вiдповiдно, це суперечить гомотопiчнiй iнварiантностi.

Зауваження. Умова ортогональностi X(x) i x означає, що вектор
X(x) належить до дотичної гiперплощини TxS

n сфери у кожнiй точцi
x ∈ Sn, як зображено зверху в центрi, тобто неперервне вiдображення X
задає поле дотичних векторiв на сферi – власне, векторне поле на нiй
(див. рисунок зверху справа). Попередню теорему також називають те-
оремою про волохату кулю (hairy ball theorem). Геометричний сенс обох
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наведених назв достатньо наочний: згiдно з теоремою, парновимiрного
сферичного їжака (вiн же куля) неможливо причесати! Для непарних n
твердження теореми невiрне: при n = 2k − 1 (для будь-якого натураль-
ного k) поле Хопфа, тобто вiдображення

X : S2k−1 → R2k : (x1, . . . , x2k) 7→ (−x2, x1, . . . ,−x2k, x2k−1)

є прикладом неперервного векторного поля на Sn = S2k−1, що в жоднiй
точцi не дорiвнює нулю (бо має постiйну довжину 1).

Вправа 15.13. Показати, що поле Хопфа є дотичним до шарування
Хопфа з прикладу 14.9, тобто що для кожної x ∈ S2k−1 вектор X(x) –
дотичний до (єдиного) великого кола S2k−1, що входить до шарування
Хопфа та проходить через x, як до кривої у R2k. Це залишається вiрним
i для k = 1, якщо вважати саме коло S1 єдиним шаром цього шарування.

Наведене у зауваженнi пiсля вправи 15.4 узагальнення теореми Бор-
сука – Улама також можна вивести з наступного (нетривiального) фа-
кта про степенi вiдображення: степiнь будь-якого непарного неперервно-
го вiдображення φ : Sn → Sn непарний (до речi, аналогiчне твердження
про парнi вiдображення та степiнь теж вiрне).

Вправа 15.14. Вивести узагальнену теорему Борсука – Улама з твер-
дження про степiнь непарного вiдображення сфери, що наведене у остан-
ньому зауваженнi (див. [11, с. 176, с. 226 перекладу]).
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Доповнення. Необхiднi вiдомостi з алгебри
У цьому роздiлi будуть наведенi потрiбнi для цього курсу початковi вiдо-
мостi з теорiї груп. Детальнiше викладення мiститься, наприклад, у [4]
або частинi I книги [10] (гл. 1–3). Зокрема, там можна знайти доведен-
ня викладених тут тверджень, але бiльшiсть з них неважко перевiрити
самостiйно, що й рекомендується робити у якостi вправ.

Означення А.1. Групою зветься множина G разом з бiнарною груповою
операцiєю, тобто вiдображенням G×G→ G : (a, b) 7→ ab, що задовольняє
наступним умовам:

- (ab)c = a(bc) для будь-яких a, b, c ∈ G (асоцiативнiсть операцiї);

- iснує нейтральний елемент (або одиниця групи) e такий, що ae =
ea = a для будь-якого a ∈ G;

- для будь-якого a ∈ G iснує обернений елемент a−1 ∈ G такий, що
aa−1 = a−1a = e.

Якщо крiм того групова операцiя комутативна, тобто ab = ba для будь-
яких a, b ∈ G, то групу G називають абелевою.

Як бачимо, групова операцiя виглядає як множення чисел. Цi по-
значення називаються мультиплiкативними, i саме їх ми й будемо тут
використовувати. Як i у цьому означеннi, одиницю групи будемо у за-
гальному випадку позначати через e. Натомiсть, для абелевих груп ча-
сто застосовують адитивнi позначення, тобто групова операцiя виглядає
як додавання ((a, b) 7→ a + b), нейтральний елемент позначається нулем
(a + 0 = a для будь-якого a ∈ G), а обернений виглядає як протиле-
жний (для будь-якого a ∈ G iснує −a ∈ G такий, що a + (−a) = 0).
Такий вибiр позначень мотивується, зокрема, наступними прикладами.
Виконайте для них усi необхiднi перевiрки самостiйно.

Приклад А.1. Тривiальною зветься група {e}, що складається лише
з одиницi, з очевидною груповою операцiєю: ee = e.

Приклад А.2. Усi цiлi числа з операцiєю додавання утворюють абелеву
групу Z. Це ж вiрно для множини дiйсних R чисел з цiєю операцiєю,
а також для множин елементiв будь-якого поля та будь-якого векторного
простору з їх вiдповiдними операцiями додавання.

Приклад А.3. Усi ненульовi дiйснi числа з операцiєю множення теж
утворюють абелеву групу R \ {0}. Це ж вiрно для множини ненульових
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елементiв будь-якого поля з його операцiєю множення (т. зв. мультиплi-
кативна група поля). Крiм того, абелеву групу утворюють усi додатнi
дiйснi числа з тiєю ж операцiєю множення.

Приклад А.4. Для будь-якого натурального n будемо вважати цiлi чи-
сла k i l еквiвалентними, якщо вони рiвнi за модулем n: k ≡ l mod n,
тобто k−l кратне n. Вiдповiдна множина класiв еквiвалентностi познача-
ється Zn. У якостi її елементiв зручно розглядати класи еквiвалентностi
перших n цiлих невiд’ємних чисел: Zn = {[0], . . . , [n− 1]}, де [k] скла-
дається з усiх цiлих чисел, що мають залишок k при дiленнi на n. Тодi
коректно (чому?) визначена операцiя додавання [k]+[l] := [k+l], що пере-
творює Zn на абелеву групу з n елементiв. Вона зветься групою залишкiв
за модулем n. Звичайно, група Z1 тривiальна.

Приклад А.5. Для натурального n усi перестановки множини {1, . . . , n}
з операцiєю композицiї утворюють скiнченну симетричну групу Sn. При
n ⩾ 3 вона є неабелевою.

Приклад А.6. Ще одним прикладом неабелевої (за умови n ⩾ 2) групи
є вiльна група з n твiрними для натурального n. Так зветься фактор-
множина множини скiнченних слiв, що складаються з символiв a1, . . . , an,
a−1
1 , . . . , a−1

n за вiдношенням еквiвалентностi, що задане умовами

W1 ai a
−1
i W2 ∼ W1W2, W1 a

−1
i aiW2 ∼ W1W2

для будь-якого i та довiльних слiв W1 i W2 (включно з порожнiми). Гру-
пова операцiя визначається за допомогою послiдовного записування слiв
з точнiстю до вiдношення еквiвалентностi: добутком класiв еквiвалентно-
стi слiвW1 iW2 буде клас еквiвалентностi словаW1W2. У подальшому бу-
демо для спрощення позначень замiсть класiв еквiвалентностi слiв запи-
сувати самi слова у якостi елементiв групи (але пам’ятати, що вони пред-
ставляють вiдповiдний клас, тому, наприклад, W1 ai a

−1
i W2 = W1W2).

Групова операцiя коректно визначена та асоцiативна, а нейтральним еле-
ментом є порожнє слово (тобто його клас еквiвалентностi). Також не-
важко переконатися у тому, що обернений елемент до довiльного слова
W = b1 . . . bm має вигляд

W−1 = (b1 . . . bm)
−1 := (bm)

−1 . . . (b1)
−1,

де вважаємо (ai)
−1 = a−1

i i (a−1
i )−1 = ai. Тому це дiйсно група. Позначати-

мемо її через ⟨a1, . . . , an⟩, а елементи a1, . . . , an (тобто слова з одного сим-
вола) будемо звати твiрними (або породжуючими елементами) групи.
При n = 1 ця група iзоморфна Z (див. доведення цього у прикладi А.15
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нижче), а при n ⩾ 2 дiйсно є неабелевою, бо, наприклад, a1a2 ̸= a2a1
за побудовою.

Означення вiльної групи можна узагальнити, використовуючи замiсть
скiнченної {a1, . . . , an} множину твiрних A довiльної потужностi, розгля-
даючи множину скiнченних слiв з цих твiрних та обернених до них з тим
самим вiдношенням еквiвалентностi та вводячи групову операцiю так са-
мо. Потужнiть множини твiрних A зветься рангом вiдповiдної вiльної
групи та визначає її з точнiстю до iзоморфiзма (див. далi означення А.3
та обговорення пiсля нього). Подальшу iнформацiю див. у [4, с. 64-70].

Означення А.2. Вiдображення груп α : G → H зветься їх гомоморфi-
змом, якщо зберiгає групову операцiю: α(ab) = α(a)α(b) для будь-яких
a, b ∈ G.

З означення також випливає, що гомоморфiзм зберiгає одиницю гру-
пи та оберненi елементи: α(e) = e (зауважимо, що тут e злiва й справа
позначає, взагалi кажучи, рiзнi елементи: одиницi G i H вiдповiдно),
α(a−1) = α(a)−1 для будь-якого a ∈ G (перевiрте це).

Приклад А.7. Тривiальний гомоморфiзм G→ H визначений для будь-
яких груп G i H як постiйне вiдображення, що переводить кожний еле-
мент G у одиницю e ∈ H. Вiн очевидним чином задовольняє попередньо-
му означенню.

Означення А.3. Гомоморфiзм груп зветься їх iзоморфiзмом, якщо вiн
є бiєкцiєю. Якщо iснує iзоморфiзм α : G → H, то говорять, що група G
iзоморфна групi H (або що групи G i H iзоморфнi). Ми позначатимемо
це G ≃ H.

Вiдображення груп, що обернене до iзоморфiзма, теж є iзоморфiзмом,
зокрема гомоморфiзмом, в силу означень. Iзоморфнiсть є вiдношенням
еквiвалентностi на множинi груп (перевiрте це) та означає, що їх стру-
ктури фактично однаковi з алгебраїчної точки зору. Зокрема, iзоморфiзм
зберiгає абелевiсть групи.

Приклад А.8. Вiдображення x 7→ lnx є iзоморфiзмом мiж групами до-
датних дiйсних чисел з операцiєю множення та усiх дiйсних чисел з опе-
рацiєю додавання, що розглядалися у прикладах А.3 i А.2 вiдповiдно
(перевiрте це).

Означення А.4. Прямим добутком груп G1 i G2 зветься їх прямий
декартовий добуток G1×G2 з почленно визначеною груповою операцiєю:
(a1, a2)(b1, b2) := (a1b1, a2b2) для будь-яких a1, b1 ∈ G1 i a2, b2 ∈ G2.
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Перевiрте, що така операцiя дiйсно перетворює G1×G2 на групу i що
прямий добуток груп асоцiативний, тобто (G1×G2)×G3 = G1×(G2×G3)
для будь-яких груп G1, G2 i G3, тобто вiдповiднi груповi структури на
G1 × G2 × G3 збiгаються. Бiльш того, ця конструкцiя очевидним чи-
ном узагальнюється на довiльну скiнченну кiлькiсть множникiв (див. та-
кож [4, с. 100-101]). Зауважимо крiм того, що добуток будь-якої групи G
на тривiальну групу iзоморфний G (запишiть вiдповiдний iзоморфiзм),
а добуток абелевих груп абелевий в силу означень. Прямий добуток скiн-
ченної кiлькостi абелевих групG1, . . . , Gn ще називають їх прямою сумою
i позначають G1 ⊕ . . .⊕Gn.

Приклад А.9. Прямий добуток будь-якого натурального числа n копiй
групи Z (вiдповiдно, R) з прикладу А.2 будемо позначати через Zn (Rn).
У позначеннях прямої суми це виглядає як Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸

n

та R⊕ . . .⊕ R︸ ︷︷ ︸
n

вiдповiдно. Таким чином, Zn i Rn – абелевi групи з операцiями покомпо-
нентного додавання: (x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn).

Означення А.5. Нехай G – деяка група. Пiдмножина H ⊂ G зветься
пiдгрупою G, якщо ab ∈ H i a−1 ∈ H для будь-яких a, b ∈ H.

Будь-яка пiдгрупа H групи G мiстить одиницю e ∈ G (покажiть це)
i з обмеженням на H групової операцiї сама перетворюється на групу,
бо для неї виконанi умови означення А.1. Двi умови попереднього озна-
чення часто записують як одну: ab−1 ∈ H для будь-яких a, b ∈ H, що
є еквiвалентною до них (чому?).

Означення А.6. Пiдгрупа H групи G називається нормальною, якщо
aba−1 ∈ H для будь-яких a ∈ G i b ∈ H.

Приклад А.10. Будь-яка група G мiстить тривiальнi пiдгрупи {e}
(див. приклад А.1) та G, що є, очевидно, нормальними.

Усi пiдгрупи будь-якої абелевої групи є нормальними, бо в цьому ви-
падку aba−1 = b ∈ H для усiх a ∈ G, b ∈ H.

Приклад А.11. Додатнi дiйснi числа утворюють пiдгрупу групи нену-
льових дiйсних чисел з прикладу А.3, бо добуток двох додатних чисел
i обернене до додатного є додатними. Аналогiчним чином пiдмножина
Zn у Rn з прикладу А.9 (зокрема Z у R) є пiдгрупою. Усi цi пiдгрупи
нормальнi в силу абелевостi.
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Приклад А.12. Будь-який елемент a довiльної групи G визначає спря-
ження (внутрiшнiй автоморфiзм)

Ca : G→ G : b 7→ aba−1,

що є iзоморфiзмом G на себе (тобто дiйсно автоморфiзмом). Зокрема,
вiн переводить кожну пiдгрупу H ⊂ G у спряжену до неї пiдгрупу

aHa−1 := Ca(H) = {aba−1 | b ∈ H}.

Перевiрте цi твердження, друге з яких можна вивести з бiльш загального
факту: будь-який iзоморфiзм переводить пiдгрупи у пiдгрупи. Згiдно
з попереднiм означенням, нормальнi пiдгрупи G – це в точностi тi, що
зберiгаються при усiх внутрiшнiх автоморфiзмах, тобто тi пiдгрупи H ⊂
G, для яких aHa−1 = H для будь-яких a ∈ G. Якщо G абелева, то всi
її внутрiшнi автоморфiзми є тотожними вiдображеннями. Див. також
деяку подальшу iнформацiю у [4, с. 60-62].

Означення А.7. Нехай H – пiдгрупа групи G. Для кожного елемента
a ∈ G пiдмножини aH := {ab | b ∈ H} ⊂ G та Ha := {ba | b ∈ H} ⊂ G
звуться вiдповiдно лiвим та правим класами сумiжностi a за H.

При цьому належнiсть елементiв групи до одного лiвого або правого
класу сумiжностi є вiдношенням еквiвалентностi (перевiрте це, а також
те, що лiвi та правi класи сумiжностi – це орбiти деяких правої та лiвої
дiй H на G вiдповiдно, див. роздiл 18 курсу топологiї). Таким чином,
у загальному випадку виникають двi фактормножини G за цими вiд-
ношеннями еквiвалентностi, мiж якими, втiм, iснує бiєкцiя (яка саме?).
Але якщо H нормальна, то можна говорити про однозначно визначену
фактормножину:

Твердження А.1. Нехай H – нормальна пiдгрупа групи G. Тодi для
кожного a ∈ G його лiвi та правi класи сумiжностi за H збiгаються:
aH = Ha. При цьому бiнарна операцiя

G/H ×G/H → G/H : (aH, bH) 7→ aH bH := abH

на множинi G/H класiв сумiжностi G за H коректно визначена i задає
на цiй фактормножинi структуру групи.

Означення А.8. Множина G/H (одночасно лiвих та правих) класiв су-
мiжностi групи G за її нормальною пiдгрупоюH з груповою структурою,
що описана у попередньому твердженнi, зветься факторгрупою G за H.
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Факторгрупа будь-якої абелевої групи є абелевою за побудовою.

Приклад А.13. Факторгрупа довiльної групи G за тривiальною пiд-
групою {e} iзоморфна G, бо кожен клас сумiжностi складається з одно-
го елемента, а за тривiальною пiдгрупою G – iзоморфна {e}, бо єдиним
класом сумiжностi буде сама G (перевiрте це, явно записавши вiдповiднi
iзоморфiзми).

Означення А.9. Нехай G iH – деякi групи, а вiдображення α : G→ H –
їх гомоморфiзм. Його ядром зветься

Kerα := {a | α(a) = e} ⊂ G,

а образом –
Imα := α(G) = {α(a) | a ∈ G} ⊂ H.

Тут i в наступному твердженнi через e знову позначаємо одиницi обох
цих груп.

Твердження А.2 (Властивостi ядра та образу). Нехай α : G → H –
деякий гомоморфiзм груп.

1. Kerα – нормальна пiдгрупа G i α – iн’єкцiя (мономорфiзм) тодi
й тiльки тодi, коли Kerα = {e};

2. Imα – пiдгрупа H i α – сюр’єкцiя (епiморфiзм) тодi й тiльки тодi,
коли Imα = H;

3. Вiдображення

G/Kerα→ Imα : aKerα 7→ α(a)

коректно визначене i є iзоморфiзмом груп.

Таким чином, пункт 3. цього твердження (що називають ще першою
теоремою Ньотер про iзоморфiзм) означає, щоG/Kerα ≃ Imα для будь-
якого гомоморфiзма α : G→ H.

Приклад А.14. Для натурального n розглянемо вiдображення

α : Z → Zn : k 7→ [k]

абелевих груп з прикладiв А.2 та А.4 вiдповiдно. Оскiльки

α(k + l) = [k + l] = [k] + [l] = α(k) + α(l)
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для будь-яких k, l ∈ Z за побудовою структури групи на Zn, α є гомомор-
фiзмом. Вiн сюр’єктивний, бо [k] = α(k) для будь-якого [k] ∈ Zn, тобто
Imα = Zn. Ядро цього гомоморфiзма має вигляд

Kerα = {k ∈ Z | [k] = [0]} = {k ∈ Z | k ≡ 0 mod n} = {nq | q ∈ Z},

тобто складається з усiх кратних n цiлих чисел. Позначимо цю пiдмно-
жину через nZ. Неважко безпосередньо перевiрити, що це нормальна
(хоча б у силу абелевостi) пiдгрупа Z, як i повинно бути за пунктом 1.
попереднього твердження. Тодi за його ж пунктом 3. маємо

Z/nZ ≃ Zn,

де iзоморфiзм задається умовою k + nZ 7→ α(k) = [k] для кожного k +
nZ ∈ Z/nZ (де використовуємо адитивнi позначення також i для класiв
сумiжностi).

Якщо гомоморфiзм груп α : G → H iн’єктивний, то з прикладу А.13
i пунктiв 1. та 3. твердження А.2 маємо

G ≃ G/{e} = G/Kerα ≃ Imα = α(G),

бiльш того, вiдповiдним iзоморфiзмом G → α(G) буде саме α (чому?),
що неважко перевiрити й безпосередньо.

Наслiдок А.1. Будь-який iн’єктивний гомоморфiзм груп є iзоморфi-
змом на свiй образ.

Продовжимо розмову про вiльну групу з n твiрними ⟨a1, . . . , an⟩, що
була розпочата у прикладi А.6, використовуючи тi ж позначення, що там.
Нехай тепер {r1, . . . , rm} – якась скiнченна множина слiв, що складаю-
ться з тих же символiв a1, . . . , an, a−1

1 , . . . , a−1
n . Змiнимо наше вiдношення

еквiвалентностi на множинi усiх скiнченних слiв, додавши до перелiче-
них у прикладi А.6 умови

W1 rjW2 ∼ W1W2, W1 r
−1
j W2 ∼ W1W2

для будь-якого j = 1,m та довiльних слiв W1 i W2 (включно з порожнi-
ми). Тут обернене слово r−1

j визначається за звичними правилами: якщо
rj = b1 . . . bk, то r−1

j = (bk)
−1 . . . (b1)

−1, де (ai)
−1 = a−1

i i (a−1
i )−1 = ai. Далi

розглядаємо фактормножину множини слiв саме за таким вiдношенням
еквiвалентностi й так само у якостi елементiв цiєї множини записуємо
самi слова. Введемо на отриманiй таким чином фактормножинi групову
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операцiю як у випадку вiльної групи, послiдовно записуючи слова з то-
чнiстю до вiдношення еквiвалентностi: добутком класiв еквiвалентностi
слiв W1 i W2 є клас еквiвалентностi слова W1W2. Перевiрте, що введена
таким способом операцiя коректно визначена й асоцiативна. Нейтраль-
ним елементом є клас еквiвалентностi порожнього слова, який ми далi
позначатимемо через e. Наприклад, aia−1

i = e або rj = e для будь-яких
i та j. Оберненi елементи можна знаходити так, як вказано вище для rj
(чому?). Тому це дiйсно група.

Означення А.10. Описану вище групу будемо називати групою з твiр-
ними a1, . . . , an та спiввiдношеннями r1, . . . , rm. Вона позначається че-
рез ⟨a1, . . . , an | r1, . . . , rm⟩. Якщо якась група G iзоморфна ⟨a1, . . . , an |
r1, . . . , rm⟩, то будемо говорити, що вона має опис у термiнах твiрних
a1, . . . , an та спiввiдношень r1, . . . , rm (або копредставлення ⟨a1, . . . , an |
r1, . . . , rm⟩).

Спiввiдношення часто для наочностi записують у виглядi рiвностей:
rj = e замiсть просто rj. Також часто частину спiввiдношення переносять
вправо: якщо rj = cj d

−1
j для деяких слiв cj i dj, то пишуть cj = dj

замiсть rj. З опису вiдношення еквiвалентностi випливає, що у цьому
випадку

W1 cjW2 = W1 cj d
−1
j djW2 = W1 rj djW2 = W1 djW2

для будь-яких слiв W1 i W2. Також у подальшому будемо використовува-
ти очевиднi спрощенi позначення для степенiв: писати aki замiсть ai . . . ai︸ ︷︷ ︸

k

i a−ki замiсть a−1
i . . . a−1

i︸ ︷︷ ︸
k

для усiх натуральних k та будь-якого i. Пiд a0i

при цьому будемо розумiти одиницю групи e. Множина спiввiдношень не
визначена групою однозначно: до їх списку без змiни групи можна дода-
вати, наприклад, aia−1

i для довiльних i та iншi вирази, що є одиничними
за побудовою. На практицi список спiввiдношень намагаються зробити
мiнiмальним. Встановлення iзоморфностi або неiзоморфностi двох груп,
що заданi твiрними та спiввiдношеннями, є у загальному випадку доволi
складною комбiнаторною задачею (при цьому множина твiрних теж не
визначена класом iзоморфностi групи однозначно).

Приклад А.15. Група з твiрними a1, . . . , an i без спiввiдношень за побу-
довою є просто вiльною групою ⟨a1, . . . , an⟩ з твiрними a1, . . . , an. Зокре-
ма, ”групою без твiрних” вважатимемо тривiальну: ⟨⟩ = {e}.

Тепер розглянемо групу з однiєю твiрною ⟨a⟩. Її довiльний елемент
з урахуванням введених вище позначень однозначно представляється
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у виглядi an для деякого n ∈ Z, який можна отримати, ”приводячи по-
дiбнi” лiтери a i a−1, якщо вони стоять поруч (чому таке представлення
однозначне?). При цьому an am = an+m для будь-яких n,m ∈ Z. Пере-
вiрте це, розглянувши рiзнi варiанти знакiв у цiлих чисел n, m i n +m.
Тому бiєктивне вiдображення ⟨a⟩ → Z : an → n є гомоморфiзмом, а отже
iзоморфiзмом, груп: ⟨a⟩ ≃ Z.

Приклад А.16. Розглянемо групу ⟨a | an⟩, де n ⩾ 2 натуральне (при
n = 0 в силу наших домовленостей про позначення це ⟨a⟩, а при n = 1 –
тривiальна група {e}). Аналогiчним до ⟨a⟩ чином встановлюємо, що до-
вiльний елемент цiєї групи має вигляд ai для деякого i = 0, n− 1. Дiйсно,
спочатку, як у попередньому прикладi, отримаємо вираз aj для деякого
цiлого j, а потiм, враховуючи рiвнiсть an = e, перепишемо його як ai,
де i – залишок вiд дiлення j на n. I взагалi, ai = aj тодi й тiльки то-
дi, коли i ≡ j mod n. Оскiльки при цьому ai aj = ai+j, вiдображення
⟨a | an⟩ → Zn : ai → [i] у групу Zn з прикладу А.4 є бiєктивним (чому?)
гомоморфiзмом, тобто iзоморфiзмом, груп, i ⟨a | an⟩ ≃ Zn. Групи з однi-
єю твiрною, що розглядалися у цьому та попередньому прикладах, тобто
(з точнiстю до iзоморфiзма) нескiнченна Z та скiнченнi Zn, звуться ще
циклiчними (див. також [4, с. 30-32]).

Приклад А.17. Єдине спiввiдношення групи ⟨a, b | aba−1b−1⟩ згiдно
з домовленостями вище зручно буде переписати у виглядi ab = ba. Звiдси,
переходячи до обернених елементiв, отримаємо b−1a−1 = a−1b−1, а домно-
жаючи злiва i справа на a−1 i b−1 – ba−1 = a−1b i b−1a = ab−1 вiдповiдно.
Враховуючи цi спiввiдношення, у довiльному словi з символiв a, b, a−1,
b−1 можна їх переставляти, допоки не отримаємо anbm для деяких n,m ∈
Z, й рiзнi пари n,m вiдповiдають рiзним елементам групи (чому?). Крiм
того, в силу тих же спiввiдношень anbm akbl = an+kbm+l для будь-яких
n,m, k, l ∈ Z. Тому вiдображення ⟨a, b | aba−1b−1⟩ → Z2 : anbm → (n,m)
у групу Z2 з прикладу А.9 є бiєктивним гомоморфiзмом, а отже iзоморфi-
змом, груп: ⟨a, b | aba−1b−1⟩ ≃ Z2. Аналогiчним способом можна описати
у термiнах твiрних та спiввiдношень групу Zn i для довiльного n (зробiть
це). Таким чином, додавання спiввiдношень вигляду aba−1b−1 дозволя-
ють перетворити вiльну групу на абелеву. Тому Zn ще називають вiльною
абелевою групою з n твiрними.

Приклад А.18. Для будь-якої скiнченної групи G розглянемо групу
⟨a, a ∈ G | abc−1, a, b, c ∈ G : ab = c⟩, твiрними якої є елементи G, а спiв-
вiдношення визначенi таблицею множення G (тут у рiвностi ab = c еле-
менти a i b множаться у G). Покажiть, що вiдображення a 7→ a задає
iзоморфiзм G на описану вище групу. Таким чином, будь-яку скiнчен-
ну групу можна описати у термiнах твiрних та спiввiдношень, хоча це
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буде, взагалi кажучи, доволi неекономний опис. Бiльш того, якщо у озна-
ченнi А.10 дозволити довiльну кiлькiсть твiрних та спiввiдношень, збе-
рiгаючи вимогу на скiнченну довжину слiв (аналогiчно до вiльної групи
з довiльною множиною твiрних у прикладi А.6), так можна описати вза-
галi будь-яку групу. Перевiрте, що ваше доведення залишається вiрним
i для цього випадку.

Твердження А.3. Нехай N – найменша за включенням нормальна
пiдгрупа групи G = ⟨a1, . . . , an | r1, . . . , rm⟩, що мiстить її елементи
s1, . . . , sl (у такому випадку говорять, що N породжена s1, . . . , sl). Тодi
вiдображення

G/N → ⟨a1, . . . , an | r1, . . . , rm, s1, . . . , sl⟩ : W N 7→ W

коректно визначене i є iзоморфiзмом груп.

Тут нормальна пiдгрупаN , що породжена s1, . . . , sl, завжди iснує (по-
кажiть це; пор. також з доведенням твердження А.4 нижче) i єдина як
найменший елемент частково впорядкованої множини (якої?). Iншими
словами, факторизацiя G за N i дописування s1, . . . , sl у список спiввiд-
ношень G дають iзоморфнi групи. Подальшу iнформацiю та приклади
опису груп у термiнах твiрних та спiввiдношень можна знайти, напри-
клад, у [4, с. 70-72] i [10, с. 23-28, 215-221].

Один зi способiв ”прояснення” структури групи, зокрема, такої, що
задана твiрними та спiввiдношеннями – це перехiд до пов’язаної з нею
абелевої групи, що описаний у наступному означеннi:

Означення А.11. Нехай G – деяка група. Комутатором двох елемен-
тiв a, b ∈ G зветься aba−1b−1 ∈ G. Комутантом (або першою похiдною
пiдгрупою) групи G зветься пiдгрупа G′ ⊂ G, що породжена усiма кому-
таторами, тобто найменша за включенням пiдгрупаG, що мiстить вирази
aba−1b−1 для усiх a, b ∈ G. Факторгрупа G/G′ зветься абелiанiзацiєю G.

Твердження А.4. Факторгрупа G/G′ коректно визначена (тобто пiд-
група G′ коректно визначена i є нормальною) та абелева.

Доведення. З опису у означеннi випливає, що G′ складається з усiх
можливих добуткiв елементiв вигляду aba−1b−1 (i обернених до них, але
оберненi мають той же вигляд), тобто його довiльний елемент дорiвнює
a1b1a

−1
1 b−1

1 . . . akbka
−1
k b−1

k . Це пiдгрупа G (чому?), i будь-яка пiдгрупа, що
мiстить усi комутанти, повинна мiстити й усi добутки такого вигляду,
тобто включати всю G′. Тому вона i є найменшою за включенням з такою
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властивiстю (єдиною такою як найменший елемент частково впорядко-
ваної множини). При цьому для будь-якого c ∈ G

ca1b1a
−1
1 b−1

1 . . . akbka
−1
k b−1

k c−1 = (ca1c
−1)(cb1c

−1)(ca1c
−1)−1(cb1c

−1)−1 . . .

. . . (cakc
−1)(cbkc

−1)(cakc
−1)−1(cbkc

−1)−1 ∈ G′,

що й демонструє нормальнiсть G′.
За означенням факторгрупи G/G′, довiльний її елемент – це сумi-

жний клас aG′, де a ∈ G, а комутатор будь-яких двох елементiв дорiвнює

aG′ bG′ (aG′)−1 (bG′)−1 = aba−1b−1G′ = eG′,

бо aba−1b−1 ∈ G′ (тут a, b ∈ G). Зауважимо, що, як i завжди у фактор-
групi, eG′ – це нейтральний елемент G/G′. Тобто aG′ bG′ = bG′ aG′ для
будь-яких aG′, bG′ ∈ G/G′, що й означає абелевiсть G/G′.

Бiльш того, G′ – це найменша за включенням нормальна пiдгрупа,
факторизацiя за якою абелева, що теж однозначно її характеризує (пе-
ревiрте самостiйно або див. [4, с. 75-76]). Зрозумiло також, що G′ = {e}
тодi й тiльки тодi, коли G абелева, i у цьому випадку абелiанiзацiя G збi-
гається з нею самою (точнiше, канонiчно iзоморфна). Крiм того, якщо
групи iзоморфнi, то їхнi комутанти та абелiанiзацiї також iзоморфнi (пе-
ревiрте це).

Зауважимо, що у загальному випадку, щоб побудувати нормальну
пiдгрупу N групи G, що породжена певною пiдмножиною елементiв G,
як у твердженнi А.3, нам потрiбно розглядати усi можливi добутки не
лише цих елементiв та обернених до них, а й їхнiх спряжень з довiльними
елементами G.

Нехай G = ⟨a1, . . . , an | r1, . . . , rm⟩. З узагальнення твердження А.3
на випадок, коли пiдгрупа може бути породжена нескiнченним числом
елементiв (переконайтеся у тому, що таке узагальнення теж справедливе)
випливає, що

G/G′ ≃ ⟨a1, . . . , an | r1, . . . , rm, W1W2W
−1
1 W−1

2 , W1,W2 ∈ G⟩.

Серед комутаторiв W1W2W
−1
1 W−1

2 є комутатори твiрних aiaja
−1
i a−1

j для
i, j = 1, n. Бiльш того, решта спiввiдношень-комутаторiв випливає з них.
Дiйсно, якщо твiрнi комутують, то, аналогiчно до прикладу А.17, ми мо-
жемо довiльним чином переставляти лiтери у будь-якому словi, зокрема,
мiняти пiдслова мiсцями, тодi W1W2W

−1
1 W−1

2 = W1W
−1
1 W2W

−1
2 = e для

будь-яких W1 i W2 з G. Тому цi зайвi спiввiдношення можна прибрати,
i таким чином отримаємо наступне:
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Наслiдок А.2. Якщо G = ⟨a1, . . . , an | r1, . . . , rm⟩, то

G/G′ ≃ ⟨a1, . . . , an | r1, . . . , rm, aiaja−1
i a−1

j , i, j = 1, n⟩.

Цю iзоморфнiсть можна перевiрити й безпосередньо, показавши, що
вiдображення

G/G′ → ⟨a1, . . . , an | r1, . . . , rm, aiaja−1
i a−1

j , i, j = 1, n⟩ : W G′ 7→ W

коректно визначене i є iзоморфiзмом груп (зробiть це). Зокрема, як зга-
дано у прикладi А.17 та бiльш детально показано у доведеннi наслiд-
ку 13.4, абелiанiзацiя перетворює вiльну групу з n твiрними на вiльну
абелеву групу з n твiрними, що iзоморфна Zn.
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Частина 2. Гомологiї
Див. наступнi аркушi.
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