
Pr. (Аналiтичний критерiй геодезичностi)

1. Якщо B = 0, то (M, r) цiлком геодезичний.

2. Якщо (M, r) геодезичний у p ∈ M , то Bp = 0.

▶ 1. Отже, маємо якiсь p ∈ M , v ∈ TpM . Випустимо
з p геодезичну γ многовида (M, g), що задовольняє
рiвнянню ∇γ′γ

′ = 0, в напрямку v: γ : (−ε, ε) → M ,
γ(0) = p, γ′(0) = v. Тодi ї ї параметр s ”майже нату-
ральний”: g(γ′, γ′) = gp(v, v) тотожно за властивiстю
паралельного поля γ′ уздовж кривої, тобто постiйне.
У розкладеннi Гаусса маємо

∇(r◦γ)′(r◦γ)
′(s) = dγ(s)r

(
∇γ′γ

′(s)
)
+Bγ(s)(γ

′(s), γ′(s)) = 0



для усiх s, бо γ – геодезична i B = 0. Оскiльки

g((r ◦ γ)′, (r ◦ γ)′) = g(γ′, γ′) = gp(v, v)

постiйне, це означає, що r ◦ γ : (−ε, ε) → M – геоде-
зична (M, g), i для неї (r ◦ γ)(0) = r(p), (r ◦ γ)′(0) =

dpr(v). В силу єдиностi, всi геодезичнi (M, g), що ви-
пущенi з r(p) у напрямку образiв векторiв TpM , ма-
ють такий вигляд (для значень параметра за межа-
ми (−ε, ε) просто розглянемо ту ж саму конструкцiю
у вiдповiднiй точцi).

2. Для довiльного v ∈ TpM нехай γ : (−ε, ε) → M –
геодезична (M, g) така, що γ(0) = r(p), γ′(0) = dpr(v).
За умовою геодезичностi у p, тодi γ = r◦γ. Оскiльки
r – занурення, воно є iн’єкцiєю на якомусь околi p.



Тодi, вибравши ε > 0 достатньо малим, отримаємо
з r(γ(0)) = γ(0) = r(p), що γ(0) = p. I з

dpr(v) = γ′(0) = (r ◦ γ)′(0) = dpr(γ
′(0))

та iн’єктивностi dpr отримуємо γ′(0) = v. Отже при
s = 0 у розкладеннi Гаусса маємо:

∇γ′γ
′(0) = dpr

(
∇γ′γ

′(0)
)
+Bp(γ

′(0), γ′(0)).

Лiворуч маємо 0 (знову можемо вважати параметр
”майже натуральним” для обох кривих з тих же мiр-
кувань, що вище), тому праворуч обидва доданки
нульовi (оскiльки це дотична i нормальна компонен-
ти). Тобто для будь-якого v ∈ TpM Bp(v, v) = 0,
а тодi з симетричностi Bp(v, w) = 0 для будь-яких
v, w ∈ TpM . ◀



Rem. У 2. обернена iмплiкацiя, взагалi кажучи, не-
вiрна: у цилiндра над графiком кубiчної функцiї у E3,
що задається вiдображенням r(s, t) = (s, s3, t), у то-
чцi (0,0) другi похiднi r нульовi, тому b(0,0) = 0, але
геодезичностi у цiй точцi немає: дотична до графiку
не лежить у поверхнi.



Cor. Пiдмноговид цiлком геодезичний тодi й тiльки
тодi, коли його друга ф.ф. нульова.

Ex. Для (вiдкритих пiдмножин) афiнних пiдпросто-
рiв En+q у афiнних координатах другi похiднi rij = 0
(бо координатнi функцiї лiнiйнi), тому B = 0.

Pr. (Єдинiсть цiлком геодезичних пiдмноговидiв) Не-
хай (M, r) i (M̃, r̃) – цiлком геодезичнi повнi зв’язнi
пiдмноговиди у рiмановому (M, g) (тобто многовиди
M i M̃ зв’язнi, а рiмановi (M, g) i (M̃, g̃) з вiдповiд-
ними першими ф.ф. – повнi у сенсi повноти внутрi-
шньої метрики). Якщо iснують такi p ∈ M , p̃ ∈ M̃ , що
r(p) = r̃(p̃) i dpr(TpM) = dp̃r̃(Tp̃M̃), то r(M) = r̃(M̃).
Зокрема, якщо цi многовиди вкладенi, то вони еквi-
валентнi.



▶ З повноти i зв’язностi (M, g) та теореми Хопфа –
Рiнова випливає, що для будь-якої q ∈ M точки p

i q можна з’єднати найкоротшою. Її, у свою чергу,
в силу повноти можна продовжити до натурально
параметризованої геодезичної γ : R → M такої, що
γ(s0) = p i γ(s1) = q. Оскiльки (M, r) цiлком геодези-
чний, з розкладення Гаусса аналогiчно до доведень
вище маємо, що r ◦ γ – (натурально параметризова-
на) геодезична (M, g). При цьому (r ◦γ)(s0) = r(p) =
r̃(p̃), i

(r ◦ γ)′(s0) = dpr(γ
′(s0)) ∈ dpr(TpM) = dp̃r̃(Tp̃M̃).

Тому з того, що (M̃, r̃) цiлком геодезичний, за озна-
ченням випливає, що iснує γ̃ : R → M̃ така, що r◦γ =
r̃ ◦ γ̃. Зокрема,

r(q) = r(γ(s1)) = r̃(γ̃(s1)) ∈ r̃(M̃).



Отже, r(M) ⊂ r̃(M̃). Аналогiчно доводиться r̃(M̃) ⊂
r(M). ◀

Rem. Це узагальнення теореми про єдинiсть геоде-
зичних.

Ex. Зокрема, у прикладах Ex.1.–3. вище через кожну
точку у напрямку кожного пiдпростора дотичного
простора можна провести цiлком геодезичний пов-
ний зв’язний вкладений пiдмноговид, що належить
до описаних там сiмейств. (Впр. Перевiрити це.) Це
означає, що з точнiстю до еквiвалентностi усi та-
кi пiдмноговиди належать до описаних (i є їхнiми
зв’язними вiдкритими пiдмножинами, якщо прибра-
ти вимогу повноти). Довiльнi повнi зв’язнi многови-
ди постiйної секцiйної кривини за теоремою Карта-
на – Кiллiнга отримуються з M

n+q
c факторизацiєю



за дiєю дискретної групи iзометрiй (що зберiгає ло-
кальнi конструкцiї), тому повний опис цiлком геоде-
зичних пiдмноговидiв можна отримати й для них.

Rem. Якщо Bp = 0 (зокрема, для геодезичного в p

пiдмноговида), рiвняння Гаусса дає для усiх u, v, w, z ∈
TpM

gr(p)(Rr(p)(dpr(u), dpr(v))dpr(w), dpr(z)) =

= gp(Rp(u, v), w, z).

Зокрема, для будь-якої площини σ ⊂ TpM маємо
K(dpr(σ)) = Kint(σ). З цим пов’язане наступний гео-
метричний опис секцiйної кривини.



Для будь-яких q ∈ M i площини τ ⊂ TqM випустимо з
q рiзноманiтнi геодезичнi у напрямках векторiв iз τ .
Вони утворюють локально 2-вимiрний пiдмноговид
(поверхню) (M, r) (чому?), що за побудовою є гео-
дезичною у p = r−1(q) в силу Pr.2. вище. Тодi K(τ) –
це гауссова кривина цiєї поверхнi у p.



Омбiлiчнiсть

Тут знову (M, r) – (гладкий) пiдмноговид вимiрно-
стi (тут i далi) ⩾ 2 у рiмановому (M, g). Згадаємо,
що у кожнiй p ∈ M оператор Вейнгартена A пiдм-
ноговида визначає бiлiнiйне Ap : NpM × TpM → TpM
таке, що для будь-яких поля X i нормального по-
ля ξ (на околi p) (AξX)p = (Ap)ξpXp. Зокрема, для
будь-якого ν ∈ NpM , фiксуючи його у якостi нор-
мального аргумента, визначаємо лiнiйний оператор
Aν := (Ap)ν(·): TpM → TpM – оператор Вейнгартена
у p, що вiдповiдає ν. З властивостей A випливає, що
Aν самоспряжений вiдносно gp.

def. (M, r) називають омбiлiчним у точцi p ∈ M (або
говорять, що p – омбiлiчна точка (M, r)), якщо для
будь-якого ν ∈ NpM iснує λ ∈ R таке, що Aν = λ idTpM .



Rem. Тут λ залежить вiд p i ν.

def. (M, r) називають цiлком омбiлiчним, якщо вiн
омбiлiчний у будь-якiй p ∈ M .

Ex. Якщо (M, r) геодезичний у p, то Bp = 0, тому
Ap = 0, отже Aν = 0 для будь-якого ν, i (M, r) омбi-
лiчний у p. Зокрема, цiлком геодезичнi пiдмноговиди
є цiлком омбiлiчними. У класичнiй диференцiальнiй
геометрiї поверхонь геодезичнi точки (точки спло-
щення) виключають з омбiлiчних. Наступне твер-
дження вiрне для будь-яких пiдмноговидiв:

Lem. Для будь-яких p ∈ M i ν ∈ NpM

gr(p)(Hp, ν) =
1

n
TrAν,



де n = dimM , H – поле середньої кривини пiдмного-
вида.

▶ Нехай {e1, . . . , en} – ортонормований базис TpM .
Тодi

gr(p)(Hp, ν) = gr(p)

1

n

n∑
i=1

Bp(ei, ei), ν

 =

=
1

n

∑
i

gp(Aν(ei), ei) =
1

n
TrAν

за зв’язком другої ф.ф. i оператора Вейнгартена та
з означення слiда лiнiйного оператора. ◀

Pr. (M, r) омбiлiчний у p тодi й тiльки тодi, коли
виконана одна з двох еквiвалентних умов:



1. Aν = gr(p)(Hp, ν) idTpM для будь-якого ν ∈ NpM ;

2. Bp(·, ·) = gp(·, ·)Hp.

▶ Еквiвалентнiсть омбiлiчностi та 1. випливає з Lem.
i того, що для дiагонального оператора Aν = λ idTpM

коефiцiєнт λ = 1
n TrAν.

Якщо виконується 1., то для будь-яких v, w ∈ TpM

маємо за зв’язком мiж другою ф.ф. i оператором
Вейнгартена

gr(p)(Bp(v, w), ν) = gp(Aνv, w) = gp(gr(p)(Hp, ν)v, w) =

= gr(p)(Hp, ν)gp(v, w) = gr(p)(gp(v, w)Hp, ν)



для будь-якого ν ∈ NpM , звiдки випливає 2. Якщо ж
виконується 2., то аналогiчним способом отримує-
мо, що для будь-якого ν

gp(Aνv, w) = gp(gr(p)(Hp, ν)v, w)

для будь-яких v, w ∈ TpM , звiдки маємо 1. ◀

Cor. (M, r) цiлком омбiлiчний тодi й тiльки тодi, коли
виконана одна з двох еквiвалентних умов:

1. AξX = g(H, ξ)X для будь-яких X, ξ;

2. B(X,Y ) = g(X,Y )H для будь-яких X,Y .

▶ Застосовуємо Pr. до значень цих полiв у кожнiй
точцi M . ◀



Rem. Для гiперповерхнi з (локальним) одиничним
нормальним полем ξ, якому вiдповiдають скалярна
друга ф.ф. b (B = b ξ) i середня кривина H (поле
середньої кривини H ξ), умови з Cor. набувають ви-
гляду вiдповiдно AξX = H X i b(X,Y ) = H g(X,Y )

(i так само для кожної точки).

Ex. Для гiперсфери радiуса R у En+1 маємо b = ±1
R g

(див. вище), тому вона цiлком омбiлiчна (i з постiй-
ною середньою кривиною H = ±1

R).

Lem. Нехай (M, r) – цiлком омбiлiчний. Тодi для будь-
яких полiв X,Y, ξ

1. ∇⊥
XB = g∇⊥

XH;



2. (R(X,Y )ξ)⊥ = R⊥(X,Y )ξ.

▶ 1. За означенням i попереднiм Cor.2.,

(∇⊥
XB)(Y, Z) = ∇⊥

XB(Y, Z)−B(∇XY, Z)−B(Y,∇XZ) =

= ∇⊥
X(g(Y, Z)H)− g(∇XY, Z)H − g(Y,∇XZ)H =

= g(Y, Z)∇⊥
XH+(X(g(Y, Z))− g(∇XY, Z)− g(Y,∇XZ))︸ ︷︷ ︸

0

H,

бо ∇ – рiманова зв’язнiсть g.

2. У правiй частинi рiвняннi Рiччi [Aξ, Aη] = 0, оскiль-
ки за Cor.1. Aξ i Aη ”дiагональнi” (точнiше, у кожнiй
p ∈ M оператори (Ap)ξp i (Ap)ηp пропорцiйнi тото-
жним), тому там залишається лише оператор кри-
вини нормальної зв’язностi. ◀



Pr. Нехай (M, r) – цiлком омбiлiчний пiдмноговид
у многовидi з постiйною секцiйною кривиною. То-
дi R⊥ = 0 i для будь-якого поля X на M ∇⊥

XH = 0.

▶ У цьому випадку в лiвих частинах рiвняня Кодац-
цi та Рiччi маємо нулi, зокрема, рiвняння Рiччi та
Lem.2. вище тодi дають R⊥ = 0.

Iз рiвняння Кодаццi та Lem.1. маємо для будь-яких
X,Y, Z на M

g(Y, Z)∇⊥
XH = g(X,Z)∇⊥

YH.

У кожнiй p ∈ M замiсть значень Y, Z пiдставимо (ко-
ректнiсть випливає з лiнiйностi) v, w ∈ TpM вiдповiд-
но такi, що w⊥Xp вiдносно gp i v = w ̸= 0 (нагадаємо,
що тут всюди вимiрнiсть M не менша за 2). Отри-
маємо (∇⊥

XH)p = 0. ◀



Нормальнi та головнi кривини гiперповерхнi

Нехай (M, r) – (гладка) гiперповерхня в (M, g). У то-
чцi p ∈ M фiксуємо один з двох одиничних нормаль-
них векторiв ν ∈ NpM (що може бути значенням ξp
у цiй точцi локального або глобального одиничного
нормального поля ξ). Отже gr(p)(ν, ν) = 1. Скалярна
друга ф.ф. bp у точцi визначається умовою Bp = bp ν.
За її властивостями, для будь-яких v, w ∈ TpM

bp(v, w) = gr(p)(Bp(v, w), ν) = gp(Aνv, w)

у позначеннях попереднього роздiлу.

def. Нормальною кривиною (M, r) (у точцi p) у на-
прямку v ∈ TpM , де v ̸= 0, називають

kν(v) :=
bp(v, v)

gp(v, v)
.



Rem. Очевидно, kν(λ v) = kν(v) для будь-якого 0 ̸=
λ ∈ R, тобто kν дiйсно залежить саме вiд напрям-
ка, а не вiд вектора. Iншими словами, це функцiя
на P (TpM) – проєктивному просторi, що асоцiйо-
ваний з TpM . Вiн природним чином ототожнюється
з RPn−1, n = dimM , зокрема, є компактним.

def. Головними кривинами (M, r) у p називають вла-
снi значення k1, . . . , kn оператора Aν. При цьому ка-
жуть, що вектор v ∈ TpM , v ̸= 0 має головний на-
прямок, що вiдповiдає ki, i = 1, n, якщо вiн власний:
Aνv = ki v.

Rem. З def. нормальної кривини та формули для bp

вище, при цьому ki = kν(v).



Rem. Нехай у локальних координатах G = (gij)
n
i,j=1,

A = (aij)
n
i,j=1 i (лише у цьому роздiлi) B = (bij)

n
i,j=1 –

матрицi gp, Aν i bp вiдповiдно. Як ми бачили ви-
ще, тодi aij = gik bkj для будь-яких i, j = 1, n, тобто
A = G−1B. Зокрема, головнi кривини – коренi хара-
ктеристичного полiнома det(A − k I) = det(G−1B −
k I). Домноживши на detG > 0, отримаємо рiвняння
det(B − kG) = 0.

Згадаємо, що Aν самоспряжений вiдносно gp:

Cor. 1. Iснують n дiйсних (з урахуванням кратностi)
головних кривин k1, . . . , kn.

2. Головнi напрямки, що вiдповiдають рiзним голов-
ним кривинам, ортогональнi (вiдносно gp тут i далi
у цьому роздiлi).



3. Iснує ортонормований базис TpM з векторiв го-
ловних напрямкiв, i у ньому матриця Aν дiагоналiзу-
ється, тобто має виглядk1 0

. . .
0 kn

 .

Pr. (Формула Ейлера) Нехай {e1, . . . , en} – ортонор-
мований базис TpM з векторiв головних напрямкiв,
αi – кут мiж 0 ̸= v ∈ TpM i ei, i = 1, n. Тодi

kν(v) =
n∑

i=1

ki cos
2αi.

▶ Отже, Aνei = ki ei для i = 1, n. Оскiльки нормаль-
на кривина залежить лише вiд напрямку v, можемо



вважати його одиничним. Тодi v =
∑
i
cosαi ei, i тому

kν(v) =
bp(v, v)

gp(v, v)
= gp(Aνv, v) =

= gp

∑
i

cosαi ki ei,
∑
j

cosαj ej

 =
∑
i

ki cos
2αi.

з означень i формули для bp. ◀

Rem. Для ортонормованого базиса
∑
i
cos2αi = 1.

Тому при n = 2 ця формула має вигляд kν(v) =

k1 cos2α1 + k2 sin2α1. Крiм того, звiдси випливає:

Cor. min
i=1,n

ki = min
0̸=v∈TpM

kν(v); max
i=1,n

ki = max
0̸=v∈TpM

kν(v).



Rem. Нормальна кривина приймає свої найменше
i найбiльше значення, бо це неперервна (чому?) фун-
кцiя на компактi P (TpM).

Впр. Чи є геометричний сенс у iнших ki?

Rem. Знаки головних i нормальних кривин залежать
вiд вибору ν та змiнюються (усi одночасно) при його
замiнi на протилежний.

Rem. З однiєї з Lem. попереднього роздiлу випливає,
що (скалярна) середня кривина у p дорiвнює

H(p) =
1

n
TrAν =

1

n
(k1 + . . .+ kn).



Впр. При n = 2 H(p) = 1
2(kν(v)+kν(w)) для будь-яких

ортогональних 0 ̸= v, w ∈ TpM .

def. Кривиною Гаусса – Кронекера (M, r) у p зветься

K(p) := detAν = k1 · . . . · kn.

Rem. У локальних координатах

K(p) = detA = det(G−1B) =
detB

detG
.

Тобто, якщо задавати ν = ξp для гладкого поля ξ на
U ⊂ M , K : U → R – гладка. Глобально вона ”визна-
чена з точнiстю до знака” (але коректно визначена
i не залежить вiд вибору ξ для парних n). При n = 2



K(p) збiгається з зовнiшньою (гауссовою для по-

верхнi в E3) кривиною Kext(p) =
b11 b22−b212
g11 g22−g212

в єдиному
можливому напрямку.

Rem. З означень i критерiїв минулих роздiлiв, ом-
бiлiчнiсть гiперповерхнi в p еквiвалентна k1 = . . . =

kn = H(p), i це ж значення має kν(v) для будь-якого
0 ̸= v ∈ TpM . Зокрема, з геодезичностi в p випливає
kν(v) = k1 = . . . = kn = H(p) = 0 для усiх v. Також
аналогiчно до поверхонь можна ввести поняття:

def. Точка p зветься:

– параболiчною, якщо Aν (а отже й bp) вироджений;



– елiптичною, якщо Aν (i bp) знаковизначений;

– гiперболiчною у всiх iнших випадках.

Rem. Тут знаковизначенiсть операторiв – вiдносно gp.
Зокрема,

– параболiчнiсть еквiвалентна K(p) = k1 · . . . ·kn = 0,
тобто тому, що принаймнi одна з головних кривин
нульова;

– елiптичнiсть еквiвалентна тому, що всi ki ̸= 0 та
мають один й той самий знак, i те ж вiрно для kν:
kν(v) ̸= 0 i мають один й той самий знак для усiх
0 ̸= v ∈ TpM ;



– гiперболiчнiсть еквiвалентна тому, що всi ki ̸= 0

i серед них є числа рiзних знакiв.

При цьому у гiперболiчному випадку серед значень
kν(v) є додатнi, вiд’ємнi та нульовi, як випливає з
формули Ейлера.

При n = 2 цi умови еквiвалентнi K(p) = 0, K(p) > 0

i K(p) < 0 вiдповiдно (хоча в класичнiй диференцi-
альнiй геометрiї поверхонь точки сплощення, тобто
геодезичнi, виключають з параболiчних).

Rem. Також можна розглядати лiнiї кривини та асим-
птотичнi лiнiї довiльної гiперповерхнi аналогiчно до
класичної диференцiальної геометрiї.



Rem. Для довiльної ковимiрностi дослiвно так само
визначаються нормальнi та головнi кривини вiдно-
сно якогось фiксованого одиничного ν ∈ NpM .

Впр. Аналогiчно до класичного означення визначи-
ти нормальну кривину натурально параметризова-
ної кривої γ, що проходить через p, тобто такої, що
γ(s0) = p, у гiперповерхнi (або вiдносно фiксовано-
го одиничного ν ∈ NpM для довiльної ковимiрностi)
як довжину зi знаком проєкцiї (тобто скалярний до-
буток) ∇(r◦γ)′(r ◦ γ)′(s0) на ν, показати що вона ви-
значається напрямком дотичного вектора γ′(s0) та
дорiвнює kν(γ′(s0)) (використати розкладення Гаус-
са для кривої). Чи важливо тут, що параметризацiя
саме натуральна?



Пiдмноговиди з паралельним
полем середньої кривини

def. Говорять, що поле середньої кривини H (глад-
кого) пiдмноговида (M, r) у (M, g) паралельне, якщо
для будь-якого поля X на M похiдна ∇⊥

XH = 0 (далi
позначаємо цю умову ∇⊥H = 0).

Rem. Зокрема, X(g(H,H)) = 2g(∇⊥
XH,H) = 0 для

будь-якого X, тобто модуль |H| =
√
g(H,H) постiй-

ний на зв’язних компонентах M . Важливим окремим
випадком є мiнiмальнiсть (це означення вже було):

def. Якщо H = 0, то (M, r) називають мiнiмальним.



Rem. Мiнiмальнi пiдмноговиди – це критичнi (ста-
цiонарнi) точки функцiонала об’єму, тобто мiнiмаль-
нiсть – це необхiдна умова мiнiмiзацiї об’єму ком-
пактних пiдмножин пiдмноговида вiдносно локаль-
них варiацiй. Докладнiше див., наприклад, Dajczer –
Tojeiro, глава 3, Амiнов, глава 7 та нижче. Схожа
варiацiйна умова вiрна й для пiдмноговидiв з пара-
лельним полем середньої кривини (там розглядаю-
ться варiацiї, що зберiгають обмежений пiдмногови-
дом об’єм).

Впр. Нагадаємо, що кривиною Рiччi n-вимiрного рi-
манового многовида (M, g) в p ∈ M у напрямку 0 ̸=
v ∈ TpM називають 1

n−1
Ricp(v,v)
gp(v,v)

, де Ric – тензор Рiччi

(M, g). Показати, що для мiнiмального (M, r) в мно-
говидi постiйної секцiйної кривизни c цi кривини не



перевищують c, i, якщо в p ∈ M всi кривини Рiччi
пiдмноговида дорiвнюють c, то Bp = 0 (i навпаки).
Зокрема, для мiнiмального занурення многовида по-
стiйної секцiйної кривини c у многовид постiйної се-
кцiйної кривини c c ⩽ c, i c = c тодi й тiльки тодi,
коли це занурення цiлком геодезичне (використати
рiвняння Гаусса).

Ex. Так, n-вимiрний тор Клiффорда є мiнiмальним
(але не цiлком геодезичним) пiдмноговидом у сфе-
рi S2n−1√

n
= M

2n−1
1
n

постiйної секцiйної кривини 0 < 1
n,

а ось у En+q мiнiмальний пiдмноговид може мати по-
стiйну секцiйну кривину 0, тобто бути локально ев-
клiдовим, лише якщо вiн цiлком геодезичний, тобто



(у зв’язному випадку) мiститься у афiнному пiдпро-
сторi. У загальному випадку кривини Рiччi мiнiмаль-
ного пiдмноговида без геодезичних точок у En+q по-
виннi таким чином бути вiд’ємними.

Згадаємо, що для цiлком омбiлiчного пiдмноговида
B = g H:

Cor. (M, r) цiлком геодезичний тодi й тiльки тодi,
коли вiн цiлком омбiлiчний та мiнiмальний.

Rem. У випадку гiперповерхнi поле середньої криви-
ни має вид H ξ, де ξ – одиничне нормальне поле, H –



скалярна середня кривина (взагалi кажучи, локаль-
но). Тодi умова паралельностi дає за властивiстю
нормального поля

0 = ∇⊥
X(H ξ) = X(H)ξ +H∇⊥

Xξ = X(H)ξ.

Cor. Поле середньої кривини гiперповерхнi паралель-
не тодi i тiльки тодi, коли її середня кривина H по-
стiйна на зв’язних компонентах M .

Rem. У таких випадках кажуть, що M – гiперповерх-
ня постiйної середньої кривини (CMC).

def. Цiлком омбiлiчний пiдмноговид з паралельним
полем середньої кривини називається зовнiшньою
сферою.



Ex. Цiлком геодезичнi пiдмноговиди, як ми бачили,
є зовнiшнiми сферами.

Rem. Тобто маємо наступнi класи пiдмноговидiв:

Pr.1. Будь-який цiлком омбiлiчний пiдмноговид у рi-
мановому многовидi постiйної секцiйної кривини є
зовнiшньою сферою.



2. Якщо (M, r) – зовнiшня сфера, то ∇⊥B = 0.

3. Якщо (M, r) – зовнiшня сфера, то R(X,Y )ξ =
R⊥(X,Y )ξ для будь-яких дотичних полiв X,Y та нор-
мального ξ.

▶ 1. випливає з останнього Pr. роздiлу про омбiлi-
чнiсть.

2. З Lem.1. роздiлу про омбiлiчнiсть, умова цiлком
омбiлiчностi дає ∇⊥

XB = g∇⊥
XH = 0 для будь-якого

поля X (це ми й позначили в умовi через ∇⊥B = 0).

3. З Lem.2. там же, для цiлком омбiлiчного випадку
(R(X,Y )ξ)⊥ = R⊥(X,Y )ξ. При цьому дотична компо-
нента (R(X,Y )ξ)T = 0 в силу рiвняння Кодаццi та 2.
◀



Ex. Як ми бачили вище, гiперсфери радiуса R у En+1

цiлком омбiлiчнi й мають постiйну середню кривину
H = ±1

R (k1 = . . . = kn = ±1
R у кожнiй точцi). Тому це

приклад зовнiшньої сфери (i справедливостi Pr.1.)

Гiпотези площин i сфер Картана

def. Кажуть, що (n + q)-вимiрний рiмановий мно-
говид (M, g) задовольняє гiпотезу n-площин (вiд-
повiдно, n-сфер), якщо для будь-якої p ∈ M i для
будь-якого n-вимiрного пiдпростору σ ⊂ TpM iснує n-
вимiрний цiлком геодезичний пiдмноговид (вiдповiд-
но, n-вимiрна зовнiшня сфера) (M, r) i точка p ∈ M

така, що p = r(p) i σ = dpr(TpM).



Rem. Тобто у будь-якiй точцi у напрямку будь-якого
n-вимiрного пiдпростору дотичного простору можна
провести цiлком геодезичний пiдмноговид (вiдповiд-
но, зовнiшню сферу).

Rem. Оскiльки цiлком геодезичнi пiдмноговиди є зов-
нiшнiми сферами, якщо (M, g) задовольняє гiпоте-
зу n-площин, то вiн задовольняє й гiпотезу n-сфер
(тобто гiпотеза n-площин апрiорi сильнiша).

Ex.1. Гiпотеза n-площин тривiально вiрна при q = 0.

2. При n = 1 одновимiрнi цiлком геодезичнi пiдмно-
говиди – геодезичнi, тому гiпотеза 1-площин завжди
виконується за теоремою iснування геодезичних.



3. Для многовидiв (M, g) постiйної секцiйної криви-
ни виконана гiпотеза n-площин для будь-якого n, як
згадувалося в роздiлi про цiлком геодезичнi пiдмно-
говиди.

Th. (Картан) Нехай зв’язний рiмановий (M, g) за-
довольняє гiпотезу n-сфер для якогось n > 1 i ко-
вимiрностi q > 0. Тодi (M, g) має постiйну секцiйну
кривину.

▶ Для будь-якої p ∈ M нехай {u, v, w} – довiльна ор-
тонормована система з 3 векторiв у TpM (за умо-
вою вимiрнiсть M дорiвнює n + q ⩾ 3). В силу умо-
ви, iснує зовнiшня сфера (M, r) i p ∈ M такi, що
p = r(p), u = dpr(u), v = dpr(v) для деяких u, v ∈ TpM ,



i w ∈ NpM (доповнюємо u, v до базиса n-вимiрного
пiдпростора, що ортогональний w, i проводимо сфе-
ру у його напрямку). Тодi в силу Pr.3. вище

Rp(u, v)w = R⊥
p (u, v)w ∈ NpM.

Зокрема, gp(Rp(u, v)w, u) = 0. Для ортонормованої

{u, v, w} система
{
u, 1√

2
(v + w), 1√

2
(v − w)

}
також ор-

тонормована, тому для неї це теж виконується:

0 = gp

(
Rp

(
u,

1√
2
(v + w)

)
1√
2
(v − w), u

)
=

=
1

2

(
gp(Rp(u, v)v, u)− gp(Rp(u, v)w, u)+

+gp(Rp(u,w)v, u)− gp(Rp(u,w)w, u)
)
=



=
1

2

(
K(u, v)−K(u,w)

)
,

де другий i третiй доданки у передостаннiй суммi
нульовi за тим же фактом. Тут K(u, v) – секцiйна
кривина (M, g) у напрямку площини, що натягнута
на u та v, i використовується означення секцiйної
кривини.

Зауважимо, що для будь-яких площин σ, τ ⊂ TpM

iснує площина ρ ⊂ TpM така, що σ ⊥ ρ i τ ⊥ ρ у на-
ступному сенсi (див. рис. нижче): iснують ненульовi
вектори {u, v, w} такi, що σ ∩ ρ = {λu|λ ∈ R}, v ∈ σ,
w ∈ ρ, i u ⊥ v, u ⊥ w, v ⊥ w, й аналогiчно для τ i ρ

(Впр.)



Звичайно, усi цi вектори можна зробити одинични-
ми, отже вони утворять ортонормовану систему. В
силу доведеного, K(σ) = K(u, v) = K(u,w) = K(ρ), i
аналогiчно K(τ) = K(ρ) = K(σ). Тобто всi секцiйнi
кривини в p ∈ M збiгаються. В силу теореми Шура
та зв’язностi, (M, g) – постiйної секцiйної кривини.
◀



Cor. Те ж вiрно й для гiпотези n-площин.

Rem. Тобто гiпотези еквiвалентнi, i приклади вище
вичерпують усi випадки, коли вони виконуються.


