
Середня кривина

def. Нехай (M, r) – n-вимiрний пiдмноговид у (M, g).
Його полем середньої кривини зветься

H :=
1

n
TrgB :=

1

n

n∑
i=1

B(Ei, Ei),

де {E1, . . . , En} – поля, що утворюють у кожнiй то-
чцi своєї областi визначення ортонормований базис
дотичного простору M (вiдносно значення першої
ф.ф. g у цiй точцi). Якщо H = 0 в усiх точках M , то
пiдмноговид зветься мiнiмальним.

Rem. Аналогiчно до нормальних полiв у Lem. вище,
такi поля максимальної гладкостi iснують в околi ко-
жної точки, але, взагалi кажучи, тiльки локально (це



теж випливає з методу Грама – Шмiдта або можна
використати паралельне перенесення – Впр.) Отже,
друга формула визначає H локально у околi кожної
точки M .

Rem. Потрiбно перевiрити коректнiсть. Введемо ло-
кальнi координати (усi позначення як вище) i роз-
кладемо Ei = E

j
i

∂
∂uj

для кожного i. Умова ортонор-
мованостi g(Ei, Ej) = δij дає для будь-яких i, j

gklE
k
i El

j = δij.

Побудуємо матрицю E = (Ei
j)i,j=1,n (i G як вище),

тодi цi умови означають, що

ETGE = I.



Зокрема, звiдси випливає, що E невироджена (чо-
му?). Домножимо злiва на (ET )−1 i справа на E−1:

G = (ET )−1E−1 = (EET )−1,

EET = G−1,

тобто для будь-яких i, j

n∑
k=1

Ei
kE

j
k = gij.

Тодi локально

H =
1

n

∑
k

B(Ek, Ek) =
1

n

∑
k

bαij E
i
kE

j
k ξα =

1

n
bαij g

ij ξα.

Цей вираз не залежить вiд вибору {E1, . . . , En} (але
й вiд локальних координат теж в силу означення).



Cor. H – коректно визначене нормальне поле на M ,
(k − 2)-гладке для k-гладкого пiдмноговида.

Rem. У випадку гiперповерхнi з (локальним) оди-
ничним нормальним полем ξ можемо аналогiчно до
другої ф.ф. записати поле середньої кривини у ви-
глядi H ξ, де тепер H – функцiя.

def. У цьому випадку H зветься середньою кривиною
гiперповерхнi.

Rem. Функцiя H визначена, взагалi кажучи, лише
локально (i є (k − 2)-гладкою), причому її знак за-
лежить вiд вибору ξ. Але модуль H коректно i одно-
значно визначений завжди. За побудовою,

H =
1

n
Trgb :=

1

n

n∑
i=1

b(Ei, Ei).



Локально поле середньої кривини у випадку гiперпо-
верхнi має вигляд 1

n bij g
ij ξ, тому H = 1

n bij g
ij.

Ex.1. Тор Клiффорда у E4: r ∈ C∞(T2, E4), де T2 =
S1 × S1, тому у якостi локальних координат (u1, u2)
можна брати кутовi параметри вiдповiдних кiл. От-
же, визначимо (коректнiсть очевидна):

r(u1, u2) := (cosu1 cosu2, cosu1 sinu2, sinu1 cosu2, sinu1 sinu2).

Диференцiюємо:

r1 = (− sinu1 cosu2,− sinu1 sinu2, cosu1 cosu2, cosu1 sinu2),

r2 = (− cosu1 sinu2, cosu1 cosu2,− sinu1 sinu2, sinu1 cosu2).

Знаходимо коефiцiєнти першої ф.ф.:

g11 = ⟨r1, r1⟩ = 1,



g12 = ⟨r1, r2⟩ = 0,

g22 = ⟨r2, r2⟩ = 1.

Тобто метрика пласка (поверхня локально iзометри-
чна E2; зауважимо, що iзометричне вкладення пла-
ского двовимiрного тора у E4 повинне iснувати за
теоремою Неша – Кейпера). Зокрема, невиродже-
нiсть матрицi Грама (у даному випадку одиничної)
означає, що r1 i r2 дiйсно утворюють базис образу
дотичної площини у кожнiй точцi, тобто лiнiйно не-
залежнi, а отже r – занурення. Воно є вкладенням,
бо T2 компактний, а r – iн’єкцiя.

Оберемо ортонормований базис нормальних полiв
(тут глобальний):

ξ1 = r = (cosu1 cosu2, cosu1 sinu2, sinu1 cosu2, sinu1 sinu2),



ξ2 = (sinu1 sinu2,− sinu1 cosu2,− cosu1 sinu2, cosu1 cosu2).

Дiйсно, це нормальнi поля, бо

⟨r1, ξ1⟩ = ⟨r1, ξ2⟩ = ⟨r2, ξ1⟩ = ⟨r2, ξ2⟩ = 0,

i базис ортонормований, бо

⟨ξ1, ξ1⟩ = ⟨ξ2, ξ2⟩ = 1, ⟨ξ1, ξ2⟩ = 0.

Другi похiднi:

r11 = r22 = (− cosu1 cosu2,− cosu1 sinu2,

− sinu1 cosu2,− sinu1 sinu2) = −r = −ξ1,

r12 = (sinu1 sinu2,− sinu1 cosu2,

− cosu1 sinu2, cosu1 cosu2) = ξ2.



Тому коефiцiєнти другої ф.ф.:

b111 = ⟨r11, ξ1⟩ = −1,

b211 = ⟨r11, ξ2⟩ = 0,

b112 = ⟨r12, ξ1⟩ = 0,

b212 = ⟨r12, ξ2⟩ = 1,

b122 = ⟨r22, ξ1⟩ = −1,

b222 = ⟨r22, ξ2⟩ = 0.

У нас

G =

(
1 0
0 1

)
одинична, тому G−1 =

(
1 0
0 1

)



теж одинична, i gij = δij. Поле середньої кривини
H = Hαξα = 1

2 bαij g
ij ξα. У нас це буде

H =
1

2
bαij δ

ij ξα =
1

2

2∑
i=1

bαii ξα,

тобто

H1 =
1

2
(b111 + b122) = −1,

H2 =
1

2
(b211 + b222) = 0,

i отже

H = H1ξ1 +H2ξ2 = −ξ1 = −r.

Rem. Зауважимо, що сума квадратiв координатних
функцiй r дорiвнює 1, тобто r(T2) ⊂ S3 ⊂ E4: тор



Клiффорда – (гiпер)поверхня у сферi S3. Якщо ото-
тожнити TS3 з пiдмножиною TE4, можна вважати
ξ2 нормальним полем цього тора у S3 (оскiльки воно
ортогональне радiусу-вектору r у E4, отже, є доти-
чним до S3, див. нижче). Проекцiя H на це поле
дорiвнює 0, отже середня кривина тора Клiффорда
у S3 нульова (чому?) – це мiнiмальна поверхня.













Основнi рiвняння геометрiї пiдмноговидiв

Почнемо з k-гладкого рiманового многовида (M, g),
де k ⩾ 3, а вимiрнiсть ⩾ 2. Як завжди, нехай ∇ – рiма-
нова зв’язнiсть g. Нагадаємо, що тензор (оператор)
кривини (M, g) визначається як вiдображення

R : X k−1(M)×X k−1(M)×X k−1(M) → X k−3(M):

X,Y, Z 7→ R(X,Y )Z := ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z.

Цей вираз є 3-лiнiйним вiдносно додавання i множе-
ння на функцiї з Ck−1(M), тобто, наприклад,

R(fX + hY, Z)W = fR(X,Z)W + hR(Y, Z)W,



i аналогiчно для iнших аргументiв. Звiдси випливає
його ”тензорнiсть”: для будь-якої p ∈ M i для будь-
яких полiв X,Y, Z на M вектор (R(X,Y )Z)p однозна-
чно визначений векторами Xp, Yp, Zp. Iншими слова-
ми, визначене 3-лiнiйне вiдображення

Rp : TpM × TpM × TpM → TpM

таке, що

(R(X,Y )Z)p = Rp(Xp, Yp)Zp

для будь-яких X,Y, Z.

Тензор кривини використовується для визначення
усього, що пов’язане з кривиною рiманових много-
видiв. Виникає природне питання: як, аналогiчно до



метрики i зв’язностi, перенести кривину на пiдмно-
говид? Отже, нехай (M, r) – k-гладкий пiдмноговид у
(M, g) вимiрностi n ⩾ 2. Усi пов’язанi з ним об’єкти
позначаємо як ранiше: g, ∇, B i т. д. Нехай тепер
X,Y, Z – гладкi поля на M . Позначимо

R(X,Y )Z : p ∈ M 7→ Rr(p)(dpr(Xp), dpr(Yp))dpr(Zp) ∈ Tr(p)M.

Це поле на M зi значеннями у TM ((k − 3)-гладке).
Щоб його знайти, для кожної p ∈ M продовжимо, як
ранiше, поля dr(X), dr(Y ), dr(Z) на деякий окiл r(p)
полями X,Y , Z вiдповiдно. В силу властивостей R,
тодi маємо

(R(X,Y )Z)p = (R(X,Y )Z)r(p).

За означенням,

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z =



= ∇X

(
∇Y Z

)
−∇Y

(
∇XZ

)
−∇

[X,Y ]
Z,

оскiльки за побудовою ∇Y Z продовжує ∇Y Z, ∇XZ

продовжує ∇XZ, i, як ми показали у одному з до-
ведень попереднього роздiлу, [X,Y ] продовжує поле
dr([X,Y ]). Тому для точок r(M) звiдси випливає

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,

де у перших двох членах ми застосовуємо ∇X i ∇Y

вiдповiдно до полiв на M зi значеннями у TM так са-
мо, як ми це робили ранiше з дотичними i нормаль-
ними полями; коректнiсть такого позначення дово-
диться аналогiчно до Lem.1. i 2. вище. При цьому
до цих полiв ми можемо застосувати розкладення
Гаусса, зокрема,

∇Y Z = dr(∇Y Z) +B(Y, Z).



Сума продовжень дотичного i нормального доданкiв
продовжує ∇Y Z (це не обов’язково те ж продовжен-
ня, що вище, але в силу коректностi це не важливо):(

∇Y Z
)
= ∇Y Z +B(Y, Z).

Тодi у точках r(M) з лiнiйностi, розкладень Гаусса
i Вейнгартена маємо

∇X∇Y Z = ∇X(∇Y Z) +∇X(B(Y, Z)) =

= dr (∇X∇Y Z)+B(X,∇Y Z)−dr
(
AB(Y,Z)X

)
+∇⊥

XB(Y, Z).

Мiняємо мiсцями X та Y :

∇Y∇XZ = dr (∇Y∇XZ) +B(Y,∇XZ)−

−dr
(
AB(X,Z)Y

)
+∇⊥

YB(X,Z).



Нарештi, розкладення Гаусса дає

∇[X,Y ]Z = dr
(
∇[X,Y ]Z

)
+B([X,Y ], Z).

Позначимо через R тензор кривини (M, g):

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z.

Тодi з формул вище робимо висновок:

Cor. Для будь-яких гладких полiв X,Y, Z на M

R(X,Y )Z = dr
(
R(X,Y )Z −AB(Y,Z)X +AB(X,Z)Y

)
+

+B(X,∇Y Z)−B(Y,∇XZ)−B([X,Y ], Z)+

+∇⊥
XB(Y, Z)−∇⊥

YB(X,Z).



Рiвняння Гаусса

Ортогонально спроєктуємо (R(X,Y )Z)p на dpr(TpM)

у кожнiй p ∈ M , отримавши дотичну компоненту

(R(X,Y )Z)T = dr
(
R(X,Y )Z −AB(Y,Z)X +AB(X,Z)Y

)
.

Iнколи цю рiвнiсть i звуть рiвнянням Гаусса, але ча-
сто її множать (вiдносно g) у точках r(M) на dr(W )

для деякого поля W на M . Тодi справа маємо

g
(
dr

(
R(X,Y )Z −AB(Y,Z)X +AB(X,Z)Y

)
, dr(W )

)
=

= g
(
R(X,Y )Z −AB(Y,Z)X +AB(X,Z)Y,W

)
=

= g(R(X,Y )Z,W )−g(B(X,W ), B(Y, Z))+g(B(Y,W ), B(X,Z))

за означенням g i зв’язком A з B.



Cor. (Рiвняння Гаусса) Для будь-яких гладких полiв
X,Y, Z,W на M

g(R(X,Y )Z, dr(W )) = g(R(X,Y )Z,W )−

− (g(B(X,W ), B(Y, Z))− g(B(X,Z), B(Y,W ))) .

Згадаємо, що для p ∈ M i 2-вимiрного векторного
пiдпростора (площини) σ ⊂ TpM секцiйною криви-
ною (M, g) (у p) у напрямку σ зветься

K(σ) =
gp(Rp(v, w)w, v)

gp(v, v)gp(w,w)− gp(v, w)2
,

де v, w – якась пара лiнiйно незалежних векторiв з σ;
це число не залежить вiд v, w, тiльки вiд σ i геометрiї
многовида.



Тут ми будемо цю секцiйну кривину звати внутрi-
шньою кривиною пiдмноговида (M, r) у напрямку σ

i позначати Kint(σ).

def. Зовнiшньою кривиною пiдмноговида (M, r) у на-
прямку площини σ ⊂ TpM зветься

Kext(σ) :=
gr(p)(Bp(v, v), Bp(w,w))− gr(p)(Bp(v, w), Bp(v, w))

gp(v, v)gp(w,w)− gp(v, w)2
,

де v, w ∈ σ – лiнiйно незалежнi вектори.

Впр. Вираз справа не залежить вiд вибору v, w, тiль-
ки вiд σ i геометрiї пiдмноговида (можна, наприклад,
довести це як для секцiйної кривини, перевiривши,
що g(B(X,W ), B(Y, Z))−g(B(X,Z), B(Y,W )) має тi ж



симетрiї, що й тензор Рiмана g(R(X,Y )Z,W ) много-
вида (M, g), за X,Y, Z,W ).

Cor. (Теорема Гаусса про кривину) Нехай p ∈ M

i σ ⊂ TpM – площина. Тодi секцiйна кривина (M, g)

у напрямку dpr(σ) ⊂ dpr(TpM) ⊂ Tr(p)M (це площина,
бо r – занурення) дорiвнює

K(dpr(σ)) = Kint(σ)−Kext(σ).

▶ Запишемо рiвняння Гаусса у p i пiдставимо v, w,w, v

(для лiнiйно незалежних v, w ∈ σ) замiсть значень
X,Y, Z,W вiдповiдно:

gr(p)(Rr(p)(dpr(v), dpr(w))dpr(w), dpr(v)) = gp(Rp(v, w)w, v)−

−
(
gr(p)(Bp(v, v), Bp(w,w))− gr(p)(Bp(v, w), Bp(v, w))

)
.



Подiливши на нормуючий знаменник

gr(p)(dpr(v), dpr(v))gr(p)(dpr(w), dpr(w))−gr(p)(dpr(v), dpr(w))2 =

= gp(v, v)gp(w,w)− gp(v, w)2

(за означенням g), отримаємо вирази для кривин. ◀

Rem. У випадку гiперповерхнi доданки, що мiстять
другу ф.ф., можна переписати з використанням вiд-
повiдної скалярної форми (для (локального) одини-
чного нормального поля ξ):

g(B(X,W ), B(Y, Z)) = g(b(X,W )ξ, b(Y, Z)ξ) = b(X,W )b(Y, Z),

i аналогiчно для другого. Так само зовнiшня криви-
на має вигляд:

Kext(σ) =
bp(v, v)bp(w,w)− bp(v, w)2

gp(v, v)gp(w,w)− gp(v, w)2
.



Rem. Нехай (M, g) має постiйну секцiйну кривину c.
Тодi, як вiдомо,

R(X,Y )Z = c(g(Y , Z)X − g(X,Z)Y ),

звiдки у точках r(M)

R(X,Y )Z = c(g(dr(Y ), dr(Z))dr(X)−g(dr(X), dr(Z))dr(Y )) =

= c(g(Y, Z)dr(X)− g(X,Z)dr(Y )).

Cor. (Рiвняння i теорема Гаусса для пiдмноговида
у просторi постiйної секцiйної кривини c) Для будь-
яких гладких полiв X,Y, Z,W на M

c(g(X,W )g(Y, Z)− g(X,Z)g(Y,W )) = g(R(X,Y )Z,W )−

− (g(B(X,W ), B(Y, Z))− g(B(X,Z), B(Y,W ))) .



Для будь-якої p ∈ M i площини σ ⊂ TpM

Kint(σ)−Kext(σ) = c.

Rem. Тобто зовнiшнi кривини однозначно визначенi
рiмановою геометрiєю (M, g) i зберiгаються при його
iзометрiях. Зокрема, при c = 0 Kint = Kext. У E3

при n = dimM = 2 (коли зовнiшня кривина, як i
секцiйна, у кожнiй точцi одна – гауссова кривина) це
i є оригiнальна теорема Гаусса (theorema egregium).

Ex. Розглянемо гiперсферу з центром x0 радiуса R

Sn
R(x0) := {x | ⟨x− x0, x− x0⟩ = R2} ⊂ En+1,



що задана (∞-гладким) вкладенням r : Sn → En+1

стандартної сфери. Нехай (u1, . . . , un) – якiсь локаль-
нi координати на U ⊂ Sn. Тодi, диференцiюючи умо-
ву з означення сфери

⟨r − x0, r − x0⟩ = R2

за ui, отримаємо (як i ранiше, тут всюди використо-
вуємо ототожнення TxRn+1 з Rn+1)

2⟨ri, r − x0⟩ = 0

для усiх i = 1, n, що означає 0 ̸= r − x0 ⊥ dpr(TpSn)
для усiх p ∈ U (а отже i для усiх p ∈ Sn, оскiль-
ки ця умова не залежить вiд локальних координат).
Тобто можна обрати (глобальне) гладке одиничне
нормальне поле двома способами:

ξ := ±
r − x0
|r − x0|

= ±
r − x0

R
.



Диференцiюємо попередню рiвнiсть ще раз за uj:

⟨rij, r − x0⟩+ ⟨ri, rj⟩ = 0,

тобто

bij = ⟨rij, ξ⟩ = ±
1

R
⟨rij, r − x0⟩ = ∓

1

R
⟨ri, rj⟩ = ∓

1

R
gij

для усiх i, j = 1, n. Тобто незалежно вiд локальних
координат b = ∓1

R g на Sn. Зокрема, з теореми Гаусса
тодi для будь-якої p ∈ Sn i площини σ ⊂ TpSn

Kint(σ) = Kext(σ) =
bp(v, v)bp(w,w)− bp(v, w)2

gp(v, v)gp(w,w)− gp(v, w)2
=

1

R2
,

тобто g – метрика на Sn постiйної секцiйної кривини
1
R2 (1 для стандартного вкладення).


