
Lem.1. Нехай ξ – l-гладке нормальне векторне поле
на M (0 ⩽ l ⩽ k−1), p ∈ M . Iснують вiдкрита V ∋ r(p)

у M та поле ξ, l-гладке на V i таке, що для будь-якої
q ∈ r−1(V )

ξr(q) = ξq



(у цьому випадку будемо говорити, що ξ продовжує
ξ на V ).

2. Нехай X – поле на M , ξ – нормальне поле ((k−1)-
гладкi), V ∋ r(p) – вiдкрита, X та X продовжують
dr(X) на V у сенсi попередньої леми, ξ та ξ продов-
жують ξ на V у сенсi п.1.). Тодi(

∇Xξ
)
r(p)

=
(
∇

X
ξ
)
r(p)

.

Тобто ∇Xξ у r(p) не залежить вiд вибору продов-
жень, а лише вiд самих X та ξ, структури (M, g)

i занурення.

▶ Аналогiчно до попередньої Lem. (Впр.) ◀



def. Коварiантною похiдною ξ за X в M (вiдносно ∇)
будемо називати поле

∇Xξ : p ∈ M 7→ (∇Xξ)p :=
(
∇Xξ

)
r(p)

∈ Tr(p)M,

де X, ξ – деякi продовження dr(X), ξ вiдповiдно на
окiл r(p).

Rem. Як i минулого разу, це поле на M зi значення-
ми в TM , коректнiсть означення випливає з Lem.,
(k − 2)-гладкiсть ∇Xξ – з її доведення (Впр.), i ва-
жливо лише те, що ∇ – афiнна зв’язнiсть (взагалi,
аналогiчна Lem. вiрна для диференцiювання будь-
яких полiв на M зi значеннями в TM за полями, що
дотичнi до M , – Впр.).



def. Нехай X – поле на M , ξ – нормальне поле на M ,
(k − 1)-гладкi. Позначимо для p ∈ M

(AξX)p := −(dpr)
−1(((∇Xξ)p)

T ) ∈ TpM,

(∇⊥
Xξ)p := ((∇Xξ)p)

⊥ ∈ NpM.

Тодi A : ξ,X 7→ AξX називається оператором Вейн-
гартена пiдмноговида (M, r), а ∇⊥ : X, ξ 7→ ∇⊥

Xξ –
нормальною зв’язнiстю (M, r).

Rem. За побудовою, AξX – поле на M , а ∇⊥
Xξ – нор-

мальне поле на M ((k − 2)-гладкi – Впр.).

Cor. (Розкладення Вейнгартена) Для кожної p ∈ M

(∇Xξ)p = −dpr((AξX)p) + (∇⊥
Xξ)p



– ортогональне розкладення на елементи з dpr(TpM)
i NpM вiдповiдно.

Rem. Або простiше для полiв:

∇Xξ = −dr(AξX) +∇⊥
Xξ.

У спрощених позначеннях маємо ∇Xξ = −AξX+∇⊥
Xξ.

Pr. (властивостi ∇, B,A,∇⊥)

1. ∇ – рiманова зв’язнiсть iндукованої метрики g
(першої ф.ф. (M, r)), тобто

a. ∇fX+hY Z = f∇XZ + h∇Y Z,

b. ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,
c. ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y,
d. ∇XY −∇YX = [X,Y ],
e. X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ).



2. B – бiлiнiйна (вiдносно множення на функцiї на M)
симетрична ”форма” (зi значеннями у нормальних
полях), тобто

a. B(fX + hY, Z) = fB(X,Z) + hB(Y, Z),
b. B(X, fY + hZ) = fB(X,Y ) + hB(X,Z),
c. B(X,Y ) = B(Y,X).

3. A – лiнiйне за обома аргументами (вiдносно мно-
ження на функцiї на M), i для будь-якого ξ Aξ –
”самоспряжений оператор” вiдносно g, тобто

a. Afξ+hηX = fAξX + hAηX,

b. Aξ(fX + hY ) = fAξX + hAξY,

c. g(AξX,Y ) = g(X,AξY ).



4. ∇⊥ – ”зв’язнiсть на розшаруваннi NM”, що ”узго-
джена з g”, тобто

a. ∇⊥
fX+hY ξ = f∇⊥

Xξ + h∇⊥
Y ξ,

b. ∇⊥
X(ξ + η) = ∇⊥

Xξ +∇⊥
Xη,

c. ∇⊥
X(fξ) = f∇⊥

Xξ +X(f)ξ,
d. X(g(ξ, η)) = g(∇⊥

Xξ, η) + g(ξ,∇⊥
Xη).

5. A i B узгодженi наступним чином:

g(B(X,Y ), ξ) = g(AξX,Y ).

Це все повинне виконуватися для будь-яких полiв
X,Y, Z, нормальних полiв ξ, η i функцiй f, h на M вiд-
повiдних гладкостей.



▶ Використаємо властивостi ∇.

Нехай X,Y, Z – поля на M , p ∈ M , X,Y , Z – продовже-
ння dr(X), dr(Y ), dr(Z) вiдповiдно на деякий окiл V

точки r(p). Нехай також f, h – функцiї на M , а f, h –
їхнi вiдповiднi продовження на V , тобто для будь-
якої q ∈ r−1(V )

f(r(q)) = f(q), h(r(q)) = h(q).

(Впр. Такi продовження iснують.) Тодi на V викону-
ється властивiсть ∇:

∇f X+hY Z = f ∇XZ + h∇Y Z.

Зауважимо, що поле f X + hY продовжує f dr(X) +
h dr(Y ) = dr(fX+hY ) на V : для будь-якої q ∈ r−1(V )

(f X + hY )r(q) = f(r(q))Xr(q) + h(r(q))Y r(q) =



f(q)dqr(Xq) + h(q)dqr(Yq) = (f dr(X) + h dr(Y ))q,

тому можна записати f X + hY = fX + hY . Отже,
для будь-якої p ∈ M за означенням ∇XY та з вла-
стивостi ∇ вище маємо(
∇fX+hY Z

)
p
=
(
∇fX+hY Z

)
r(p)

=
(
f ∇XZ + h∇Y Z

)
r(p)

=

= f(r(p))(∇XZ)r(p) + h(r(p))(∇Y Z)r(p) =

= f(p)(∇XZ)p + h(p)(∇Y Z)p.

Тобто

∇fX+hY Z = f∇XZ + h∇Y Z.

У кожнiй точцi p ∈ M спроєктуємо цю рiвнiсть на
dpr(TpM). Тодi за розкладенням Гаусса

dr(∇fX+hY Z) = f dr(∇XZ) + h dr(∇Y Z).



Оскiльки dpr – iн’єкцiя для будь-якої p, звiдси маємо

∇fX+hY Z = f∇XZ + h∇Y Z,

тобто 1.a. Тепер для кожної p ∈ M спроєктуємо на
NpM . За розкладенням Гаусса

B(fX + hY, Z) = fB(X,Z) + hB(Y, Z).

Це 2.a. Далi дiємо аналогiчно. З властивостi ∇

∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ

i спостереження Y +Z = Y + Z (бо Y +Z продовжує
dr(Y ) + dr(Z) = dr(Y + Z)) аналогiчно отримуємо

∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ.

Проєктуючи у кожнiй точцi на дотичний i нормаль-
ний компоненти, отримуємо вiдповiдно

dr(∇X(Y + Z)) = dr(∇XY ) + dr(∇XZ),



звiдки випливає властивiсть 1.b.

∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

i

B(X,Y + Z) = B(X,Y ) +B(X,Z),

тобто ”половину” властивостi 2.b. Використаємо на-
ступну властивiсть ∇:

∇X(f Y ) = f ∇XY +X(f)Y .

Впр. X(f)(r(p)) = X(f)(p) (доводиться схоже на один
з етапiв доведення Lem. вище).

Крiм того, f Y = fY . Тому аналогiчно до мiркувань
вище маємо

∇X(fY ) = f∇XY +X(f)dr(Y ).



Проєктуючи на дотичнi та нормальнi компоненти,
маємо вiдповiдно

dr(∇X(fY )) = f dr(∇XY ) +X(f)dr(Y ),

звiдки випливає 1.c.

∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y,

i

B(X, fY ) = fB(X,Y ) + 0,

що завершує доведення 2.b.

Тепер скористаємося тим, що ∇ має нульовий скрут:

∇XY −∇YX = [X,Y ].



Покажемо, що

[X,Y ]r(p) = dpr([X,Y ]p).

Дiйсно, введемо в околах p i r(p) локальнi координа-
ти (u1, . . . , un) i (x1, . . . , xn+q) вiдповiдно, як у дове-
деннi Lem. вище. Нехай [X,Y ] = [X,Y ]b ∂

∂xb
(коефiцi-

єнти для iнших полiв позначаємо як у Lem.) Тодi за
локальною формулою для дужки Лi у точках образу
пiдмноговида маємо для будь-якого iндекса b вiд 1
до n+ q

[X,Y ]b(u1, . . . , un,0, . . . ,0) =

= X
a(u1, . . . , un,0, . . . ,0)

∂Y
b

∂xa
(u1, . . . , un,0, . . . ,0)−

−Y
a(u1, . . . , un,0, . . . ,0)

∂X
b

∂xa
(u1, . . . , un,0, . . . ,0).



Використовуючи умови продовження i мiркування
з доведення Lem., отримуємо, що це дорiвнює

Xi(u1, . . . , un)
∂Y

b

∂xi
(u1, . . . , un,0, . . . ,0)−

−Y i(u1, . . . , un)
∂X

b

∂xi
(u1, . . . , un,0, . . . ,0) =

=


(
Xi ∂Y b

∂ui
− Y i ∂Xb

∂ui

)
(u1, . . . , un), b = 1, n,

0, b = n+1, n+ q.
=

= (dr([X,Y ]))b(u1, . . . , un),

що й потрiбно було показати.



Використовуючи цю рiвнiсть, отримуємо

∇XY −∇YX = dr([X,Y ]).

Проєктуючи на дотичнi та нормальнi компоненти,
отримуємо вiдповiдно

dr(∇XY )− dr(∇YX) = dr([X,Y ]),

звiдки маємо 1.d.

∇XY −∇YX = [X,Y ],

i

B(X,Y )−B(Y,X) = 0,

тобто 2.с.

Нарештi, маємо умову узгодження ∇ з метрикою g:

X(g(Y , Z)) = g(∇XY , Z) + g(Y ,∇XZ).



Це рiвнiсть функцiй на V . Перш за все, зауважимо,
що функцiя g(Y , Z) продовжує g(Y, Z), бо для будь-
якої q ∈ r−1(V )

g(Y , Z)(r(q)) = gr(q)

(
Y r(q), Zr(q)

)
=

= gr(q) (dqr(Yq), dqr(Zq)) = gq(Yq, Zq) = g(Y, Z)(q)

за означенням першої ф.ф. Тому з Впр. вище маємо

X(g(Y , Z))(r(p)) = X(g(Y, Z))(p).

Для першого доданку правої частини з означень ви-
пливає

g(∇XY , Z)(r(p)) = gr(p)

(
(∇XY )r(p), Zr(p)

)
=

= gr(p)

(
(∇XY )p, dpr(Zp)

)
= [розкладення Гаусса] =



= gr(p) (dpr ((∇XY )p) +B(X,Y )p, dpr(Zp)) =

=

[
B(X,Y )p ∈ NpM,

dpr(Zp) ∈ dpr(TpM)

]
= gr(p) (dpr ((∇XY )p) , dpr(Zp)) =

= gp ((∇XY )p, Zp) = g(∇XY, Z)(p)

згiдно з означенням першої ф.ф. Аналогiчно пере-
творюючи другий доданок, отримуємо, що у кожнiй
p ∈ M вiрно

X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ),

тобто 1.e.

Аналогiчно використовуємо властивостi ∇ для нор-
мальних полiв ξ, η та їхнiх продовжень ξ, η вiдповiдно.



Так, з

∇f X+hY ξ = f ∇Xξ + h∇Y ξ

отримуємо

∇fX+hY ξ = f∇Xξ + h∇Y ξ,

i згiдно з розкладенням Вейнгартена вiдповiднi про-
єкцiї мають вигляд

−dr(Aξ(fX + hY )) = −fdr(AξX)− hdr(AξY ),

звiдки маємо 3.b.

Aξ(fX + hY ) = fAξX + hAξY,

та 4.a.

∇⊥
fX+hY ξ = f∇⊥

Xξ + h∇⊥
Y ξ.



З

∇X(ξ + η) = ∇Xξ +∇Xη

маємо

∇X(ξ + η) = ∇Xξ +∇Xη.

Проєкцiї:

−dr(Aξ+ηX) = −dr(AξX)− dr(AηX),

що дає частину 3.a.

Aξ+ηX = AξX +AηX,

i 4.b.

∇⊥
X(ξ + η) = ∇⊥

Xξ +∇⊥
Xη.

Рiвнiсть

∇X(f ξ) = f ∇Xξ +X(f)ξ



дає

∇X(fξ) = f∇Xξ +X(f)ξ,

i проєкцiї мають вигляд

−dr(AfξX) = −fdr(AξX) + 0,

що завершує доведення 3.a.:

AfξX = fAξX,

та 4.c.

∇⊥
X(fξ) = f∇⊥

Xξ +X(f)ξ.

Тепер ще раз використаємо узгодженiсть ∇ з g:

X(g(ξ, η)) = g(∇Xξ, η) + g(ξ,∇Xη).



Оскiльки функцiя g(ξ, η) продовжує g(ξ, η), з Впр.
вище маємо у кожнiй p ∈ M для лiвої частини

X(g(ξ, η))(r(p)) = X(g(ξ, η))(p),

а для першого доданку правої –

g(∇Xξ, η)(r(p)) = gr(p)

(
(∇Xξ)r(p), ηr(p)

)
=

= gr(p)

(
(∇Xξ)p, ηp

)
= [розкладення Вейнгартена] =

= gr(p)

(
−dpr

(
(AξX)p

)
+ (∇⊥

Xξ)p, ηp
)
=

=

[
ηp ∈ NpM,

−dpr
(
(AξX)p

)
∈ dpr(TpM)

]
= gr(p)

(
(∇⊥

Xξ)p, ηp
)
=

= g(∇⊥
Xξ, η)(p).



I аналогiчно для другого доданку, звiдки маємо 4.d.

X(g(ξ, η)) = g(∇⊥
Xξ, η) + g(ξ,∇⊥

Xη).

Запишемо умову узгодженостi ще раз, тепер для до-
тичного i нормального полiв:

X(g(Y , ξ)) = g(∇XY , ξ) + g(Y ,∇Xξ).

Знову ж g(Y , ξ) продовжує g(dr(Y ), ξ), тому з Впр.
вище маємо

X(g(Y , ξ))(r(p)) = X(g(dr(Y ), ξ))(p) = 0,

бо це ортогональнi у кожнiй точцi поля. Отже, лiва
частина в умовi узгодженостi нульова в точках пiд-
многовида. Перепишемо праву, використавши тi ж
мiркування, що й ранiше:

0 = g(∇XY, ξ) + g(dr(Y ),∇Xξ).



Пiдставимо сюди розкладення Гаусса i Вейнгартена:

0 = g (dr(∇XY ) +B(X,Y ), ξ)+g
(
dr(Y ),−dr(AξX) +∇⊥

Xξ
)
=

=

[
dr(∇XY ) ⊥ ξ,

dr(Y ) ⊥ ∇⊥
Xξ

]
= g (B(X,Y ), ξ)−g

(
dr(Y ), dr(AξX)

)
=

= [def. першої ф.ф.] = g (B(X,Y ), ξ)− g
(
Y,AξX

)
.

Це 5. Разом з 2.c. воно дає 3.c. ◀

Запис розкладень Гаусса i Вейнгартена
у локальних координатах

Зафiксуємо стандартнi позначення: у околi точки p ∈
M для пiдмноговида (M, r) у (M, g) будемо розгля-
дати локальнi координати (u1, . . . , un), у околi r(p) –



(x1, . . . , xn+q) (але без усяких додаткових умов, на
вiдмiну вiд доведень Lem. i Pr. вище). Домовимось,
що i, j, k, . . . = 1, n, a, b, c, . . . = 1, n+ q, α, β, γ, . . . = 1, q.
Нехай {gab} i {gij} – коефiцiєнти метрик g i g (першої
ф.ф. пiдмноговида) вiдповiдно.

Згадаємо також, що поля{
ri = dr

(
∂

∂ui

)
= rai

∂

∂xa

}n
i=1

,

де rai = ∂xa

∂ui
– частиннi похiднi координатних функцiй

локального задання r, утворюють базис dor(ToM)
у кожнiй точцi o, де дiють вiдповiднi координати.

Lem. Для k-гладкого (M, r) на деякому околi ко-
жної p ∈ M iснують (k − 1)-гладкi нормальнi по-
ля {ξ1, . . . , ξq}, що утворюють у кожнiй точцi цього



околу ортонормований базис нормального простору,
тобто

g(ξα, ξβ) = δαβ

на цьому околi для будь-яких α, β.

▶ Нехай U ∋ p, V ∋ r(p) – вiдповiднi координатнi
околи. Будемо шукати нормальнi поля на вiдкрито-
му околi U ∩ r−1(V ) ∋ p вигляду ξ = ξa ∂

∂xa. Умови
нормальностi мають вигляд g(ri, ξ) = 0, тобто

gab
∂xa

∂ui
ξb = 0,

для будь-якого i вiд 1 до n. У кожнiй точцi U∩r−1(V )

це система з n лiнiйних рiвнянь вiд n + q невiдомих



ξ1, . . . , ξn+q, невироджена, бо {ri}ni=1 – лiнiйно неза-
лежна система, а матриця g додатно визначена. От-
же, ця система має q-вимiрний простiр розв’язкiв.
Знайдемо у кожнiй точцi базис цього простору:

– виберемо фундаментальну систему розв’язкiв ме-
тодом Гаусса;

– ортогоналiзуємо її (вiдносно g у точцi) методом
Грама – Шмiдта.

Отримаємо
{
ξα = ξaα

∂
∂xa

}q
α=1

. Оскiльки на обох ета-
пах, щоб знайти {ξaα}, ми застосовували однозначно
визначенi ∞-гладкi перетворення до (k − 1)-гладких{
gab

∂xa

∂ui

}
(Впр.), такi поля {ξα}qα=1 коректно визна-

ченi, (k − 1)-гладкi та задовольняють умовi. ◀



Ex. Для n = 2, q = 1 i евклiдового (M, g) = E3 з де-
картовими координатами маємо ξ = ξ1 = [r1,r2]

|[r1,r2]|
.

Впр. Записати явну локальну формулу для одини-
чного нормального поля ξ = ξ1 гiперповерхнi у En+1

для довiльного n, узагальнивши векторний добуток.

Отже, запишемо розкладення Гаусса локально для
базисних полiв X = ∂

∂ui
, Y = ∂

∂uj
. Щоб знайти його

лiву частину ∇ ∂
∂ui

∂
∂uj

, треба продовжити dr
(

∂
∂ui

)
= ri,

dr
(

∂
∂uj

)
= rj на окiл r(p) полями X = X

a ∂
∂xa й Y =

Y
a ∂
∂xa вiдповiдно. Це означає, що у точках r(M) X

a =

rai = ∂xa

∂ui
для будь-якого a, i аналогiчно для Y .



Як i ранiше, будемо позначати через
{
Γc
ab

}
симво-

ли Кристоффеля рiманової зв’язностi ∇ метрики g.
Локальна формула коварiантного диференцiювання:

∇XY = X
a
(
∂Y

c

∂xa
+Γc

abY
b
)

∂

∂xc
.

У точках r(M) маємо:

∇ ∂
∂ui

∂

∂uj
=

∂xa

∂ui

(
∂Y

c

∂xa
+Γc

ab
∂xb

∂uj

)
∂

∂xc
.

Зауважимо, що тут за ланцюговим правилом перша
з сум за iндексом a дає похiднi композицiй Y

c ◦ r =

rcj = ∂xc

∂uj
(умова продовження), тому

∇ ∂
∂ui

∂

∂uj
=

∂(Y c ◦ r)

∂ui
∂

∂xc
+Γc

ab
∂xa

∂ui
∂xb

∂uj
∂

∂xc
=



=
(
rcij +Γc

abr
a
i r

b
j

) ∂

∂xc
,

де будемо позначати rij := rcij
∂

∂xc :=
∂2xc

∂ui∂uj
∂

∂xc. У цьо-
му виразi Γc

ab – це насправдi композицiї Γc
ab ◦ r, але

явно ми це писати не будемо. Усю суму ∇ ∂
∂ui

∂
∂uj

по-

значимо через rj,i = ri,j (в силу симетрiй, оскiльки
гладкiсть k ⩾ 2) – коварiантна похiдна rj за ui (або
ri за uj). Вона збiгається з rij для пласкої зв’язностi
∇ i локальних координат, у яких Γc

ab = 0.

Першим доданком у правiй частинi розкладення Га-
усса буде

dr

(
∇ ∂

∂ui

∂

∂uj

)
= dr

(
Γk
ij

∂

∂uk

)
= Γk

ijrk,



де через
{
Γk
ij

}
будемо позначати символи Кристоф-

феля iндукованої зв’язностi ∇ пiдмноговида (вона ж
рiманова зв’язнiсть першої ф.ф. g).

Аналогiчно до ”справжнiх” форм на многовидi, з вла-
стивостей лiнiйностi другої ф.ф. B пiдмноговида у
Pr.2. вище випливає, що B однозначно визначає у ко-
жнiй точцi p ∈ M бiлiнiйне вiдображення

Bp : TpM × TpM → NpM

таке, що (B(X,Y ))p = Bp(Xp, Yp) для будь-яких глад-
ких полiв X та Y на M (Впр.)

Зокрема, можна для i, j = 1, n у кожнiй точцi ко-
ординатного околу пiдрахувати B

(
∂
∂ui

, ∂
∂uj

)
i розкла-

сти отримане локальне нормальне поле за базисом



з Lem. (на, можливо, меншому околi p):

B

(
∂

∂ui
,

∂

∂uj

)
= bαij ξα.

def. Назвемо отриманi функцiї
{
bαij

}
i,j=1,n, α=1,q

(ло-

кальними) коефiцiєнтами другої ф.ф. B вiдносно ко-
ординат (u1, . . . , un) i локального базиса нормальних
полiв {ξ1, . . . , ξq}.

Впр. Як вони змiнюються при замiнi локальних ко-
ординат? Базиса?

Cor. (Локальний запис розкладення Гаусса)

ri,j = Γk
ijrk + bαij ξα



для будь-яких i, j = 1, n.

Rem. Локальний вираз розкладення для довiльних
полiв X та Y можна вивести з цього.

Тепер аналогiчним чином знайдемо локальний ви-
гляд розкладення Вейнгартена для базисних полiв
X = ∂

∂ui
, ξ = ξα, де i = 1, n, α = 1, q. Для цього обе-

ремо продовження X = X
a ∂
∂xa (як ранiше) i ξ = ξ

a ∂
∂xa

вiдповiдно. Для другого поля умова продовження
має вигляд просто ξ

a
= ξaα у точках r(M). Похiдна:

∇Xξ = X
a
(
∂ξ

c

∂xa
+Γc

ab ξ
b
)

∂

∂xc
.



Аналогiчно до розкладення Гаусса маємо, що у то-
чках r(M) це перетворюється на

∇ ∂
∂ui

ξα =
∂xa

∂ui

(
∂ξ

c

∂xa
+Γc

ab ξ
b
α

)
∂

∂xc
=

=
∂(ξ

c ◦ r)

∂ui
∂

∂xc
+Γc

ab
∂xa

∂ui
ξbα

∂

∂xc
=

=

(
∂ξcα
∂ui

+Γc
ab r

a
i ξ

b
α

)
∂

∂xc
.

Будемо позначати це через ξα,i (коварiантна похiдна
ξα за ui). Зауважимо, що тут, як i у розкладеннi
Гаусса, пiд Γc

ab маються на увазi композицiї Γc
ab ◦ r.

Як i для форми B, з властивостей лiнiйностi опера-
тора Вейнгартена A пiдмноговида у Pr.3. вище мо-



жна вивести, що у кожнiй точцi p ∈ M вiн однозначно
визначає бiлiнiйне вiдображення

Ap : NpM × TpM → TpM : ν, v 7→ (Ap)νv

таке, що (AξX)p = (Ap)ξpXp для будь-яких гладких ξ

та X (Впр.)

Зокрема, можна у кожнiй точцi околу p розкласти:

Aξα

(
∂

∂ui

)
= a

j
αi

∂

∂uj
.

Знайдемо коефiцiєнти (функцiї)
{
a
j
αi

}
. Для цього за-

пишемо рiвнiсть з Pr.5. вище (для Y = ∂
∂uj

):

g

(
Aξα

(
∂

∂ui

)
,

∂

∂uj

)
= g

(
B

(
∂

∂ui
,

∂

∂uj

)
, ξα

)
,



g

(
akαi

∂

∂uk
,

∂

∂uj

)
= g

(
b
β
ij ξβ, ξα

)
,

akαi gkj = bαij,

де справа використали ортонормованiсть. Будемо
позначати через G = (gij)i,j=1,n локальну матрицю

Грама g, через (gij)i,j=1,n = G−1 – компоненти обер-
неної до неї (як i вона, симетричної та додатно ви-
значеної) матрицi. Для кожного j = 1, n домножимо
обидвi частини виразу вище на gjl i додамо за j:

akαi gkj g
jl = bαij g

jl.

Оскiльки GG−1 = I (одинична матриця), gkj g
jl =

δlk (компоненти одиничної матрицi, тобто символи
Кронекера) для будь-яких l, k:

alαi = akαi δ
l
k = bαij g

jl



для будь-яких i, l, α.

Отже, у першому доданку правої частини розкладе-
ння Вейнгартена маємо

dr

(
Aξα

(
∂

∂ui

))
= dr

(
bαij g

jk ∂

∂uk

)
= bαij g

jk rk.

Нарештi, розкладемо другий доданок правої частини
∇⊥

∂
∂ui

ξα за локальним базисом нормальних полiв:

∇⊥
∂

∂ui
ξα =

q∑
β=1

µαβ|i ξβ.

def. Будемо називати функцiї
{
µαβ|i

}
i=1,n, α,β=1,q

ко-

ефiцiєнтами скрута нормальної зв’язностi ∇⊥ вiдно-



сно координат (u1, . . . , un) i локального базиса нор-
мальних полiв {ξ1, . . . , ξq}.

Rem. По сутi, це символи Кристоффеля нормальної
зв’язностi.

Впр. Що вiдбувається при замiнi локальних коорди-
нат або базиса?

Rem. Для будь-яких α, β, i продиференцiюємо умову
ортонормованостi g(ξα, ξβ) = δαβ за ui, використав-
ши узгодженiсть Pr.4.d.:

g

(
∇⊥

∂
∂ui

ξα, ξβ

)
+ g

(
ξα,∇⊥

∂
∂ui

ξβ

)
= 0,



g

∑
γ

µαγ|i ξγ, ξβ

+ g

ξα,∑
γ

µβγ|i ξγ

 = 0,

µαβ|i + µβα|i = 0,

тобто
{
µαβ|i

}
кососиметричнi за α, β. Зокрема, µαα|i =

0 для будь-яких α, i.

Cor. (Локальний запис розкладення Вейнгартена)

ξα,i = −bαij g
jk rk +

q∑
β=1

µαβ|i ξβ

для будь-яких i = 1, n, α = 1, q.

Rem. Локальний вираз для довiльних X та ξ можна
отримати з цього.



Rem. Як уже зазначалося, для (принаймнi, локаль-
но) пласкої зв’язностi ∇ iснують локальнi координа-
ти, у яких усi Γc

ab = 0, а тому ri,j = rij, ξα,i =
∂ξaα
∂ui

∂
∂xa

(останнiй вираз також можемо позначати просто
∂ξα
∂ui

). Зокрема, так виглядають лiвi частини розкла-

день для (M, g) = En+q i декартових координат.

Rem. Домноживши обидвi частини розкладення Га-
усса на ξα, отримаємо

g(ri,j, ξα) = 0+ bαij,

тобто формулу для bαij:

bαij = g(ri,j, ξα) = gab
(
raij +Γa

cd r
c
i r

d
j

)
ξbα.

Зокрема, при (M, g) = En+q це буде просто bαij =
⟨rij, ξα⟩.



Випадок гiперповерхнi

Якщо ковимiрнiсть дорiвнює 1, то dimNpM = 1 для
будь-якої p ∈ M , причому у простору NpM iснують
два протилежних одиничних (вiдносно gr(p)) бази-
сних вектори. В силу Lem. вище, в околi будь-якої
точки M можна побудувати (k − 1)-гладке одиничне
нормальне поле ξ (ξ1 у позначеннях вище), що у ко-
жнiй точцi околу приймає одне з цих двох значень.
При цьому, якщо таке поле iснує на деякiй зв’язнiй
пiдмножинi M , то їх там iснує рiвно два: ξ й −ξ (Впр.)

Rem. Iснування глобального, тобто визначеного на
всьому M , неперервного одиничного нормального
поля для орiєнтовного M (наприклад, для En+1)
еквiвалентне орiєнтовностi многовида M .



Фiксувавши ξ та взявши ξp у якостi одиничного ба-
зисного вектора NpM для кожної p, можемо (при-
наймнi, локально на околi U) записати для довiльних
(k − 1)-гладких полiв X та Y

B(X,Y )p = b(X,Y )(p) ξp,

визначивши на U таким чином (k − 1)-гладку фун-
кцiю b(X,Y ). Тобто маємо форму b : X,Y 7→ b(X,Y ).

def. Форма b зветься (скалярною) другою фунда-
ментальною формою гiперповерхнi.

Rem. З властивостей B випливає, що b – симетри-
чна бiлiнiйна (k − 1)-гладка 2-форма, що визначена
локально або ”з точнiстю до знака” (або глобально



у випадку орiєнтовних M i M), i B = b ξ. Зокрема,
знак b визначається вибором ξ.

Rem. Поле ξ одиничне: g(ξ, ξ) = 1. Продиференцiю-
вавши цю рiвнiсть у напрямку довiльного гладкого
поля X на M i використавши узгодженiсть, отри-
маємо 2g(∇⊥

Xξ, ξ) = 0. Оскiльки {ξ} утворює базис
нормального простору у кожнiй точцi, це означає,
що ∇⊥

Xξ = 0.

Cor. (Розкладення Гаусса i Вейнгартена для гiпер-
поверхнi) Нехай (M, r) – гiперповерхня у (M, g) iз
(взагалi кажучи, локальним) одиничним нормальним
полем ξ. Тодi для будь-яких гладких полiв X,Y на M

∇XY = dr(∇XY ) + b(X,Y ) ξ,



∇Xξ = −dr(AξX).

Rem. Локально: залишається лише один набiр кое-
фiцiєнтiв {bij} := {b1ij}. За побудовою, це коефiцiєнти

форми b: bij = b
(

∂
∂ui

, ∂
∂uj

)
для будь-яких i, j.

Cor. (Локальний запис розкладень Гаусса i Вейнгар-
тена для гiперповерхнi)

ri,j = Γk
ijrk + bij ξ,

ξ,i = −bij g
jk rk

для будь-яких i, j = 1, n.



Rem. Рiвнiсть другої суми у правiй частинi розкла-
дення Вейнгартена нулю випливає i з кососиметри-
чностi коефiцiєнтiв скрута (µ11|i = 0 для усiх i).

Rem. Для пласкої зв’язностi (зокрема, для (M, g) =

En+1) та вiдповiдних координат маємо тут злiва rij,
∂ξ
∂ui

вiдповiдно i отримуємо звичнi ”деривацiйнi фор-
мули Гаусса i Вейнгартена”.


