
























Дотичне розшарування

Наступна конструкцiя знадобиться нам як для за-
вершення доведення теореми Уiтнi, так i для подаль-
шого вивчення гладких (пiд)многовидiв. Нехай M –
k-гладкий многовид, де k ⩾ 1, dimM = n.

def. Дотичним розшаруванням M зветься

TM :=
⋃
p∈M

TpM = {(p, v) | p ∈M, v ∈ TpM},

тобто (формальне) об’єднання дотичних просторiв
у всiх точках M .

Rem. Для кожної p ∈ M iснує (U,φ) – карта M та-
ка, що p ∈ U . Введемо канонiчну проєкцiю π : TM →



M : (p, v) 7→ p. Тодi

π−1(U) = {(p, v) ∈ TM | p ∈ U}.

Нехай (x1, . . . , xn) – локальнi координати, що вiдпо-
вiдають (U,φ). Побудуємо

ψ : π−1(U) → R2n :(
p, v = vi

∂

∂xi

)
7→ (x1(p), . . . , xn(p)︸ ︷︷ ︸

φ(p)

, v1, . . . , vn).

Це схоже на карту (зокрема, це бiєкцiя). Що буде
аналогами вiдображень переходу для таких ”карт”?

Отже, нехай (Uα, φα), (Uβ, φβ) – карти M такi, що
p ∈ Uα ∩ Uβ, (x1α, . . . , x

n
α), (x1β, . . . , x

n
β) – вiдповiднi ло-



кальнi координати. Побудуємо ψα : π−1(Uα) → R2n

i ψβ : π−1(Uβ) → R2n як вище.

Зауважимо, що

ψα(π
−1(Uα) ∩ π−1(Uβ)) = φα(Uα ∩ Uβ)× Rn

є вiдкритою пiдмножиною R2n, i аналогiчно для

ψβ(π
−1(Uα) ∩ π−1(Uβ)) = φβ(Uα ∩ Uβ)× Rn.

Вiдображення переходу дiє таким чином з φα(Uα ∩
Uβ)× Rn у φβ(Uα ∩ Uβ)× Rn:

ψβ ◦ ψα−1(x1, . . . , xn, v1, . . . , vn) =

= ψβ

(
φα

−1(x1, . . . , xn), vi
∂

∂xiα

)
=



Використаємо вiдоме нам правило перетворення ко-
ординат вектора:

= ψβ

φα−1(x1, . . . , xn), vi
∂x

j
β

∂xiα
(x1, . . . , xn)

∂

∂x
j
β

 =

=

(φβ ◦ φα−1)(x1, . . . , xn), vi
∂x1β

∂xiα
(x1, . . . , xn), . . .

. . . , vi
∂xnβ

∂xiα
(x1, . . . , xn)

)
.

Це вiдображення (k − 1)-гладке, як i повинно бути
для вiдображень переходу. Але чи задовольняє TM
означення многовида?

Впр.1. Топологiю на TM можна ввести наступним



чином. Нехай {(Uα, φα)}α∈A – атлас M (з k-гладкої
структури). Скажемо, що W ⊂ TM – вiдкрита, якщо
для кожного α ∈ A ψα(W ∩ π−1(Uα)) вiдкрита у R2n.
Простiр TM з такою топологiєю хаусдорфовий i має
не бiльш нiж злiченну базу.

2. У позначеннях вище тодi {(π−1(Uα), ψα)}α∈A – атлас,
що задає на TM структуру (k−1)-гладкого 2n-вимiрного
многовида.

3. Ця структура не залежить вiд вибору початкового
атласу M , а лише вiд гладкої структури M .

Ex. Iснує природне ототожнення (i ∞-дифеоморфiзм)
TRn = Rn×Rn = R2n, оскiльки на Rn координати гло-
бальнi:(

(x1, . . . , xn), vi
∂

∂xi

)
7→ (x1, . . . , xn, v1, . . . , vn).



Аналогiчно, для вiдкритих U ⊂ Rn TU ототожнює-
ться з U × Rn.

Rem. Взагалi кажучи, TM не гомеоморфне прямому
добутку M на Rn. Це приклад бiльш складної то-
пологiчної конструкцiї – векторного розшарування.
Детальнiше див., наприклад, у М.М. Постников, Ле-
кции по геометрии, семестр IV; або А.С. Мищенко,
Векторные расслоения и их применения.

def. Векторним полем на M зветься вiдображення
X : M → TM таке, що π ◦X = idM .

Rem. Тобто для кожної p ∈M p 7→ Xp ∈ TpM .



Rem. У локальних координатах (x1, . . . , xn) на U ⊂M

для кожної точки p ∈ U розкладемо за локальним ба-
зисом: Xp = Xi(p) ∂

∂xi
; отримуємо таким чином фун-

кцiї X1, . . . , Xn : U → R. Далi у таких випадках будемо
записувати X = Xi ∂

∂xi
на U .

Тодi у вiдповiднiй парi карт (тобто коли ми будуємо
карту TM за картою M як вище) локальне задан-
ня X має вигляд:

(x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn,

X1(x1, . . . , xn), . . . , Xn(x1, . . . , xn)).

Точнiше, тут через Xi позначенi композицiї цих фун-
кцiй з оберненим координатним вiдображенням вiд-
повiдної карти.



Cor. Векторне поле X на k-гладкому M l-гладке (де
0 ⩽ l ⩽ k − 1) тодi й тiльки тодi, коли для будь-
яких локальних координат (x1 . . . , xn), що заданi на
координатному околi U ⊂ M , якщо X = Xi ∂

∂xi
на U ,

то Xi ∈ Cl(U) для всiх i = 1, n.

Rem. Позначимо через X l(M) множину l-гладких ве-
кторних полiв на M .

Rem. X l(M) – векторний простiр над R (нескiнченно-
вимiрний) та модуль над кiльцем функцiй Cl(M), бо
можна ввести лiнiйнi операцiї над полями наступним
чином:

(λX + µY )p := λXp+ µYp,



(fX + gY )p := f(p)Xp+ g(p)Yp

для X,Y ∈ X l(M), λ, µ ∈ R, f, g ∈ Cl(M).

Впр. Перевiрити це.

Ex. Розкладення X = Xi ∂
∂xi

можна розумiти як рiв-
нiсть обмеження поля X на U лiнiйнiй комбiнацiї по-
лiв ∂

∂xi
, що локально визначенi на U i ставлять у

вiдповiднiсть точцi p ∈ U базиснi вектори ∂
∂xi

∈ TpM .

def. Похiдною функцiй у напрямку векторного поля
X ∈ X l(M) зветься вiдображення

X : Ck(M) → Cl(M): f 7→ X(f): X(f)(p) := Xp(f).



Rem. Локально у позначеннях, що вводилися вище,
якщо X = Xi ∂

∂xi
, то X(f) = Xi ∂f

∂xi
(зокрема, це дiйсно

функцiя з Cl(M)). Зауважимо, що тодi Xi = X(xi)

для всiх i = 1, n (де, щоправда, i-та координатна
функцiя xi визначена лише локально).

Впр. Поле X однозначно визначається своєю дiєю
на функцiї.

def. Нехай X,Y ∈ X k−1(M) (де тепер k ⩾ 2). Їх дуж-
кою Лi зветься [X,Y ] ∈ X k−2(M) таке, що

[X,Y ](f) = X(Y (f))− Y (X(f))

для будь-якої функцiї f ∈ Ck(M).



Rem. У локальних координатах: нехай X = Xi ∂
∂xi

,

Y = Y i ∂
∂xi

i нехай [X,Y ] = [X,Y ]i ∂
∂xi

. Тодi для будь-
якого i = 1, n:

[X,Y ]i = [X,Y ](xi) = X(Y (xi))− Y (X(xi)) =

= X(Y i)− Y (Xi) = Xj∂Y
i

∂xj
− Y j

∂Xi

∂xj
.

З цього, зокрема, можна вивести коректнiсть озна-
чення [X,Y ] i його гладкiсть.

Ex. Для (локально визначених) базисних полiв з по-
передньої формули маємо

[
∂
∂xi
, ∂
∂xj

]
= 0 для будь-

яких i, j = 1, n.



Pr. (властивостi дужки Лi). Для будь-яких X,Y ∈
X k−1(M), λ, µ ∈ R, f, g ∈ Ck(M):

1. [X,Y ] = −[Y,X] (антисиметричнiсть, зокрема, ма-
ємо [X,X] = 0);

2. [X+Y, Z] = [X,Z]+[Y, Z]; [X,Y+Z] = [X,Y ]+[X,Z];

3. [fX, gY ] = fg[X,Y ] + fX(g)Y − gY (f)X (зокрема,
[λX, µY ] = λµ[X,Y ], тому маємо бiлiнiйнiсть над R);

4. [[X,Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0 (тотожнiсть
Якобi, тут k ⩾ 3).

▶ Впр. ◀



Rem. Розглянемо m-лiнiйнi форми на TpM , p ∈ M ,
тобто вiдображення α : TpM × . . .× TpM︸ ︷︷ ︸

m

→ R такi, що

α(v1, . . . , vi−1, λvi+ µwi, vi+1, . . . , vm) =

= λα(v1, . . . , vi, . . . , vm) + µα(v1, . . . , wi, . . . , vm)

для будь-яких i = 1,m, v1, . . . , vi−1, vi, wi, vi+1, . . . , vm ∈
TpM , λ, µ ∈ R. Вони утворюють векторний простiр
над R. Позначимо його через TpMm (зокрема, TpM1 =
TpM∗ – спряжений простiр лiнiйних функцiоналiв на
TpM).

Впр. Побудувати на TMm :=
⋃

p∈M
TpMm структуру

(k−1)-гладкого многовиду аналогiчно до TM . Якою
є його вимiрнiсть?



Rem. Це ще один приклад векторного розшаруван-
ня! Воно iнколи називається розшаруванням m-форм
на M .

def. m-формою на M зветься α : M → TMm таке,
що π ◦ α = idM (де канонiчна проєкцiя π : TMm → M
визначається як для TM).

Rem. Тобто кожна p ∈ M вiдображається у αp ∈
TpMm. Локально для координат (x1, . . . , xn) на U по-
значимо для кожної p ∈ U

αi1...im(p) := αp

(
∂

∂xi1
, . . . ,

∂

∂xim

)
∈ R

для будь-яких i1, . . . , im = 1, n. Отримаємо тодi набiр
функцiй {

αi1...im : U → R
}n
i1,...,im=1

.



Впр. m-форма α – l-гладка (як вiдображення M →
TMm) тодi й тiльки тодi, коли для будь-яких локаль-
них координат, що заданi на околi U , вiдповiднi кое-
фiцiєнти αi1...im ∈ Cl(U) для будь-яких i1, . . . , im = 1, n
(тут знову 0 ⩽ l ⩽ k − 1).

Rem. В силу полiлiнiйностi, якщо v1, . . . , vm ∈ TpM i
для кожного i = 1,m vi = v

j
i
∂
∂xj

, то

αp(v1, . . . , vm) = αp

(
v
i1
1

∂

∂xi1
, . . . , vimm

∂

∂xim

)
=

= v
i1
1 . . . vimm αi1...im(p).

Rem. l-гладкi m-форми утворюють векторний про-
стiр над R i модуль над Cl(M) аналогiчно полям
(Впр.).



Rem. Кожна l-гладка m-форма α на M визначає m-
лiнiйне (вiдносно множення на функцiї з Cl(M)) вiд-
ображення

α : X l(M)× . . .×X l(M)︸ ︷︷ ︸
m

→ Cl(M):

α(X1, . . . , Xm)(p) := αp((X1)p, . . . , (Xm)p).

Полiлiнiйнiсть тут випливає з вiдповiдної властиво-
стi форм у точках.

Впр. Це вiдображення однозначно визначає α.

Rem. У локальних координатах: нехай Xi = X
j
i
∂
∂xj

для i = 1,m i {αi1...im} – коефiцiєнти α. Тодi з виразу
вище для кожної точки випливає

α(X1, . . . , Xm) = X
i1
1 . . . Xim

m αi1...im.



Зокрема, це дiйсно l-гладка функцiя.

Ex.1. Диференцiал функцiї: згадаємо, що для f ∈
Cl(M) (тут 1 ⩽ l ⩽ k) i для кожної p ∈M dpf : TpM →
R – лiнiйне, тобто dpf ∈ TpM∗ = TpM1. Визначи-
мо df : p 7→ dpf . Очевидно, це 1-форма. Локально:
dpf(v) = v(f) = vi ∂f

∂xi
(p) для v = vi ∂

∂xi
, тобто коефiцi-

єнти (dpf)i =
∂f
∂xi

(p). Iнакше кажучи, dpf = ∂f
∂xi

(p)dpxi,
де dpxi – диференцiали координатних функцiй: dpxi(v) =

v(xi) = vi. Тодi на координатному околi U : df =
∂f
∂xi
dxi. Зокрема, df – (l − 1)-гладка.



2. Рiманова метрика: 2-форма g на M (скажiмо, ма-
ксимальної гладкостi k − 1), яка

– симетрична: g(X,Y ) = g(Y,X) для будь-яких X,Y

(що еквiвалентне gij = gji для будь-яких i, j);

– додатно визначена: gp(v, v) > 0 для всiх p ∈ M

i 0 ̸= v ∈ TpM .

Iнакше кажучи, gp – скалярний добуток на TpM для
кожної p ∈M .

Впр. Як змiнюються коефiцiєнти m-форми при за-
мiнi координат?


