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Алгебраїчна (алгебрична) топологiя – це роздiл топологiї, що ви-
вчає iнварiанти алгебраїчної природи: групи, кiльця, векторнi просто-
ри тощо, якi певним чином визначаються даним топологiчним просто-
ром. Найчастiше вони є iнварiантами вiдносно слабшого за гомеомор-
фнiсть вiдношення еквiвалентностi – гомотопiчної еквiвалентностi. Ал-
гебраїчна топологiя як предмет систематичного вивчення виникла у кiн-
цi дев’ятнадцятого сторiччя у роботах Анрi Пуанкаре (як i два основнi
пiдходи, яким ми придiлятимемо увагу – гомотопiчний i гомологiчний),
але й досi займає центральне мiсце в топологiї та її застосуваннях. Ми
почнемо з деяких важливих для неї загальнотопологiчних понять.

1 Гомотопiя
У цьому роздiлi ми побачимо, що топологiя встановлює вiдношення еквi-
валентностi не тiльки мiж просторами, а й мiж вiдображеннями. Поня-
ття гомотопiї формалiзує iнтуїтивне уявлення про ”деформацiю” одного
вiдображення в iнше. Нагадаємо, що лiтерою I традицiйно позначається
вiдрiзок [0, 1].

Означення 1.1. Нехай f, g : X → Y – неперервнi вiдображення топо-
логiчних просторiв. Гомотопiєю f i g зветься неперервне вiдображення
F : X × I → Y таке, що F (x, 0) = f(x) i F (x, 1) = g(x) для будь-якої
x ∈ X. Гомотопiя F вiдображень f i g зветься A-гомотопiєю, де A ⊂ X –
деяка пiдмножина, якщо крiм цього F (x, s) = f(x) = g(x) для будь-яких
x ∈ A i s ∈ I. Якщо iснує гомотопiя (вiдповiдно, A-гомотопiя) f i g, то
говорять, що f гомотопне (A-гомотопне) g i пишуть f ∼ g (f ∼

A
g).

Зауваження. Тут на X × I вводиться, як зазвичай, топологiя пря-
мого добутку. A-гомотопiю ще називають гомотопiєю, що зв’язана на A.
З означення випливає, що для її iснування необхiдне спiвпадiння f i g
на A: f |A = g|A. ”Звичайна” гомотопiя (т. зв. вiльна) – це ∅-гомотопiя.

Твердження 1.1. A-гомотопнiсть вiдображень є вiдношенням еквi-
валентностi на {f ∈ C(X, Y ) | f |A = fA} (пiдмножинi неперервних
вiдображень з X у Y , що збiгаються на A з деяким фiксованим fA).
Зокрема, гомотопнiсть – вiдношення еквiвалентностi на C(X, Y ).

Доведення. Перевiримо виконання аксiом еквiвалентностi для A-
гомотопностi (звичайно, вони тодi будуть виконуватися й у частковому
випадку гомотопностi).
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- f ∼
A
f для будь-якого f з f |A = fA: неважко перевiрити, що F (x, s) :=

f(x) задає потрiбну A-гомотопiю.

- Якщо f ∼
A
g i F – вiдповiдна A-гомотопiя, то визначимо G : X×I →

Y умовою (x, s) 7→ F (x, 1−s). Воно неперервне як композицiя непе-
рервних вiдображень, G(x, 0) = F (x, 1) = g(x), G(x, 1) = F (x, 0) =
f(x) для x ∈ X, G(x, s) = F (x, 1 − s) = fA(x) = f(x) = g(x) для
x ∈ A, s ∈ I, тому G – A-гомотопiя g i f . Отже, g ∼

A
f .

- Нехай f ∼
A

g, g ∼
A

h. Зауважимо, що при цьому h|A = g|A =

f |A = fA за означенням A-гомотопностi. Нехай F i G – вiдповiд-
нi A-гомотопiї. Визначимо H : X × I → Y умовою

H(x, s) :=

[
F (x, 2s), s ∈ [0, 1

2
];

G(x, 2s− 1), s ∈ [1
2
, 1].

Це вiдображення коректно визначене, бо при s = 1
2

маємо F (x, 1) =

g(x) = G(x, 0) за умовою. Його неперервнiсть випливає з неперерв-
ностi F i G (аналогiчно до неперервностi добутку шляхiв; див. та-
кож [3, с. 63-64]). При цьому H(x, 0) = F (x, 0) = f(x), H(x, 1) =
G(x, 1) = h(x) для x ∈ X i H(x, s) = fA(x) = f(x) = h(x) для x ∈ A,
s ∈ I за властивостями F i G. Отже, H – A-гомотопiя, тобто f ∼

A
h.

Зауваження. Гомотопiя F задає для кожного s ∈ I вiдображення
fs := F (·, s) : X → Y (тобто fs(x) = F (x, s) для x ∈ X), що є неперервним
як композицiя неперервних x 7→ (x, s) (перевiрте, що таке вiдображення
X → X × I дiйсно неперервне) i F . Тобто гомотопiю можна розумiти як
”неперервну сiм’ю” вiдображень {fs}s∈I ⊂ C(X, Y ) або як ”шлях” I →
C(X, Y ) : s 7→ fs. При цьому за означенням f0 = f i f1 = g, тобто цей
”шлях” з’єднує f i g у C(X, Y ).

Виникає природне запитання: чи можна ввести топологiю на C(X, Y )
так, щоби гомотопiї дiйсно були шляхами у цьому просторi? Вiдповiдь
мiститься у наступнiй вправi (див. також [2, с. 145-148], [3, с. 145-148,
186-187] або [10, с. 281-290]).

Вправа 1.1. Нехай X та Y – топологiчнi простори. Для будь-яких ком-
пактної K ⊂ X i вiдкритої U ⊂ Y позначимо

W (K,U) := {f ∈ C(X, Y ) | f(K) ⊂ U}.
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1. Показати що {W (K,U)} (для усiх пар K i U) є передбазою деякої
топологiї на C(X, Y ). Вона зветься компактно-вiдкритою.

2. Показати, що якщо X компактний а Y метричний з метрикою ρ, то
компактно-вiдкрита топологiя на C(X, Y ) породжується метрикою
рiвномiрної збiжностi

σ(f, g) := max
x∈X

{ρ(f(x), g(x))} .

Показати, що для Y = R (з евклiдовою метрикою) збiжнiсть послi-
довностi функцiй у цiй метрицi рiвносильна рiвномiрнiй збiжностi
(хоча б для випадку X = I).

3. Показати, що якщо X локально компактний та хаусдорфовий, то
шляхи у C(X, Y ) з компактно-вiдкритою топологiєю – це в точностi
вiдображення вигляду s 7→ F (·, s), де F – деяка гомотопiя.

Зауваження. З аналогiчних мiркувань випливає, що для кожної
x ∈ X вiдображення I → Y : s 7→ F (x, s) неперервне, а отже є шляхом,
що з’єднує точки F (x, 0) = f(x) i F (x, 1) = g(x). Зокрема, f(x) i g(x)
повиннi тодi лежати в однiй компонентi лiнiйної зв’язностi Y (в силу
твердження 28.2 лекцiй з топологiї).

Наслiдок 1.1. Якщо f, g : X → Y гомотопнi, то для будь-якої x ∈ X її
образи f(x) i g(x) лежать в однiй компонентi лiнiйної зв’язностi Y .

Приклад 1.1. Нехай X = {x} – одноточковий простiр. Будь-якi вiдобра-
ження f, g : X → Y у довiльний простiр Y мають вигляд f : x 7→ f(x),
g : x 7→ g(x) (i автоматично є неперервними як постiйнi). Якщо f i g
гомотопнi, то f(x) i g(x) можна з’єднати шляхом в Y за попереднiм
наслiдком. Неважко побачити, що в даному випадку вiрне й обернене:
якщо h : I → Y – шлях, що з’єднує f(x) i g(x), то F (x, s) := h(s) задає
гомотопiю f i g.

Приклад 1.2. Нехай Y ⊂ Rn – опукла пiдмножина. Тодi для будь-
яких топологiчного простору X, пiдмножини A ⊂ X i вiдображень f, g ∈
C(X, Y ) таких, що f |A = g|A, маємо f ∼

A
g. Дiйсно, вiдображення F : X×

I → Y , що визначене умовою F (x, s) := (1−s) f(x)+s g(x) (тобто з’єднує
f(x) i g(x) вiдрiзками, пор. з прикладом 23.7 лекцiй з топологiї) є тодi
неперервним i задовольняє означенню A-гомотопiї f i g.

Вправа 1.2. Показати, що те ж саме вiрне для зiрчатої Y ⊂ Rn i A = ∅
(тобто для вiльних гомотопiй).
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Приклад 1.3. Нехай тепер Y ⊂ Sn – вiдкрита напiвсфера n-вимiрної
сфери для n ⩾ 1, тобто її перетин з вiдкритим напiвпростором Rn+1

вiдносно деякої гiперплощини, що проходить через початок координат
(центр сфери), а простiр X довiльний. Аналогiчно до минулого прикла-
ду можна показати, що тодi будь-якi f, g ∈ C(X, Y ) є A-гомотопними
(звичайно, якщо f |A = g|A). Гомотопiя F при цьому будується за допо-
могою менших дуг великих кiл сфери (випишiть її явно, використовуючи
формулу з прикладу 23.8 лекцiй з топологiї).

Зауваження. Iнколи розглядають гомотопiї мiж вiдображеннями,
що задовольняють деяким додатковим обмеженням, такi, що усi ”про-
мiжнi” вiдображення fs задовольняють тим же обмеженням. У цьому
випадку гомотопiю зазвичай називають iзотопiєю.

Приклад 1.4. Вузлом називається вкладення кола S1 у R3 (тобто будь-
яке iн’єктивне неперервне вiдображення f : S1 → R3 в силу компактностi
кола i наслiдку 20.4 курсу топологiї). Iзотопiєю вузлiв f i g зветься їх
гомотопiя F ∈ C(S1 × I,R3) така, що fs = F (·, s) : S1 → R3 – вузол
для кожного s ∈ I. Якщо iснує iзотопiя вузлiв, вони називаються iзото-
пними. Нижче зображенi т. зв. тривiальний вузол, вузол, що iзотопний
тривiальному, i вузол, що їм не iзотопний – трилисник (але доведення
цiєї неiзотопностi потребує спецiальних iнварiантiв). Детальнiше див.,
наприклад, у [5, с. 213-239], [6] та [9, с. 209-238, с. 239-271 перекладу].

Розглянемо цiкавий приклад застосування гомотопiї до задачi про-
довження вiдображень (iншими прикладами цього класу топологiчних
задач є теорема Тiтце з курсу топологiї та вправа 2.3 далi). Нагадаємо,
що межею стандартної замкненої кулi є стандартна сфера: ∂Dn = Sn−1.

Твердження 1.2. Нехай Y – топологiчний простiр i n ⩾ 1. Неперервне
вiдображення f : Sn−1 → Y продовжується до неперервного f : Dn → Y
(тобто f |Sn−1 = f) тодi й тiльки тодi, коли воно гомотопне постiйно-
му вiдображенню.
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Доведення. ⇒ Отже, нехай f ∈ C(Sn−1, Y ) продовжується до f ∈
C(Dn, Y ). Виберемо x0 ∈ Sn−1 i покладемо F (x, s) := f((1 − s)x + s x0).
Таке F : Sn−1×I → Y коректно визначене в силу опуклостi Dn, неперерв-
не як композицiя неперервних, F (·, 0) = f |Sn−1 = f i F (·, 1) = f(x0) =
f(x0) – постiйне вiдображення. Тобто F i буде потрiбною гомотопiєю.

⇐ Тепер нехай iснує гомотопiя F вiдображення f i постiйного вiдобра-
ження Sn−1 у точку y0 ∈ Y . Побудуємо f : Dn → Y наступним чином:

f(x) :=

[
y0, |x| ∈ [0, 1

2
];

F
(

x
|x| , 2− 2|x|

)
, |x| ∈ [1

2
, 1].

Зауважимо, що f коректно визначене i неперервне, оскiльки при |x| =
1
2

маємо F
(

x
|x| , 1

)
= y0. При цьому для |x| = 1 (тобто x ∈ Sn−1) за

побудовою f(x) = F (x, 0) = f(x). Таким чином, f |Sn−1 = f .

2 Гомотопiчна еквiвалентнiсть.
Ретракти. Стяжнiсть

Вiдношення еквiвалентностi мiж топологiчними просторами не обмежу-
ються гомеоморфнiстю. Розглянемо бiльш загальне вiдношення, що є
основним саме для алгебраїчної топологiї.

Означення 2.1. Нехай X та Y – топологiчнi простори. Неперервнi вiд-
ображення f : X → Y i g : Y → X звуться гомотопiчно оберненими одне
до одного, якщо g ◦ f ∼ idX i f ◦ g ∼ idY . Якщо такi f i g iснують, то X
та Y називають гомотопiчно еквiвалентними й пишуть X ∼ Y .

Лема 2.1. Нехай f0, f1 : X → Y , g0, g1 : Y → Z – неперервнi вiдображе-
ння топологiчних просторiв, A ⊂ X, B ⊂ Y – такi пiдмножини, що
f0(A) = f1(A) ⊂ B, i f0 ∼

A
f1, g0 ∼

B
g1. Тодi g0 ◦ f0 ∼

A
g1 ◦ f1.

Доведення. З умови випливає, що f0|A = f1|A i g0|B = g1|B, тому
(g0◦f0)|A = (g1◦f1)|A. Якщо F – A-гомотопiя f0 i f1, а G – B-гомотопiя g0
i g1, то H(x, s) := G(F (x, s), s) визначає A-гомотопiю g0◦f0 i g1◦f1. Дiйсно,
це неперервне вiдображення X × I → Z як композицiя неперервних,
H(x, 0) = G(F (x, 0), 0) = G(f0(x), 0) = g0(f0(x)) та аналогiчно для s = 1,
i H(x, s) = G(F (x, s), s) = G(f0(x), s) = g0(f0(x)) = g1(f1(x)) для x ∈ A
та довiльного s ∈ I, бо f0(x) ∈ B.
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Твердження 2.1. Гомотопiчна еквiвалентнiсть є вiдношенням еквi-
валентностi топологiчних просторiв.

Доведення. Перевiримо аксiоми еквiвалентностi.

- X ∼ X для будь-якого простору X: достатньо взяти f = g = idX .

- Умови X ∼ Y та Y ∼ X еквiвалентнi за означенням (воно симе-
тричне вiдносно X та Y ).

- Покажемо тепер транзитивнiсть. Нехай X ∼ Y та Y ∼ Z, тобто
iснують f ∈ C(X, Y ), g ∈ C(Y,X), h ∈ C(Y, Z) i k ∈ C(Z, Y ) такi,
що f◦g ∼ idY , g◦f ∼ idX , h◦k ∼ idZ i k◦h ∼ idY . Тодi h◦f ∈ C(X,Z)
i g ◦ k ∈ C(Z,X) гомотопiчно оберненi:

(h ◦ f) ◦ (g ◦ k) = h ◦ (f ◦ g) ◦ k ∼ h ◦ idY ◦ k = h ◦ k ∼ idZ ,

(g ◦ k) ◦ (h ◦ f) = g ◦ (k ◦ h) ◦ f ∼ g ◦ idY ◦ f = g ◦ f ∼ idX ,

де першi гомотопностi в кожному рядку випливають з умови та по-
передньої леми для випадку вiльних гомотопiй (застосованої двiчi,
до кожної з композицiй). Таким чином, X ∼ Z.

Приклад 2.1. Якщо f : X → Y – гомеоморфiзм, то f i f−1 неперервнi
та гомотопiчно оберненi (бо вони просто оберненi). Отже, гомеоморфнi
простори гомотопiчно еквiвалентнi.

Приклад 2.2. Простiр Rn гомотопiчно еквiвалентний одноточковому
простору {y}. Дiйcно, вибiр вiдображень тут невеликий: нехай f : Rn →
{y} переводить всi точки Rn в y, а g : {y} → Rn переводить y в якусь x0 ∈
Rn. Обидва цi вiдображення постiйнi, а отже неперервнi. Тодi f ◦g = id{y}
i (g ◦ f)(x) = x0 для будь-якої x ∈ Rn. З прикладу 1.2 випливає, що по-
стiйне вiдображення g ◦ f опуклої Rn в себе гомотопне idRn (при цьому
F (x, s) = (1−s)x0+s x задає потрiбну гомотопiю). Отже, f i g гомотопi-
чно оберненi. Також зауважимо, що в силу транзитивностi тодi Rn ∼ Rm

для будь-яких n,m ∈ Z+. Далi цей приклад узагальнимо у прикладi 2.4.

Вправа 2.1. Показати, що з X ∼ Y i Z ∼ W випливає X ×Z ∼ Y ×W .
Так, в силу попереднього прикладу, цилiндр гомотопiчно еквiвалентний
колу: S1 × R ∼ S1 × {y} ∼= S1.
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Зауваження. Цi приклади демонструють, зокрема, що гомотопiчна
еквiвалентнiсть є слабшим за гомеоморфнiсть вiдношенням еквiвален-
тностi: класи гомотопiчної еквiвалентностi, взагалi кажучи, ширшi. Во-
на не зберiгає компактнiсть i навiть потужнiсть множини (але зберiгає
зв’язнiсть та лiнiйну зв’язнiсть, див. наступну вправу). Далi ми наведе-
мо ще декiлька прикладiв гомотопiчних еквiвалентностей, що пов’язанi
з поняттям ретракцiї.

Вправа 2.2. Показати, що якщо X ∼ Y i простiр X зв’язний (вiдпо-
вiдно, лiнiйно зв’язний), то й простiр Y (лiнiйно) зв’язний. Бiльш того,
у загальному випадку гомотопiчно еквiвалентнi X та Y мають однако-
вi кiлькостi компонент зв’язностi та лiнiйної зв’язностi вiдповiдно. Чи
вiрнi аналогiчнi твердження для властивостей локальних зв’язностi та
лiнiйної зв’язностi?

Означення 2.2. Ретракцiєю топологiчного простору X на його пiдмно-
жину A ⊂ X зветься будь-яке неперервне вiдображення f : X → A таке,
що f |A = idA, тобто f(x) = x для будь-якої x ∈ A. Множину A у цьому
випадку звуть ретрактом X.

Приклад 2.3. Будь-яка одноточкова пiдмножина {x} ⊂ X будь-якого
простору є його ретрактом: вiдповiдною ретракцiєю є постiйне вiдобра-
ження у x.

Вправа 2.3. Показати, що A ⊂ X є ретрактом простору X тодi й тiльки
тодi, коли будь-яке неперервне вiдображення g : A → Y можна продов-
жити неперервним g : X → Y .

Означення 2.3. Ретракцiя простору X на A ⊂ X зветься деформа-
цiйною (вiдповiдно, строгою деформацiйною), якщо вона гомотопна (A-
гомотопна) тотожному вiдображенню idX . У цьому випадку A називають
(строгим) деформацiйним ретрактом X.

Зауваження. Тут, коли йдеться про гомотопнiсть ретракцiї f : X →
A i тотожного idX : X → X, фактично мається на увазi не f , а його
композицiя з включенням i : A → X.

Твердження 2.2. Якщо A ⊂ X – деформацiйний ретракт топологi-
чного простору X, то X ∼ A.

Доведення. Дiйсно, нехай f : X → A – деформацiйна ретракцiя, а
i : A → X – вiдображення включення. Тодi f ◦ i = idA та i ◦ f ∼ idX за
умовою (див. попереднє зауваження). Отже, цi вiдображення гомотопi-
чно оберненi, тому X ∼ A.
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Приклад 2.4. Всi ретракти будь-якої опуклої пiдмножини X ⊂ Rn,
зокрема, всi одноточковi пiдмножини {x} ⊂ X, є строгими деформацiй-
ними. Дiйсно, якщо A – ретракт X, то вiдповiдна ретракцiя f та idX
збiгаються на A (обидва дорiвнюють idA), а тому A-гомотопнi за при-
кладом 1.2. Аналогiчно, всi ретракти будь-якої зiрчатої X ⊂ Rn є дефор-
мацiйними в силу вправи 1.2. Тодi з попереднього твердження випливає,
що, зокрема, X ∼ {x} для будь-якої зiрчатої (зокрема опуклої) X ⊂ Rn

i кожної x ∈ X.

Приклад 2.5. Аналогiчно до попереднього прикладу, всi ретракти будь-
якої вiдкритої напiвсфери Sn для n ⩾ 1 є строгими деформацiйними
в силу прикладу 1.3. Зокрема, така напiвсфера гомотопiчно еквiвалентна
кожнiй свої точцi.

Приклад 2.6. Сфера Sn−1 є строгим деформацiйним ретрактом просто-
ру Rn \ {0} (тут n ⩾ 1). Дiйсно, f(x) := x

|x| , очевидно, визначає ретра-
кцiю. При цьому F (x, s) := (1−s) x

|x|+s x задає неперервне вiдображення

F : (Rn \ {0}) × I → Rn \ {0} (бо вiдрiзок
[

x
|x| , x

]
не проходить через 0),

F (·, 0) = f , F (·, 1) = idRn\{0} i F (x, s) = x для будь-яких x ∈ Sn−1, s ∈ I.
Отже, F є Sn−1-гомотопiєю, тому ретракцiя f – строга деформацiйна.
Зокрема, Rn\{0} ∼ Sn−1 за попереднiм твердженням. Iнший спосiб це по-
бачити – використати вправу 2.1: Rn \{0}, як пам’ятаємо, гомеоморфний
Sn−1 × R (ми використовували цей факт у прикладi 23.11 з курсу топо-
логiї), що, у свою чергу, гомотопiчно еквiвалентний Sn−1 × {y} ∼= Sn−1.

Означення 2.4. Топологiчний простiр X зветься стяжним, якщо вiн
гомотопiчно еквiвалентний одноточковому простору: X ∼ {y}.

Твердження 2.3. Топологiчний простiр X стяжний тодi й тiльки
тодi, коли iснує x0 ∈ X така, що {x0} – деформацiйний ретракт X.

Доведення. ⇒ Нехай X стяжний, тобто iснують гомотопiчно обер-
ненi f : X → {y} i g : {y} → X. Це постiйнi вiдображення (пор. з прикла-
дом 2.2), зокрема, g переводить y у якусь x0 ∈ X. Тодi g ◦ f : x 7→ x0 –
ретракцiя X на {x0}, i g ◦ f ∼ idX за умовою, тобто ця ретракцiя дефор-
мацiйна.

⇐ Достатнiсть тут випливає з твердження 2.2.

Зауваження. Насправдi в якостi x0 можна використати будь-яку то-
чку X (перевiрте; це випливає з наступного твердження i того, що будь-
якi два постiйнi вiдображення у лiнiйно зв’язний простiр гомотопнi за
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прикладом 1.1). З прикладiв 2.4 i 2.5 випливає, що зiрчатi (зокрема опу-
клi) пiдмножини Rn та вiдкритi напiвсфери Sn (при n ⩾ 1) стяжнi. Iншим
прикладом стяжного простору є скiнченне зв’язне дерево, яке можна по-
будувати, послiдовно склеюючи вiдрiзки кiнцями. Наступне твердження
легко виводиться з вправи 2.2, але ми доведемо його безпосередньо.

Твердження 2.4. Будь-який стяжний топологiчний простiр є лiнiйно
зв’язним.

Доведення. Нехай X стяжний. З попереднього твердження випли-
ває, що ретракцiя f на деяку {x0} ⊂ X гомотопна idX . В силу наслiд-
ку 1.1, тодi для будь-якої x ∈ X точки x0 = f(x) та x = idX(x) лежать
в однiй компонентi лiнiйної зв’язностi X. Це й означає, що цей простiр
лiнiйно зв’язний.

3 Гомотопiї шляхiв
Наступна вправа демонструє, що поняття гомотопностi шляхiв у топо-
логiчному просторi є не дуже змiстовним без додаткових обмежень. Це
мотивує наступне за цiєю вправою означення.

Вправа 3.1. Показати, що шляхи f, g : I → X у топологiчному про-
сторi X гомотопнi (вiльно, тобто у сенсi означення 1.1 при A = ∅) то-
дi й тiльки тодi, коли f(I) та g(I) лежать в однiй компонентi лiнiйної
зв’язностi X.

Означення 3.1. Шляхи f i g у топологiчному просторi X зi спiльни-
ми початком та кiнцем (f(0) = g(0) i f(1) = g(1)) будемо називати го-
мотопними, якщо вони {0, 1}-гомотопнi. Класи еквiвалентностi шляхiв
вiдносно цього вiдношення еквiвалентностi (тобто {0, 1}-гомотопностi)
звуться їх гомотопiчними класами.

Зауваження. Тобто f i g гомотопнi, якщо iснує {0, 1}-гомотопiя (або
гомотопiя з закрiпленими кiнцями) – вiдображення F ∈ C(I × I,X)
таке, що F (t, 0) = f(t), F (t, 1) = g(t), F (0, s) = f(0) = g(0) i F (1, s) =
f(1) = g(1) для будь-яких t, s ∈ I. Зокрема, для кожного s вiдображення
fs = F (·, s) (див. зауваження пiсля твердження 1.1) теж буде шляхом
з тими ж початком та кiнцем, що f i g. Нагадаємо, що {0, 1}-гомотопнiсть
є вiдношенням еквiвалентностi в силу твердження 1.1. У подальшому
гомотопнiсть шляхiв будемо завжди розумiти саме в сенсi цього нового
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означення, при цьому писатимемо просто f ∼ g, а описану вище {0, 1}-
гомотопiю F будемо називати гомотопiєю шляхiв f i g. Гомотопiчний
клас шляху f позначатимемо через [f ] (тобто [f ] = [g] означає, що f ∼ g).

Приклад 3.1. З прикладу 1.2 випливає, що у опуклiй пiдмножинi X ⊂
Rn будь-якi два шляхи зi спiльними початком та кiнцем гомотопнi (це
вiрно й для зiрчатої X, i взагалi для будь-якого стяжного простору, як
покажемо далi у твердженнi 6.1).

Приклад 3.2. Аналогiчно, будь-якi два шляхи зi спiльними початком та
кiнцем у вiдкритiй напiвсферi Sn для n ⩾ 1 гомотопнi за прикладом 1.3
(звичайно, така напiвсфера теж стяжна).

Лема 3.1. Нехай f0, f1, g0, g1 : I → X – шляхи у просторi X, причому
f0(0) = f1(0) = x, f0(1) = f1(1) = g0(0) = g1(0) = y, g0(1) = g1(1) = z.
Якщо f0 ∼ f1 i g0 ∼ g1, то f0 ∗ g0 ∼ f1 ∗ g1.

Доведення. Нехай F , G – гомотопiї f0 i f1, g0 i g1 вiдповiдно. Визна-
чимо вiдображення H : I × I → X умовою

H(t, s) :=

[
F (2t, s), t ∈ [0, 1

2
];

G(2t− 1, s), t ∈ [1
2
, 1].

Воно коректно визначене i неперервне, бо при t = 1
2

маємо F (1, s) =
y = G(0, s) для будь-якого s ∈ I за умовою. При цьому H(·, 0) = f0 ∗ g0,
H(·, 1) = f1 ∗ g1, H(0, ·) = F (0, ·) = x i H(1, ·) = G(1, ·) = z. Отже, H –
гомотопiя шляхiв f0 ∗ g0 i f1 ∗ g1.

Зауваження. Нагадаємо, що, взагалi кажучи, (f ∗ g) ∗h ̸= f ∗ (g ∗h),
тобто добуток шляхiв не є асоцiативним (перевiрте це; у яких випадках
така асоцiативнiсть все ж має мiсце?). Але вiн є таким ”у гомотопiчному
сенсi”, як демонструє наступна лема.

Лема 3.2. Нехай f, g, h : I → X – шляхи у просторi X такi, що f(1) =
g(0) = y, g(1) = h(0) = z. Тодi (f ∗ g) ∗ h ∼ f ∗ (g ∗ h).

Доведення. За означенням добутку шляхiв маємо

((f ∗ g) ∗ h)(t) =

 f(4t), t ∈ [0, 1
4
];

g(4t− 1), t ∈ [1
4
, 1
2
];

h(2t− 1), t ∈ [1
2
, 1].

11



Аналогiчно,

(f ∗ (g ∗ h))(t) =

 f(2t), t ∈ [0, 1
2
];

g(4t− 2), t ∈ [1
2
, 3
4
];

h(4t− 3), t ∈ [3
4
, 1].

Визначимо вiдображення F : I × I → X умовою

F (t, s) :=

 f
(

4t
1+s

)
, t ∈ [0, s+1

4
];

g(4t− s− 1), t ∈ [ s+1
4
, s+2

4
];

h
(
4t−s−2
2−s

)
, t ∈ [ s+2

4
, 1].

Це вiдображення коректно визначене i неперервне, бо при t = s+1
4

i t =
s+2
4

маємо f(1) = y = g(0) i g(1) = z = h(0) вiдповiдно. Крiм того,
F (·, 0) = (f ∗ g) ∗ h, F (·, 1) = f ∗ (g ∗ h), F (0, ·) = f(0), F (1, ·) = h(1).
Отже, F – потрiбна гомотопiя шляхiв.

Зауваження. Зокрема, звiдси випливає, що для гомотопiчних класiв
шляхiв можна писати [f ∗ g ∗ h], не розставляючи дужки (замiсть [(f ∗
g) ∗ h] = [f ∗ (g ∗ h)]). За iндукцiєю отримуємо, що це так i для довiльної
скiнченної кiлькостi шляхiв.

Лема 3.3. Нехай f : I → X – шлях у просторi X з початком f(0) = x
та кiнцем f(1) = y. Тодi ex ∗ f ∼ f ∼ f ∗ ey.

Доведення. Нагадаємо, що постiйний шлях ex – це просто постiйне
вiдображення I в точку x. Доведемо другу гомотопнiсть, перша доводи-
ться аналогiчно (зробiть це). За означенням добутку шляхiв:

(f ∗ ey)(t) =
[
f(2t), t ∈ [0, 1

2
];

y, t ∈ [1
2
, 1].

Визначимо вiдображення F : I × I → X умовою

F (t, s) :=

[
f
(

2t
1+s

)
, t ∈ [0, s+1

2
];

y, t ∈ [ s+1
2
, 1].

Воно коректно визначене i неперервне, бо при t = s+1
2

маємо f(1) = y,
i F (·, 0) = f ∗ ey, F (·, 1) = f , F (0, ·) = f(0) = x, F (1, ·) = y. Таким чином,
F – потрiбна гомотопiя шляхiв.

Лема 3.4. Нехай f : I → X – шлях у просторi X з початком f(0) = x
та кiнцем f(1) = y. Тодi f ∗ f ∼ ex i f ∗ f ∼ ey.

12



Доведення. Згадаймо, що обернений шлях f визначений умовою
f(t) = f(1 − t). Зауважимо, що друга гомотопнiсть випливає з першої
(просто помiняємо f та f мiсцями i помiтимо, що f = f), отже достатньо
довести першу. За означенням добутку:

(f ∗ f)(t) =
[
f(2t), t ∈ [0, 1

2
];

f(2− 2t), t ∈ [1
2
, 1].

Визначимо вiдображення F : I × I → X умовою

F (t, s) :=

 f(2t), t ∈ [0, 1−s
2
];

f(1− s), t ∈ [1−s
2
, 1+s

2
];

f(2− 2t), t ∈ [1+s
2
, 1].

Це вiдображення коректно визначене i неперервне, бо при t = 1−s
2

i t =
1+s
2

маємо одне й те саме значення f(1 − s). При цьому F (·, 0) = f ∗ f ,
F (·, 1) = ex, F (0, ·) = F (1, ·) = f(0) = x. Отже, F – потрiбна гомотопiя
шляхiв.

Зауваження. Деяке уявлення про логiку побудови гомотопiй в цих
лемах дають наступнi дiаграми, де область визначення I × I роздiлена
на частини, кожна з яких позначена символом вiдображення, що ”вiдпо-
вiдає” за гомотопiю на цiй пiдмножинi:
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Доповнення. Необхiднi вiдомостi з алгебри
У цьому роздiлi будуть наведенi потрiбнi для цього курсу початковi вiдо-
мостi з теорiї груп. Детальнiше викладення мiститься, наприклад, у [4]
або частинi I книги [7] (гл. 1–3). Зокрема, там можна знайти доведен-
ня викладених тут тверджень, але бiльшiсть з них неважко перевiрити
самостiйно, що й рекомендується робити у якостi вправ.

Означення А.1. Групою зветься множина G разом з бiнарною груповою
операцiєю, тобто вiдображенням G×G → G : (a, b) 7→ ab, що задовольняє
наступним умовам:

- (ab)c = a(bc) для будь-яких a, b, c ∈ G (асоцiативнiсть операцiї);

- iснує нейтральний елемент (або одиниця групи) e такий, що ae =
ea = a для будь-якого a ∈ G;

- для будь-якого a ∈ G iснує обернений елемент a−1 ∈ G такий, що
aa−1 = a−1a = e.

Якщо крiм того групова операцiя комутативна, тобто ab = ba для будь-
яких a, b ∈ G, то групу G називають абелевою.

Як бачимо, групова операцiя виглядає як множення чисел. Цi по-
значення називаються мультиплiкативними, i саме їх ми й будемо тут
використовувати. Як i у цьому означеннi, одиницю групи будемо у за-
гальному випадку позначати через e. Натомiсть, для абелевих груп ча-
сто застосовують адитивнi позначення, тобто групова операцiя виглядає
як додавання ((a, b) 7→ a + b), нейтральний елемент позначається нулем
(a + 0 = a для будь-якого a ∈ G), а обернений виглядає як протиле-
жний (для будь-якого a ∈ G iснує −a ∈ G такий, що a + (−a) = 0).
Такий вибiр позначень мотивується, зокрема, наступними прикладами.
Виконайте для них усi необхiднi перевiрки самостiйно.

Приклад А.1. Тривiальною зветься група {e}, що складається лише
з одиницi.

Приклад А.2. Усi цiлi числа з операцiєю додавання утворюють абелеву
групу Z. Це ж вiрно для множини дiйсних R чисел з цiєю операцiєю,
а також для множин елементiв будь-якого поля та будь-якого векторного
простору з їх вiдповiдними операцiями додавання.

Приклад А.3. Усi ненульовi дiйснi числа з операцiєю множення теж
утворюють абелеву групу R \ {0}. Це ж вiрно для множини ненульових
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елементiв будь-якого поля з його операцiєю множення (т. зв. мультиплi-
кативна група поля). Крiм того, абелеву групу утворюють усi додатнi
дiйснi числа з тiєю ж операцiєю множення.

Приклад А.4. Для будь-якого натурального n будемо вважати цiлi чи-
сла k i l еквiвалентними, якщо вони рiвнi за модулем n: k ≡ l mod n,
тобто k−l кратне n. Вiдповiдна множина класiв еквiвалентностi познача-
ється Zn. У якостi її елементiв зручно розглядати класи еквiвалентностi
перших n цiлих невiд’ємних чисел: Zn = {[0], . . . , [n− 1]}, де [k] склада-
ється з усiх цiлих чисел, що мають залишок k при дiленнi на n. Тодi
коректно визначена операцiя додавання [k] + [l] := [k + l], що перетво-
рює Zn на абелеву групу з n елементiв. Вона зветься групою залишкiв
за модулем n. Звичайно, група Z1 тривiальна.

Приклад А.5. Для натурального n усi перестановки множини {1, . . . , n}
з операцiєю композицiї утворюють скiнченну симетричну групу Sn. При
n ⩾ 3 вона є неабелевою.

Приклад А.6. Ще одним прикладом неабелевої (за умови n ⩾ 2) групи
є вiльна група з n твiрними для натурального n. Так зветься фактор-
множина множини скiнченних слiв, що складаються з символiв a1, . . . , an,
a−1
1 , . . . , a−1

n за вiдношенням еквiвалентностi, що задане умовами

W1 ai a
−1
i W2 ∼ W1W2, W1 a

−1
i ai W2 ∼ W1W2

для будь-якого i та довiльних слiв W1 i W2 (включно з порожнiми). Гру-
пова операцiя визначається за допомогою послiдовного записування слiв
з точнiстю до вiдношення еквiвалентностi: добутком класiв еквiвалентно-
стi слiв W1 i W2 буде клас еквiвалентностi слова W1W2. У подальшому бу-
демо для спрощення позначень замiсть класiв еквiвалентностi слiв запи-
сувати самi слова у якостi елементiв групи (але пам’ятати, що вони пред-
ставляють вiдповiдний клас, тому, наприклад, W1 ai a

−1
i W2 = W1W2).

Групова операцiя коректно визначена та асоцiативна, а нейтральним еле-
ментом є порожнє слово (тобто його клас еквiвалентностi). Також не-
важко переконатися у тому, що обернений елемент до довiльного слова
W = b1 . . . bm має вигляд

W−1 = (b1 . . . bm)
−1 := (bm)

−1 . . . (b1)
−1,

де вважаємо (ai)
−1 = a−1

i i (a−1
i )−1 = ai. Тому це дiйсно група. Позначати-

мемо її через ⟨a1, . . . , an⟩, а елементи a1, . . . , an (тобто слова з одного сим-
вола) будемо звати твiрними (або породжуючими елементами) групи.
При n = 1 ця група iзоморфна Z (див. доведення цього у прикладi А.15
нижче), а при n ⩾ 2 дiйсно є неабелевою, бо, наприклад, a1a2 ̸= a2a1
за побудовою. Подальшу iнформацiю див. у [4, с. 64-70].
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Означення А.2. Вiдображення груп α : G → H зветься їх гомоморфi-
змом, якщо зберiгає групову операцiю: α(ab) = α(a)α(b) для будь-яких
a, b ∈ G.

З означення також випливає, що гомоморфiзм зберiгає одиницю гру-
пи та оберненi елементи: α(e) = e (зауважимо, що тут e злiва й справа
позначає, взагалi кажучи, рiзнi елементи: одиницi G i H вiдповiдно),
α(a−1) = α(a)−1 для будь-якого a ∈ G (перевiрте це).

Приклад А.7. Тривiальний гомоморфiзм G → H визначений для будь-
яких груп G i H як постiйне вiдображення, що переводить кожний еле-
мент G у одиницю e ∈ H. Вiн очевидним чином задовольняє попередньо-
му означенню.

Означення А.3. Гомоморфiзм груп зветься їх iзоморфiзмом, якщо вiн
є бiєкцiєю. Якщо iснує iзоморфiзм α : G → H, то говорять, що група G
iзоморфна групi H (або що групи G i H iзоморфнi). Ми позначатимемо
це G ≃ H.

Вiдображення груп, що обернене до iзоморфiзма, теж є iзоморфiзмом,
зокрема гомоморфiзмом, в силу означень. Iзоморфнiсть є вiдношенням
еквiвалентностi на множинi груп (перевiрте це) та означає, що їх стру-
ктури фактично однаковi з алгебраїчної точки зору. Зокрема, iзоморфiзм
зберiгає абелевiсть групи.

Приклад А.8. Вiдображення x 7→ lnx є iзоморфiзмом мiж групами до-
датних дiйсних чисел з операцiєю множення та усiх дiйсних чисел з опе-
рацiєю додавання, що розглядалися у прикладах А.3 i А.2 вiдповiдно
(перевiрте це).

Означення А.4. Прямим добутком груп G1 i G2 зветься їх прямий
декартовий добуток G1×G2 з почленно визначеною груповою операцiєю:
(a1, a2)(b1, b2) := (a1b1, a2b2) для будь-яких a1, b1 ∈ G1 i a2, b2 ∈ G2.

Перевiрте, що така операцiя дiйсно перетворює G1×G2 на групу i що
прямий добуток груп асоцiативний, тобто (G1×G2)×G3 = G1×(G2×G3)
для будь-яких груп G1, G2 i G3, тобто вiдповiднi груповi структури на
G1 × G2 × G3 збiгаються. Бiльш того, ця конструкцiя очевидним чи-
ном узагальнюється на довiльну скiнченну кiлькiсть множникiв (див. та-
кож [4, с. 100-101]). Зауважимо крiм того, що добуток будь-якої групи G
на тривiальну групу iзоморфний G (запишiть вiдповiдний iзоморфiзм),
а добуток абелевих груп абелевий в силу означень. Прямий добуток скiн-
ченної кiлькостi абелевих груп G1, . . . , Gn ще називають їх прямою сумою
i позначають G1 ⊕ . . .⊕Gn.
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Приклад А.9. Прямий добуток будь-якого натурального числа n копiй
групи Z (вiдповiдно, R) з прикладу А.2 будемо позначати через Zn (Rn).
У позначеннях прямої суми це виглядає як Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸

n

та R⊕ . . .⊕ R︸ ︷︷ ︸
n

вiдповiдно. Таким чином, Zn i Rn – абелевi групи з операцiями покомпо-
нентного додавання: (x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn).

Означення А.5. Нехай G – деяка група. Пiдмножина H ⊂ G зветься
пiдгрупою G, якщо ab ∈ H i a−1 ∈ H для будь-яких a, b ∈ H.

Будь-яка пiдгрупа H групи G мiстить одиницю e ∈ G (покажiть це)
i з обмеженням на H групової операцiї сама перетворюється на групу,
бо для неї виконанi умови означення А.1. Двi умови попереднього озна-
чення часто записують як одну: ab−1 ∈ H для будь-яких a, b ∈ H, що
є еквiвалентною до них (чому?).

Означення А.6. Пiдгрупа H групи G називається нормальною, якщо
aba−1 ∈ H для будь-яких a ∈ G i b ∈ H.

Приклад А.10. Будь-яка група G мiстить тривiальнi пiдгрупи {e}
(див. приклад А.1) та G, що є, очевидно, нормальними.

Усi пiдгрупи будь-якої абелевої групи є нормальними, бо в цьому ви-
падку aba−1 = b ∈ H для усiх a ∈ G, b ∈ H.

Приклад А.11. Додатнi дiйснi числа утворюють пiдгрупу групи нену-
льових дiйсних чисел з прикладу А.3, бо добуток двох додатних чисел
i обернене до додатного є додатними. Аналогiчним чином пiдмножина
Zn у Rn з прикладу А.9 (зокрема Z у R) є пiдгрупою. Усi цi пiдгрупи
нормальнi в силу абелевостi.

Приклад А.12. Будь-який елемент a довiльної групи G визначає спря-
ження (внутрiшнiй автоморфiзм)

Ca : G → G : b 7→ aba−1,

що є iзоморфiзмом G на себе (тобто дiйсно автоморфiзмом). Зокрема,
вiн переводить кожну пiдгрупу H ⊂ G у спряжену до неї пiдгрупу

aHa−1 := Ca(H) = {aba−1 | b ∈ H}.

Перевiрте цi твердження, друге з яких можна вивести з бiльш загального
факту: будь-який iзоморфiзм переводить пiдгрупи у пiдгрупи. Згiдно
з попереднiм означенням, нормальнi пiдгрупи G – це в точностi тi, що
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зберiгаються при усiх внутрiшнiх автоморфiзмах, тобто тi пiдгрупи H ⊂
G, для яких aHa−1 = H для будь-яких a ∈ G. Якщо G абелева, то всi
її внутрiшнi автоморфiзми є тотожними вiдображеннями. Див. також
деяку подальшу iнформацiю у [4, с. 60-62].

Означення А.7. Нехай H – пiдгрупа групи G. Для кожного елемента
a ∈ G пiдмножини aH := {ab | b ∈ H} ⊂ G та Ha := {ba | b ∈ H} ⊂ G
звуться вiдповiдно лiвим та правим класами сумiжностi a за H.

При цьому належнiсть елементiв групи до одного лiвого або правого
класу сумiжностi є вiдношенням еквiвалентностi (перевiрте це, а також
те, що лiвi та правi класи сумiжностi – це орбiти деяких правої та лiвої
дiй H на G вiдповiдно, див. роздiл 18 курсу топологiї). Таким чином,
у загальному випадку виникають двi фактормножини G за цими вiд-
ношеннями еквiвалентностi, мiж якими, втiм, iснує бiєкцiя (яка саме?).
Але якщо H нормальна, то можна говорити про однозначно визначену
фактормножину:

Твердження А.1. Нехай H – нормальна пiдгрупа групи G. Тодi для
кожного a ∈ G його лiвi та правi класи сумiжностi за H збiгаються:
aH = Ha. При цьому бiнарна операцiя

G/H ×G/H → G/H : (aH, bH) 7→ aH bH := abH

на множинi G/H класiв сумiжностi G за H коректно визначена i задає
на цiй фактормножинi структуру групи.

Означення А.8. Множина G/H (одночасно лiвих та правих) класiв су-
мiжностi групи G за її нормальною пiдгрупою H з груповою структурою,
що описана у попередньому твердженнi, зветься факторгрупою G за H.

Факторгрупа будь-якої абелевої групи є абелевою за побудовою.

Приклад А.13. Факторгрупа довiльної групи G за тривiальною пiд-
групою {e} iзоморфна G, бо кожен клас сумiжностi складається з одно-
го елемента, а за тривiальною пiдгрупою G – iзоморфна {e}, бо єдиним
класом сумiжностi буде сама G (перевiрте це, явно записавши вiдповiднi
iзоморфiзми).

Означення А.9. Нехай G i H – деякi групи, а вiдображення α : G → H –
їх гомоморфiзм. Його ядром зветься

Kerα := {a | α(a) = e} ⊂ G,

а образом –
Imα := α(G) = {α(a) | a ∈ G} ⊂ H.

18



Тут i в наступному твердженнi через e знову позначаємо одиницi обох
цих груп.

Твердження А.2 (Властивостi ядра та образу). Нехай α : G → H –
деякий гомоморфiзм груп.

1. Kerα – нормальна пiдгрупа G i α – iн’єкцiя (мономорфiзм) тодi
й тiльки тодi, коли Kerα = {e};

2. Imα – пiдгрупа H i α – сюр’єкцiя (епiморфiзм) тодi й тiльки тодi,
коли Imα = H;

3. Вiдображення

G/Kerα → Imα : aKerα 7→ α(a)

коректно визначене i є iзоморфiзмом груп.

Таким чином, пункт 3. цього твердження (що називають ще першою
теоремою Ньотер про iзоморфiзм) означає, що G/Kerα ≃ Imα для будь-
якого гомоморфiзма α : G → H.

Приклад А.14. Для натурального n розглянемо вiдображення

α : Z → Zn : k 7→ [k]

абелевих груп з прикладiв А.2 та А.4 вiдповiдно. Оскiльки

α(k + l) = [k + l] = [k] + [l] = α(k) + α(l)

для будь-яких k, l ∈ Z за побудовою структури групи на Zn, α є гомомор-
фiзмом. Вiн сюр’єктивний, бо [k] = α(k) для будь-якого [k] ∈ Zn, тобто
Imα = Zn. Ядро цього гомоморфiзма має вигляд

Kerα = {k ∈ Z | [k] = [0]} = {k ∈ Z | k ≡ 0 mod n} = {nq | q ∈ Z},

тобто складається з усiх кратних n цiлих чисел. Позначимо цю пiдмно-
жину через nZ. Неважко безпосередньо перевiрити, що це нормальна
(хоча б у силу абелевостi) пiдгрупа Z, як i повинно бути за пунктом 1.
попереднього твердження. Тодi за його ж пунктом 3. маємо

Z/nZ ≃ Zn,

де iзоморфiзм задається умовою k + nZ 7→ α(k) = [k] для кожного k +
nZ ∈ Z/nZ (де використовуємо адитивнi позначення також i для класiв
сумiжностi).
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Якщо гомоморфiзм груп α : G → H iн’єктивний, то з прикладу А.13
i пунктiв 1. та 3. твердження А.2 маємо

G ≃ G/{e} = G/Kerα ≃ Imα = α(G),

бiльш того, вiдповiдним iзоморфiзмом G → α(G) буде саме α (чому?),
що неважко перевiрити й безпосередньо.

Наслiдок А.1. Будь-який iн’єктивний гомоморфiзм груп є iзоморфi-
змом на свiй образ.

Продовжимо розмову про вiльну групу з n твiрними ⟨a1, . . . , an⟩, що
була розпочата у прикладi А.6, використовуючи тi ж позначення, що там.
Нехай тепер {r1, . . . , rm} – якась скiнченна множина слiв, що складаю-
ться з тих же символiв a1, . . . , an, a−1

1 , . . . , a−1
n . Змiнимо наше вiдношення

еквiвалентностi на множинi усiх скiнченних слiв, додавши до перелiче-
них у прикладi А.6 умови

W1 rj W2 ∼ W1W2, W1 r
−1
j W2 ∼ W1W2

для будь-якого j = 1,m та довiльних слiв W1 i W2 (включно з порожнi-
ми). Тут обернене слово r−1

j визначається за звичними правилами: якщо
rj = b1 . . . bm, то r−1

j = (bm)
−1 . . . (b1)

−1, де (ai)
−1 = a−1

i i (a−1
i )−1 = ai. Да-

лi розглядаємо фактормножину множини слiв саме за цим вiдношенням
еквiвалентностi й так само у якостi елементiв цiєї множини записуємо
самi слова. Введемо на отриманiй таким чином фактормножинi групову
операцiю як у випадку вiльної групи, послiдовно записуючи слова з то-
чнiстю до вiдношення еквiвалентностi: добутком класiв еквiвалентностi
слiв W1 i W2 є клас еквiвалентностi слова W1W2. Перевiрте, що введена
таким способом операцiя коректно визначена й асоцiативна. Нейтраль-
ним елементом є клас еквiвалентностi порожнього слова, який ми далi
позначатимемо через e. Наприклад, aia−1

i = e або rj = e для будь-яких
i та j. Оберненi елементи можна знаходити так, як вказано вище для rj
(чому?). Тому це дiйсно група.

Означення А.10. Описану вище групу будемо називати групою з твiр-
ними a1, . . . , an та спiввiдношеннями r1, . . . , rm. Вона позначається че-
рез ⟨a1, . . . , an | r1, . . . , rm⟩. Якщо якась група G iзоморфна ⟨a1, . . . , an |
r1, . . . , rm⟩, то будемо говорити, що вона має опис у термiнах твiрних
a1, . . . , an та спiввiдношень r1, . . . , rm (або копредставлення ⟨a1, . . . , an |
r1, . . . , rm⟩).
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Спiввiдношення часто для наочностi записують у виглядi рiвностей:
rj = e замiсть просто rj. Також часто частину спiввiдношення переносять
вправо: якщо rj = cj d

−1
j для деяких слiв cj i dj, то пишуть cj = dj

замiсть rj. З опису вiдношення еквiвалентностi випливає, що у цьому
випадку

W1 cj W2 = W1 cj d
−1
j dj W2 = W1 rj dj W2 = W1 dj W2

для будь-яких слiв W1 i W2. Також у подальшому будемо використовува-
ти очевиднi спрощенi позначення для степенiв: писати aki замiсть ai . . . ai︸ ︷︷ ︸

k

i a−k
i замiсть a−1

i . . . a−1
i︸ ︷︷ ︸

k

для усiх натуральних k та будь-якого i. Пiд a0i

при цьому будемо розумiти одиницю групи e. Множина спiввiдношень не
визначена групою однозначно: до їх списку без змiни групи можна дода-
вати, наприклад, aia−1

i для довiльних i та iншi вирази, що є одиничними
за побудовою. На практицi список спiввiдношень намагаються зробити
мiнiмальним. Встановлення iзоморфностi або неiзоморфностi двох груп,
що заданi твiрними та спiввiдношеннями, є у загальному випадку доволi
складною комбiнаторною задачею (при цьому множина твiрних теж не
визначена класом iзоморфностi групи однозначно).

Приклад А.15. Група з твiрними a1, . . . , an i без спiввiдношень за побу-
довою є просто вiльною групою ⟨a1, . . . , an⟩ з твiрними a1, . . . , an. Зокре-
ма, ”групою без твiрних” вважатимемо тривiальну: ⟨⟩ = {e}.

Тепер розглянемо групу з однiєю твiрною ⟨a⟩. Її довiльний елемент
з урахуванням введених вище позначень однозначно представляється
у виглядi an для деякого n ∈ Z, який можна отримати, ”приводячи по-
дiбнi” лiтери a i a−1, якщо вони стоять поруч (чому таке представлення
однозначне?). При цьому an am = an+m для будь-яких n,m ∈ Z. Пере-
вiрте це, розглянувши рiзнi варiанти знакiв у цiлих чисел n, m i n +m.
Тому бiєктивне вiдображення ⟨a⟩ → Z : an → n є гомоморфiзмом, а отже
iзоморфiзмом груп: ⟨a⟩ ≃ Z.

Приклад А.16. Розглянемо групу ⟨a | an⟩, де n ⩾ 2 натуральне (при
n = 0 в силу наших домовленостей про позначення це ⟨a⟩, а при n =
1 – тривiальна група {e}). Аналогiчним до ⟨a⟩ чином встановлюємо, що
довiльний елемент цiєї групи має вигляд ai для деякого i = 0, n− 1.
Дiйсно, спочатку, як у попередньому прикладi, отримаємо вираз aj для
деякого цiлого j, а потiм, враховуючи рiвнiсть an = e, перепишемо його
як ai, де i – залишок вiд дiлення j на n. I взагалi, ai = aj тодi й тiльки
тодi, коли i ≡ j mod n. Оскiльки при цьому ai aj = ai+j, вiдображення
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⟨a | an⟩ → Zn : a
i → [i] у групу Zn з прикладу А.4 є бiєктивним (чому?)

гомоморфiзмом, тобто iзоморфiзмом груп, i ⟨a | an⟩ ≃ Zn. Групи з однiєю
твiрною, що розглядалися у цьому та попередньому прикладах, тобто
(з точнiстю до iзоморфiзма) нескiнченна Z та скiнченнi Zn, звуться ще
циклiчними (див. також [4, с. 30-32]).

Приклад А.17. Єдине спiввiдношення групи ⟨a, b | aba−1b−1⟩ згiдно
з домовленостями вище зручно буде переписати у виглядi ab = ba. Звiдси,
переходячи до обернених елементiв, отримаємо b−1a−1 = a−1b−1, а домно-
жаючи злiва i справа на a−1 i b−1 – ba−1 = a−1b i b−1a = ab−1 вiдповiдно.
Враховуючи цi спiввiдношення, у довiльному словi з символiв a, b, a−1,
b−1 можна їх переставляти, допоки не отримаємо anbm для деяких n,m ∈
Z, i рiзнi пари n,m вiдповiдають рiзним елементам групи (чому?). Крiм
того, в силу тих же спiввiдношень anbm akbl = an+kbm+l для будь-яких
n,m, k, l ∈ Z. Тому вiдображення ⟨a, b | aba−1b−1⟩ → Z2 : anbm → (n,m)
у групу Z2 з прикладу А.9 є бiєктивним гомоморфiзмом, а отже iзоморфi-
змом груп: ⟨a, b | aba−1b−1⟩ ≃ Z2. Аналогiчним способом можна описати
у термiнах твiрних та спiввiдношень групу Zn i для довiльного n (зробiть
це). Таким чином, додавання спiввiдношень вигляду aba−1b−1 дозволя-
ють перетворити вiльну групу на абелеву. Тому Zn ще називають вiльною
абелевою групою з n твiрними.

Приклад А.18. Для будь-якої скiнченної групи G розглянемо групу
⟨a, a ∈ G | abc−1, a, b, c ∈ G : ab = c⟩, твiрними якої є елементи G, а спiв-
вiдношення визначенi таблицею множення G (тут у рiвностi ab = c еле-
менти a i b множаться у G). Покажiть, що вiдображення a 7→ a задає
iзоморфiзм G на описану вище групу. Таким чином, будь-яку скiнчен-
ну групу можна описати у термiнах твiрних та спiввiдношень, хоча це
буде, взагалi кажучи, доволi неекономний опис. Бiльш того, якщо у озна-
ченнi А.10 дозволити довiльну кiлькiсть твiрних та спiввiдношень, збе-
рiгаючи вимогу на скiнченну довжину слiв, так можна описати взагалi
будь-яку групу (перевiрте, що ваше доведення залишається вiрним i для
цього випадку).

Твердження А.3. Нехай N – найменша за включенням нормальна
пiдгрупа групи G = ⟨a1, . . . , an | r1, . . . , rm⟩, що мiстить її елементи
s1, . . . , sl (у такому випадку говорять, що N породжена s1, . . . , sl). Тодi
вiдображення

G/N → ⟨a1, . . . , an | r1, . . . , rm, s1, . . . , sl⟩ : W N 7→ W

коректно визначене i є iзоморфiзмом груп.
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Тут нормальна пiдгрупа N , що породжена s1, . . . , sl, завжди iснує (по-
кажiть це; пор. також з доведенням твердження А.4 нижче) i єдина як
найменший елемент частково впорядкованої множини (якої?). Iншими
словами, факторизацiя G за N i дописування s1, . . . , sl у список спiввiд-
ношень G дають iзоморфнi групи. Подальшу iнформацiю та приклади
опису груп у термiнах твiрних та спiввiдношень можна знайти, напри-
клад, у [4, с. 70-72] i [7, с. 23-28, 215-221].

Один зi способiв ”прояснення” структури групи, зокрема, такої, що
задана твiрними та спiввiдношеннями – це перехiд до зв’язаної з нею
абелевої групи, що описаний у наступному означеннi:

Означення А.11. Нехай G – деяка група. Комутатором двох елемен-
тiв a, b ∈ G зветься aba−1b−1 ∈ G. Комутантом (або першою похiдною
пiдгрупою) групи G зветься пiдгрупа G′ ⊂ G, що породжена усiма кому-
таторами, тобто найменша за включенням пiдгрупа G, що мiстить вирази
aba−1b−1 для усiх a, b ∈ G. Факторгрупа G/G′ зветься абелiанiзацiєю G.

Твердження А.4. Факторгрупа G/G′ коректно визначена (тобто пiд-
група G′ коректно визначена i є нормальною) та абелева.

Доведення. З опису у означеннi випливає, що G′ складається з усiх
можливих добуткiв елементiв вигляду aba−1b−1 (i обернених до них, але
оберненi мають той же вигляд), тобто його довiльний елемент дорiвнює
a1b1a

−1
1 b−1

1 . . . akbka
−1
k b−1

k . Це пiдгрупа G (чому?) i будь-яка пiдгрупа, що
мiстить усi комутанти, повинна мiстити й усi добутки такого вигляду,
тобто включати всю G′. Тому вона i є найменшою за включенням з такою
властивiстю (єдиною такою як найменший елемент частково впорядко-
ваної множини). При цьому для будь-якого c ∈ G

ca1b1a
−1
1 b−1

1 . . . akbka
−1
k b−1

k c−1 = (ca1c
−1)(cb1c

−1)(ca1c
−1)−1(cb1c

−1)−1 . . .

. . . (cakc
−1)(cbkc

−1)(cakc
−1)−1(cbkc

−1)−1 ∈ G′,

що й демонструє нормальнiсть G′.
За означенням факторгрупи G/G′, довiльний її елемент – це сумi-

жний клас aG′, де a ∈ G, а комутатор будь-яких двох елементiв дорiвнює

aG′ bG′ (aG′)−1 (bG′)−1 = aba−1b−1G′ = eG′,

бо aba−1b−1 ∈ G′ (тут a, b ∈ G). Зауважимо, що, як i завжди у фактор-
групi, eG′ – це нейтральний елемент G/G′. Тобто aG′ bG′ = bG′ aG′ для
будь-яких aG′, bG′ ∈ G/G′, що й означає абелевiсть G/G′.
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Бiльш того, G′ – це найменша за включенням нормальна пiдгрупа,
факторизацiя за якою абелева (перевiрте самостiйно або див. [4, с. 75-
76]). Зрозумiло також, що G′ = {e} тодi й тiльки тодi, коли G абелева,
i у цьому випадку абелiанiзацiя G збiгається з нею самою (точнiше, ка-
нонiчно iзоморфна). Крiм того, якщо групи iзоморфнi, то їхнi комутанти
та абелiанiзацiї також iзоморфнi (перевiрте це).

Нехай G = ⟨a1, . . . , an | r1, . . . , rm⟩. З узагальнення твердження А.3
на випадок, коли пiдгрупа може бути породжена нескiнченним числом
спiввiдношень (переконайтеся у тому, що таке узагальнення теж вiрне)
випливає, що

G/G′ ≃ ⟨a1, . . . , an | r1, . . . , rm, W1W2W
−1
1 W−1

2 , W1,W2 ∈ G⟩.

Серед комутаторiв W1W2W
−1
1 W−1

2 є комутатори твiрних aiaja
−1
i a−1

j для
i, j = 1, n. Бiльш того, решта спiввiдношень-комутаторiв випливає з них.
Дiйсно, якщо твiрнi комутують, то, аналогiчно до прикладу А.17, ми мо-
жемо довiльним чином переставляти лiтери у будь-якому словi, зокрема,
мiняти пiдслова мiсцями, тодi W1W2W

−1
1 W−1

2 = W1W
−1
1 W2W

−1
2 = e для

будь-яких W1 i W2 з G. Тому цi зайвi спiввiдношення можна прибрати,
i таким чином отримаємо наступне:

Наслiдок А.2. Якщо G = ⟨a1, . . . , an | r1, . . . , rm⟩, то

G/G′ ≃ ⟨a1, . . . , an | r1, . . . , rm, aiaja−1
i a−1

j , i, j = 1, n⟩.

Цю iзоморфнiсть можна перевiрити й безпосередньо, показавши, що
вiдображення

G/G′ → ⟨a1, . . . , an | r1, . . . , rm, aiaja−1
i a−1

j , i, j = 1, n⟩ : W G′ 7→ W

коректно визначене i є iзоморфiзмом груп (зробiть це). Зокрема, як зга-
дано у прикладi А.17 та бiльш детально показано у доведеннi наслiд-
ку 13.4, абелiанiзацiя перетворює вiльну групу з n твiрними на вiльну
абелеву групу з n твiрними, що iзоморфна Zn.
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