
Домашнє завдання до заняття 13.11.24

(15.C) Довести, що топологiчний простiр (X, T ) є хаусдорфовим (задовольняє
аксiомi T2) тодi й тiльки тодi, коли кожна його точка x ∈ X є перетином
замикань усiх її вiдкритих околiв:

{x} =
∩

x∈U,U∈T

U.

(15.11) Довести, що топологiчний простiр (X, T ) задовольняє аксiомi T1 тодi й
тiльки тодi, коли кожна його точка x ∈ X є перетином усiх її вiдкритих
околiв:

{x} =
∩

x∈U,U∈T

U.

Вивести звiдси i з попередньої задачi, що з аксiоми T2 випливає T1.

(17.5) Сформулювати i довести критерiй (тобто необхiдну та достатню умову)
компактностi множини у дiйснiй прямiй R з топологiєю напiвнескiнчен-
них iнтервалiв. Цей критерiй повинен бути сформульований у нетополо-
гiчних термiнах i мати форму ”Множина K ⊂ R компактна тодi й тiльки
тодi, коли K...”.

(17.8) Довести, що множина {0} ∪
{

1
n

}∞
n=1

компактна у дiйснiй прямiй R зi
стандартною топологiєю.

Додатковi задачi (не оцiнюються)

(10.37x) Довести, що для будь-яких двох метричних просторiв X та Y iснує ме-
тричний простiр Z i вiдображення f : X → Z та g : Y → Z такi, що
f : X → f(X) та g : Y → g(Y ) є iзометрiями, де f(X) та g(Y ) розгляда-
ються з обмеженнями метрики Z. Iншими словами, f та g є iзометри-
чними вкладеннями (i це вкладення вiдносно метричних топологiй).

Пiдказка: розглянути множину Z = X ⊔ Y , де вiдстань мiж точками
x ∈ X та y ∈ Y дорiвнює ρ(x, x0) + 1 + ρ(y0, y) для деяких фiксованих
x0 ∈ X, y0 ∈ Y .
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(10.38x) Для будь-яких двох метричних просторiв X та Y вiдстанню Громова –
Хаусдорфа мiж ними зветься iнфiмум вiдстаней Хаусдорфа мiж пiдмно-
жинами f(X) та g(Y ) у метричному просторi Z (див. задачу 4.Mx
у одному з минулих домашнiх) за усiма можливими просторами Z та
iзометричними вкладеннями f : X → Z та g : Y → Z. З попередньої
задачi випливає, що така вiдстань визначена. Показати, що вона, втiм,
може дорiвнювати +∞.

(10.39x) Довести, що вiдстань Громова – Хаусдорфа є симетричною i задовольняє
узагальненню нерiвностi трикутника на т. зв. розширенi метрики, тобто
такi, що можуть приймати значення +∞, коректно сформулювавши це
узагальнення.

(10.40x) Довести, що вiдстань Громова – Хаусдорфа є невиродженою для ком-
пактних просторiв у наступному сенсi: вiдстань мiж компактними ме-
тричними просторами дорiвнює нулю тодi й тiльки тодi, коли вони iзо-
метричнi. Показати, що достатнiсть тут вiрна для довiльних просторiв,
а от необхiднiсть може не мати мiсця у некомпактному випадку.
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