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19.1 Теореми про продовження вiдображень,
вкладення та метризацiю

Наступний нетривiальний критерiй виконання аксiоми T4 важливий тим,
що дозволяє використання дiйсних чисел з їхньою багатою структурою
для дослiдження не тiльки метричних, а й ширшого (в силу твердже-
ння 19.5) класу топологiчних просторiв, що задовольняють T4, подiбно
до того, як аксiоми злiченностi дозволяють використання натуральних.

Теорема 19.1 (Лема Урисона). Топологiчний простiр X задовольняє
аксiомi T4 тодi й тiльки тодi, коли для будь-яких замкнених A,B ⊂ X
таких, що A ∩ B = ∅, iснує неперервна функцiя f ∈ C(X, [0, 1]) така,
що f |A = 0 i f |B = 1.

Означення 19.7. Функцiю f iз формулювання леми Урисона будемо
називати функцiєю Урисона множин A i B.

Доведення.⇐ Перевiрка достатностi трохи схожа на доведення твер-
дження 19.5. Нехай A,B ⊂ X замкненi та не перетинаються, тодi для них
iснує функцiя f з умови. Покладемо U := f−1

([
0, 1

2

))
i V := f−1

((
1
2
, 1
])

.
Цi множини вiдкритi в силу неперервностi f , A ⊂ U i B ⊂ V за вла-
стивостями f та U ∩ V = ∅ за побудовою. Це й демонструє виконання
аксiоми T4.

⇒ Доведемо необхiднiсть. Отже, нехай X задовольняє T4, A,B ⊂ X
замкненi та не перетинаються. Побудуємо вiдображення Φ з множини
рацiональних чисел вiдрiзка [0, 1] зi степенями двiйки у знаменнику

Λ :=

{
m

2n

∣∣∣∣ n ∈ Z+, m ∈ 0, 2n
}
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у сукупнiсть вiдкритих околiв A, тобто вiдкритих пiдмножин U ⊃ A
в X, наступним чином. Покладемо Φ(1) := X \ B, що належить до цiєї
сукупностi за умовою. Тодi за твердженням 19.4 iснує вiдкрита Φ(0) ⊃ A
така, що Φ(0) ⊂ Φ(1). Оскiльки Φ(1) є також вiдкритим околом замкне-
ної Φ(0), в силу того ж твердження iснує вiдкрита Φ

(
1
2

)
⊃ Φ(0) така, що

Φ
(
1
2

)
⊂ Φ(1). На наступному етапi аналогiчним способом знаходимо вiд-

критi Φ
(
1
4

)
⊃ Φ(0) та Φ

(
3
4

)
⊃ Φ

(
1
2

)
такi, що Φ

(
1
4

)
⊂ Φ

(
1
2

)
, Φ

(
3
4

)
⊂ Φ(1)

i т. д. Зокрема, для цього вiдображення за побудовою вiрнi включення
Φ(r) ⊂ Φ(s) для будь-яких r < s з множини Λ.

Для кожної x ∈ X покладемо тепер

f(x) := inf{r ∈ Λ | x ∈ Φ(r)}.

Тут вважаємо, що inf ∅ = 1. Тодi f дiйсно є функцiєю з X у [0, 1], f |A = 0,
бо A мiститься в усiх Φ(r), i f |B = 1, бо жодна з Φ(r) не перетинає B. Та-
ким чином, залишилося перевiрити неперервнiсть f . В силу вправи 12.1,
оскiльки передбазу (iндукованої з R) топологiї [0, 1] складають промiж-
ки вигляду [0, a) i (a, 1] для усiх дiйсних a ∈ (0, 1) аналогiчно до прикла-
ду 6.3 (чому?), достатньо показати, що їхнi прообрази пiд дiєю f вiдкри-
тi. Зауважимо, що за означенням iнфiмума точка x ∈ X належить до
f−1([0, a)), тобто inf{r ∈ Λ | x ∈ Φ(r)} < a, тодi й тiльки тодi, коли iснує
r ∈ Λ таке, що r < a та x ∈ Φ(r). Iншими словами,

f−1([0, a)) =
⋃

r∈Λ∩(−∞,a)

Φ(r),

що дiйсно є вiдкритою множиною як об’єднання вiдкритих. Нарештi,
щоб перевiрити вiдкритiсть прообраза f−1((a, 1]), достатньо показати за-
мкненiсть його доповнення у X, що є прообразом доповнення до (a, 1],
тобто f−1([0, a]). Нехай x ∈ f−1([0, a]), тобто inf{r ∈ Λ | x ∈ Φ(r)} ⩽ a.
Тодi будь-яке r ∈ Λ, що бiльше за a, бiльше й за цей iнфiмум, тобто
iснує s ∈ Λ таке, що s < r та x ∈ Φ(s). Але тодi й Φ(r) ⊃ Φ(s) мi-
стить x. I навпаки, якщо x ∈ Φ(r) для усiх r ∈ Λ, що бiльшi за a, то
inf{r ∈ Λ | x ∈ Φ(r)} ⩽ a. Це означає, що

f−1([0, a]) =
⋂

r∈Λ∩(a,+∞)

Φ(r) ⊂
⋂

r∈Λ∩(a,+∞)

Φ(r).

Включення тут випливає з монотонностi замикань i насправдi є рiвнiстю.
Дiйсно, нехай x належить до перетину замикань з правої частини цього
включення, тобто x ∈ Φ(r) для будь-якого r ∈ Λ∩ (a,+∞). Для кожного
такого r iснує деяке s ∈ Λ∩(a, r), отже x ∈ Φ(s) ⊂ Φ(r) за властивостями
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вiдображення Φ. Тому x ∈
⋂

r∈Λ∩(a,+∞)

Φ(r), звiдки й випливає потрiбна

рiвнiсть множин. Таким чином, остаточно маємо

f−1([0, a]) =
⋂

r∈Λ∩(a,+∞)

Φ(r),

i ця множина замкнена як перетин замкнених, що й потрiбно.

Зауваження. Звичайно, за необхiдностi можна побудувати й фун-
кцiю Урисона вигляду f : X → [a, b] для будь-яких a < b, беручи компо-
зицiю функцiї з леми Урисона та деякої лiнiйної.

Далi розглянемо кiлька цiкавих та потужних теорем, що стосуються
просторiв з аксiомою T4 (зокрема нормальних) i використовують лему
Урисона. Для доведення першої з них нам знадобиться наступне узагаль-
нення вiдомого з курсу аналiза поняття рiвномiрної збiжностi на послi-
довностi вiдображень з довiльного топологiчного простору у довiльний
метричний.

Означення 19.8. Нехай X – топологiчний простiр, а Y – метричний. Ка-
жуть, що послiдовнiсть вiдображень {fn : X → Y }∞n=1 рiвномiрно збiгає-
ться до вiдображення f : X → Y , що будемо тодi називати її границею,
якщо для кожного ε > 0 iснує натуральне N таке, що fn(x) ∈ Bε(f(x))
для будь-яких натуральних n ⩾ N та x ∈ X.

Нехай тепер Y – це дiйсна пряма R з евклiдовою метрикою. Буде-

мо казати, що ряд
∞∑
n=1

fn рiвномiрно збiгається до його суми f , якщо

послiдовнiсть його часткових сум
{

n∑
i=1

fi

}∞

n=1

рiвномiрно збiгається до f .

Зауваження. Оскiльки у нас тут немає необхiдностi розрiзняти ви-

ди збiжностi, рiвномiрну збiжнiсть ряду
∞∑
n=1

fn до f позначатимемо про-

сто рiвнiстю
∞∑
n=1

fn = f . Поняття рiвномiрної збiжностi ряду очевидним

чином узагальнюється на вiдображення у простiр Y = Rn, причому збi-
жнiсть зберiгається при замiнi його евклiдової метрики на будь-яку iншу
метрику ρp з прикладу 7.2 (чому?).

Формулювання i доведення наступних трьох тверджень майже до-
слiвно повторюють формулювання i доведення вiдповiдних властивостей
рiвномiрної збiжностi для окремого випадку дiйсних функцiй, що вивча-
ються в курсi аналiза (див., наприклад, главу 8 у [1]), але ми наведемо
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їх з доведеннями для повноти викладення. Нагадаємо, що метричний
простiр (Y, ρ) зветься повним, якщо у ньому будь-яка фундаментальна
послiдовнiсть {xn}∞n=1 ⊂ X, тобто така, що ρ(xn, xm) −→

n,m→∞
0, збiгається.

У курсi аналiза доводиться, що пряма R з евклiдовою метрикою є пов-
ним простором (див. [1, с. 68-69]), звiдки випливає також повнота усiх
її замкнених пiдмножин з обмеженням цiєї метрики (як саме?). Також
з цього неважко вивести повноту простору Rn та замкнених пiдмножин
у ньому вiдносно евклiдової метрики, а отже й усiх метрик, що бiлiпшице-
во еквiвалентнi евклiдовiй, в силу вправи 7.3 (зробiть це). У наступному
критерiї повнота Y суттєва лише для достатностi.

Твердження 19.9 (Критерiй Кошi рiвномiрної збiжностi послiдовно-
стi). Послiдовнiсть вiдображень {fn : X → Y }∞n=1 з топологiчного про-
стору X у повний метричний простiр Y з метрикою ρ рiвномiрно збi-
гається тодi й тiльки тодi, коли для кожного ε > 0 iснує натураль-
не N таке, що ρ(fn(x), fm(x)) < ε для будь-яких натуральних n,m ⩾ N
та x ∈ X.

Доведення. ⇒ Отже, нехай {fn}∞n=1 збiгається до деякого вiдобра-
ження f : X → Y i ε > 0. Тодi за означенням рiвномiрної збiжностi iснує
натуральне N таке, що ρ(fn(x), f(x)) <

ε
2

для усiх n ⩾ N та x ∈ X, отже
за нерiвнiстю трикутника

ρ(fn(x), fm(x)) ⩽ ρ(fn(x), f(x)) + ρ(f(x), fm(x)) < ε

для довiльних n,m ⩾ N та x ∈ X, що й потрiбно.
⇐ Фiксуючи x ∈ X в умовi, отримаємо, що ρ(fn(x), fm(x)) −→

n,m→∞
0,

тобто послiдовнiсть {fn(x)}∞n=1 фундаментальна. В силу повноти Y вона
збiгається до деякої точки Y . Позначивши для кожної x ∈ X цю точку
через f(x) ∈ Y , отримаємо вiдображення f : X → Y . Нехай тепер ε > 0.
Вiзьмемо N з умови твердження для ε

2
, будь-яке n ⩾ N i для x ∈ X

запишемо означення збiжностi {fm(x)}∞m=1 до f(x): iснує натуральне M
таке, що fm(x) ∈ B ε

2
(f(x)) для m ⩾ M . Тодi для усiх m ⩾ max{M,N}

за нерiвнiстю трикутника маємо

ρ(fn(x), f(x)) ⩽ ρ(fn(x), fm(x)) + ρ(fm(x), f(x)) < ε,

отже за означенням {fn}∞n=1 збiгається до f рiвномiрно.

Твердження 19.10 (Ознака Веєрштрасса рiвномiрної збiжностi ряду).

Нехай X – топологiчний простiр, а
∞∑
n=1

fn i
∞∑
n=1

gn – ряди з функцiй X →
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R такi, що |fn(x)| ⩽ gn(x) для усiх натуральних n та x ∈ X. Якщо

крiм того ряд
∞∑
n=1

gn рiвномiрно збiгається, то й ряди
∞∑
n=1

fn та
∞∑
n=1

|fn|

рiвномiрно збiгаються.

Зауваження. Набiр нерiвностей з цього твердження, тобто умову
|fn(x)| ⩽ gn(x) для усiх n та x, далi будемо скорочено записувати як
∞∑
n=1

|fn| ⩽
∞∑
n=1

gn. У таких випадках говорять, що ряд
∞∑
n=1

|fn| мажорує-

ться рядом
∞∑
n=1

gn.

Доведення. В силу означення та попереднього твердження дослi-

дження рiвномiрної збiжностi ряду
∞∑
n=1

fn можна звести до розгляду мо-

дуля рiзницi послiдовностей його часткових сум∣∣∣∣∣
m∑
i=1

fi −
n∑

i=1

fi

∣∣∣∣∣ = |fn+1 + . . .+ fm|

для довiльних натуральних n ⩽ m (ця нерiвнiсть, очевидно, не зменшує

загальнiсть) i аналогiчно для
∞∑
n=1

gn. А саме, оскiльки цей другий ряд

рiвномiрно збiжний, для кожного ε > 0 iснує натуральне N таке, що
|gn+1(x) + . . .+ gm(x)| < ε для будь-яких натуральних m ⩾ n ⩾ N та x ∈
X. З умови тодi випливає, що

|fn+1(x) + . . .+ fm(x)| ⩽ |fn+1(x)|+ . . .+ |fm(x)| ⩽

⩽ gn+1(x) + . . .+ gm(x) = |gn+1(x) + . . .+ gm(x)|,

де остання рiвнiсть виконується, бо усi gi невiд’ємнi за умовою. Таким

чином,
∞∑
n=1

fn теж рiвномiрно збiжний за попереднiм твердженням. Для

ряду
∞∑
n=1

|fn| перевiрка майже дослiвно така ж сама (виконайте її).

Твердження 19.11. Границя рiвномiрно збiжної послiдовностi непе-
рервних вiдображень i сума рiвномiрно збiжного ряду неперервних фун-
кцiй є неперервними.

Доведення. Зрозумiло, що достаньо первiрити це твердження для
послiдовностi, бо твердження для ряду випливатиме тодi з означення.
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Отже, нехай X та Y – деякi топологiчний та метричний простори вiд-
повiдно, ρ – метрика Y , а послiдовнiсть вiдображень {fn}∞n=1 ⊂ C(X,Y )
рiвномiрно збiгається до f : X → Y . Нехай x0 ∈ X i ε > 0 – довiль-
нi. За означенням рiвномiрної збiжностi iснує натуральне N таке, що
ρ(f(x), fn(x)) <

ε
3

для усiх n ⩾ N та x ∈ X. Оберемо якесь натуральне
n ⩾ N . Оскiльки fn є неперервним у x0, iснує вiдкритий окiл U ∋ x0

такий, що fn(U) ⊂ B ε
3
(fn(x0)). Тодi для кожної x ∈ U за нерiвнiстю

трикутника маємо

ρ(f(x), f(x0)) ⩽ ρ(f(x), fn(x)) + ρ(fn(x), fn(x0)) + ρ(fn(x0), f(x0)) < ε,

отже f(U) ⊂ Bε(f(x0)). Це означає, що f теж неперервне у x0. Таким
чином, f дiйсно є неперервним.

Також нам буде потрiбна наступна технiчна лема.

Лема 19.2. Нехай топологiчний простiр X задовольняє аксiомi T4, A ⊂
X замкнена i a > 0. Тодi для будь-якої неперервної (вiдносно iндуко-
ваних топологiй) функцiї f ∈ C(A, [−a, a]) iснує неперервна функцiя
g ∈ C

(
X,

[
−a

3
, a
3

])
така, що |f(x)− g(x)| ⩽ 2a

3
для усiх x ∈ A.

Доведення. Покладемо B := f−1
([
−a,−a

3

])
i C := f−1

([
a
3
, a
])

. В си-
лу неперервностi f , це замкненi пiдмножини в A, а отже й у X, бо A за-
мкнена. Оскiльки за побудовою вони не перетинаються, за теоремою 19.1
та зауваженням пiсля її доведення iснує функцiя Урисона g множин B
i C зi значеннями у

[
−a

3
, a
3

]
, тобто g ∈ C

(
X,

[
−a

3
, a
3

])
така, що g|B = −a

3

i g|C = a
3
. Таким чином, g приймає значення −a

3
у тих точках A, де f

приймає значення з промiжку
[
−a,−a

3

]
, a

3
– у тих, де значення f мiстя-

ться у
[
a
3
, a
]
, i значення з

[
−a

3
, a
3

]
там, де значення f лежать у тому ж

промiжку. Тому рiзниця мiж цими функцiями дiйсно не перевищує 2a
3
.

Теорема 19.2 (Тiтце про продовження). Нехай топологiчний простiр X
задовольняє аксiомi T4, A ⊂ X замкнена, а Y ⊂ R – промiжок. Тодi
для будь-якої неперервної (вiдносно iндукованих топологiй) функцiї f ∈
C(A, Y ) iснує її неперервне продовження на X – функцiя f ∈ C(X,Y )
така, що f |A = f .

Доведення. Спочатку доведемо теорему для випадку Y = [−1, 1].
Застосуємо попередню лему до функцiї f i отримаємо функцiю f1 ∈
C
(
X,

[
−1

3
, 1
3

])
таку, що |f − f1| ⩽ 2

3
на A, тобто їх рiзниця f − f1 на-

лежить до C
(
A,

[
−2

3
, 2
3

])
. Тепер застосуємо цю лему до функцiї f − f1

та отримаємо f2 ∈ C
(
X,

[
−2

9
, 2
9

])
таку, що |f − f1− f2| ⩽ 4

9
, отже f − f1−
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f2 ∈ C
(
A,

[
−4

9
, 4
9

])
i т. д. Таким чином, отримаємо послiдовнiсть фунцiй{

fn ∈ C
(
X,

[
−2n−1

3n
, 2

n−1

3n

])}∞

n=1
таку, що

∣∣∣∣f −
n∑

i=1

fi

∣∣∣∣ ⩽ 2n

3n
у точках A для

будь-якого n. При цьому

∞∑
n=1

|fn| ⩽
∞∑
n=1

2n−1

3n
=

1

3

∞∑
n=1

(
2

3

)n−1

=
1

3

1

1− 2
3

= 1,

тому ряд
∞∑
n=1

fn рiвномiрно збiгається до деякої f : X → R за твер-

дженням 19.10, де другий (мажоруючий) ряд – числовий
∞∑
n=1

2n−1

3n
. Ми

вважаємо його таким, що складається з постiйних функцiй, тому йо-
го рiвномiрна збiжнiсть за означенням еквiвалентна звичайнiй збiжно-
стi, що продемонстрована вище. Функцiя f неперервна за тверджен-
ням 19.11. Вона вiдображає X у [−1, 1], бо з показаного вище випли-

ває (як саме?), що усi елементи послiдовностi часткових сум ряду
∞∑
n=1

fn

є функцiями у [−1, 1], а цей вiдрiзок замкнений. Таким чином, дiйсно
f ∈ C(X, [−1, 1]). Для кожної x ∈ A, спрямувавши n до нескiнченностi

у нерiвностi
∣∣∣∣f(x)− n∑

i=1

fi(x)

∣∣∣∣ ⩽ 2n

3n
, отримаємо, що f(x) = f(x), що й

означає потрiбну рiвнiсть f |A = f .
Якщо твердження теореми вiрне для функцiй у промiжок Y ⊂ R,

а промiжок Z ⊂ R гомеоморфний Y , то теорема справедлива й для
функцiй у Z. Дiйсно, нехай φ : Y → Z – гомеоморфiзм. Для будь-якої
f ∈ C(A,Z) застосуємо теорему до φ−1 ◦ f ∈ C(A, Y ) та отримаємо про-
довження φ−1 ◦ f ∈ C(X,Y ). Тодi f := φ ◦ φ−1 ◦ f ∈ C(X,Z) – продов-
ження f (чому?). Це спостереження залишається вiрним i для довiльних
топологiчних просторiв Y та Z. Звiдси та з прикладу 14.4 випливає, що
крiм уже доведеного випадку Y = [−1, 1] достатньо ще показати справе-
дливiсть теореми для Y = (−1, 1) та Y = (−1, 1].

Розглядаючи довiльну f ∈ C(A, (−1, 1)) як елемент C(A, [−1, 1]), за-
стосуємо до неї вiдомий нам випадок теореми й отримаємо продовження
f ∈ C(X, [−1, 1]). Оскiльки B := f

−1
({−1, 1}) замкнена за неперервнi-

стю f i A ∩ B = ∅, бо f |A = f i f(A) ⊂ (−1, 1), за лемою Урисона
iснує функцiя Урисона g ∈ C(X, [−1, 1]) множин B i A. Тодi добуток
gf ∈ C(A, (−1, 1)), бо g = 0 там, де f = ±1, i (gf)|A = f |A = f , тобто
gf є потрiбним продовженням f . Випадок Y = (−1, 1] можна довести
майже дослiвно так само (зробiть це).
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Зауваження. Теорема Тiтце про продовження вiрна також для ви-
падку Y = Rn. Дiйсно, щоб перевiрити це, достатньо застосувати вже
доведену теорему до координатних функцiй вiдображення f ∈ C(A,Rn)
(див. вправу 12.4).

Вправа 19.5. Показати, що якщо для топологiчного простору X ви-
конується твердження теореми Тiтце про продовження, то виконується
й твердження леми Урисона. Разом з двома попереднiми теоремами це
означає, що обидва цi твердження є еквiвалентними до аксiоми T4.

Теорема 19.3 (Урисона про вкладення). Якщо топологiчний простiр X
нормальний та задовольняє другiй аксiомi злiченностi, то iснує його
вкладення у метричний простiр ℓ2.

Доведення. Нагадаємо, що ℓ2 був описаний у вправi 7.1 як

ℓ2 =

{
{xn}∞n=1 ⊂ R

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

x2
n < ∞

}
з метрикою

ρ(x, y) =

√√√√ ∞∑
n=1

(xn − yn)2.

Нехай B – не бiльш нiж злiченна база топологiї X. Тодi множина усiх
пар пiдмножин з B, а також її пiдмножина {(U, V ) | U, V ∈ B, U ⊂ V }
не бiльш нiж злiченнi. Перенумеруємо цю останню множину, записавши
її як {(Un, Vn)}∞n=1. Оскiльки тодi для кожного натурального n замкненi
множини Un i X \ Vn не перетинаються, а X нормальний, за лемою Ури-
сона iснує функцiя Урисона fn ∈ C(X, [−1, 1]) цих множин. Покладемо

f(x) :=
{

fn(x)
n

}∞

n=1
для кожної x ∈ X. Це елемент ℓ2, бо

∞∑
n=1

fn(x)
2

n2 ⩽
∞∑
n=1

1
n2 ,

а ряд
∞∑
n=1

1
n2 збiжний, як вiдомо з курсу аналiза. Таким чином, ми дiйсно

побудували вiдображення f : X → ℓ2.
Перевiримо iн’єктивнiсть f . Нехай x, y ∈ X i x ̸= y. Оскiльки X

нормальний, вiн задовольняє аксiомi T1: iснує вiдкрита W ∋ x така, що
y /∈ W . Тодi iснує й множина V з бази B, для якої x ∈ V ⊂ W . Нормаль-
ний X є також регулярним, тому за твердженням 19.3 iснує вiдкрита
T ∋ x така, що T ⊂ V , а отже iснує й U ∈ B, для якої x ∈ U ⊂ T ,
тому U ⊂ T ⊂ V . Таким чином, (U, V ) = (Un, Vn) для деякого n. Тодi за
властивостями функцiї Урисона fn(x) = 0, бо x ∈ U ⊂ Un, i fn(y) = 1,
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бо y ∈ X \ W ⊂ X \ Vn. Це означає, що f(x) ̸= f(y), що й демонструє
iн’єктивнiсть f та бiєктивнiсть обмеження f : X → f(X).

Тепер перевiримо неперервнiсть f у довiльнiй точцi x0 ∈ X. Зi збiжно-

стi ряду
∞∑
n=1

1
n2 за означенням випливає, що його залишковi суми пряму-

ють до нуля, тобто для будь-якого ε > 0 iснує натуральне N , для якого
∞∑

n=N+1

1
n2 < ε2

2
. Для кожного натурального n вiд 1 до N в силу непе-

рервностi fn у x0 iснує вiдкрита Wn ∋ x0 така, що (fn(x)−fn(x0))2

n2 < ε2

2N

для будь-якої x ∈ Wn. Тодi W :=
N⋂

n=1

Wn буде вiдкритим околом x0, для

кожної точки x якого маємо

ρ(f(x), f(x0)) =

√√√√ N∑
n=1

(fn(x)− fn(x0))2

n2
+

∞∑
n=N+1

(fn(x)− fn(x0))2

n2
< ε

за побудовою W , вибором N та нерiвнiстю |fn(x)−fn(x0)| ⩽ 1. Це означає,
що f(W ) ⊂ Bε(f(x0)). Таким чином, f дiйсно неперервне у кожнiй точцi,
а отже неперервне. Тодi неперервним буде i його обмеження на образ
f : X → f(X).

Щоб показати, що iн’єктивне неперервне f є вкладенням, тобто що
f : X → f(X) – гомеоморфiзм, залишилося довести його вiдкритiсть.
Нагадаємо, що тут на f(X) розглядається iндукована топологiя. Нехай
пiдмножина W ⊂ X вiдкрита й x0 ∈ W – її довiльна точка. Дiючи
аналогiчно до доведення iн’єктивностi, знаходимо (як саме?) таке на-
туральне n, що x0 ∈ Un та Vn ⊂ W . Тодi B 1

n
(f(x0)) ∩ f(X) ⊂ f(W ).

Дiйсно, будь-яка точка цього перетину має вигляд f(x), де x ∈ X така,
що ρ(f(x), f(x0)) <

1
n
. З побудови f та вигляду метрики тодi випливає,

що |fn(x)−fn(x0)| < 1. При цьому fn(x0) = 0, бо x0 ∈ Un, отже fn(x) ̸= 1,
тобто x ∈ Vn ⊂ W , звiдки випливає потрiбне включення. Таким чином,
кожна точка f(x0) ∈ f(W ) входить до цiєї множини разом з вiдкритим
у iндукованiй топологiї околом, тому f(W ) вiдкрита. Це демонструє вiд-
критiсть f : X → f(X) та завершує доведення.

Зауваження. За побудовою у доведеннi попередньої теореми образ
вкладення f(X) лежить у пiдмножинi

{
{xn}∞n=1 ∈ ℓ2

∣∣ ∀n ∈ N xn ∈[
0, 1

n

]}
простору ℓ2, яку називають кубом (або цеглиною) Гiльберта.

Теорема 19.4 (Теорема Урисона про метризацiю). Топологiчний про-
стiр, що задовольняє другiй аксiомi злiченностi, є метризовним тодi
й тiльки тодi, коли вiн нормальний.

9



Доведення. ⇒ Необхiднiсть безпосередньо випливає з тверджен-
ня 19.5 (причому незалежно вiд аксiом злiченностi).

⇐ Щоб довести достатнiсть, застосуємо попередню теорему: будь-
який простiр X, що задовольняє умовi, гомеоморфний своєму образу
f(X) ⊂ ℓ2 пiд дiєю побудованого там вкладення f . На f(X) можна
ввести метрику, що узгоджена з його (iндукованою) топологiєю, просто
обмеживши її з ℓ2, в силу вправи 9.2. Тодi на X побудуємо метрику пе-
ренесенням з f(X) за допомогою f (як саме?) або просто скористаємося
тим, що метризовнiсть є топологiчним iнварiантом.

Зауваження. У формулюваннях теорем Урисона про вкладення i ме-
тризацiю часто замiсть нормальностi використовують регулярнiсть. Дiй-
сно, у просторах, що задовольняють другiй аксiомi злiченностi, це еквi-
валентнi властивостi в силу твердження 19.8.
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