
Домашнє завдання до заняття 14.10.24

(6.15) Дослiдити зв’язок операцiї замикання з перетином та об’єднанням за
наступним планом (аналогiчно до задач 6.12–6.14 заняття).

1. З’ясувати, чи вiрнi наступнi рiвностi для будь-яких пiдмножин A i B
топологiчного простору, якщо це так, довести:

A ∪B = A ∪B;

A ∩B = A ∩B.

2. Якщо одна з попереднiх рiвностей не виконується, навести контр-
приклад.

3. Якщо одна з попереднiх рiвностей не виконується, але включення
вiрне в одну зi сторiн, довести це.

(10.15) Нехай f : X → Y – сюр’єктивне неперервне вiдображення топологiчних
просторiв. Довести, що якщо пiдмножина A всюди щiльна в X, то її
образ f(A) всюди щiльний у Y .

(10.18(2)) Довести, що добуток неперервних функцiй f : X → R i g : X → R на
топологiчному просторi X теж є неперервною функцiєю fg : X → R.

(11.2) Довести, що iнверсiя

f : Rn \ {0} → Rn \ {0} : x 7→ Rx

|x|2

(де R > 0 постiйне, а |x|2 =
n∑

i=1

x2i ) є гомеоморфiзмом (використати

вигляд цього вiдображення у координатах).

Додатковi задачi (не оцiнюються)

(6.22) Задача Куратовського. Яку найбiльшу кiлькiсть попарно рiзних мно-
жин можна отримати з деякої пiдмножини топологiчного простору за-
стосуванням до неї операцiй замикання i внутрiшностi? Для цього по-
трiбно шукати такi множини A, що попарно рiзними є A, A, IntA, IntA,
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IntA, ... (цi операцiї повиннi змiнювати одна iншу, бо повторне застосу-
вання тiєї ж не змiнює множину). Цi ланцюжки не вийде продовжувати
необмежено, бо, наприклад, Int IntA = IntA (доведiть це) i аналогiчна
рiвнiсть має мiсце для iншого ланцюжка (яка саме?). Для пошуку при-
кладiв тут достатньо буде пiдмножин R зi стандартною топологiєю.

(6.42) Довести, що об’єднання скiнченної кiлькостi нiде не щiльних пiдмножин
топологiчного простору нiде не щiльне.

(6.44) Довести, що R (зi стандартною топологiєю) не є об’єднанням злiченної
кiлькостi нiде не щiльних пiдмножин (пiдказка: використати лему Кошi –
Кантора про вкладенi вiдрiзки з курсу аналiза).

(16.17) Розглянемо на прямiй R топологiю, замкненими множинами якої є R та
усi її злiченнi пiдмножини.

1. Перевiрити, що така топологiя дiйсно iснує.

2. Показати, що вона не задовольняє першiй аксiомi злiченностi.

3. Описати збiжнiсть послiдовностей, замикання, секвенцiйнi замикан-
ня у цiй топологiї.

4. Знайти приклад пiдмножини, секвенцiйне замикання якої не дорiв-
нює замиканню.

(16.18) Використавши попередню задачу, навести приклад вiдображення f , для
якого виконується секвенцiйний критерiй неперервностi (послiдовнiсть,
що збiгається до x, переходить у послiдовнiсть, що збiгається до f(x)),
але воно не є неперервним.
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