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Курс присвячений теорiї Лi та її застосуванню в диференцiальнiй гео-
метрiї. Групи Лi – це об’єкти, що поєднують алгебраїчну та гладку стру-
ктури. Вони природним чином зустрiчаються у рiзних частинах матема-
тики та її застосувань i дозволяють ефективно лiнеаризувати алгебраї-
чнi та iншi задачi. Зокрема, засновник теорiї Софус Лi вивчав цi групи
у застосуваннi до диференцiальних рiвнянь (див., наприклад, [2], [37] та
iсторичний огляд у [13, с. 453-476]). Сучасного вигляду теорiя Лi набула
у роботах Елi Картана, який до того ж ефективно застосував її до ди-
ференцiальної геометрiї у своїй теорiї симетричних просторiв (див. [14]).
Виявилося, що численнi класи рiманових многовидiв дозволяють опис у
термiнах груп Лi. У цьому курсi ми придiлимо увагу, зокрема, рiмановим
однорiдним просторам, що узагальнюють симетричнi.

Необхiднi попереднi знання та джерела: загальна топологiя ([9]), лi-
нiйна алгебра ([33]), основи теорiї груп ([48]), диференцiальнi рiвняння
([1]) гладкi многовиди ([41]), рiманова геометрiя ([12]).

У списку лiтератури книги [12] та [19] покривають майже весь мате-
рiал курсу (i набагато бiльше), [11], [13] та [39] присвяченi викладенню
теорiї Лi, [8] та [15] – геометричнiй частинi курсу, [2] та [37] – iншим
застосуванням, [14] є цiкавим iсторичним першоджерелом.

1 Мотивацiя: матричнi групи
Нехай F – деяке поле, а n – натуральне число. Множину усiх (n × n)-
матриць з коефiцiєнтами з поля F будемо позначати через Mat(n,F).
Це векторний простiр, що iзоморфний простору End(V ) операторiв (лi-
нiйних ендоморфiзмiв) V → V для n-вимiрного векторного простору V
над F. Цi простори розглядаються з операцiями додавання матриць (вiд-
повiдно, операторiв) i множення на скаляри з F, а iзоморфiзм задається
вибором базиса V i записом матрицi оператора у цьому базисi. Крiм то-
го, очевидним чином будується iзоморфiзм Mat(n,F) i Fn2 , що ставить
у вiдповiднiсть матрицi A = (Aij)

n
i,j=1 ∈ Mat(n,F) набiр її компонентiв

(A11, . . . , A1n, . . . , An1, . . . , Ann) ∈ Fn2 .

Означення 1.1. Множина (n × n)-матриць з коефiцiєнтами з поля F,
що мають ненульовий визначник (тобто невироджених), зветься повною
лiнiйною групою i позначається GL(n,F) (вiд general linear):

GL(n,F) := {A ∈ Mat(n,F) | detA 6= 0}.

Матрицi з GL(n,F) вiдповiдають при згаданому вище iзоморфiзмi бiє-
ктивним операторам V → V (лiнiйним автоморфiзмам), множину яких
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позначатимемо через Aut(V ) або GL(V ). Цi множини матриць та опера-
торiв є групами з операцiями добутку матриць та композицiї операто-
рiв вiдповiдно, а вiдповiднiсть мiж ними – iзоморфiзмом груп. Дiйсно,
з detA 6= 0 i detB 6= 0 випливає, що detAB = detA detB 6= 0, мно-
ження матриць асоцiативне: (AB)C = A(BC), одинична матриця I є
нейтральним (одиничним) елементом: AI = IA = A для будь-якої A,
i умова detA 6= 0 еквiвалентна iснуванню оберненої матрицi A−1 такої,
що AA−1 = A−1A = I (i при цьому detA−1 = (detA)−1 6= 0). Дослiвно
те ж саме вiрно й для операторiв та їх композицiй, а вiдповiднiсть мiж
операторами i матрицями переводить композицiю операторiв у добуток
матриць, тобто є iзоморфiзмом груп.

Тепер нехай F = R. Введемо на просторi Mat(n,R) ' Rn2 стан-
дартну топологiчну структуру (що вiдповiдає евклiдовiй метрицi), а на
GL(n,R) ⊂ Mat(n,R) – iндуковану топологiю. Визначимо вiдображення
добутку наступним чином:

µ : GL(n,R)×GL(n,R) → GL(n,R) : (A,B) 7→ AB.

Розглянемо на GL(n,R)×GL(n,R) топологiю прямого добутку. Вона збi-
гається з топологiєю, що iндукована на GL(n,R)×GL(n,R) ⊂ Mat(n,R)×
Mat(n,R) топологiєю прямого добутку цих просторiв (перевiрте це). Вiд-
ображення µ ставить у вiдповiднiсть матрицям A = (Aij)

n
i,j=1 i B =

(Bij)
n
i,j=1 матрицю AB =

(
n∑
k=1

Aik Bkj

)n
i,j=1

. Таким чином, воно iнду-

коване на пiдпросторi GL(n,R) × GL(n,R) вiдображенням Mat(n,R) ×
Mat(n,R) → Mat(n,R), що є неперервним, бо задається полiномальними
функцiями.

Також розглянемо вiдображення взяття оберненого елемента

ι : GL(n,R) → GL(n,R) : A 7→ A−1.

Вправа 1.1. Виписати вiдображення ι у компонентах матриць i показа-
ти, що воно також неперервне.

Пiдсумуємо:

Наслiдок 1.1. Множина GL(n,R) є групою та топологiчним просто-
ром, причому вiдображення множення µ та взяття оберненого елемен-
та ι неперервнi.

Бiльш того, Mat(n,R) ' Rn2 можна перетворити на ∞-гладкий n2-
вимiрний многовид введенням стандартної гладкої структури на Rn2 .
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Оскiльки вiдображення визначника det : Mat(n,R) → R є неперервним
(бо полiномiальне), пiдмножина GL(n,R) = det−1(R \ {0}) вiдкрита як
прообраз вiдкритої. Ця множина – доповнення до алгебраїчної гiперпо-
верхнi, що утворена матрицями з нульовим визначником (i є замкненою
пiдмножиною). Як ми знаємо, вiдкрита пiдмножина гладкого многови-
да – теж многовид тiєї ж гладкостi та вимiрностi. Розглянемо цю кон-
струкцiю детальнiше.

Розглянемо на Mat(n,R) ' Rn2 евклiдову норму
∣∣∣A = (Aij)

n
i,j=1

∣∣∣ :=√
n∑

i,j=1

A2
ij. Нехай A ∈ GL(n,R). Оскiльки det неперервне, з detA 6= 0

випливає iснування ε > 0 такого, що вiдкрита куля Bε(A) = {C ∈
Mat(n,R) | |A − C| < ε} радiуса ε з центром A також складається з
матриць ненульового визначника, тобто мiститься у GL(n,R). З iншого
боку, ця куля гомеоморфна Rn2 , тому тотожне вiдображення id : Bε(A) →
Bε(A) можна використати у якостi координатного вiдображення карти
n2-вимiрного многовида. Локальними координатами тодi будуть компо-
ненти матрицi (Aij)

n
i,j=1. При цьому вiдображення переходу задаються

рiвнiстю цих компонент, тому належать класу гладкостi C∞. Нарештi,
простiр GL(n,R) хаусдорфовий i має не бiльш нiж злiченну базу, бо цi
властивостi наслiдуються з Mat(n,R) ' Rn2 . Таким чином, GL(n,R) дiй-
сно є ∞-гладким n2-вимiрним многовидом.

Тепер повернемося до вiдображення добутку µ : GL(n,R)×GL(n,R) →
GL(n,R). Якщо ввести на GL(n,R)×GL(n,R) структуру прямого добу-
тку гладких многовидiв стандартним чином (де локальними координа-
тами пари (A,B) будуть послiдовно записанi локальнi координати A i
B), то µ буде ∞-гладким вiдображенням, бо у локальних координатах
задається полiномiальними функцiями.

Вправа 1.2. Показати, що ι : GL(n,R) → GL(n,R) також ∞-гладке.

Таким чином, тепер маємо наступне:

Наслiдок 1.2. Множина GL(n,R) є групою та ∞-гладким многовидом,
причому вiдображення множення µ та взяття оберненого ι ∞-гладкi.

Повернемося поки що до випадку загального поля F.

Означення 1.2. Множина (n × n)-матриць з коефiцiєнтами з поля F,
що мають одиничний визначник, зветься спецiальною лiнiйною групою i
позначається SL(n,F) (вiд special linear):

SL(n,F) := {A ∈ Mat(n,F) | detA = 1}.
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Це, очевидно, пiдмножина GL(n,F). Бiльш того, це її пiдгрупа, бо з
detA = 1 i detB = 1 випливає, що detAB = detA detB = 1 i detA−1 =
(detA)−1 = 1. Якщо на n-вимiрному векторному просторi V над R ввести
евклiдовий скалярний добуток так, що координати, у яких ми виписуємо
матрицi операторiв, є декартовими (тобто вiдповiдний базис – ортонор-
мований), то матрицi з SL(n,R) вiдповiдають операторам, що зберiгають
орiєнтований евклiдовий об’єм.

Також при F = R ми можемо ввести на SL(n,R) iндуковану топологiю
i дослiвно так само, як для GL(n,R), встановити, що ця група є топо-
логiчним простором, причому вiдображення µ та ι неперервнi. Виникає
природне питання: чи вiрно також, що вона є ∞-гладким многовидом з
∞-гладкими µ та ι? Вiдповiдь на нього – так.

Один зi способiв зрозумiти це – використати загальнi факти алгебраї-
чної геометрiї, адже SL(n,R) є алгебраїчною гiперплощиною у Mat(n,R) '
Rn2 . Бiльш того, вона (як i решта дiйсних та комплексних матричних
груп цього роздiлу) належить до ще одного ”комбiнованого” класу об’єктiв –
алгебраїчних груп (див. [23]). Ми не будемо торкатися цих питань у цьо-
му курсi. Iнший спосiб – використати теорему про прообраз регулярного
значення (один з наслiдкiв теореми про неявну функцiю, див. [41, с. 222-
228]) та той факт, що обмеження гладких вiдображень на пiдмноговиди
теж є гладкими.

Вправа 1.3. Показати з використанням теореми про прообраз регуляр-
ного значення, що SL(n,R) є ∞-гладким многовидом. Чому дорiвнює
його вимiрнiсть?

У подальшому ми будемо використовувати iнший пiдхiд, який по-
чнемо розвивати у наступному роздiлi. А поки що наведемо подальшi
приклади.

Означення 1.3. Ортогональною групою зветься множина ортогональ-
них матриць:

O(n) := {A ∈ Mat(n,R) | AAT = ATA = I},

де AT позначає матрицю, що транспонована до A.

Двi умови AAT = I i ATA = I тут насправдi зайвi: з кожної з них ви-
пливає iнша (чому?). Це матрицi лiнiйних iзометрiй евклiдового скаляр-
ного добутку 〈·, ·〉 на n-вимiрному векторному просторi V над R (за умо-
ви, якщо вони виписанi в ортонормованому базисi, як у випадку SL(n,R)
вище). Множину самих цих iзометрiй позначатимемо через O(V, 〈·, ·〉).
Зауважимо, що для ортогональної A

1 = det I = detAAT = detA detAT = (detA)2,
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тобто detA = ±1, тому O(n) ⊂ GL(n,R). Видiлимо матрицi з одиничним
визначником:

Означення 1.4. Спецiальною ортогональною групою зветься множина
ортогональних матриць визначника 1:

SO(n) := {A ∈ Mat(n,R) | AAT = ATA = I, detA = 1}.

Iншими словами, SO(n) = O(n)∩SL(n,R). Такi матрицi вiдповiдають
iзометрiям, що зберiгають орiєнтацiю (власним рухам (V, 〈·, ·〉)), множи-
ну яких будемо позначати через SO(V, 〈·, ·〉).

Означення 1.5. Псевдоортогональною групою (сигнатури (p, q)) зве-
ться множина матриць

O(p, q) := {A ∈ Mat(n,R) | AIp,qAT = AT Ip,qA = Ip,q},

де p, q ∈ Z+, n = p + q, Ip,q позначає дiагональну (n × n)-матрицю, на
дiагоналi якої послiдовно розташованi p чисел 1 i q чисел −1.

Тут також аналогiчно до ортогональної групи можна показати, що
достатньо лише однiєї з умов i що O(p, q) ⊂ GL(n,R) (чому?). З означе-
ння також випливає, що O(n, 0) = O(0, n) = O(n). Такi матрицi задають
у псевдоортонормованому базисi (матрицею попарних скалярних добу-
ткiв якого є Ip,q) лiнiйнi iзометрiї псевдоевклiдового скалярного добутку
сигнатури (p, q) на n-вимiрному векторному просторi V над R.

Вправа 1.4. Перевiрити, що O(n), SO(n) та O(p, q) дiйсно є пiдгрупами
GL(n,R). Побудувати iзоморфiзм мiж O(p, q) та O(q, p).

Топологiю на цих пiдгрупах також будуємо, iндукуючи з Mat(n,R) '
Rn2 (або GL(n,R)). Звичайно, вiдображення µ та ι залишаються непе-
рервними, бо iндукованi неперервними.

Вправа 1.5. Показати з використанням теореми про прообраз регуляр-
ного значення, що O(n) є ∞-гладким многовидом. Чому дорiвнює його
вимiрнiсть (хоча б для n = 1, 2, 3)?

Згаданi вище множини iзометрiй O(V, 〈·, ·〉) та SO(V, 〈·, ·〉) утворюють
групи, як i множина псевдоевклiдових iзометрiй, бо композицiя iзометрiй
та вiдображення, що обернене до iзометрiї, є iзометрiями, i це ж вiрно
для збереження орiєнтацiї. Вiдповiднiсть мiж операторами та матрицями
є iзоморфiзмом мiж цими групами i O(n), SO(n), O(p, q) вiдповiдно.

Тепер нехай F = C. Простiр Mat(n,C) природно iзоморфний не тiль-
ки Cn2 , а й R2n2 : щоб побудувати вiдповiдний iзоморфiзм, поставимо у
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вiдповiднiсть матрицi A ∈ Mat(n,C) набiр дiйсних та уявних частин її
компонентiв:

A = (Aij)
n
i,j=1 7→ (<A11,=A11, . . . ,<Ann,=Ann) ∈ R2n2

.

Як i у дiйсному випадку, розглядаємо стандартнi топологiю та ∞-гладку
структуру на R2n2 i вводимо iндуковану топологiю на групi GL(n,C).
Оскiльки вона знову ж є вiдкритою пiдмножиною Mat(n,C) за непе-
рервнiстю визначника, на нiй так само вводиться структура многовида.
Властивостi вiдображень µ та ι перевiрте самостiйно:

Вправа 1.6. Показати, що група GL(n,C) є ∞-гладким (2n2)-вимiрним
многовидом, причому вiдображення множення µ та взяття оберненого ι
∞-гладкi (зокрема неперервнi). Показати також, що це n2-вимiрний ком-
плексний многовид (якщо знаєте, що це таке).

Крiм пiдгрупи SL(n,C) у GL(n,C) зазвичай видiляють наступнi:

Означення 1.6. Унiтарною групою зветься множина унiтарних ма-
триць:

U(n) := {A ∈ Mat(n,C) | AAT = A
T
A = I},

де A позначає покомпонентно спряжену матрицю до A.

Аналогiчно ортогональному випдку, тут достатньо однiєї з умов, i
| detA| = 1 для унiтарної A, тому U(n) ⊂ GL(n,C) (перевiрте). Це матри-
цi унiтарних операторiв на n-вимiрному ермiтовому просторi у ермiтово
ортонормованому базисi.

Означення 1.7. Спецiальною унiтарною групою зветься множина унi-
тарних матриць визначника 1:

SU(n) := {A ∈ Mat(n,C) | AAT = A
T
A = I, detA = 1}.

Звичайно, SU(n) = U(n) ∩ SL(n,C).

Вправа 1.7. Перевiрити, що U(n) та SU(n) дiйсно є пiдгрупами GL(n,C).

Топологiя тут також iндукована з Mat(n,C) ' R2n2 (або GL(n,C)), µ
та ι неперервнi. Виявляється, що усi наведенi вище дiйснi та комплекснi
матричнi групи є ∞-гладкими многовидами, а вiдображення множен-
ня µ та взяття оберненого ι – ∞-гладкими. Ми продемонструємо це у
подальшому.

У цьому роздiлi ми розглянули далеко не всi класичнi матричнi групи,
у лiтературi ви також можете знайти й iншi приклади. Але цих цiлком
достатньо, щоб рухатися далi.
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2 Топологiчнi групи та групи Лi.
Пiдгрупи Лi

Мотивуючись прикладами з попереднього роздiлу, введемо деякi загаль-
нi поняття. Для груп у цьому курсi використовуватимемо мультиплiка-
тивнi позначення (тобто групова операцiя буде виглядати як множення),
а одиницю (нейтральний елемент) групи позначатимемо через e, якщо не
вказане iнше (наприклад, для матричних груп нейтральним елементом
буде одинична матриця I).

Означення 2.1. Множина G зветься топологiчною групою, якщо

- G – група;

- G – топологiчний простiр;

- вiдображення добутку µ : G×G→ G : (a, b) 7→ ab та вiдображення
взяття оберненого елемента ι : G → G : a 7→ a−1 є неперервними
(де G×G розглядається з топологiєю прямого добутку).

Третя умова тут означає, що структури групи та топологiчного про-
стору на G узгодженi.

Приклад 2.1. Розглянутi у попередньому роздiлi класичнi матричнi
групи GL(n,R), SL(n,R), O(n), SO(n), O(p, q), GL(n,C), SL(n,C), U(n)
та SU(n) з топологiями, що iндукованi з Mat(n,R) ' Rn2 у дiйсному
випадку i з Mat(n,C) ' R2n2 – у комплексному, є топологiчними група-
ми. Це випливає з наведених там мiркувань (за необхiдностi перевiрте
виконання означення 2.1 у кожному з випадкiв).

Означення 2.2. НехайG iH – топологiчнi групи. Вiдображення Φ: G→
H зветься гомоморфiзмом топологiчних груп, якщо Φ – гомоморфiзм
груп (тобто Φ(ab) = Φ(a) Φ(b) для усiх a, b ∈ G) i неперервне вiдображе-
ння. Вiдображення Φ: G→ H зветься iзоморфiзмом топологiчних груп,
якщо Φ – бiєкцiя, Φ та Φ−1 – гомоморфiзми топологiчних груп. Якщо
iснує iзоморфiзм топологiчних груп Φ: G → H, будемо говорити, що G
iзоморфна H (або що G i H iзоморфнi) i писати G ∼= H.

Вправа 2.1. Показати, що iзоморфнiсть є вiдношенням еквiвалентностi
топологiчних груп.

Твердження 2.1. 1. Композицiя гомоморфiзмiв топологiчних груп
є гомоморфiзмом топологiчних груп.
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2. Φ є iзоморфiзмом топологiчних груп тодi й тiльки тодi, коли Φ –
гомоморфiзм груп i гомеоморфiзм топологiчних просторiв.

Доведення.

1. Випливає з того, що композицiя гомоморфiзмiв груп – гомоморфi-
змом груп, а композицiя неперервних вiдображень неперервна.

2. Бiєктивне Φ є гомоморфiзмом груп тодi й тiльки тодi, коли ним є
Φ−1, тому умову гомоморфностi оберненого вiдображення можна
прибрати. Тодi крiм гомоморфностi Φ залишаються умови його бi-
єктивностi та неперервностi Φ i Φ−1, що й означає, що Φ – гомео-
морфiзм.

Нехай G – топологiчна група, а H ⊂ G – її пiдгрупа. Введемо на H iн-
дуковану топологiю. Тодi вiдображення добутку µ : H×H → H та взяття
оберненого ι : H → H будуть обмеженнями вiдповiдних вiдображень G, а
отже неперервними. Крiм того, обмеження гомоморфiзма топологiчних
груп Φ: G → K на H буде гомоморфiзмом груп i неперервним, тобто
теж гомоморфiзмом топологiчних груп Φ|H : H → K.

Наслiдок 2.1. Будь-яка пiдгрупа топологiчної групи з iндукованою то-
пологiєю є топологiчною групою, а обмеження будь-якого гомоморфiзма
топологiчних груп на неї – гомоморфiзмом топологiчних груп.

Приклад 2.2. Матричнi пiдгрупи GL(n,R) та GL(n,C), що перелiченi
у попередньому прикладi, є очевидною iлюстрацiєю цього наслiдку.

Загальнi топологiчнi групи є важливим окремим предметом дослi-
дження. Крiм груп Лi (тобто гладких) iнтерес становлять, зокрема, ло-
кально компактнi абелевi групи, що використовуються у гармонiчному
аналiзi. Подальшу iнформацiю див, наприклад, у [34] та [38]. А ми тепер
перейдемо до гладкого випадку. Тут i надалi в цьому курсi гладкiсть
буде означати ∞-гладкiсть.

Означення 2.3. Множина G зветься групою Лi, якщо

- G – група;

- G – гладкий многовид;

- вiдображення добутку µ : G×G → G : (a, b) 7→ ab та вiдображення
взяття оберненого елемента ι : G → G : a 7→ a−1 є гладкими (де
G×G розглядається зi стандартною гладкою структурою добутку
гладких многовидiв).
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Тобто тепер структури групи та гладкого многовида на G узгодженi.
З означень 2.1 i 2.3 випливає, що усi групи Лi є, зокрема, топологiчними.
Також вiрно, наприклад, що будь-яка топологiчна група, що є локально
евклiдовою (тобто у кожної її точки iснує вiдкритий окiл, що гомеомор-
фний Rn, – це означення топологiчного многовида, але без додаткових
умов хаусдорфовостi та злiченної бази) iзоморфна деякiй групi Лi (у сенсi
топологiчних груп). Це твердження вiдоме як п’ята проблема Гiльбер-
та. Див. обговорення цього та аналогiчних результатiв у [46].

Приклад 2.3. Будь-яка не бiльш нiж злiченна група введенням дискре-
тної топологiї перетворюється на 0-вимiрний гладкий многовид. Оскiль-
ки для таких многовидiв будь-яке вiдображення гладке, вона буде 0-
вимiрною групою Лi.

Приклад 2.4. Простiр Rn з операцiєю додавання є абелевою групою
(тобто a + b = b + a для будь-яких a, b ∈ Rn). Оскiльки вiдображення
µ : ((a1, . . . , an), (b1, . . . , bn)) 7→ (a1 + b1, . . . , an + bn) та ι : (a1, . . . , an) 7→
(−a1, . . . ,−an) є гладкими у його стандартнiй гладкiй структурi, це n-
вимiрна абелева група Лi.

Приклад 2.5. Коло S1 можна представити як множину комплексних
чисел модуля 1: S1 = {z ∈ C | |z| = 1} = {eiφ | φ ∈ (−π, π]}. Комплексний
добуток перетворює його на абелеву групу: eiφeiψ = ei(φ+ψ) = eiψeiφ.
Якщо розглянути кут φ у якостi локальної координати для стандартної
гладкої структури S1, то вiдображення добутку i взяття оберненого ло-
кально виглядають як µ : (φ, ψ) 7→ φ+ ψ та ι : φ 7→ −φ, тому є гладкими
(ця координата не є глобальною – в околi точки −1 = eiπ доведеться
розглянути iншу; зробiть це). Отже, S1 – 1-вимiрна абелева група Лi.

Приклад 2.6. У попередньому роздiлi було показано, що GL(n,R) – n2-
вимiрна група Лi, а GL(n,C) – (2n2)-вимiрна група Лi. При n > 1 вони,
як вiдомо, не є абелевими.

Означення 2.4. Нехай G i H – групи Лi. Вiдображення Φ: G → H
зветься гомоморфiзмом груп Лi, якщо Φ – гомоморфiзм груп i гладке
вiдображення. Вiдображення Φ: G → H зветься iзоморфiзмом груп Лi,
якщо Φ – бiєкцiя, Φ та Φ−1 – гомоморфiзми груп Лi. Якщо iснує iзомор-
фiзм груп Лi Φ: G→ H, будемо говорити, що G iзоморфна H (або що G
i H iзоморфнi) i писати G ∼= H.

Виявляється, що для того, щоб гомоморфiзм груп був гомоморфiзмом
груп Лi, достатньо його неперервностi, тобто того, що це гомоморфiзм
топологiчних груп. Це гарантується теоремою Картана про гомоморфiзм
(див. далi вправу 14.4).
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Вправа 2.2. Показати, що iзоморфнiсть є вiдношенням еквiвалентностi
груп Лi.

Твердження 2.2. 1. Композицiя гомоморфiзмiв груп Лi є гомомор-
фiзмом груп Лi.

2. Φ є iзоморфiзмом груп Лi тодi й тiльки тодi, коли Φ – гомомор-
фiзм груп i дифеоморфiзм гладких многовидiв.

Доведення. Дослiвно повторимо доведення твердження 2.1, замi-
нивши неперервнiсть на гладкiсть.

Нагадаємо, що прямим добутком груп G1 i G2 зветься їх декарто-
вий добуток G1 × G2 з груповою структурою, що задається множенням
(a1, a2)(b1, b2) = (a1b1, a2b2) для a1, b1 ∈ G1 i a2, b2 ∈ G2. Якщо G1 i G2 –
групи Лi, то на G1 × G2 введемо також стандартну структуру прямого
добутку гладких многовидiв.

Вправа 2.3. Показати, що цi структури узгодженi, тобто G1 × G2 є
групою Лi.

Означення 2.5. Добуток G1×G2 зi структурами прямих добуткiв груп
та гладких многовидiв зветься прямим добутком груп Лi G1 i G2.

За допомогою iндукцiї цю конструкцiю можна узагальнити на добу-
ток довiльної скiнченної кiлькостi груп Лi, причому з асоцiативностей
прямих добуткiв груп та гладких многовидiв випливає, що розстановка
дужок у такому добутку неважлива. Аналогiчним чином визначається
прямий добуток топологiчних груп.

Приклад 2.7. Прямий добуток n копiй групи Лi S1 з прикладу 2.5 – це
n-вимiрний тор:

T n = S1 × . . .× S1︸ ︷︷ ︸
n

=
{(
eiφ

1

, . . . , eiφ
n
) ∣∣∣ φi ∈ (−π, π] ∀ i = 1, n

}
.

У якостi локальних координат в околi одиницi (1, . . . , 1) = (e0, . . . , e0) цiєї
групи Лi можна взяти (φ1, . . . , φn) (звичайно, потрiбнi й iншi системи
локальних координат; якi?)

На вiдмiну вiд топологiчних груп, не кожна пiдгрупа групи Лi буде
групою Лi, тому нам знадобиться наступне означення.

Означення 2.6. Нехай G – група Лi. Пiдмножина H ⊂ G зветься її
пiдгрупою Лi, якщо
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- H – пiдгрупа G;

- H з алгебраїчною структурою пiдгрупи – група Лi, тобто має стру-
ктуру гладкого многовида таку, що обмеження вiдображень µ та ι
групи G на H ×H та H вiдповiдно – гладкi;

- H – (занурений) пiдмноговид у G, тобто вiдображення включення
i : H → G : a 7→ a, є зануренням: воно гладке i ранг його диферен-
цiала у кожнiй точцi дорiвнює вимiрностi H.

Якщо H – вкладений пiдмноговид, тобто занурення i є до того ж вкла-
денням – гомеоморфiзмом на свiй образ H з топологiєю, що iндукована
топологiєю G, то пiдгрупа Лi H зветься вкладеною.

Оскiльки в умовах цього означення i : H → G є гомоморфiзмом груп,
це гомоморфiзм груп Лi. Також зауважимо, що умови гладкостi обме-
жень µ та ι тут насправдi зайвi, бо випливають iз зануреностi H. Дiйсно,
згадаємо, що обмеження гладкого вiдображення многовида на пiдмного-
вид теж гладке (перевiрте це, наприклад, за допомогою локальних коор-
динат). Звiдси ж випливає, що, аналогiчно до наслiдку 2.1, обмеження
довiльного гомоморфiзма груп Лi Φ: G → K на H буде гомоморфiзмом
груп i гладким, а отже гомоморфiзмом груп Лi Φ|H : H → K.

Наслiдок 2.2. Обмеження будь-якого гомоморфiзма груп Лi на довiль-
ну пiдгрупу Лi є гомоморфiзмом груп Лi.

Зауважимо, що топологiя пiдгрупи Лi H ⊂ G (вiдносно якої вона
є гладким многовидом), взагалi кажучи, вiдмiнна вiд iндукованої топо-
логiєю G (див. приклад 2.9 нижче). При цьому H є вкладеною тодi й
тiльки тодi, коли цi топологiї збiгаються, тобто коли структура тополо-
гiчної групи на H та сама, що вводилася у наслiдку 2.1. У цьому випадку
ми будемо за замовчуванням розглядати на H саме iндуковану тополо-
гiю. Її гладка структура при цьому також визначена однозначно. Дiйсно,
позначимо через H1 i H2 одну й ту ж пiдгрупу H, але з апрiорi рiзними
гладкими структурами такими, що обидвi цi пiдгрупи Лi є вкладеними
в G, тобто включення i1 : H1 → G та i2 : H2 → G є вкладеннями. То-
дi композицiя i−1

2 ◦ i1 : H1 → H → H2 є гомеоморфiзмом як композицiя
гомеоморфiзмiв. Бiльш того, це дифеоморфiзм. Це можна вивести, на-
приклад, з того, що i1 та i2 – занурення, i теореми про ранг вiдображення,
побудувавши локальнi координати в околi кожної точки такi, що в них це
вiдображення задається рiвнiстю координат (зробiть це; див. також [41,
с. 216-222]). З iншого боку, i−1

2 ◦ i1 – це просто тотожне вiдображення H.
Те, що воно є дифеоморфiзмом, якраз i означає, що гладкi структури
груп H1 i H2 збiгаються.
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Наслiдок 2.3. Структура групи Лi на вкладенiй пiдгрупi Лi визначена
однозначно.

Вправа 2.4. Показати, що й у загальному випадку структура групи Лi
на пiдгрупi Лi однозначно визначена її топологiєю.

Наступна теорема дає корисну достатню умову того, що пiдгрупа гру-
пи Лi є пiдгрупою Лi. Вона буде доведена у роздiлi 13.

Теорема 13.3 (Картан). Нехай G – група Лi. Якщо H ⊂ G – пiдгрупа
i замкнена пiдмножина G, то H – вкладена пiдгрупа Лi G. Зокрема, H
є групою Лi.

Приклад 2.8. Класичнi матричнi пiдгрупи SL(n,R), O(n), SO(n), O(p, q)
у GL(n,R) та SL(n,C), U(n), SU(n) у GL(n,C) з прикладу 2.1 є замкнени-
ми. Дiйсно, наприклад, SL(n,R) = det−1({1}) є замкненою пiдмножиною
Mat(n,R) за неперервнiстю вiдображення визначника, а отже замкнена
i в iндукованiй топологiї GL(n,R). Iнший спосiб це показати – викори-
стати секвенцiйний критерiй: якщо послiдовнiсть матриць {An} лежить
у SL(n,R) i збiгається до матрицi A у GL(n,R), то знову ж за неперерв-
нiстю визначника detA = lim

n→∞
detAn = 1, тобто A ∈ SL(n,R).

Вправа 2.5. Показати, що решта перелiчених пiдгруп також замкненi.

Таким чином, в iндукованих топологiях SL(n,R), O(n), SO(n), O(p, q),
SL(n,C), U(n) та SU(n) дiйсно є групами Лi в силу теореми Картана (i
вкладеними пiдгрупами Лi у вiдповiдних повних лiнiйних групах).

Наступний цiкавий приклад демонструє, зокрема, що не кожна пiд-
група Лi задовольняє умовам теореми Картана.

Приклад 2.9. Розглянемо двовимiрний тор T 2 = S1 × S1 = {(eiφ, eiψ)}
з прикладу 2.7 та вiдображення Φ: R → T 2 : t 7→ (eit, eiλt), де λ ∈ R –
деяке фiксоване число. Такi вiдображення (а також їхнi образи) iнколи
називають обмотуваннями тора. Локально, якщо розглядати (φ, ψ) у
якостi координат на торi, Φ задається вiдображенням t 7→ (t, λt), що є
гладким i має матрицю Якобi Φ′(t) = (1, λ) 6= 0, тобто Φ – занурення
(регулярна крива). Переконайтеся, що це так i в околах тих точок тора,
де цi локальнi координати не дiють. Оскiльки

Φ(t+ s) =
(
ei(t+s), eiλ(t+s)

)
=
(
eit, eiλt

) (
eis, eiλs

)
= Φ(t) Φ(s)

для будь-яких t, s ∈ R, Φ є гомоморфiзмом груп, а отже гомоморфiзмом
груп Лi R (з прикладу 2.4) i T 2. Зокрема, H := Φ(R) є пiдгрупою у T 2

як образ гомоморфiзма груп.
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Далi розглянемо два випадки. Якщо коефiцiєнт λ рацiональний, ска-
жiмо, λ = p

q
, де p, q ∈ Z, q > 0, то

Φ(t+ 2πq) =
(
ei(t+2πq), ei

p
q
(t+2πq)

)
=
(
eit, ei

p
q
t
)
= Φ(t)

для будь-якого t ∈ R, тобто Φ – перiодичне вiдображення з перiодом
2πq: обмотування тора замикається. Тодi можна задати вiдображення
Φ̃ : S1 → T 2 умовою Φ̃(eit) := Φ(qt), що коректно визначене, є гомомор-
фiзмом груп i зануренням в силу вiдповiдних властивостей Φ (перевiрте
це). Зокрема, це теж гомоморфiзм груп Лi.

Вправа 2.6. Показати, що якщо p i q взаємно простi, то 2πq – найменший
перiод Φ, а Φ̃ : S1 → T 2 – iн’єкцiя.

Iн’єктивне Φ̃ буде вкладенням, бо S1 – компакт. У цьому випадку
обмотування тора H = Φ(R) = Φ̃(S1) є компактною, а отже замкненою
(бо многовиди хаусдорфовi) пiдгрупою. Зокрема, вона задовольняє умо-
вам теореми Картана i тому є вкладеною пiдгрупою Лi, а Φ̃ : S1 → H –
iзоморфiзмом груп Лi (чому?). В принципi, тут можна було б i не по-
силатися на теорему Картана, а перенести на H гладку структуру з S1

за допомогою гомеоморфiзма Φ̃ : S1 → H. Тодi i : H → T 2 – занурен-
ня, бо Φ̃ : S1 → T 2 – занурення (вони однаково виглядають у локальних
координатах). Цей випадок проiлюстрований знизу злiва:

Випадок iррацiонального λ суттєво вiдрiзняється в силу наступної
вправи.

Вправа 2.7. Нехай λ /∈ Q. Показати, що тодi:

1. Якщо t 6= s i eit = eis, то eiλt 6= eiλs.

2. Для будь-яких φ, ψ, C > 0 i ε > 0 iснує t ∈ R таке, що t > C,
eit = eiφ, |eiλt − eiψ| < ε.
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В силу першого з цих тверджень, для iррацiонального λ вiдображе-
ння Φ: R → T 2 є iн’єкцiєю, отже встановлює бiєкцiю мiж R i обмоту-
ванням H. Перенесемо за її допомогою топологiю i структуру гладкого
многовида з R на H, перетворивши H на групу Лi, а Φ: R → H – на
iзоморфiзм груп Лi. Тодi, оскiльки Φ – занурення, включення i : H → T 2

також буде зануренням (як у рацiональному випадку), тобто H – пiдгру-
па Лi. При цьому Φ (а отже й i) – не вкладення, бо, скажiмо, образ iнтер-
вала (0, 1) ∈ R не буде вiдкритою множиною в iндукованiй топологiї H:
у будь-якому околi (в топологiї тора) кожної його точки будуть присутнi
точки H, що не належать цьому образу, в силу пункта 2. попередньої
вправи (див. малюнок зверху справа). Тому топологiя групи Лi H (що
є топологiєю прямої) не збiгається з iндукованою. Бiльш того, з тих же
мiркувань випливає, що H з iндукованою топологiєю – взагалi не много-
вид. Звiдти ж отримуємо, що замикання H = T 2, тому H не є замкнутою
пiдгрупою. Таке обмотування тора називають ергодичним.

3 Основнi властивостi топологiчних груп
та груп Лi

Конструкцiї i твердження цього роздiлу працюють як у загальному ви-
падку топологiчних груп, так i в окремому – груп Лi. Там, де формулю-
вання для груп Лi вiдрiзняються, ми будемо робити вiдповiднi обмовки.

Означення 3.1. Нехай G – топологiчна група. Лiвим (вiдповiдно, пра-
вим) зсувом на елемент a ∈ G зветься вiдображення La : G→ G : b 7→ ab
(Ra : G→ G : b 7→ ba). Спряженням з елементом a ∈ G (або внутрiшнiм
автоморфiзмом G) зветься вiдображення Ca : G→ G : b 7→ aba−1.

З цього означення випливає, зокрема, що Ca = La ◦Ra−1 .

Твердження 3.1. Для будь-якого a ∈ G вiдображення La та Ra є го-
меоморфiзмами G на себе (дифеоморфiзмами у випадку групи Лi G),
а Ca – її iзоморфiзмом на себе (тобто автоморфiзмом) як топологiчної
групи (вiдповiдно, групи Лi).

Доведення. Отже, нехай a ∈ G. Представимо лiвий зсув у якостi
композицiї: La = µ◦α, де вiдображення α : G→ G×G визначене умовою
b 7→ (a, b), а µ : G × G → G : (a, b) 7→ ab – вiдображення добутку. Вони
обидва неперервнi та гладкi у випадку групи Лi за властивостями топо-
логiї та гладкої структури прямого добутку i за означеннями 2.1 та 2.3.
Отже, La теж неперервне (вiдповiдно, гладке). Оскiльки

La(La−1(b)) = aa−1b = b = a−1ab = La−1(La(b))
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для будь-якого b ∈ G, вiдображення La i La−1 є взаємно оберненими, що
демонструє, зокрема, бiєктивнiсть La. Нарештi, (La)−1 = La−1 є неперерв-
ним (вiдповiдно, гладким) за тiльки що доведеним. Тому La : G → G –
гомеоморфiзм (дифеоморфiзм). Так само це доводиться для Ra.

Вiдображення Ca = La ◦ Ra−1 тодi є гомеоморфiзмом (дифеоморфi-
змом) як композицiя гомеоморфiзмiв (дифеоморфiзмiв). Крiм того, як
пам’ятаємо з алгебри, це гомоморфiзм G на себе:

Ca(bc) = abca−1 = aba−1 aca−1 = Ca(b)Ca(c)

для будь-яких b, c ∈ G.

Зауважимо, що, аналогiчно до композицiй La i La−1 у попередньому
доведеннi, з асоцiативностi множення випливає La ◦ Lb = Lab i Ra ◦Rb =
Rba для будь-яких a, b ∈ G (перевiрте це).

Означення 3.2. (Зв’язною) компонентою одиницi топологiчної гру-
пи G називають ту компоненту лiнiйної зв’язностi G, якiй належить оди-
ниця групи.

Будемо позначати компоненту одиницi топологiчної групи верхнiм iн-
дексом 0: так, для групи G це буде G0. Зауважимо, що компоненти лiнiй-
ної зв’язностi многовидiв (зокрема груп Лi) збiгаються з їхнiми зв’язними
компонентами.

Теорема 3.1 (Властивостi компоненти одиницi). Нехай G – топологiчна
група.

1. Компонента одиницi G0 – нормальна пiдгрупа G.

2. Якщо G – група Лi, то G0 – вiдкритозамкнена вкладена пiдгру-
па Лi G. Її вимiрнiсть дорiвнює вимiрностi G.

3. Нехай U 3 e – вiдкритий окiл одиницi в G0 (вiдносно її iндукова-

ної топологiї). Тодi G0 =
∞⋃
n=1

Un, де степенi U можна визначити

iндуктивно U1 := U , U2 := µ(U × U) = {ab | a, b ∈ U}, . . . ,

Un := µ(Un−1 × U) = {a1 . . . an | a1, . . . , an ∈ U}.

4. Якщо H – компонента лiнiйної зв’язностi G, що мiстить її еле-
мент a, то La : G0 → H i Ra : G

0 → H є гомеоморфiзмами вiдносно
iндукованих топологiй. Якщо G – група Лi, то це дифеоморфiзми
вiдносно стандартних гладких структур вiдкритих пiдмножин
гладкого многовида G.
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Доведення.

1. Нехай a, b ∈ G. Оскiльки G0 лiнiйно зв’язна, iснують шляхи, що
сполучають одиницю e з цими точками, тобто неперервнi вiдобра-
ження γ, ν : [0, 1] → G0 такi, що γ(0) = ν(0) = e, γ(1) = a, ν(1) = b.
Тодi вiдображення µ ◦ (γ, ν) : [0, 1] → G : t 7→ γ(t)ν(t) неперерв-
не як композицiя неперервних (γ, ν) : t 7→ (γ(t), ν(t)) i µ, отже є
шляхом, що сполучає γ(0)ν(0) = e i γ(1)ν(1) = ab. Таким чином,
ab ∈ G0. Аналогiчно, ι ◦ γ : [0, 1] → G : t 7→ γ(t)−1 – шлях, що спо-
лучає γ(0)−1 = e i γ(1)−1 = a−1, тому a−1 ∈ G0. Цi два факти
демонструють, що G0 – пiдгрупа. Нарештi, для будь-якого d ∈ G
вiдображення Cd ◦ γ : [0, 1] → G : t 7→ dγ(t)d−1 є шляхом i сполучає
dγ(0)d−1 = ded−1 = e з dγ(1)d−1 = dad−1, отже dad−1 ∈ G0. Це
означає, що пiдгрупа G0 є нормальною.

2. Як уже згадувалося вище, G0 – компонента зв’язностi та лiнiйної
зв’язностi многовида G. Крiм того, у многовидах цi компоненти є
вiдкритозамкненими множинами (чому?). Оскiльки G0 – вiдкрита
пiдмножина гладкого многовида G, на нiй (з iндукованою тополо-
гiєю) стандартним чином вводиться структура гладкого многовида
тiєї ж вимiрностi так само, як це робилося у роздiлi 1 для GL(n,R).
Обмеження вiдображень µ та ι залишаються при цьому гладкими.
Вiдображення включення i : G0 → G у вiдповiдних локальних коор-
динатах задається рiвнiстю координат, i тому є зануренням. Таким
чином, G0 – вкладена пiдгрупа Лi.

3. Отже, нехай e ∈ U ⊂ G0, де U вiдкрита у G0. Оскiльки вiдобра-
ження добутку µ неперервне, прообраз µ−1(U) є вiдкритим околом
(e, e). З побудови топологiї прямого добутку випливає, що тодi iснує
вiдкрита V 3 e така, що V ×V ⊂ µ−1(U), тобто µ(V ×V ) ⊂ U . Iнши-
ми словами, ab ∈ U для будь-яких a, b ∈ V . При b = e отримаємо
a ∈ U , отже V ⊂ U . Аналогiчно, з неперервностi вiдображення
взяття оберненого ι випливає iснування вiдкритої W 3 e такої, що
ι(W ) ⊂ V , тобто a−1 ∈ V для будь-якого a ∈ W . Також можемо
вважати, що W ⊂ V : за необхiдностi просто замiнимо W на W ∩V .

Для будь-якого a ∈ G0 знову побудуємо шлях γ : [0, 1] → G0 такий,
що γ(0) = e i γ(1) = a. Оскiльки усi лiвi зсуви є гомеоморфiзма-
ми за попереднiм твердженням, для будь-якого t ∈ [0, 1] множина
Lγ(t)(W ) вiдкрита, тобто

{
Lγ(t)(W )

}
t∈[0,1] є вiдкритим покриттям

γ([0, 1]), а
{
γ−1

(
Lγ(t)(W )

)}
t∈[0,1] – вiдкритим покриттям метричного

компакта [0, 1]. Застосуємо до нього лему Лебега. Нехай δ > 0 – чи-
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сло Лебега цього покриття. Виберемо натуральне n таке, що 1
n
< δ.

За лемою Лебега тодi для кожного i = 1, n вiдрiзок
[
i−1
n
, i
n

]
мi-

ститься у деякiй множинi покриття, тобто iснує елемент ti ∈ [0, 1]
такий, що γ

([
i−1
n
, i
n

])
⊂ Lγ(ti)(W ). Зокрема, iснують bi, ci ∈ W ,

такi, що γ
(
i−1
n

)
= Lγ(ti)bi = γ(ti)bi i γ

(
i
n

)
= Lγ(ti)ci = γ(ti)ci. То-

дi γ
(
i
n

)
= γ

(
i−1
n

)
b−1
i ci. За побудовою V i W , оскiльки bi ∈ W та

ci ∈ W ⊂ V , b−1
i ∈ V й тому ai := b−1

i ci ∈ U . Таким чином,

a = γ(1) = γ

(
n− 1

n

)
an = γ

(
n− 2

n

)
an−1an = . . .

. . . = γ(0)a1 . . . an = ea1 . . . an = a1 . . . an,

тобто a ∈ Un для деякого n, що й потрiбно було показати.

4. Оскiльки La : G → G – гомеоморфiзм за твердженням 3.1, вiн пе-
реводить компоненти лiнiйної зв’язностi у (взагалi кажучи, iншi)
компоненти лiнiйної зв’язностi, тому La(G

0) = H. Дiйсно, оскiль-
ки La(G

0) – лiнiйно зв’язна в силу неперервностi La множина, що
мiстить La(e) = a ∈ H, La(G0) ⊂ H. З аналогiчних мiркувань,
(La)

−1(H) = La−1(H) ⊂ G0, тобто H ⊂ La(G
0). Тодi La : G0 → H –

гомеоморфiзм як обмеження гомеоморфiзма. Оскiльки у випадку
групи Лi G0 i H – вкладенi пiдмноговиди (для H це перевiряється
так само, як для G0 у пунктi 2.), а в силу твердження 3.1 зсув
La : G → G є дифеоморфiзмом, його обмеження La : G

0 → H –
також дифеоморфiзм. Для правого зсуву Ra доведення дослiвно
таке ж саме.

У доведеннi пункта 2., звичайно, можна було послатися i на теорему
Картана, але у таких простих випадках краще розумiти гладку структу-
ру безпосередньо. Пункт 3. теореми можна неформально iнтерпретува-
ти наступним чином: структура лiнiйно зв’язної групи визначається як
завгодно малим околом її одиницi. Це спостереження виявиться дуже
корисним у подальшому. Пункт 4. означає, що усi компоненти лiнiйної
зв’язностi топологiчної групи (вiдповiдно, групи Лi) гомеоморфнi (дифе-
оморфнi) її компонентi одиницi. При цьому iншi компоненти пiдгрупами
не є (хоча б тому, що не мiстять одиницю).

Iнварiантнi структури будуть посiдати центральне мiсце у цьому кур-
сi. Познайомимося з першою з них.

Означення 3.3. Борелiвська мiра µ на топологiчнiй групi G зветься лi-
воiнварiантною (вiдповiдно, правоiнварiантною), якщо µ(A) = µ (La(A))
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(µ(A) = µ (Ra(A))) для будь-якої борелiвської пiдмножини A ⊂ G i ко-
жного a ∈ G.

Борелiвська лiвоiнварiантна (вiдповiдно, правоiнварiантна) мiра µ на
локально компактнiй хаусдорфовiй топологiчнiй групi G зветься її лiвою
(правою) мiрою Хаара, якщо вона є мiрою Радона, тобто:

- µ(A) = inf{µ(U) | A ⊂ U, U вiдкрита} для будь-якої борелiвської
A ⊂ G (зовнiшня регулярнiсть);

- µ(U) = sup{µ(K) | K ⊂ U, K компактна} для будь-якої вiдкритої
U ⊂ G (внутрiшня регулярнiсть);

- µ(K) <∞ для будь-якої компактної K ⊂ G.

Теорема 3.2 (Хаар). На будь-якiй локально компактнiй хаусдорфовiй
топологiчнiй групi G iснують ненульовi лiва i права мiри Хаара, що є
єдиними з точнiстю до множення на константу.

Доведення. Див. [34, с. 145-150].

Групи Лi задовольняють умовам цiєї теореми, бо є многовидами. Для
них ми в подальшому наведемо явну конструкцiю мiри Хаара методами
рiманової геометрiї (див. роздiл 17).

Приклад 3.1. На абелевiй групi Rn з прикладу 2.4 мiра Лебега є лi-
вою та правою мiрою Хаара, бо є мiрою Радона й iнварiантна вiдносно
паралельних перенесень.

4 Структура найпростiших
матричних груп Лi

Повернемося до матричних груп i спробуємо з’ясувати їх будову (як то-
пологiчних просторiв i гладких многовидiв) у найпростiших випадках.
Тут i далi пiд iзоморфiзмом будемо розумiти iзоморфiзм груп Лi, якщо
не вказане iнше.

Приклад 4.1. Групи SL(1,R) = SL(1,C) = SO(1) = SU(1) = {(1)} скла-
даються з одного (нейтрального) елемента i є 0-вимiрними та зв’язними.

Приклад 4.2. Група O(1) = {(1), (−1)} з двох елементiв (що є її одно-
точковими зв’язними компонентами) теж 0-вимiрна та iзоморфна групi
Z2 з дискретною структурою. Також її можна ототожнити з 0-вимiрною
сферою S0 = {−1, 1} ⊂ R. Компонентою одиницi цiєї групи є O(1)0 =
{(1)} = SO(1).
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Приклад 4.3. Група GL(1,R) = {(a) ∈ Mat(1,R) | a 6= 0} очевидним
чином iзоморфна множинi R\{0} з операцiєю множення i гладкою стру-
ктурою вiдкритої пiдмножини прямої R (мультиплiкативнiй групi по-
ля R) i є, таким чином, одновимiрною. Вона складається з двох зв’язних
компонент, зокрема, GL(1,R)0 = {(a) | a > 0} iзоморфна групi дода-
тних дiйсних чисел з операцiєю множення або всiй прямiй R з операцiєю
додавання (приклад 2.4). Iзоморфiзм тут має вигляд (a) 7→ ln a.

Вправа 4.1. Показати, що GL(n,R) складається з двох (дифеоморфних
за пунктом 4. теореми 3.1) зв’язних компонент i для довiльного n. Як
охарактеризувати матрицi, що належать цим компонентам? Розв’язок
можна знайти у [40, с. 165-166]. Пор. також iз твердженням 4.1 нижче.

Приклад 4.4. З курсiв аналiтичної геометрiї та лiнiйної алгебри добре
вiдомо, що

SO(2) =

{(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

) ∣∣∣∣∣ φ ∈ [0, 2π)

}
.

Це матрицi обертань евклiдової площини навколо початку координат на
кут φ (в ортонормованому базисi). У чотиривимiрному просторi Mat(2,R)
цi матрицi утворюють одиничне коло, що лежить у деякiй двовимiрнiй
площинi (якiй?). Вiдображення(

cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
7→ eiφ

є дифеоморфiзмом на S1, бо кут φ (або його зсув на константу φ + C)
можна взяти у якостi локальної координати й на SO(2). Бiльш того,
оскiльки множення таких матриць теж вiдповiдає додаванню кутiв (що
випливає з геометричних мiркувань або перевiряється безпосередньо), це
iзоморфiзм (на групу S1 з прикладу 2.5). Це означає, зокрема, що SO(2)
є одновимiрною зв’язною групою Лi.

Приклад 4.5. Група U(1) = {(z) ∈ Mat(1,C) | |z|2 = zz = 1} зро-
зумiлим чином iзоморфна S1 ⊂ C. Зокрема, U(1) ∼= S1 ∼= SO(2) в силу
попереднього прикладу.

Приклад 4.6. Знову ж, з вiдомих геометричних фактiв випливає, що

O(2) = SO(2)
⊔{( cosφ sinφ

sinφ − cosφ

) ∣∣∣∣∣ φ ∈ [0, 2π)

}

21



(диз’юнктне об’єднання), де матрицi з другої пiдмножини (яку ми по-
значатимемо O−(2)) вiдповiдають симетрiям площини вiдносно прямих,
що проходять через початок координат (яких саме?). Хоча O−(2) й не є
пiдгрупою, вона так само є одиничним колом, що лежить у двовимiрнiй
площинi (якiй?) чотиривимiрного простору Mat(2,R) i дифеоморфне S1.
Група ж O(2), таким чином, одновимiрна i є незв’язним об’єднанням (то-
пологiчною сумою) двох кiл, якi є його зв’язними компонентами, i одне
з яких є пiдгрупою O(2)0 = SO(2). Аналогiчна ситуацiя має мiсце й для
довiльного n, як побачимо у наступному твердженнi.

Розглянемо випадок довiльного натурального n. Ранiше ми встано-
вили (див. обговорення пiсля означення 1.3), що будь-яка ортогональ-
на матриця має визначник 1 або −1, тобто O(n) = SO(n) t O−(n), де
O−(n) := {A ∈ O(n) | detA = −1}.

Твердження 4.1. Зв’язними компонентами O(n) є SO(n) i O−(n), що
дифеоморфнi. Зокрема, O(n)0 = SO(n) є компонентою одиницi.

Доведення. Покажемо, що цi двi пiдмножини є лiнiйно зв’язними.
Як вiдомо з лiнiйної алгебри (див., наприклад, [33, с. 136-137]), для будь-
якої A ∈ SO(n) iснує B ∈ O(n) така, що

A = B



cosφ1 − sinφ1

sinφ1 cosφ1 0
. . .

cosφk − sinφk
sinφk cosφk

1

0
. . .

1


BT .

Покладемо для t ∈ [0, 1]

γ(t) := B



cos tφ1 − sin tφ1

sin tφ1 cos tφ1 0
. . .

cos tφk − sin tφk
sin tφk cos tφk

1

0
. . .

1


BT .
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Тодi γ : [0, 1] → SO(n) – шлях (вiдображення неперервне, бо задається не-
перервними функцiями, i дiє в SO(n), бо для будь-якого t матриця γ(t)
ортогональна як добуток ортогональних, а її визначник дорiвнює добу-
тку (detB)2 = 1 на визначник середньої матрицi, що теж дорiвнює 1),
γ(0) = BIBT = BBT = I, γ(1) = A. Отже, SO(n) лiнiйно зв’язна. Для
O−(n) лiнiйна зв’язнiсть встановлюється аналогiчно (зробiть це).

З iншого боку, O(n) не є зв’язною, оскiльки неперервна функцiя det
переводить O(n) у незв’язну множину {−1, 1} ⊂ R. Тобто SO(n) i O−(n)
є компонентами зв’язностi та лiнiйної зв’язностi O(n) (нагадаємо ще раз,
що у многовидiв компоненти зв’язностi та лiнiйної зв’язностi збiгаються
завжди). Їх дифеоморфнiсть випливає тодi з пункта 4. теореми 3.1.

Вправа 4.2. 1. Показати, що U(n) i SU(n) зв’язнi (також використа-
ти факти з [33, с. 136-137]).

2. Показати, що O(p, q) при p, q > 0 складається з чотирьох дифе-
оморфних зв’язних компонент (див. [40, с. 166-177], а також [33,
с. 171-180] для розумiння контекста).

Вправа 4.3. Описати групу O(1, 1). Показати, що вона абелева та одно-
вимiрна. Як виглядають її чотири зв’язнi компоненти?

Приклад 4.7. Аналогiчно до дiйсного випадку, група GL(1,C) = {(a) ∈
Mat(1,C) | a 6= 0} iзоморфна множинi C \ {0} з операцiєю множення
i гладкою структурою вiдкритої пiдмножини комплексної площини C
(мультиплiкативнiй групi поля C). Вона двовимiрна i зв’язна.

Вправа 4.4. Чи можна щось сказати про зв’язнiсть GL(n,C) для до-
вiльного n?

Приклад 4.8. Згiдно з означенням,

SU(2) =

{
A =

(
z w
u v

)
∈ Mat(2,C)

∣∣∣∣∣ AAT = I, detA = 1

}
.

Перепишемо умову унiтарностi:(
z u
w v

)
= A

T
= A−1 =

1

detA

(
v −w
−u z

)
=

(
v −w
−u z

)
.

Цi рiвностi зводяться до u = −w та v = z. Крiм того, маємо умову
одиничного визначника:

1 = detA = zv − uw = zz + ww = |z|2 + |w|2.
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Таким чином,

SU(2) =

{
A =

(
α + βi γ + δi
−γ + δi α− βi

) ∣∣∣∣∣ α, β, γ, δ ∈ R : α2+β2+γ2+δ2 = 1

}
.

Це означає, що SU(2) утворює тривимiрну сферу у чотиривимiрному пiд-
просторi (що визначений умовами u = −w, v = z) 8-вимiрного простору
Mat(2,C). Спiвставивши кожнiй такiй матрицi точку (α, β, γ, δ) ∈ R4,
отримаємо бiєкцiю SU(2) на стандартну сферу S3 ⊂ R4, що буде дифео-
морфiзмом (чому?). Зокрема, група SU(2) є тривимiрною i зв’язною.

Для опису групової структури SU(2) корисно буде згадати про ква-
тернiони, що є чотиривимiрним узагальненням комплексних чисел (див.,
наприклад, [7, с. 230-232]). Вони визначаються як множина формальних
лiнiйних комбiнацiй

H := {α + βi+ γj + δk | α, β, γ, δ ∈ R}

з операцiями покомпонентного додавання

(α+βi+γj+δk)+(α′+β′i+γ′j+δ′k) := (α+α′)+(β+β′)i+(γ+γ′)j+(δ+δ′)k

(вiдносно якого є абелевою групою), множення на скаляр λ ∈ R

λ(α + βi+ γj + δk) := λα + λβi+ λγj + λδk

i множення кватернiонiв мiж собою. Цей кватернiонний добуток одно-
значно визначений умовами бiлiнiйностi

(λq + µq′)r = λqr + µq′r, q(λr + µr′) = λqr + µqr′

для будь-яких q, q′, r, r′ ∈ H, λ, µ ∈ R та рiвностями

1q = q1 ∀ q ∈ H,
ij = −ji = k,
jk = −kj = i,
ki = −ik = j,
i2 = j2 = k2 = −1

(”таблицею множення”). Тут використовуються очевиднi спрощенi позна-
чення, коли у виразi для кватернiона ми не записуємо доданки, коефiцi-
єнти бiля яких дорiвнюють нулю (наприклад, α = α + 0i + 0j + 0k або
i = 0 + 1i + 0j + 0k). Зокрема, i, j та k є ”уявними одиницями” в силу
останньої з умов. Зауважимо, що дiйснi числа можна тодi iнтерпрету-
вати як кватернiони вигляду α + 0i + 0j + 0k, а операцiю множення на
скаляр – як окремий випадок кватернiонного добутку. Також зрозумiло,
що цей добуток некомутативний, а 1 є його одиницею.
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Вправа 4.5. Виписати формулу кватернiонного добутку явно, тим са-
мим остаточно пересвiдчившися у коректностi його конструкцiї. Перевi-
рити також, що вiн асоцiативний.

Наслiдок 4.1. Кватернiони утворюють чотиривимiрний векторний
простiр H над R з додатковою бiлiнiйною операцiєю добутку H×H → H.

Такi об’єкти називають алгебрами (див. далi означення 10.1). Зро-
зумiло, що {1, i, j, k} утворюють базис H. Введемо на H евклiдовий ска-
лярний добуток, для якого цей базис ортонормований.

Продовжимо аналогiю з комплексними числами. Нехай q = α + βi +
γj + δk ∈ H. Його дiйсною частиною будемо називати < q := α, а уяв-
ною – = q := βi+γj+δk. Тодi кватернiоном, що спряжений до q, назвемо
q := < q − = q = α − βi − γj − δk. Ключовим спостереженням є те, що,
аналогiчно комплексним числам, qq = qq = α2 + β2 + γ2 + δ2 (перевiр-
те це). Це невiд’ємне дiйсне число, а модуль кватернiона |q| :=

√
qq є,

звичайно, його евклiдовою нормою. Оскiльки тодi q q
|q|2 = q

|q|2 q = 1 для
будь-якого q 6= 0, кватернiон q−1 := q

|q|2 є оберненим до q вiдносно опера-
цiї добутку. Таким чином, на кватернiони можна дiлити! З перелiчених
властивостей випливає, що H з операцiями додавання та кватернiонного
добутку задовольняє всiм аксiомам поля крiм комутативностi добутку.
Такi алгебраїчнi структури називають тiлами (а також це асоцiативна
алгебра з дiленням; ми повернемося до алгебр у роздiлi 10).

Наслiдок 4.2. Кватернiони з операцiями додавання та кватернiонного
добутку утворюють тiло.

Також помiтимо, що qr = r q (перевiрте), тому

|qr| =
√
qrqr =

√
q(rr)q =

√
|r|2qq = |q||r|,

де ми використали те, що дiйснi (тобто з нульовою уявною частиною)
кватернiони комутують з iншими. Зокрема, з |q| = |r| = 1 випливає
|qr| = 1, тому пiдмножина {q ∈ H | |q| = 1} з операцiєю множення
утворює групу. З iншого боку, якщо ототожнити H з R4, поставивши у
вiдповiднiсть кватернiону α+ βi+ γj + δk точку (α, β, γ, δ), ця множина
вiдповiдає стандартнiй тривимiрнiй сферi. Вiдображення добутку та взя-
ття оберненого в нiй тодi є гладкими як обмеження гладких (перевiрте).

Наслiдок 4.3. Множина одиничних кватернiонiв S3 := {q ∈ H | |q| =
1} з операцiєю кватернiонного добутку та стандартною гладкою стру-
ктурою тривимiрної сфери є групою Лi.
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Таким чином, кватернiонний добуток iндукує структуру групи Лi на
S3 аналогiчно до того, як комплексний добуток iндукує її на S1 у при-
кладi 2.5. Повернемося тепер до нашої спецiальної унiтарної групи.

Твердження 4.2. Вiдображення

SU(2) → S3 :

(
α + βi γ + δi
−γ + δi α− βi

)
7→ α + βi+ γj + δk

є iзоморфiзмом груп Лi.

Доведення. Це вiдображення є дифеоморфiзмом, оскiльки за побу-
довою фактично є тотожним вiдображенням стандартних тривимiрних
сфер. Тому достатньо перевiрити, що це iзоморфiзм груп. Оскiльки його
продовження до вiдображення чотиривимiрного пiдпростору Mat(2,C)
на H (з тiєю ж формулою) є лiнiйним iзоморфiзмом, зокрема, зберiгає
додавання i множення на скаляр, достатньо перевiрити збереження по-
парних добуткiв мiж базисними кватернiонами та базисними матрицями,
що в них переходять (тобто те, що це продовження є iзоморфiзмом ал-
гебр, див. означення 10.2 далi):(

1 0
0 1

)
7→ 1,

(
i 0
0 −i

)
7→ i,

(
0 1
−1 0

)
7→ j,

(
0 i
i 0

)
7→ k.

Це дiйсно так, наприклад,(
i 0
0 −i

)(
0 1
−1 0

)
= −

(
0 1
−1 0

)(
i 0
0 −i

)
=

(
0 i
i 0

)
,

що вiдповiдає ij = −ji = k. Перевiрте це для iнших добуткiв самостiйно.

Зауважимо також, що це перший у цьому списку приклад неабелевої
групи Лi.

Приклад 4.9. Матрицi з групи SO(3) представляють у ортонормовано-
му базисi лiнiйнi iзометрiї тривимiрного евклiдового простору, що збе-
рiгають орiєнтацiю (у подальшому будемо їх називати просто рухами;
зауважимо, що тут йдеться лише про рухи, що зберiгають початок коор-
динат). Оскiльки такi рухи описуються трьома числами (кутами Ейлера
з кiнематики або кутами крену, тангажу i никання, що використовуються
в авiонiцi та iнших застосуваннях), iнтуїтивно зрозумiло, що ця група Лi
тривимiрна. Але як точно описати її топологiчну та гладку структури?

Будемо позначати через E3 простiр R3 = {(x, y, z)} зi стандартною
евклiдовою структурою, для якої координати (x, y, z) – декартовi. Зга-
даємо теорему Шаля (див, наприклад, [33, с. 204]): будь-який рух E3,
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що зберiгає початок координат 0, є обертанням навколо орiєнтованої
(тобто з обраним напрямком) прямої l, що проходить через 0 i одно-
значно визначена одиничним напрямним вектором a, на кут φ ∈ [−π, π].
При цьому обертання здiйснюється, скажiмо, проти годинникової стрiл-
ки, якщо дивитися з кiнця a. Обертання на кути π та −π є одним й тим
самим рухом – симетрiєю вiдносно l, а обертання на кут 0 – тотожним
вiдображенням. Поставимо у вiдповiднiсть цьому обертанню (i його ма-
трицi з SO(3)) точку φa ∈ R3. Тодi цi точки заповнять замкнену кулю
D3
π з центром у 0 радiуса π (бо |a| = 1). При цьому симетрiї вiдносно

l вiдповiдатимуть дiаметрально протилежнi точки πa та −πa на межi
D3
π, тобто на сферi S2

π, а мiж рештою вiдображень i точками вiдкритої
кулi B3

π встановиться взаємно однозначна вiдповiднiсть (зокрема, тото-
жному вiдображенню вiдповiдатиме 0). Таким чином, ми сконструювали
бiєкцiю мiж SO(3) та факторизацiєю D3

π/∼ замкненої кулi за вiдношен-
ням еквiвалентностi ∼, що ототожнює дiаметрально протилежнi точки
її межi S2

π i зберiгає всi iншi, як проiлюстровано знизу. Як вiдомо, ця
фактормножина з фактортопологiєю гомеоморфна тривимiрному проє-
ктивному простору RP 3, бiльш того, це тривимiрний гладкий многовид.
Можна показати, що побудована бiєкцiя є тодi дифеоморфiзмом. Але
його доволi складно буде виписати аналiтично, до того ж, незрозумiло,
який сенс має перенесення групової структури на RP 3.

Натомiсть дамо опис SO(3), що базується на класичному представ-
леннi рухiв E3 у термiнах кватернiонiв. Воно викладене, наприклад, у [7,
с. 232-234] або [45, с. 14-16]. Трохи iнший, але еквiвалентний пiдхiд, що
використовує спiнори, описаний у [33, с. 163-171].

Надiлимо пiдпростiр чисто уявних кватернiонiв

=H := {q ∈ H | < q = 0} = {βi+ γj + δk | β, γ, δ ∈ R}

евклiдовим скалярним добутком 〈·, ·〉 та орiєнтацiєю, для яких {i, j, k} є
додатно орiєнтованим ортонормованим базисом. Тодi на ньому визначе-
ний i векторний добуток [·, ·]. Якщо ототожнити =H з R3, поставивши
у вiдповiднiсть кватернiону βi+ γj + δk точку (β, γ, δ), то це буде iзоме-
трiя на E3. Зокрема, 〈·, ·〉 i [·, ·] виглядають ”стандартним чином”:

〈βi+ γj + δk, β ′i+ γ′j + δ′k〉 = ββ′ + γγ′ + δδ′,
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i аналогiчно для векторного добутку.

Вправа 4.6. Перевiрити, що кватернiонний добуток чисто уявних ква-
тернiонiв виражається через скалярний i векторний:

vw = −〈v, w〉+ [v, w]

для будь-яких v, w ∈ =H. Тут сума −〈v, w〉 ∈ R i [v, w] ∈ =H iнтерпрету-
ється як кватернiон з H.

Нехай тепер q ∈ H – деякий одиничний кватернiон, тобто q ∈ S3

у позначеннях прикладу 4.8. Розглянемо вiдображення

ρ(q) : =H → H : v 7→ qvq−1 = qvq,

тобто спряження з q. Тут q−1 = q, бо |q| = 1 (див. формулу оберненого
кватернiона у прикладi 4.8). Перш за все, зауважимо, що qvq – теж чисто
уявний, тобто це вiдображення не виводить за межi =H:

< qvq = < qqv = < |q|2v = < v = 0,

де використали властивiсть < qr = < rq (для будь-яких q, r ∈ H), що ви-
пливає iз загальної формули кватернiонного добутку або легко перевiря-
ється безпосередньо. Крiм того, з властивостей кватернiонного добутку
випливає, що вiдображення ρ(q) : =H → =H є лiнiйним:

ρ(q)(λv + µw) = q(λv + µw)q = λqvq + µqwq = λρ(q)(v) + µρ(q)(w)

для будь-яких v, w ∈ =H, λ, µ ∈ R. Нарештi, воно зберiгає скалярний
добуток, тобто є iзометрiєю. Дiйсно, в силу формули з вправи 4.6 маємо
для будь-яких v, w ∈ =H

〈ρ(q)(v), ρ(q)(w)〉 = 〈qvq, qwq〉 = −< qvqqwq = −< qv|q|2wq =

= −< qvwq = −< qqvw = −< |q|2vw = −< vw = 〈v, w〉,

де знову використали комутативнiсть пiд знаком дiйсної частини. Пiдсу-
муємо доведене.

Наслiдок 4.4. Для будь-якого q ∈ S3 вiдображення ρ(q) : =H → =H є
лiнiйною iзометрiєю тривимiрного евклiдового простору =H.

Тепер розглянемо саме вiдображення ρ, що ставить у вiдповiднiсть
одиничному кватернiону q iзометрiю ρ(q). Ототожнивши цi iзометрiї з
їхнiми матрицями у базисi {i, j, k}, ми можемо вважати ρ вiдображенням
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з S3 в групу O(3). Оскiльки компоненти матрицi ρ(q) є тодi полiномiаль-
ними функцiями вiд коефiцiєнтiв α, β, γ, δ кватернiона q = α+βi+γj+δk
(чому?), це вiдображення iндукується неперервним H → Mat(3,R), а от-
же є неперервним. Тодi образ зв’язної S3 зв’язний i тому повинен лежати
у зв’язнiй компонентi O(3). Оскiльки ρ(1) є, очевидно, тотожним вiдобра-
женням, що вiдповiдає матрицi I ∈ SO(3), i в силу твердження 4.1, цiєю
компонентою є SO(3). Бiльш того, згадане вище полiномiальне вiдобра-
ження H → Mat(3,R) є гладким, а тому iндукує гладке вiдображення
вкладених пiдмноговидiв ρ : S3 → SO(3) (де група Лi SO(3) є вкладеною
в силу теореми Картана, див. приклад 2.8).

Крiм того, ρ – гомоморфiзм груп. Дiйсно, для будь-яких q, r ∈ S3 i
для кожного v ∈ =H

ρ(qr)(v) = qrvqr = q(rvr)q = ρ(q) ◦ ρ(r)(v).

Оскiльки композицiя операторiв вiдповiдає добутку матриць, звiдси ма-
ємо ρ(qr) = ρ(q) ρ(r)

Наслiдок 4.5. Вiдображення ρ : S3 → SO(3) є гомоморфiзмом груп Лi.

Тут на S3 розглядаємо структуру групи Лi з прикладу 4.8. Двi ва-
жливi властивостi цього гомоморфiзма випливають з наступної вправи.

Вправа 4.7. 1. Показати, що обертання навколо прямої з одиничним
напрямним вектором βi + γj + δk ∈ =H, β2 + γ2 + δ2 = 1, що
проходить через 0, на кут φ задається вiдображенням ρ(q), де q =
cos φ

2
+ sin φ

2
(βi+ γj + δk) ∈ S3.

2. Показати, що вiдображення ρ(q) тотожне тодi й тiльки тодi, коли
q = 1 або q = −1.

Перший пункт разом зi згаданою вище теоремою Шаля означає, що
образ нашого гомоморфiзма ρ(S3) = SO(3), тобто це сюр’єкцiя (епiмор-
фiзм). Другий – що його ядро Ker ρ = {1,−1}. Це пiдгрупа з дискретною
iндукованою топологiєю, що, звичайно, є вкладеною пiдгрупою Лi та iзо-
морфна Z2 (пор. з прикладом 4.2). Як вiдомо, тодi ρ факторизується
у iзоморфiзм ρ̃ факторгрупи областi визначення за ядром i образу:

ρ̃ : S3/{1,−1} → SO(3).

Нагадаємо, що при цьому iзоморфiзмi кожний лiвий (вiн же правий) су-
мiжний клас за пiдгрупою {1,−1}, що має вигляд {q,−q}, тобто є парою
дiаметрально протилежних точок сфери, переходить у ρ(q) = ρ(−q). Тоб-
то областю визначення ρ̃ є фактормножина S3 за вiдношенням еквiва-
лентностi, що ототожнює дiаметрально протилежнi точки. Це – ще один

29



опис тривимiрного проєктивного простору RP 3. Ототожнимо S3/{1,−1}
з ним i надiлимо стандартною гладкою структурою цього тривимiрного
многовида.

Вправа 4.8. Показати, що бiєкцiя ρ̃ : RP 3 → SO(3) є дифеоморфiзмом.

Отже, група Лi SO(3) дiйсно дифеоморфна RP 3 i тому є тривимiрною.

Вправа 4.9. Дослiдити, як у термiнах кватернiонiв виглядає розкладе-
ння довiльного руху =H у композицiю обертань на кути Ейлера (див.
також [33, с. 170-171]).

Крiм згаданих у двох останнiх прикладах, тривимiрними є групи Лi
O(3), O(2, 1) ∼= O(1, 2) та SL(2,R). Як i SU(2) та SO(3), вони всi неабелевi.

Вправа 4.10. Спробувати дослiдити структуру цих груп.

Вправа 4.11. Використавши опис рухiв чотиривимiрного евклiдового
простору за допомогою кватернiонiв, що наведений у [7, с. 235], показати,
що SO(4) iзоморфна факторгрупi S3×S3 за пiдгрупою, що iзоморфна Z2,
i що цей iзоморфiзм є дифеоморфiзмом на 6-вимiрний гладкий многовид,
а отже група Лi SO(4) є 6-вимiрною.

Виявляється, що й для довiльного n група Лi SO(n) iзоморфна фа-
кторгрупi деякої iншої групи Лi за пiдгрупою, що iзоморфна Z2, при
цьому ця iнша група Лi визначена однозначно з точнiстю до iзоморфi-
зма. Вона зветься спiнорною групою i позначається Spin(n). Див. [25,
с. 67-87]. Спробуйте показати, що Spin(1) ∼= Z2

∼= O(1) i Spin(2) ∼= S1 ∼=
SO(2). З мiркувань прикладу 4.9 (а також з прикладу 4.8) випливає, що
Spin(3) ∼= S3 ∼= SU(2), а з попередньої вправи – що Spin(4) ∼= S3 × S3 ∼=
SU(2)× SU(2). Також вiдомо, що вiдображення факторизацiї (канонiчна
проєкцiя) Spin(n) → SO(n) є дволистовим накриттям i що при n ⩾ 3 гру-
па Лi Spin(n) однозв’язна (як ми й бачимо при n = 3 i n = 4), тобто це
накриття унiверсальне. Накриття нам ще знадобляться у подальшому,
i у роздiлi 14 будуть нагаданi потрiбнi означення.

Зауважимо, що дослiдження окремих груп винахiдливими, але хара-
ктерними лише для них методами є цiкавою i корисною задачею, але не
дуже продуктивною з точки зору побудови теорiї. Тому ми повернемося
до бiльш загальних випадкiв, але спочатку розглянемо ще одну тему, що
пов’язана з матричними групами.
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5 Дотичнi простори матричних груп Лi
Описавши дотичнi простори класичних матричних груп, ми, зокрема,
з’ясуємо їх вимiрностi, а також познайомимося з кiлькома конструкцi-
ями та фактами, що виявляться корисними в подальшому. Традицiйно
для теорiї Лi позначатимемо дотичнi простори в одиницях груп Лi вiдпо-
вiдними малими готичними лiтерами: TeG = g, i аналогiчно TIGL(n,R) =
gl(n,R), TISO(n) = so(n) тощо. Зауважимо, що дотичний пiдпростiр у до-
вiльнiй точцi a ∈ G групи Лi можна отримати з дотичного простору в
одиницi дiєю диференцiала лiвого зсуву deLa, бо цей зсув є дифеоморфi-
змом згiдно з твердженням 3.1, а отже deLa : g → TaG – лiнiйний iзомор-
фiзм (i аналогiчно для правого зсуву).

Тут i в подальшому матричними групами Лi будемо називати пiд-
групи Лi в GL(n,R) або GL(n,C). Будь-яка така пiдгрупа G є (зануре-
ним) пiдмноговидом у просторi матриць Mat(n,R) або Mat(n,C) вiдпо-
вiдно, а вкладена пiдгрупа – вкладеним пiдмноговидом (зокрема, будь-
яка замкнена, що є вкладеною за теоремою Картана, див. приклад 2.8).
Дiйсно, самi групи GL(n,R) i GL(n,C) є вкладеними пiдмноговидами як
вiдкритi пiдмножини цих просторiв (див. мiркування роздiлу 1), а компо-
зицiя занурень (вiдповiдно, вкладень) є зануренням (вкладенням). Тому
дотичний простiр g такої групи в її одиницi I можна ототожнити з пiд-
простором Mat(n,R) або Mat(n,C), розглянувши його як простiр усiх
дотичних векторiв до матричних кривих, що проходять через I:

g = TIG = {A′(t0) ∈ Mat(n,R) | A ∈ C∞((α, β), G) : A(t0) = I} (5.1)

у дiйсному випадку i так само у комплексному. Тут A′(t0) бiльш точно
означає (i◦A)′(t0) для гладкої матричної кривої A : (α, β) → G i включе-
ння i : G→ Mat(n,R), а диференцiювання здiйснюється покомпонентно:
якщо A(t) = (Aij(t))

n
i,j=1, то A′(t0) =

(
A′
ij(t0)

)n
i,j=1

для t0 ∈ (α, β). До-
тичнi простори G в iнших точках можуть бути описанi так само. Далi
обговорюватимемо дiйсний випадок, на комплексний подальшi мiркува-
ння переносяться за аналогiєю, i ми повернемося до нього наприкiнцi
роздiлу.

Оскiльки GL(n,R) є вiдкритою пiдмножиною Mat(n,R), ї ї дотичнi
пiдпростори збiгаються з усiм простором матриць. Перевiримо це без-
посередньо, використавши опис (5.1). Оскiльки gl(n,R) ⊂ Mat(n,R), до-
статньо перевiрити обернене включення. Нехай x ∈ Mat(n,R). З непе-
рервностi det : Mat(n,R) → R i того, що det I = 1, випливає iснування
ε > 0 такого, що det(I + tx) 6= 0 для будь-якого t ∈ (−ε, ε). Таким чи-
ном, A(t) := I + tx визначає гладку матричну криву (точнiше, iнтервал
прямої) A : (−ε, ε) → GL(n,R), i для неї, зрозумiло, A(0) = I i A′(0) = x.
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Наслiдок 5.1. Дотичний простiр групи GL(n,R) в одиницi дорiвнює

gl(n,R) = Mat(n,R).

Тепер перейдемо до групи SL(n,R). Керуючись (5.1), розглянемо до-
вiльну гладку матричну криву A : (α, β) → SL(n,R) таку, що A(t0) = I.
Якщо A(t) = {Aij(t)}ni,j=1, то ця умова означає Aij(t0) = δij для будь-
яких i, j = 1, n, де δij позначає, як зазвичай, символ Кронекера, тобто
дорiвнює 0 при i 6= j i 1 – при i = j. Позначимо A′(t0) = x = {xij}ni,j=1,
тобто A′

ij(t0) = xij для будь-яких i та j. Для кожного t ∈ (α, β), оскiльки
A(t) ∈ SL(n,R), маємо за означенням визначника

1 = detA(t) =
∑
σ∈Sn

sign σ A1σ(1)(t) . . . Anσ(n)(t),

де сума береться за усiма перестановками σ з n елементiв. Продиферен-
цiюємо цю рiвнiсть за t i пiдставимо t = t0:

0 =
∑
σ∈Sn

sign σ
n∑
i=1

A1σ(1)(t0) . . . A
′
iσ(i)(t0) . . . Anσ(n)(t0) =

=
n∑
i=1

A′
ii(t0) =

n∑
i=1

xii = Tr x,

де друга рiвнiсть випливає з умови Aij(t0) = δij. Дiйсно, для будь-якої
нетривiальної перестановки σ принаймнi два вирази вигляду Aiσ(i)(t0)
нульовi, отже й усi доданки у вiдповiднiй внутрiшнiй сумi. Для тотожної
ж σ всi цi вирази одиничнi (i sign σ = 1). Отже, всi матрицi з даного
дотичного простору мають нульовий слiд: sl(n,R) ⊂ {x ∈ Mat(n,R) |
Tr x = 0}. Покажемо, що насправдi цi простори рiвнi, довiвши обернене
включення. Нехай слiд матрицi x ∈ Mat(n,R) дорiвнює нулю. Нам, та-
ким чином, потрiбно побудувати гладку матричну криву в SL(n,R), що
проходить через I у напрямку x.

Згадаємо (наприклад, з курсу диференцiальних рiвнянь), що матри-
чною експонентою довiльної матрицi x ∈ Mat(n,R) зветься сума ряда

ex :=
∞∑
i=0

1

i!
xi, (5.2)

де x0 := I. Вiдомо, що цей ряд завжди покомпонентно сходиться, тобто
визначена ex ∈ Mat(n,R). Бiльш того, ex ∈ GL(n,R) в силу тверджен-
ня 5.1 нижче. Операторна експонента для операторiв на n-вимiрному
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просторi V над R визначається так само та вiдповiдає матричнiй у будь-
якому базисi. Також цi конструкцiї переносяться на комплексний випа-
док. Див. [33, с. 74-76] або детальнiше у [1, с. 160-184].

Твердження 5.1. det ex = eTrx для будь-якої x ∈ Mat(n,R).

Доведення. Див. [1, с. 174-175] або [33, с. 75-76]. Чи доведiть са-
мостiйно, використавши вiдому граничну формулу ex = lim

m→∞

(
I + 1

m
x
)m

для числової експоненти, дослiвно таку ж саму формулу для матричної
експоненти, що випливає з (5.2) (як само?), та формулу Тейлора для
виразу det(I + tx) при t→ 0.

Iншi властивостi матричної експоненти встановимо, коли вони нам
знадобляться. Отже, нехай Tr x = 0. Покладемо A(t) := etx. За попе-
реднiм твердженням, detA(t) = eTr tx = etTrx = e0 = 1 для будь-якого
дiйсного t. Таким чином, визначене A : R → SL(n,R). Тодi з властиво-
стей функцiональних рядiв (тут є рiвномiрна збiжнiсть, див. посилання
вище) випливає, що A є гладким вiдображенням у Mat(n,R), а отже
й у SL(n,R), тобто гладкою матричною кривою у цiй групi. За фор-
мулою (5.2), A(0) = e0 = I. З неї ж легко вивести (зробiть це), що
A′(t) = A(t)x для будь-якого t, зокрема, A′(0) = A(0)x = x. З (5.1)
тодi випливає, що x ∈ sl(n,R).

Наслiдок 5.2. Дотичний простiр групи SL(n,R) в одиницi дорiвнює

sl(n,R) = {x ∈ Mat(n,R) | Tr x = 0}.

Так само дослiдимо групу O(n). Нехай A : (α, β) → O(n) – гладка
матрична крива, A(t0) = I. Таким чином,

I = A(t)A(t)T

для будь-якого t. Продиференцiюємо за t i пiдставимо t = t0:

0 = A′(t0)A(t0)
T + A(t0)A

′(t0)
T = x+ xT ,

де знову позначили A′(t0) = x, використали очевидну комутативнiсть
операцiй транспонування та покомпонентного диференцiювання, а також
наступну вправу.

Вправа 5.1. Показати, що операцiя покомпонентного диференцiюван-
ня матричних функцiй задовольняє правилу диференцiювання добутку
(правилу Лейбнiца): (AB)′ = A′B + AB′.
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Отже, o(n) ⊂ {x ∈ Mat(n,R) | x+ xT = 0}. Цей простiр складається з
усiх матриць x = {xij}ni,j=1 таких, що xij = −xji для будь-яких i, j = 1, n,
тобто кососиметричних. Зокрема, для таких матриць xii = 0 для будь-
якого i, отже вони мають нульову дiагональ.

I навпаки, нехай x ∈ Mat(n,R) кососиметрична, тобто x+xT = 0. Тодi
розглянемо ту ж матричну криву, що й для спецiальної лiнiйної групи:
A(t) := etx. Для будь-якого t ∈ R маємо:

A(t)A(t)T = etx
(
etx
)T

= etx etx
T

= etx e−tx = etx−tx = e0 = I.

Тут можливiсть занесення транспонування в показник експоненти ви-
пливає безпосередньо з (5.1), а ось звична за числовим експонуванням
рiвнiсть etx e−tx = etx−tx потребує особливої уваги. Виявляється, що, вза-
галi кажучи, ex ey 6= ex+y. Бiльш того, як побачимо далi у роздiлi 8,
вiдмiннiсть мiж цими виразами грає ключову роль у побудовi централь-
ної конструкцiї теорiї Лi для матричних груп Лi. Але у нашому випадку
так перемножати можна в силу наступної вправи.

Вправа 5.2. Показати, що, якщо матрицi x i y комутують, тобто xy =
yx, то ex ey = ex+y. Зробiть це принаймнi для пропорцiйних матриць:
etx esx = e(t+s)x для будь-яких t, s ∈ R, адже тут потрiбен лише цей ви-
падок. Також вiн випливає з пункту 5. твердження 7.1 далi. Доведення
загального випадку див. у [33, с. 75].

Таким чином, A : R → O(n). Як i ранiше, ця крива гладка, A(0) = I
та A′(0) = x. Тому x ∈ o(n).

Оскiльки SO(n) = SL(n,R)
⋂

O(n), з (5.1) випливає вiдповiдна рiв-
нiсть дотичних просторiв: so(n) = sl(n,R)

⋂
o(n) = o(n), бо, як зазнача-

лося вище, дiагоналi, а отже й слiди кососиметричних матриць нульовi.

Наслiдок 5.3. Дотичнi простори груп O(n) та SO(n) в одиницi дорiв-
нюють

o(n) = so(n) = {x ∈ Mat(n,R) | x+ xT = 0}.

Рiвнiсть дотичних просторiв цих двох груп є очiкуваною, бо SO(n) =
O(n)0 за твердженням 4.1, а компонента одиницi групи Лi є в силу пун-
кту 2. теореми 3.1 вiдкритим околом її одиничного елемента, i тому має
той же дотичний простiр у ньому (точнiше, вони ототожнюються кано-
нiчним чином).

Наслiдок 5.4. Для будь-якої групи Лi G

TeG
0 = TeG = g.
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Зауважимо, що для простору кососиметричних матриць традицiйно
використовують саме позначення so(n).

Вправа 5.3. Показати, що дотичний простiр групи O(p, q) в одиницi
дорiвнює

o(p, q) = {x ∈ Mat(p+ q,R) | x Ip,q + Ip,q x
T = 0}.

Тепер ми в змозi знайти вимiрностi класичних матричних груп Лi
як вимiрностi їхнiх дотичних просторiв. Для повної лiнiйної групи це,
зрозумiло, dimMat(n,R) = n2. Для sl(n,R) маємо одну лiнiйну умову
Tr x = 0, тому вимiрнiсть дорiвнює n2 − 1. Для so(n) умова x + xT = 0

означає n(n+1)
2

лiнiйно незалежних лiнiйних умов xij = −xji, 1 ⩽ i ⩽ j ⩽
n на компоненти матрицi x, отже вимiрнiсть цього простору дорiвнює
n2 − n(n+1)

2
= n(n−1)

2
. Зокрема, маємо 0 при n = 1 (що узгоджується зi

встановленим у прикладах 4.1 та 4.2), 1 при n = 2 (приклади 4.4 та 4.6),
3 при n = 3 (приклад 4.9) i 6 при n = 4 (вправа 4.11).

Наслiдок 5.5. Вимiрностi груп GL(n,R), SL(n,R), O(n) та SO(n) та
їхнiх дотичних просторiв у одиницi дорiвнюють, вiдповiдно,

- dimGL(n,R) = dim gl(n,R) = n2;

- dimSL(n,R) = dim sl(n,R) = n2 − 1;

- dimO(n) = dimSO(n) = dim so(n) = n(n−1)
2

.

Вправа 5.4. Показати, що dimO(p, q) = dim o(p, q) = n(n−1)
2

, де n = p+q.

Для комплексних матричних груп Лi G ⊂ GL(n,C), ототожнюючи
їхнi дотичнi простори з пiдпросторами Mat(n,C) аналогiчно до (5.1) й да-
лi мiркуючи аналогiчно до дiйсного випадку, отримаємо наступне.

Наслiдок 5.6. Дотичнi простори груп GL(n,C), SL(n,C), U(n) i SU(n)
в одиницi дорiвнюють, вiдповiдно,

gl(n,C) = Mat(n,C);

sl(n,C) = {x ∈ Mat(n,C) | Tr x = 0};

u(n) = {x ∈ Mat(n,C) | x+ xT = 0};

su(n) = {x ∈ Mat(n,C) | x+ xT = 0, Tr x = 0}.
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Зауважимо, що на дiагоналi ермiтово кососиметричної матрицi, тоб-
то x ∈ u(n), стоять вже не нулi, як у випадку o(n), а уявнi числа, тому
додаткова умова нульового слiду в описi su(n) суттєва. Перелiченi тут
множини матриць є векторними просторами як над дiйсними, так i над
комплексними числами.

Вправа 5.5. Знайти вимiрностi цих просторiв над R i над C.

Дiйснi вимiрностi будуть вимiрностями вiдповiдних груп Лi.
Вiдмiтимо також, що усi описанi в цьому роздiлi пiдпростори дiй-

сних та комплексних матриць замкненi вiдносно операцiї комутато-
ра матриць [x, y] := xy − yx. Наприклад, для будь-яких двох матриць
x, y ∈ gl(n,F) = Mat(n,F), де F = R або C, маємо

Tr [x, y] = Tr (xy − yx) = Tr xy − Tr yx = 0

в силу вiдомої властивостi комутативностi добутку матриць пiд знаком
слiду: Tr xy = Tr yx (перевiрте її). Тому [x, y] ∈ sl(n,F): комутатор не
тiльки ”не виводить” з цього пiдпростору, а й ”заводить” у нього будь-
яку пару матриць.

Нехай тепер x, y ∈ so(n). Тодi

[x, y]T = (xy − yx)T = yTxT − xTyT =

= (−y)(−x)− (−x)(−y) = yx− xy = −[x, y],

тобто дiйсно [x, y] також належить до so(n).

Вправа 5.6. Перевiрити це спостереження для iнших описаних вище
дотичних пiдпросторiв у одиницях матричних груп Лi.

Цей факт виявляється невипадковим та вiрним для будь-якої матри-
чної групи Лi, як побачимо далi у роздiлi 8.

6 Лiвоiнварiантнi векторнi поля
Побудову загальної теорiї груп Лi почнемо з важливого класу iнварi-
антних об’єктiв. У цьому роздiлi G всюди позначає деяку групу Лi,
а g = TeG – її дотичний простiр в одиницi.

Означення 6.1. Векторне поле X на групi Лi G зветься лiвоiнварi-
антним (вiдповiдно, правоiнварiантним), якщо воно iнварiантне вiд-
носно дiї диференцiалами лiвих (правих) зсувiв: dbLa(X(b)) = X(ab)
(dbRa(X(b)) = X(ba)) для будь-яких елементiв a, b ∈ G.
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Зауважимо, що лiвий зсув La переводить b в ab, тому його диференцi-
ал dbLa дiє з TbG у TabG. Саме в цих просторах i лежать вказанi значення
поляX, якi цей диференцiал повинен переводити одне в iнше. Для право-
iнварiантних полiв аналогiчно, i взагалi теорiя будується майже дослiвно
так само. Тому далi йтиметься лише про лiвоiнварiантнi поля.

Покладемо у попередньому означеннi b = e. Тодi для будь-якого a ∈ G
маємо X(a) = deLa(X(e)). Зауважимо, що ця умова визначає X однозна-
чно його значенням X(e) в одиницi групи (насправдi аналогiчне твер-
дження вiрне й для значення X у довiльному елементi G – покажiть
це). Також з неї випливає гладкiсть поля X. Дiйсно, розглянемо будь-
якi локальнi координати та вiдповiднi базиси дотичних просторiв. Тодi
координати елемента Lab = ab = µ(a, b) гладко залежать вiд коорди-
нат a i b в силу гладкостi вiдображення добутку µ. Тому їхнi частковi
похiднi за координатами b, що утворюють матрицю диференцiала deLa
(матрицю Якобi La у e), теж гладко залежать вiд координат a. Коорди-
нати вектора X(a) є лiнiйними комбiнацiями цих матричних компонент з
постiйними коефiцiєнтами – координатами X(e), тому їх залежнiсть вiд
координат a також гладка (а що буде, якщо e i a лежатимуть в областях
рiзних локальних координат?).

Нехай x ∈ g. Покладемо Xx(a) := deLa(x) для будь-якого a ∈ G.
Оскiльки deLa(x) ∈ deLa(g) = TaG (знак рiвностi тут стоїть, бо La –
дифеоморфiзм за твердженням 3.1, а отже deLa – лiнiйний iзоморфiзм),
Xa : G → TG є векторним полем на G. При цьому Xx(e) = deLe(x) =
deidG(x) = idg(x) = x. Перевiримо, що це поле лiвоiнварiантне. Дiйсно,
для будь-яких a, b ∈ G маємо

dbLa(Xx(b)) = dbLa ◦ deLb(x) = de(La ◦ Lb)(x) = deLab(x) = Xx(ab),

де використали ланцюгове правило (диференцiал композицiї дорiвнює
композицiї диференцiалiв) та властивiсть La ◦ Lb = Lab, що випливає з
асоцiативностi множення. З iншого боку, будь-яке лiвоiнварiантне полеX
згiдно зi встановленим вище має вигляд XX(e). Це означає, що вiдповiд-
нiсть x 7→ Xx встановлює бiєкцiю мiж g та множиною лiвоiнварiантних
полiв на G. До того ж, вона є лiнiйною:

Xλx+µy(a) = deLa(λx+ µy) = λdeLa(x) + µdeLa(y) = λXx(a) + µXy(a)

для будь-яких x, y ∈ g, λ, µ ∈ R i кожного a ∈ G. Звiдси випливає, зокре-
ма, що множина лiвоiнварiантних полiв на G є векторним пiдпростором
простору X (G) всiх гладких векторних полiв на G як образ лiнiйного
вiдображення (втiм, це можна вивести й безпосередньо з означення, бо
його умова зберiгається при лiнiйних комбiнацiях – перевiрте це).
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Наслiдок 6.1. Лiвоiнварiантнi векторнi поля на групi Лi G утворю-
ють векторний пiдпростiр у X (G), а вiдповiднiсть x 7→ Xx задає лiнiй-
ний iзоморфiзм g = TeG на цей пiдпростiр.

За допомогою цього канонiчного iзоморфiзма часто ототожнюють
простiр лiвоiнварiантних полiв на групi Лi з її дотичним простором у оди-
ницi i позначаюють його так само через g. Зокрема, вимiрнiсть цього
простору дорiвнює вимiрностi G.

Нехай {ei}ni=1 – якийсь базис g (де, звичайно, n = dimG). Тодi за до-
веденим {Xei}ni=1 є базисом простору лiвоiнварiантних полiв. Бiльш того,
для будь-якого a ∈ G значення цих гладких полiв {Xei(a) = deLa(ei)}ni=1

утворюють базис TaG, бо deLa : g → TaG – лiнiйний iзоморфiзм. Iснуван-
ня таких полiв означає, що гладкий многовид G – паралелiзовний (тобто
його дотичне розшарування TG тривiалiзується: воно дифеоморфне пря-
мому добутку G× Rn).

Наслiдок 6.2. Кожна група Лi є паралелiзовним гладким многовидом.

Вiдомо, що далеко не кожний гладкий многовид є паралелiзовним, що
створює суттєву перешкоду для iснування структур груп Лi. По-перше,
з паралелiзовностi многовида випливає його орiєнтовнiсть, отже стру-
ктури груп Лi не iснують на неорiєнтовних гладких многовидах, напри-
клад, на дiйсних проєктивних просторах RP n при парних n ⩾ 2. При
цьому ми будували такi структури на RP 1 ∼= S1 у прикладi 2.5 та на
RP 3 ∼= SO(3) у прикладi 4.9. Крiм того, RP 0 одноточковий, тому є три-
вiальним прикладом групи Лi. По-друге, орiєнтовнi многовиди теж не
завжди паралелiзовнi. Наприклад, сфера Sn є такою лише при n = 0,
1, 3 та 7 (це нетривiальний топологiчний факт; див., наприклад, [42]).
Ми вже знаємо, що S0, S1 та S3 – групи Лi (приклади 4.2, 2.5 та 4.8 вiд-
повiдно), причому, як ми бачили, групова структура вводиться на них
обмеженням множення дiйсних чисел, комплексних та кватернiонiв вiд-
повiдно. Цiкаво, що паралелiзовнiсть S7 доводиться схожим способом за
допомогою 8-вимiрного аналога кватернiонiв – октонiонiв (див. також
роздiл 10), як показано у [42, с. 143-149], але їх множення неасоцiативне,
тому структура групи таким чином не виникає. I взагалi, виявляється,
що на S7 не iснує структури групи Лi. Це теж є нетривiальним топо-
логiчним фактом, див. [10, с. 304-310], а також обговорення наприкiнцi
роздiлу 16 (тими ж методами можна показати, що структури груп Лi не
iснують також на RP n при непарних n ⩾ 5).

Згадаємо, що гладка крива γ : (α, β) → M у гладкому многовидi M
зветься iнтегральною траєкторiєю гладкого векторного поля X на M ,
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якщо γ′(t) = X(γ(t)) для будь-якого t. У локальних координатах ця умо-
ва є системою звичайних диференцiальних рiвнянь. Тому iз загальної
теорiї диференцiальних рiвнянь випливає єдинiсть таких траєкторiй, що
проходять через спiльну точку: якщо γ, µ : (α, β) →M – iнтегральнi тра-
єкторiїX i γ(t0) = µ(t0) для деякого t0 ∈ (α, β), то γ = µ. Звiдти ж випли-
ває iснування, але лише локальне: для будь-якої точки p ∈M iснує (i єди-
на за згаданим ранiше) iнтегральна траєкторiя γ : (−ε, ε) → M поля X
для деякого ε > 0 така, що γ(0) = p. Якщо ж для будь-якої p ∈ M iснує
iнтегральна траєкторiя X, що задана на всiй прямiй γ : R →M така, що
γ(0) = p, то поле звуть X повним. Iнтегральнi траєкторiї повного поля
зручно об’єднувати у його потiк. Це гладке вiдображення Φ: M×R →M
таке, що для будь-якої p ∈ M гладка крива t 7→ Φ(p, t) є iнтегральною
траєкторiєю X, що проходить через p: Φ(p, 0) = p.

Лема 6.1. Якщо γ – iнтегральна траєкторiя лiвоiнварiантного поля
на групi Лi G, то для будь-якого a ∈ G крива La ◦ γ – теж iнтегральна
траєкторiя цього поля.

Доведення. Отже, нехай γ : (α, β) → G – iнтегральна траєкторiя по-
ля Xx. Покладемо µ := La ◦ γ, тобто µ(t) = Laγ(t) = aγ(t) для кожного t.
Це гладка крива як композицiя гладких вiдображень. Тодi за означення-
ми iнтегральної траєкторiї та Xx, властивостями диференцiалiв та лiвих
зсувiв (аналогiчно до перевiрки лiвоiнварiантностi Xx вище) маємо

µ′(t) = dγ(t)La(γ
′(t)) = dγ(t)La(Xx(γ(t))) = dγ(t)La ◦ deLγ(t)(x) =

= de(La ◦ Lγ(t))(x) = deLaγ(t)(x) = dLµ(t)(x) = Xx(µ(t))

для будь-якого t ∈ (α, β). Це й означає, що µ – iнтегральна траєкторiяXx.

Твердження 6.1. Будь-яке лiвоiнварiантне векторне поле на групi Лi
є повним.

Доведення. Розглянемо деяке лiвоiнварiантне полеXx на групi ЛiG.
В силу попередньої леми достатньо показати, що iснує його iнтегральна
траєкторiя γ : R → G така, що γ(0) = e. Дiйсно, тодi для будь-якого
a ∈ G крива La ◦ γ : R → G теж буде iнтегральною траєкторiєю Xx,
i La ◦ γ(0) = aγ(0) = ae = a.

Згiдно зi згаданим вище ця iнтегральна траєкторiя iснує принаймнi
локально: γ : (−ε, ε) → G для деякого ε > 0 (i γ(0) = e). Нехай t ∈ (−ε, ε).
Для s ∈ (−ε, ε) ∩ (−ε − t, ε − t) (цей перетин завжди є непорожнiм iн-
тервалом, що мiстить 0) t + s ∈ (−ε, ε) й тому визначена гладка крива
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s 7→ γ(t+s). Вона є iнтегральною траєкторiєю Xx (бо додавання констан-
ти до аргумента нiяк на це не впливає: (γ(t+s))′s = γ′(t+s) = Xx(γ(t+s))),
що проходить через γ(t) при s = 0. Iншою такою траєкторiєю в силу ле-
ми 6.1 є s 7→ γ(t)γ(s). За описаною вище єдинiстю вони повиннi збiгатися
на перетинi їхнiх областей визначення. Таким чином, γ(t+ s) = γ(t)γ(s)
для будь-яких t, s ∈ (−ε, ε) таких, що t+ s ∈ (−ε, ε).

Визначимо криву γ̃ :
(
−3

2
ε, 3

2
ε
)
→ G наступним чином:

γ̃(t) :=

[
γ
(
−1

2
ε
)
γ
(
t+ 1

2
ε
)
, t ∈

(
−3

2
ε, 1

2
ε
)
;

γ
(
1
2
ε
)
γ
(
t− 1

2
ε
)
, t ∈

(
−1

2
ε, 3

2
ε
)
.

Зауважимо, що тут аргументи γ залишаються в межах iнтервалу (−ε, ε).
Бiльш того, в силу показаного вище перший з цих виразiв дорiвнює
γ
(
−1

2
ε+ t+ 1

2
ε
)
= γ(t) для t ∈

(
−ε, 1

2
ε
)
, i аналогiчним чином другий

дорiвнює γ(t) для
(
−1

2
ε, ε
)
. Це означає, що γ̃ коректно визначена, є глад-

кою кривою i продовжує γ з iнтервалу (−ε, ε) на
(
−3

2
ε, 3

2
ε
)

(зокрема,
γ̃(0) = e). Нарештi, з леми 6.1 випливає, що кожен з цих двох виразiв
являє собою iнтегральну траєкторiю поля Xx, а отже й γ̃ є його iнте-
гральною траєкторiю, бо умова її означення γ̃′(t) = Xx(γ̃(t)) виконується
для кожного t з областi визначення γ̃. Таким же чином цю iнтегральну
траєкторiю можна продовжити на

(
−9

4
ε, 9

4
ε
)
,
(
−27

8
ε, 27

8
ε
)

i т.д. Оскiльки
3m

2m
ε → +∞ при m → ∞, таким чином вдасться визначити γ̃(t) для ко-

жного t ∈ R, побудувавши потрiбну iнтегральну траєкторiю поля Xx, що
визначена на всiй прямiй R й проходить через e при t = 0.

У подальшому через γx будемо позначати повну iнтегральну трає-
кторiю поля Xx, що проходить через e: γx : R → G, γx(0) = e (iснування
якої ми щойно довели), а через Φx : G× R → G – потiк цього поля. Тодi
з означення потоку, леми 6.1 i єдиностi iнтегральних траєкторiй маємо,
що Φx(a, t) = aγx(t) для будь-яких a ∈ G i t ∈ R (чому?). Зауважимо та-
кож, що з доведення попереднього твердження випливає (при ε = +∞)
рiвнiсть γx(t+ s) = γx(t)γx(s) для будь-яких t, s ∈ R.

Приклад 6.1. Нехай G ⊂ GL(n,R) (або GL(n,C)) – матрична гру-
па Лi. Далi будемо розглядати дiйсний випадок, у комплексному все
дослiвно так же. Як у роздiлi 5, будемо ототожнювати дотичнi про-
стори TAG з пiдпросторами Mat(n,R) за формулою (5.1) (тiльки за-
мiсть одиничної матрицi I там може стояти будь-яка A ∈ G). Оскiль-
ки для A ∈ G лiвий зсув LA : G → G є обмеженням на G лiвого зсуву
GL(n,R), його диференцiал в I є обмеженням на g = TIG диференцiала
dILA : gl(n,R) → TAGL(n,R) (перевiрте це для загального випадку за-
нуреного пiдмноговида, використавши опис диференцiалiв через дiю на
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дотичнi вектори кривих). Як пояснювалося у роздiлi 5, обидва цi про-
стори – це весь простiр матриць Mat(n,R). Оскiльки в силу правила

множення матриць LAB = AB =

(
n∑
k=1

Aik Bkj

)n
i,j=1

для A = (Aij)
n
i,j=1 i

B = (Bij)
n
i,j=1, вiдображення LA – лiнiйне, тому dILA(x) = Ax для будь-

якої x ∈ Mat(n,R) (випишiть його матрицю Якобi у локальних коорди-
натах GL(n,R), якими є компоненти матриць). В силу сказаного вище
це так i в групi G для x ∈ g.

Таким чином, лiвоiнварiантне поле Xx на G, що вiдповiдає матрицi
x ∈ g, задається умовою Xx(A) = dILA(x) = Ax для будь-якої A ∈ G. Згi-
дно з означеннями, для матричної iнтегральної кривої A(t) := Φx(A0, t),
що входить у його потiк i проходить через матрицю A0, маємо наступнi
умови: {

A′(t) = A(t)x;
A(0) = A0.

Це задача Кошi для матричного диференцiального рiвняння, що, як вi-
домо, має єдиний розв’язок A(t) = A0e

tx (аналогiчно до [1, с. 168-169]; це
випливає й безпосередньо з означення (5.2) матричної експоненти, вла-
стивостей її збiжностi та єдиностi розв’язку задачi Кошi для лiнiйної
системи). Тобто у введених вище позначеннях потiк поля Xx має ви-
гляд Φx(A, t) = Aetx, а iнтегральна траєкторiя, що проходить через I –
γx(t) = etx. Таким чином, такi експоненцiйнi кривi зовсiм не випадково
з’явилися у роздiлi 5: їх природно розглядати на групах Лi.

7 Експоненцiйне вiдображення
Наприкiнцi попереднього роздiлу ми побачили, що матрична експонента
грає ключову роль у описi iнтегральних траєкторiй на матричних групах.
Керуючись прикладом 6.1, перенесемо це поняття на довiльну групу Лi.
Тепер будемо рухатися у протилежний бiк – починаючи з iнтегральної
траєкторiї. Як i ранiше, тут G всюди позначає деяку групу Лi, g = TeG –
її дотичний простiр в одиницi, γx – iнтегральну траєкторiю лiвоiнварi-
антного поля Xx для x ∈ g, що визначена умовою γx(0) = e, Φx – потiк
цього поля.

Означення 7.1. Експоненцiйним вiдображенням групи Лi G зветься
вiдображення

exp: g → G : x 7→ γx(1).

Значення γx(1) тут iснує в силу твердження 6.1. Це нагадує означен-
ня рiманового експоненцiйного вiдображення. I дiйсно, за певних умов цi
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вiдображення збiгаються, що й пояснює виникнення термiна ”експонен-
цiйний” у рiмановiй геометрiї. Ми побачимо це в геометричнiй частинi
курсу (див. наслiдок 18.3). Зауважимо також, що, оскiльки носiї γx(R)
iнтегральних траєкторiй зв’язнi та мiстять e, вони лежать у компонентi
одиницi G0, а тому й exp є вiдображенням у G0.

Приклад 7.1. Для матричної групи Лi γx(t) = etx за прикладом 6.1,
тому exp x = ex. Отже, експоненцiйне вiдображення дiйсно узагальнює
матричну експоненту.

Твердження 7.1. 1. Експоненцiйне вiдображення є гладким.

2. Φx(a, t) = a exp tx для будь-яких x ∈ g, a ∈ G i t ∈ R. Зокрема,
γx(t) = exp tx.

3. exp 0 = e.

4. d0 exp = idg.

5. exp(t+ s)x = exp tx exp sx для будь-яких x ∈ g, t, s ∈ R.

Доведення.

1. Iнтегральна траєкторiя γx визначається умовами γ′x = Xx(γx) =
deLγx(x) i γx(0) = e, що у локальних координатах виглядають як
задача Кошi для системи звичайних диференцiальних рiвнянь. При
цьому права частина системи лiнiйно залежить вiд координат x.
Тому iз загальної теорiї випливає гладка залежнiсть розв’язку цiєї
задачi, а отже й координат exp x = γx(1), вiд координат x.

2. Оскiльки у попередньому роздiлi ми показали, що Φx(a, t) = aγx(t),
тут достатньо перевiрити, що γx(t) = exp tx. Розглянемо довiльне
t ∈ R i покладемо µ(s) := γtx(s) i ν(s) := γx(ts) для s ∈ R. Це
гладкi кривi, i перша з них є iнтегральною траєкторiєю поля Xtx,
що проходить через e при s = 0. Виявляється, що друга теж:

ν ′(s) = (γx(ts))
′
s = tγ′x(ts) = tXx(γx(ts)) = Xtx(ν(s)),

де в останнiй рiвностi використали лiнiйнiсть вiдображення x 7→
Xx (наслiдок 6.1). До того ж, ν(0) = γx(0) = e. Тому за єдинiстю
iнтегральних траєкторiй µ = ν. Зокрема, при s = 1 маємо

exp tx = γtx(1) = µ(1) = ν(1) = γx(t).
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3. Оскiльки X0 = deLa(0) = 0, усi iнтегральнi траєкторiї цього поля
є постiйними кривими. Зокрема, γ0(t) = e для будь-якого t, тому
exp 0 = γ0(1) = e.

4. Тут мається на увазi, що на g, який є скiнченновимiрним дiйсним
векторним простором, перенесена з Rn (де n = dim g) стандартна
гладка структура. Тодi в силу попереднього пункту d0 exp дiє з T0g у
TeG = g. Стандартним чином ототожнивши перший з цих просторiв
iз самим g, отримаємо d0 exp: g → g.

Використаємо опис диференцiала вiдображення через дiю на до-
тичнi вектори кривих. Щоб знайти d0 exp(x) для x ∈ g нам тодi
потрiбна гладка крива в g, що проходить через 0 у напрямку x.
Зрозумiло, що на цю роль пiдходить пряма t 7→ tx: її значення
i дотичний вектор при t = 0 дорiвнюють 0 та x вiдповiдно. Тому

d0 exp(x) = (exp tx)′t=0 = γ′x(0) = Xx(γx(0)) = Xx(e) = x,

де використане твердження пункту 2.. Це й демонструє потрiбне.

5. Це випливає з твердження пункту 2. i зауваження пiсля доведення
твердження 6.1:

exp(t+ s)x = γx(t+ s) = γx(t)γx(s) = exp tx exp sx

для будь-яких x, t i s.

Пункт 5. означає, зокрема, що для будь-якого x ∈ g вiдображення
t 7→ exp tx є гомоморфiзмом груп R (з операцiєю додавання, див. при-
клад 2.4) iG. Оскiльки експоненцiйне вiдображення гладке за пунктом 1.,
це гомоморфiзм груп Лi. Виявляється, що вiрне й обернене твердження.

Твердження 7.2. Будь-який гомоморфiзм груп Лi Φ: R → G має ви-
гляд Φ(t) = exp tx, t ∈ R, де x = Φ′(0).

Доведення. З гомоморфностi Φ випливає, зокрема, що Φ(0) = e.
Оскiльки це гомоморфiзм груп Лi, Φ є гладкою кривою, отже визначений
дотичний вектор x = Φ′(0) ∈ g. За означенням гомоморфiзма Φ(t +
s) = Φ(t) Φ(s) = LΦ(t)Φ(s) для будь-яких t, s ∈ R. Фiксуючи довiльне t
i диференцiюючи цю рiвнiсть за s, отримуємо:

Φ′(t+ s) = dΦ(s)LΦ(t)(Φ
′(s)).
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Покладемо s = 0:

Φ′(t) = dΦ(0)LΦ(t)(Φ
′(0)) = deLΦ(t)(x) = Xx(Φ(t)).

Таким чином, крива Φ є iнтегральною траєкторiєю Xx, що проходить
через одиницю e, тобто Φ(t) = γx(t) = exp tx для будь-якого t в силу
пункту 2. твердження 7.1.

Означення 7.2. Однопараметричними пiдгрупами групи Лi G назива-
ють образи Φ(R) гомоморфiзмiв Φ: R → G.

Тобто однопараметричнi пiдгрупи – це в точностi носiї iнтегральних
траєкторiй γx. Як зазначалося вище, вони є зв’язними, мicтять e й тому
лежать у G0. Такими пiдгрупами є, зокрема, обмотування тора з прикла-
ду 2.9. Будь-яка однопараметрична Φ(R) дiйсно є пiдгрупою G як образ
гомоморфiзма груп. Якщо вона замкнена (як, наприклад, рацiональне
обмотування тора), то це вкладена пiдгрупа Лi за теоремою Картана.
Якщо це не тривiальна пiдгрупа {e} (тобто якщо x 6= 0 у позначен-
нях попереднього твердження), то її вимiрнiсть дорiвнює 1 (покажiть
це). Якщо Φ є iн’єкцiю (як iррацiональне обмотування тора), то на Φ(R)
можна перенести структуру групи Лi з R, як у згаданому прикладi, то-
му це теж одновимiрна пiдгрупа Лi (але, взагалi кажучи, не вкладена).
У подальшому ми доведемо, що образ гомоморфiзма груп Лi завжди є
пiдгрупою Лi (див. теорему 13.4). Бiльш того, можна показати, що будь-
яка одновимiрна зв’язна пiдгрупа Лi G є однопараметричною пiдгрупою.

Приклад 7.2. Розглянемо групу G = SO(2). Як було показано в наслiд-
ку 5.3, її дотичний простiр so(2) = TISO(2) є одновимiрним i складається
з кососиметричних дiйсних (2× 2)-матриць:

so(2) =

{(
0 −λ
λ 0

) ∣∣∣∣∣ λ ∈ R

}
.

Базисним вектором цього простору є, наприклад, матриця

x =

(
0 −1
1 0

)
.

Тодi однопараметрична пiдгрупа, що вiдповiдає x, (вона ж – носiй iнте-
гральної траєкторiї γx поля Xx) задається наступним чином:

Φ(t) = etx = exp

(
0 −t
t 0

)
=

(
1 0
0 1

)
+

(
0 −t
t 0

)
+
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+
1

2

(
−t2 0
0 −t2

)
+

1

6

(
0 t3

−t3 0

)
+

1

24

(
t4 0
0 t4

)
+ . . . =

=

(
1− t2

2
+ t4

24
− . . . −t+ t3

6
− . . .

t− t3

6
− . . . 1− t2

2
+ t4

24
− . . .

)
=

(
cos t − sin t
sin t cos t

)
.

Таким чином, вiдповiдна однопараметрична пiдгрупа збiгається зi всiєю
групою: Φ(R) = SO(2) (див. приклад 4.4).

Твердження 7.3. Нехай G i H – групи Лi, g = TeG i h = TeH – їхнi
дотичнi простори в одиницях, expG : g → G i expH : h → H – вiдповiднi
експоненцiйнi вiдображення. Нехай Φ: G → H – гомоморфiзм груп Лi,
а φ := deΦ: g → h – його диференцiал в одиницi. Тодi

Φ ◦ expG = expH ◦φ.

Зауважимо, що Φ(e) = e, оскiльки це гомоморфiзм, тому φ дiйсно дiє
з g у h, а композицiї з умови твердження мають сенс. Їх рiвнiсть зручно
представляти у виглядi комутативної дiаграми, що складається з мно-
жин i вiдображень (що позначенi стрiлочками) так, що усi композицiї
стрiлочок, що ведуть з певної множини у якусь iншу, рiвнi. У даному
випадку дiаграма

g
φ−−−→ h

expG

y yexpH

G
Φ−−−→ H

повинна бути комутативною.
Доведення. Нехай x ∈ g. Покладемо Ψ(t) := Φ(expG tx) для t ∈

R. Вiдображення Ψ: R → H є гомоморфiзмом груп Лi як композицiя
гомоморфiзмiв груп Лi (див. зауваження перед твердженням 7.2). Тодi з
твердження 7.2 випливає, що Ψ(t) = expH ty для будь-якого t, де

y = Ψ′(0) = deΦ ◦ d0 expG(x) = φ ◦ idg(x) = φ(x),

де використали твердження 7.1. Зокрема, при t = 1 маємо

Φ ◦ expG(x) = Ψ(1) = expH y = expH ◦φ(x).

Це твердження буде в подальшому корисним iнструментом. Перш
за все, використаємо його, щоб показати, що гомоморфiзм груп Лi зi
зв’язною областю визначення однозначно визначений своїм диференцiа-
лом в одиницi (а отже своїми значеннями на як завгодно малому околi
одиницi).

45



Твердження 7.4. Нехай G i H – групи Лi, G зв’язна, Φ,Ψ: G → H –
гомоморфiзми груп Лi. Якщо deΦ = deΨ, то Φ = Ψ.

Доведення. Як у попередньому твердженнi, позначатимемо через
expG : g → G i expH : h → H експоненцiйнi вiдображення вiдповiдних
груп Лi. Оскiльки d0 expG є тотожним за пунктом 4. твердження 7.1,
зокрема, лiнiйним iзоморфiзмом, гладке вiдображення expG є локальним
дифеоморфiзмом в околi 0 (це випливає з теореми про обернене вiдобра-
ження). Тобто iснують вiдкритi околи U 3 e у G та V 3 0 у g такi,
що обмеження expG |V : V → U – дифеоморфiзм. У подальшому в подi-
бних випадках ми будемо позначати обмеження expG на дифеоморфний
прообраз U просто через expG i вважати expG : exp−1

G (U) → U дифеомор-
фiзмом, де прообраз береться саме пiд дiєю обмеження. З попереднього
твердження тодi випливає, що на U вiдображення Φ можна представити
як композицiю оберненого до цього обмеження, deΦ i expH , i так само
для Ψ. Таким чином, в умовах твердження маємо

Φ|U = expH ◦deΦ ◦ exp−1
G = expH ◦deΨ ◦ exp−1

G = Ψ|U .

Оскiльки G зв’язна, G = G0 =
∞⋃
m=1

Um за пунктом 3. теореми 3.1. Отже,

для будь-якого a ∈ G iснують такi a1, . . . , am ∈ U , що a = a1 . . . am. Тодi

Φ(a) = Φ(a1) . . .Φ(am) = Ψ(a1) . . .Ψ(am) = Ψ(a),

оскiльки Φ та Ψ є гомоморфiзмами груп i ми показали, що їх обмеження
на U збiгаються. Це й демонструє потрiбне.

8 Дужка Лi
Протягом цього курсу ми вже кiлька разiв помiчали, що для структури
(зв’язної) групи Лi та для пов’язаних з нею об’єктiв визначальною є по-
ведiнка в як завгодно малому околi одиницi або на дотичному просторi
в одиницi. Останнiм прикладом цього є твердження 7.4, що демонструє
однозначну визначенiсть гомоморфiзма групи Лi його диференцiалом в
одиницi. Тому природною видається задача опису множення в групi Лi
у термiнах її дотичного простору в одиницi за допомогою експоненцiйно-
го вiдображення, яку ми будемо розбирати в цьому роздiлi. При цьому
виникає ключовий об’єкт теорiї Лi – дужка Лi. Як i у попереднiх роз-
дiлах, тут всюди G – група Лi, g = TeG, exp: g → G – експоненцiйне
вiдображення.
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Як у доведеннi твердження 7.4, з невиродженостi диференцiала exp
в 0 випливає локальна дифеоморфнiсть: iснує вiдкрита (у стандартнiй
топологiї скiнченновимiрного дiйсного векторного простору g) U 3 0
така, що обмеження exp: U → exp(U) є дифеоморфiзмом. При цьому
exp(U) є вiдкритим околом e в G. З неперервностi вiдображення добу-
тку µ аналогiчно до доведення пункту 3. теореми 3.1 випливає тодi iсну-
вання вiдкритої W 3 e такої, що µ(W ×W ) ⊂ exp(U), тобто ab ∈ exp(U)
для будь-яких a, b ∈ W . Зокрема, пiдставивши b = e, отримаємо, що
W ⊂ exp(U). Покладемо V := exp−1(W ) ⊂ U . Тут i далi, аналогiчно до
доведення твердження 7.4, позначаємо через exp обмеження експоненцiй-
ного вiдображення на U . Це теж вiдкритий окiл 0. Тодi exp x, exp y ∈ W
для будь-яких x, y ∈ V , i тому exp x exp y ∈ exp(U). Отже, коректно
визначене вiдображення

ν : V × V → U : (x, y) 7→ exp−1(exp x exp y),

Оскiльки обмеження exp на U є дифеоморфiзмом, вiдображення ν глад-
ке. За його побудовою маємо

exp x exp y = exp ν(x, y)

для будь-яких x, y ∈ V . Таким чином, ν у деякому сенсi є перенесенням
вiдображення добутку µ на окiл нуля в g × g. Запишемо тепер для ν
формулу Тейлора другого порядку в (0, 0):

ν(x, y) = ν0 + ν1(x, y) + ν2(x, y) + R3(x, y).

Тут ν0 ∈ g – постiйний член, лiнiйний член ν1 має вигляд ν1(x, y) =
A(x) + B(y), де A,B : g → g – лiнiйнi оператори, член другого порядку
ν2 – вигляд ν2(x, y) = C(x, x) + D(x, y) + E(y, y), де C,D,E : g × g →
g – бiлiнiйнi векторзначнi форми, залишковий член R3(x, y) має порядок
малостi ⩾ 3 за координатами x, y (у довiльному базисi), коли x, y → 0.
При цьому

ν0 = ν(0, 0) = exp−1(exp 0 exp 0) = exp−1(e) = 0.

Зауважимо також, що

A(x)+C(x, x)+R3(x, 0) = ν(x, 0) = exp−1(exp x exp 0) = exp−1(exp x e) = x

для будь-якого x ∈ V . Порiвнюючи члени рiвних порядкiв, бачимо, що
A(x) = x, C(x, x) = 0 i R3(x, 0) = 0 для усiх x iз вiдкритого околу нуля V .
Тодi за лiнiйнiстю A(x) = x i для довiльного x ∈ g. Дiйсно, з того, що V
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мiстить вiдкриту евклiдову кулю з центром у 0, випливає, що λx ∈ V для
деякого дiйсного λ 6= 0, i тому λA(x) = A(λx) = λx, отже A(x) = x. Так
само з бiлiнiйностi C випливає, що C(x, x) = 0 для усiх x ∈ g. Аналогiчно,

B(y)+E(y, y)+R3(0, y) = ν(0, y) = exp−1(exp 0 exp y) = exp−1(e exp y) = y

для будь-якого y ∈ V , тому B(y) = y, E(y, y) = 0 i R3(0, y) = 0, i знову
за лiнiйнiстю та бiлiнiйнiстю маємо, що B(y) = y i E(y, y) = 0 для усiх
y ∈ g. Отже, ν1(x, y) = x+ y, ν2(x, y) = D(x, y). Крiм того, тодi

2x+D(x, x)+R3(x, x) = ν(x, x) = exp−1(exp x exp x) = exp−1(exp 2x) = 2x

для будь-якого x ∈ V в силу пункту 5. твердження 7.1. Знову ж, оскiльки
таким чином D(x, x) = 0 для x ∈ V i в силу бiлiнiйностi, воно дорiвнює
нулю i для будь-якого x ∈ g. Тодi стандартна технiка поляризацiї демон-
струє, що ця форма кососиметрична: для будь-яких x, y ∈ g

0 = D(x+y, x+y) = D(x, x)+D(x, y)+D(y, x)+D(y, y) = D(x, y)+D(y, x),

тобто D(x, y) = −D(y, x).

Означення 8.1. Дужкою Лi групи Лi G зветься вiдображення

[·, ·] : g× g → g : (x, y) 7→ [x, y] := 2D(x, y).

З побудови [·, ·] випливає, що це вiдображення бiлiнiйне, тобто

[λx+ µy, z] = λ[x, z] + µ[y, z], [x, λy + µz] = λ[x, y] + µ[x, z]

для будь-яких x, y, z ∈ g, λ, µ ∈ R, i кососиметричне, тобто

[x, y] = −[y, x]

для будь-яких x, y ∈ g. Перепишемо тепер у цих термiнах формулу до-
бутку експонент.

Наслiдок 8.1. Для будь-яких x, y iз деякого вiдкритого околу нуля V
у просторi g

exp x exp y = exp

(
x+ y +

1

2
[x, y] + R3(x, y)

)
, (8.1)

де R3(x, y) має порядок малостi ⩾ 3 за координатами x, y, коли x, y → 0.
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Виявляється, що R3 також виражається через дужку Лi [·, ·]. Повний
варiант цiєї рiвностi у формi ряда зветься формулою Кемпбелла-Бейкера-
Хаусдорфа (або формулою Динкiна). Вона наведена, наприклад, у [39,
с. 124, 129] i детально обговорюється у лекцiях 4 i 6 цiєї книги. Див.
також викладення у [16, с. 29-31], [17], [21], [28, с. 669-682], [43, с. 47-52],
[45, с. 152-158] та [46, с. 39-47]. Зокрема, з цiєї формули можна вивести,
що exp x exp y = exp(x+ y) при [x, y] = 0.

Приклад 8.1. Нехай G ⊂ GL(n,R) (або GL(n,C)) – матрична група Лi.
Щоб знайти її дужку Лi потрiбно, таким чином, записати у виглядi екс-
поненти ex ey для довiльних x, y ∈ g (див. приклад 7.1). Далi трикрапка
всюди означає суму членiв порядку ⩾ 3 за компонентами x i y.

ex ey =

(
I + x+

1

2
x2 + . . .

)(
I + y +

1

2
y2 + . . .

)
=

= I+x+y+
1

2
x2+xy+

1

2
y2+. . . = I+x+y+

1

2
(x2+xy+yx+y2)+

1

2
xy−1

2
yx+. . . =

= I +

(
x+ y +

1

2
(xy − yx) + . . .

)
+

1

2

(
x+ y +

1

2
(xy − yx) + . . .

)2

+ . . . =

= ex+y+
1
2
(xy−yx)+....

Отже, дужка Лi має вигляд [x, y] = xy − yx, тобто є матричним кому-
татором, що був введений наприкiнцi роздiлу 5. Це пояснює зауважену
там замкненiсть дотичних просторiв g матричних груп Лi вiдносно цiєї
операцiї. Iз зауваження вище випливає, що ex ey = ex+y при xy = yx.
Втiм, це простiше перевiрити безпосередньо (див. вправу 5.2).

Описаний спосiб знаходити дужку Лi – не єдиний. У наступному роз-
дiлi ми познайомимося з двома iншими, i ще з одним у роздiлi 12. Насту-
пне твердження демонструє, що диференцiал у одиницi гомоморфiзма
груп Лi зберiгає вiдповiднi дужки Лi.

Твердження 8.1. Нехай G i H – групи Лi, g = TeG i h = TeH – їхнi
дотичнi простори в одиницях, [·, ·]g : g × g → g i [·, ·]h : h × h → h –
дужки Лi цих груп. Нехай Φ: G → H – гомоморфiзм груп Лi, а φ :=
deΦ: g → h – його диференцiал у одиницi. Тодi

φ ([x, y]g) = [φ(x), φ(y)]h

для будь-яких x, y ∈ g.
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Доведення. Будемо також, як i ранiше, позначати експоненцiйнi вiд-
ображення цих груп Лi через expG : g → G i expH : h → H вiдповiдно.
Нехай V – побудований вище вiдкритий окiл нуля в g. Оскiльки вiдобра-
ження φ неперервне (бо лiнiйне), за необхiдностi зменшивши V , можемо
вважати, що для будь-якого x ∈ V його образ φ(x) лежить у вiдкритому
околi нуля в h, для елементiв якого теж виконується формула (8.1) (для
групи H). Нехай x, y ∈ V . З гомоморфностi Φ i твердження 7.3 маємо

Φ(expG x expG y) = Φ(expG x) Φ(expGy) = expH φ(x) expH φ(y).

Застосуємо до обох сторiн цiєї рiвностi формулу (8.1) i ще раз викори-
стаємо твердження 7.3:

expH

(
φ

(
x+ y +

1

2
[x, y]g +Rg

3(x, y)

))
=

= Φ

(
expG

(
x+ y +

1

2
[x, y]g +Rg

3(x, y)

))
=

= expH

(
φ(x) + φ(y) +

1

2
[φ(x), φ(y)]h +Rh

3(φ(x), φ(y))

)
,

де використанi очевиднi позначення для залишкових членiв у форму-
лах (8.1) вiдповiдних груп. Аналогiчно до expG (див. обговорення на
початку роздiлу), вiдображення expH є локальним дифеоморфiзмом на
деякому околi нуля в h. Знову ж, з мiркувань неперервностi та змен-
шивши за необхiдностi V , можемо вважати, що при x, y ∈ V аргументи
expH з обох частин попередньої рiвностi потрапляють у цей окiл. Тодi за
iн’єктивнiстю вони рiвнi:

φ(x) + φ(y) +
1

2
φ ([x, y]g) + φ (Rg

3(x, y)) =

= φ(x) + φ(y) +
1

2
[φ(x), φ(y)]h +Rh

3(φ(x), φ(y)),

де також використали лiнiйнiсть φ. Це повинно виконуватися для будь-
яких x, y ∈ V , отже члени другого порядку за їх координатами повиннi
збiгатися:

1

2
φ ([x, y]g) =

1

2
[φ(x), φ(y)]h.

Оскiльки це вiрно для будь-яких x i y з деякого вiдкритого околу нуля
у просторi g, а вирази обох сторiн бiлiнiйнi, це виконується i для будь-
яких x, y ∈ g.
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9 Дужка Лi лiвоiнварiантних
векторних полiв

Нагадаємо, що дужка Лi гладких векторних полiв X i Y на гладко-
му многовидi M визначена умовою [X,Y ](f) = X(Y (f)) − Y (X(f)),
де f ∈ C∞(M) – довiльна гладка функцiя, а поля дiють на функцiї дифе-
ренцiюваннями. Ця умова скорочено записується як [X,Y ] = XY − Y X.
Природним є питання зв’язку мiж побудованою в попередньому роздi-
лi структурою i дужкою Лi векторних полiв на групi Лi. Для вiдповiдi
на нього корисним буде наступний опис дужки Лi полiв у термiнах пото-
кiв. Неформально кажучи, вiн пов’язує її з ”некомутативнiстю” потокiв
(у той час як основне означення – з ”некомутативнiстю” композицiї опе-
раторiв диференцiювання).

Лема 9.1. Нехай ΦX ,ΦY : M × R → M – потоки повних векторних
полiв X i Y на гладкому многовидi M вiдповiдно. Тодi

[X,Y ](p) =
(
ΦY (ΦX(ΦY (ΦX(p,

√
t),

√
t),−

√
t),−

√
t)
)′
t
(+0)

для будь-якої точки p ∈M .

Доведення. Див. [31, с. 21-24] або спробуйте довести самостiйно.

Твердження 9.1. Нехай G – група Лi, g = TeG, [·, ·] : g × g → g –
дужка Лi G. Тодi для будь-яких x, y ∈ g дужка Лi вiдповiдних лiвоiнва-
рiантних векторних полiв Xx i Xy дорiвнює

[Xx, Xy] = X[x,y].

Зокрема, вона теж є лiвоiнварiантним полем.

Доведення. За пунктом 2. твердження 7.1 потоки цих полiв мають
вигляд вiдповiдно Φx(a, t) = a exp tx i Φy(a, t) = a exp ty для будь-яких
a ∈ G i t ∈ R. Отже, для кожного a ∈ G в силу попередньої леми маємо

[Xx, Yy](a) =
(
a exp

√
tx exp

√
ty exp−

√
tx exp−

√
ty
)′
t
(+0).

Оскiльки нас цiкавить похiдна в нулi справа та з мiркувань неперервно-
стi, ми можемо далi вважати t ⩾ 0 достатньо малим для того, щоб для
усiх аргументiв нижче виконувалася формула (8.1). Застосуємо її споча-
тку до попарних добуткiв експонент, а потiм – до добутку результатiв:

[Xx, Yy](a) =

(
a exp

(√
tx+

√
ty +

1

2
[
√
tx,

√
ty] + R3(

√
tx,

√
ty)

)
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exp

(
−
√
tx−

√
ty +

1

2
[−

√
tx,−

√
ty] + R3(−

√
tx,−

√
ty)

))′

t

(+0) =

=

(
a exp

(√
tx+

√
ty +

t

2
[x, y]−

√
tx−

√
ty +

t

2
[x, y]+

+
1

2
[
√
tx+

√
ty,−

√
tx−

√
ty] +H(x, y, t)

))′

t

(+0) =

= (La exp (t[x, y] +H(x, y, t)))′t (+0)

де вираз H(x, y, t) має за t порядок ⩾ 3
2

при t → +0. В останнiй рiвно-
стi використали, зокрема, кососиметричнiсть дужки Лi. Диференцiюючи
цей вираз, отримуємо потрiбне:

[Xx, Yy](a) = deLa ◦ d0 exp([x, y] +H ′
t(x, y, 0)) = deLa([x, y]) = X[x,y](a),

де знову використали твердження 7.1.

Попереднє твердження може бути iнтерпретоване, зокрема, як аль-
тернативний спосiб знаходити (або визначати) дужку Лi. Крiм того, з
його доведення випливає ще один спосiб це робити.

Наслiдок 9.1. Для будь-яких x, y ∈ g

[x, y] =
(
γx(

√
t) γy(

√
t) γx(

√
t)−1 γy(

√
t)−1

)′
t
(+0).

Доведення. Дiйсно, з попереднього твердження i початку його до-
ведення випливає, що

[x, y] = X[x,y](e) = [Xx, Yy](e) =

=
(
exp

√
tx exp

√
ty exp−

√
tx exp−

√
ty
)′
t
(+0).

Згiдно з твердженням 7.1, γx(t) = exp tx, тому γx(t)
−1 = exp−tx для

будь-якого t i так само для y, звiдки й маємо потрiбне.

Зауважимо, що у цiй формулi диференцiюється комутатор елемен-
тiв γx(

√
t) i γy(

√
t) групи G, тобто дужка Лi певним чином пов’язана

з ”вимiрюванням некомутативностi” множення у цiй групi (комутатор
aba−1b−1 елементiв a i b дорiвнює e тодi й тiльки тодi, коли цi елементи
комутують). Згадаємо також, що матричний комутатор, що є дужкою Лi
матричної групи Лi згiдно з прикладом 8.1, ”вимiрює некомутативнiсть”
добутку матриць.
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Вправа 9.1. Вивести формулу для дужки Лi матричної групи Лi G ⊂
GL(n,R) (або GL(n,C)) з прикладу 8.1, тобто те, що вона є матричним
комутатором, двома описаними тут способами з опису лiвоiнварiантних
векторних полiв на матричних групах та їхнiх iнтегральних траєкторiй
у прикладi 6.1.

Наслiдок 9.2. Дужка Лi задовольняє тотожнiсть Якобi:

[[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] = 0

для будь-яких x, y, z ∈ g.

Доведення. Розглянемо вiдповiдне лiвоiнварiантне поле, застосуємо
лiнiйнiсть вiдображення x 7→ Xx i (кiлька разiв) твердження 9.1:

X[[x,y],z]+[[y,z],x]+[[z,x],y] = X[[x,y],z] +X[[y,z],x] +X[[z,x],y] =

= [X[x,y], Xz] + [X[y,z], Xx] + [X[z,x], Xy] =

= [[Xx, Xy], Xz] + [[Xy, Xz], Xx] + [[Xz, Xx], Xy] = 0,

де рiвнiсть нулю випливає з тотожностi Якобi для векторних полiв (її,
у свою чергу, нескладно перевiрити за означенням, що наведене на по-
чатку роздiлу). Тодi з того, що x 7→ Xx є лiнiйним iзоморфiзмом у силу
наслiдку 6.1, отримуємо потрiбне.

Ця властивiсть замiнює дужцi Лi асоцiативнiсть. Звернiть увагу на
циклiчну перестановку аргументiв, що присутня у її формулюваннi.

10 Алгебри. Асоцiативнi алгебри
У цьому та наступному роздiлах будуть розглянутi лiнiйно-алгебраїчнi
структури подiбнi до тiєї, що визначає дужка Лi на дотичному просторi
групи Лi. Нам зручно буде почати з бiльш загального поняття.

Означення 10.1. Алгеброю над полем F зветься векторний простiр V
над F з бiнарною операцiєю ∗ : V ×V → V : (x, y) → x∗y, що є бiлiнiйною,
тобто

(λx+ µy) ∗ z = λx ∗ z + µy ∗ z, x ∗ (λy + µz) = λx ∗ y + µx ∗ z

для будь-яких x, y, z ∈ V , λ, µ ∈ R.
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Отже, в алгебрi крiм додавання векторiв та множення на скаляри з F
вводиться бiлiнiйна операцiя множення векторiв один на iнший. Далi у
цьому роздiлi ми будемо за замовчуванням позначати її ∗. З бiлiнiйностi
випливає, зокрема, що x ∗ 0 = 0 ∗ x = 0 для будь-якого x ∈ V .

Означення 10.2. Вiдображення алгебр φ : V → W зветься гомоморфi-
змом алгебр, якщо воно лiнiйне i φ(x ∗ y) = φ(x) ∗ φ(y) для будь-яких
x, y ∈ V . Бiєктивний гомоморфiзм алгебр зветься iзоморфiзмом алгебр.
Якщо iснує iзоморфiзм алгебр φ : V → W , то будемо казати, що V iзо-
морфна W (або що V i W iзоморфнi) i писати V ' W .

Щоб означення гомоморфiзма (а саме вимога лiнiйностi у ньому) ма-
ло сенс, необхiдно, щоб V i W були алгебрами над одним й тим самим
полем F. Звичайно, зiрочки злiва i справа у цьому означеннi познача-
ють, взагалi кажучи, рiзнi операцiї – на V i на W вiдповiдно. Iзоморфiзм
алгебр є лiнiйним iзоморфiзмом, тому, зокрема, вимiрностi iзоморфних
алгебр збiгаються.

Вправа 10.1. Перевiрити, що вiдображення, що обернене до iзоморфi-
зма алгебр, теж є iзоморфiзмом алгебр i що iзоморфнiсть – вiдношення
еквiвалентностi алгебр над F.

Означення 10.3. Пiдалгеброю алгебри V зветься векторний пiдпростiр
W ⊂ V такий, що x ∗ y ∈ W для будь-яких x, y ∈ W . Лiвим (вiдповiдно,
правим) iдеалом V зветься векторний пiдпростiрW ⊂ V такий, що x∗y ∈
W для будь-яких x ∈ V , y ∈ W (вiдповiдно, для будь-яких x ∈ W , y ∈ V ).

Зокрема, будь-яка пiдалгебра з обмеженням на неї операцiї ∗ сама
є алгеброю, а будь-який iдеал є пiдалгеброю. Зауважимо, що алгебра V
з операцiями векторного додавання та ∗ є (взагалi кажучи, неасоцiатив-
ним) кiльцем, а її пiдалгебри, лiвi та правi iдеали – пiдкiльцями, лiвими
та правими iдеалами кiльця вiдповiдно. Як i кiльця, ми можемо розрi-
зняти алгебри за властивостями множення, тобто операцiї ∗. Наступнi
означення є частковими випадками вiдповiдних означень для кiлець.

Означення 10.4. Алгебра V зветься

- асоцiативною, якщо ∗ асоцiативна: (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) для будь-
яких x, y, z ∈ V ;

- комутативною, якщо ∗ комутативна: x ∗ y = y ∗ x для будь-яких
x, y ∈ V ;

- алгеброю з одиницею, якщо iснує такий елемент 1 ∈ V (одиниця V ),
що x ∗ 1 = 1 ∗ x = x для будь-якого x ∈ V ;
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- алгеброю з дiленням, якщо це алгебра з одиницею 1, i для кожного
ненульового вектора x ∈ V iснує обернений x−1 такий, що x ∗x−1 =
x−1 ∗ x = 1.

Алгебра, для якої виконанi усi чотири властивостi, з операцiями до-
давання та ∗ є полем, а якщо виконанi усi крiм комутативностi – тiлом.
Далi наведемо кiлька добре вже вiдомих нам прикладiв асоцiативних
алгебр.

Приклад 10.1. Будь-яке поле F є одновимiрною асоцiативною кому-
тативною алгеброю з дiленням над собою. Тут операцiї множення на
скаляр i ∗ є просто множенням цього поля.

Зокрема, дiйснi числа R мають саме таку структуру алгебри. Заува-
жимо, що у будь-якiй алгебрi V з одиницею 1 пiдмножина {λ 1 | λ ∈ F}
є одновимiрною пiдалгеброю, що iзоморфна F (перевiрте це).

Приклад 10.2. Поле комплексних чисел C з операцiєю комплексного
добутку є двовимiрною асоцiативною комутативною алгеброю з дiленням
над полем дiйсних чисел R.

Приклад 10.3. Тiло кватернiонiв H з операцiєю кватернiонного добу-
тку (див. приклад 4.8) є чотиривимiрною асоцiативною некомутативною
алгеброю з дiленням над R.

Попереднi три приклади мотивують питання про те, скiлькома рi-
зними способами можна узагальнити комплекснi числа. Вiдповiддю є
наступна теорема.

Теорема 10.1 (Фробенiус). Будь-яка скiнченновимiрна асоцiативна ал-
гебра з дiленням над полем R iзоморфна R, C або H.

Доведення. Див. [27, с. 116-125] або [38, с. 166-170].

Якщо замiнити тут умову асоцiативностi слабшою умовою альтерна-
тивностi або умовою нормованостi (що узагальнює властивостi модулiв
дiйсних, комплексних чисел та кватернiонiв), то з’явиться четвертий ва-
рiант – октонiони (октави, числа Келi), що утворюють 8-вимiрну неасо-
цiативну некомутативну алгебру з дiленням O (ще її позначають Ca) над
R (див. [3] i [27, с. 36-47]). Це твердження узагальненої теореми Фробенi-
уса ([27, с. 117, 125-128]) та теореми Гурвiца ([27, с. 99-108]) вiдповiдно.
Подальшi пов’язанi з цим колом питань обговорення i результати можна
знайти у [3], [27] i [38, с. 176-191]. Зауважимо, що вимiрностi 1, 2, 4 i 8
виникають також у кiлькох топологiчних задачах. Однiєю з них є задача
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про паралелiзовнiсть сфер, що згадувалася пiсля наслiдку 6.2. Всi цi фа-
кти взаємопов’язанi, див. [42], зокрема дiаграму на с. 431 i обговорення
перед нею.

Приклад 10.4. Простiр матриць Mat(n,F), де n ⩾ 2, з операцiєю матри-
чного добутку є n2-вимiрною асоцiативною некомутативною алгеброю
з одиницею I над полем F (при n = 1 ця алгебра комутативна, бо очеви-
дним чином iзоморфна F).

Приклад 10.5. Для довiльної множини Ω простiр FΩ вiдображень (фун-
кцiй) Ω → F з операцiю множення функцiй є асоцiативною комутативною
алгеброю з одиницею 1 (у сенсi постiйної функцiї) над F. Iї вимiрнiсть
дорiвнює числу елементiв Ω, зокрема, вона нескiнченновимiрна для не-
скiнченної Ω (чому?).

Нехай V – n-вимiрна алгебра над полем F, а {e1, . . . , en} – якийсь
її базис. Помiтимо, що структура цiєї алгебри однозначно визначена по-
парними добутками ei∗ej для усiх iндексiв i, j = 1, n. Дiйсно, розглянемо

будь-якi x, y ∈ V i розкладемо їх за цим базисом: x =
n∑
i=1

xiei, y =
n∑
i=1

yiei.

Тодi в силу бiлiнiйностi

x ∗ y =

(
n∑
i=1

xiei

)
∗

(
n∑
j=1

yjej

)
=

n∑
i,j=1

xiyjei ∗ ej.

Тут зручно буде задати цi попарнi добутки наборами чисел, розклавши
за тим же базисом.

Означення 10.5. Нехай для будь-яких i, j = 1, n

ei ∗ ej =
n∑
k=1

Ck
ijek.

Тодi коефiцiєнти {Ck
ij}ni,j,k=1 ⊂ F цих розкладень звуться структурними

константами алгебри V у базисi {e1, . . . , en}.

Отже, у позначеннях як вище маємо

x ∗ y =
n∑

i,j,k=1

xiyjCk
ijek. (10.1)

Таким чином, структура алгебри однозначно визначена цими числами.
Це спостереження можна узагальнити, порiвнюючи структури рiзних ал-
гебр. ЯкщоW – iнша n-вимiрна алгебра над F, що має у базисi {f1, . . . , fn}
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тi ж структурнi константи, то визначимо лiнiйне вiдображення φ : V →
W умовою φ(ei) = fi для кожного i = 1, n, тобто x =

n∑
i=1

xiei переводиться

у φ(x) =
n∑
i=1

xifi. Це вiдображення дiйсно лiнiйне за побудовою, бiльш

того, воно є лiнiйним iзоморфiзмом, бо переводить базис у базис. Також
воно зберiгає структуру алгебри, бо з рiвняння (10.1) для W i рiвностi

структурних констант маємо для будь-яких x =
n∑
i=1

xiei, y =
n∑
i=1

yiei ∈ V

φ(x) ∗ φ(y) =
n∑

i,j,k=1

xiyjCk
ijfk = φ

(
n∑

i,j,k=1

xiyjCk
ijek

)
= φ(x ∗ y)

в силу лiнiйностi φ. Отже, φ – iзоморфiзм алгебр.

Наслiдок 10.1. Скiнченновимiрнi алгебри над одним полем, що у де-
яких базисах мають рiвнi структурнi константи, є iзоморфними.

Обернене у загальному випадку невiрне. Наприклад, замiна базиса
алгебри на iнший, взагалi кажучи, змiнює структурнi константи.

Вправа 10.2. Як саме змiнюються структурнi константи при замiнi ба-
зиса? Показати, що вони утворюють 2-коварiантний i 1-контраварiантний
тензор на V .

Можна iнтерпретувати структурнi константи й зворотнiм чином: будь-
який набiр чисел {Ck

ij}ni,j,k=1 ∈ Fn3 на будь-якому n-вимiрному просторi V
над F з базисом {e1, . . . , en} задає структуру алгебри ∗ формулою (10.1)
(перевiрте бiлiнiйнiсть цiєї операцiї). При цьому всi такi алгебри iзомор-
фнi в силу попереднього наслiдку. Додатковi умови на ∗ також можна
сформулювати в термiнах структурних констант.

Вправа 10.3. Яким необхiдним та достатнiм умовам повиннi задоволь-
няти структурнi константи {Ck

ij}ni,j,k=1, щоб вiдповiдна алгебра була асо-
цiативною? Комутативною? Пор. з вправою 11.1 нижче.

Тому, щоб описати усi n-вимiрнi алгебри над F, що задовольняють
певним умовам, з точнiстю до iзоморфiзма, можна взяти пiдмножину
простору Fn3 , що визначається певними рiвняннями (як у попереднiй
вправi або у вправi 11.1 нижче), i профакторизувати її за вiдношенням
еквiвалентностi, що вiдповiдає iзоморфностi алгебр. Отриману фактор-
множину часто звуть простором модулiв вiдповiдного класу алгебр. Для
алгебр невеликих вимiрностей це цiлком дiєвий (i добре автоматизову-
ваний) метод класифiкацiї.
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11 Алгебри Лi. Алгебра Лi групи Лi
Для неасоцiативних алгебр часто вводять додатковi умови типу асоцi-
ативностi. Прикладами є згаданi у попередньому роздiлi альтернативнi
алгебри (див. [27, с. 117]), алгебри Йордана (див. [3]) та, власне, алге-
бри Лi, де такою умовою є тотожнiсть Якобi, а замiсть комутативностi
вимагається антикомутативнiсть.

Означення 11.1. Нехай g – алгебра над полем F з бiлiнiйною операцiєю
[·, ·] : g × g → g : (x, y) 7→ [x, y]. Вона зветься алгеброю Лi, а [·, ·] – її
дужкою Лi, якщо

- [x, x] = 0 для будь-якого x ∈ g (антикомутативнiсть);

- [[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] = 0 для будь-яких x, y, z ∈ g (тото-
жнiсть Якобi).

З умов антикомутативностi та бiлiнiйностi випливає умова кососи-
метричностi [x, y] = −[y, x] для будь-яких x, y ∈ g (аналогiчно до за-
уваження перед означенням 8.1). Якщо ж покласти у попереднiй умовi
x = y, то отримаємо [x, x] = −[x, x], звiдки [x, x] = 0 випливає лише за
додаткової умови charF 6= 2 (де charF позначає характеристику поля F).
Звичайно, ця умова виконується для випадку F = R, який нам тiльки
й потрiбен для теорiї Лi (а також у випадку F = C, для якого доводи-
ться багато структурних результатiв теорiї алгебр Лi), тому ми можемо
у подальшому вважати умови антикомутативностi та кососиметричностi
еквiвалентними, але для загального означення обрано сильнiшу умову.

Вправа 11.1. Нехай charF 6= 2. Показати, що числа {Ck
ij}ni,j,k=1 ⊂ F

є структурними константами деякої n-вимiрної алгебри Лi над F тодi й
тiльки тодi, коли виконанi умови

- Ck
ij = −Ck

ji для будь-яких i, j, k = 1, n;

-
n∑

m=1

Cm
ij C

l
mk + Cm

jkC
l
mi + Cm

kiC
l
mj = 0 для будь-яких i, j, k, l = 1, n,

якi вiдповiдають антикомутативностi та тотожностi Якобi. Що потрiбно
змiнити у цих умовах, щоб включити випадок charF = 2?

Також зауважимо, що якщо алгебра Лi g є комутативною, тобто ви-
конується рiнвiсть [x, y] = [y, x] для будь-яких x, y ∈ g, то з антикомута-
тивностi випливає тодi, що [x, y] = [y, x] = −[x, y] для всiх x, y. Знову ж,
при charF 6= 2 це означає [x, y] = 0. I навпаки, з умови [x, y] = 0 для всiх
x, y ∈ g, звичайно, випливає комутативнiсть без додаткових вимог. Тому
для наступного означення знову оберемо сильнiшу умову.
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Означення 11.2. Алгебра Лi g зветься абелевою, якщо її дужка Лi до-
рiвнює нулю: [x, y] = 0 для будь-яких x, y ∈ g.

Крiм комутативностi самої алгебри Лi, використання тут термiна ”абе-
левий” мотивується твердженням 11.1 нижче (див. також зауваження
про комутативний випадок наприкiнцi прикладу 11.2).

Перепишемо тепер означення 10.2 у термiнах алгебр Лi.

Означення 11.3. Вiдображення алгебр Лi φ : g → h зветься гомоморфi-
змом алгебр Лi, якщо воно лiнiйне i φ([x, y]) = [φ(x), φ(y)] для будь-яких
x, y ∈ g. Бiєктивний гомоморфiзм алгебр Лi зветься iзоморфiзмом ал-
гебр Лi. Якщо iснує iзоморфiзм алгебр Лi φ : g → h, то будемо казати,
що g iзоморфна h (або що g i h iзоморфнi) i писати g ' h.

Знову ж, у цьому означеннi g i h повиннi бути алгебрами Лi над одним
й тим самим полем F, дужки Лi злiва i справа, взагалi кажучи, рiзнi (але
ми, як правило, будемо позначати усi дужки однаково), iзоморфнi алге-
бри Лi є iзоморфними векторними просторами, i тому їхнi вимiрностi
збiгаються, вiдображення, що обернене до iзоморфiзма алгебр Лi, теж
є iзоморфiзмом алгебр Лi, а iзоморфнiсть є вiдношенням еквiвалентно-
стi алгебр Лi над F. Так само перепишемо означення 10.3, зауваживши,
що лiвий та правий iдеал алгебри Лi – це одне й те саме в силу антико-
мутативностi. Тому будемо його називати просто iдеалом.

Означення 11.4. Пiдалгеброю Лi алгебри Лi g зветься векторний пiд-
простiр h ⊂ g такий, що [x, y] ∈ h для будь-яких x, y ∈ h. Iдеалом g
зветься векторний пiдпростiр h ⊂ g такий, що [x, y] ∈ h для будь-яких
x ∈ g i y ∈ h.

Зокрема, пiдалгебри Лi з обмеженнями на них дужки Лi самi є алге-
брами Лi, а iдеали алгебри Лi є пiдалгебрами Лi. Далi нам зручно буде
використовувати наступне позначення для лiнiйної оболонки усiх попар-
них дужок Лi елементiв двох векторних пiдпросторiв h, k ⊂ g:

[h, k] := span {[x, y] | x ∈ h, y ∈ k} =

=

{
m∑
i=1

λi[xi, yi]

∣∣∣∣∣ m ∈ N, ∀ i = 1,m λi ∈ F, xi ∈ h, yi ∈ k

}
.

Зауважимо, що [h, k] = [k, h] в силу антикомутативностi. У цих позначен-
нях векторний пiдпростiр h ⊂ g є пiдалгеброю Лi тодi й тiльки тодi, коли
[h, h] ⊂ h, а iдеалом – тодi й тiльки тодi, коли [g, h] = [h, g] ⊂ h.

Алгебри Лi можна вивчати й незалежно вiд груп Лi як самостiй-
нi алгебраїчнi об’єкти, тим бiльше, що вони можуть розглядатися над
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будь-яким полем i бути нескiнченновимiрними, як ми побачимо у деяких
прикладах нижче. Див., наприклад, [22] та [24]. Але нас все ж цiкавить
саме теорiя Лi. Перш за все, перепишемо результати попереднiх роздiлiв
у термiнах алгебр Лi. Iз зауваження пiсля означення 8.1 та наслiдку 9.2
випливає наступне.

Наслiдок 11.1. Нехай G – група Лi, g = TeG, а [·, ·] : g× g → g – дуж-
ка Лi G. Тодi простiр g з операцiєю [·, ·] є алгеброю Лi над R скiнченної
вимiрностi dim g = dimG.

Означення 11.5. Алгебра Лi g = TeG з дужкою Лi [·, ·] групи Лi G
зветься алгеброю Лi групи Лi G.

У подальшому, якщо не вказане iнше, завжди будемо мати на увазi
саме таку структуру на g = TeG. Твердження 8.1 тепер набуває насту-
пного вигляду.

Наслiдок 11.2. Нехай G i H – групи Лi, g = TeG i h = TeH – їхнi
алгебри Лi, а Φ: G → H – гомоморфiзм груп Лi. Тодi його диференцiал
у одиницi deΦ: g → h є гомоморфiзмом алгебр Лi.

Сформульоване вище (разом з ланцюговим правилом) означає, що
вiдповiднiсть мiж групами Лi та їх алгебрами Лi та мiж гомоморфiзмами
груп Лi та їх диференцiалами в одиницi є функтором з категорiї груп Лi
та їх гомоморфiзмiв у категорiю скiнченновимiрних алгебр Лi над R та їх
гомоморфiзмiв (перевiрте це твердження, якщо знайомi з вiдповiдними
поняттями). Вiн зветься функтором Лi. Зокрема, наступний наслiдок є
частковим випадком загальнокатегорного факта.

Наслiдок 11.3. Якщо Φ: G→ H – iзомоморфiзм груп Лi, то deΦ: g →
h – iзомоморфiзм алгебр Лi. Тому алгебри Лi iзоморфних груп Лi є iзо-
морфними.

Доведення. Оскiльки Φ – дифеоморфiзм, deΦ – лiнiйний iзоморфiзм,
зокрема бiєкцiя. Оскiльки це гомоморфiзм алгебр Лi за попереднiм на-
слiдком, це їх iзоморфiзм.

Виявляється (див. нижче приклади 11.1, 11.4, вправу 11.5 та обго-
ворення пiсля неї), що при цьому неiзоморфнi групи Лi можуть мати
iзоморфнi алгебри Лi, тобто функтор Лi не є ”iн’єктивним з точнiстю
до iзоморфiзма”. Вiдповiдi на природнi питання, чи можна його зробити
iн’єктивним у цьому сенсi, запровадивши додатковi обмеження на гру-
пи Лi, що розглядаються, i чи є вiн сюр’єктивним, будуть данi у подаль-
ших роздiлах (див. теорему 15.2).
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Зауважимо також, що, оскiльки дотичнi простори деякої групи Лi G
та її компоненти одиницi G0 у одиницi e ∈ G рiвнi (точнiше, канонiчно
ототожнюються) за наслiдком 5.4: TeG0 = TeG = g, а дужка Лi згiдно
з конструкцiєю роздiлу 8 визначена поведiнкою G на будь-якому вiдкри-
тому околi e, зокрема на G0 (див. пункт 2. теореми 3.1), цi простори рiвнi
також як алгебри Лi.

Наслiдок 11.4. Алгебра Лi будь-якої групи Лi збiгається з алгеброю Лi
її компоненти одиницi.

Розглянемо тепер кiлька прикладiв. Деякi з них описують алгебри Лi
груп Лi, деякi – алгебри Лi у загальному сенсi.

Приклад 11.1. Будь-який векторний простiр над будь-яким полем F
(зокрема нескiнченновимiрний) можна просто перетворити на абелеву
алгебру Лi, формально ввiвши на ньому нульову дужку Лi [·, ·] := 0. При
цьому усi лiнiйнi вiдображення таких просторiв перетворюються на го-
моморфiзми алгебр Лi, а лiнiйнi iзоморфiзми – на iзоморфiзми алгебр Лi.

Наслiдок 11.5. Усi абелевi алгебри Лi над F однакової скiнченної ви-
мiрностi n iзоморфнi.

Дiйсно, вони всi iзоморфнi, скажiмо, простору Fn з нульовою дужкою.
З iншого боку, Rn з операцiєю додавання векторiв є абелевою групою Лi
(приклад 2.4) з нейтральним елементом 0. Ототожнимо, як завжди, T0Rn

з Rn (i так само для дотичних просторiв у рештi точок Rn) i знайдемо
на дотичному Rn дужку Лi цiєї групи способом iз роздiлу 8.

Для будь-яких a, b ∈ Rn лiвий зсув має вигляд Lab = a + b, тоб-
то є паралельним перенесенням на a. Тому його диференцiал у довiльнiй
c ∈ Rn є тотожним вiдображенням: dcLa = idRn . Тодi для кожного x ∈ Rn

вiдповiдне лiвоiнварiантне поле має вигляд Xx(a) = d0La(x) = x для
будь-якого a ∈ Rn, тобто є постiйним. Отже, його iнтегральнi траєкторiї
є прямими, зокрема, γx(t) = tx для t ∈ R, i тому exp(x) = γx(1) = x.
Таким чином, експоненцiйне вiдображення є тотожним. Тому в позна-
ченнях роздiлу 8 маємо ν(x, y) = exp−1(exp x + exp y) = x + y, отже
[x, y] = 2ν2(x, y) = 0 для будь-яких x, y ∈ Rn. Ще простiше вивести це
з твердження 9.1 (як саме?). Отже, алгебра Лi групи Лi Rn – це Rn

з абелевою структурою. Виявляється, що це так й для довiльної абелевої
групи Лi.

Твердження 11.1. Якщо група Лi абелева (тобто комутативна), то
її алгебра Лi абелева.
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Доведення. Використаємо наслiдок 9.1: для будь-яких x, y з алге-
бри Лi g цiє групи G маємо

[x, y] =
(
γx(

√
t) γy(

√
t) γx(

√
t)−1 γy(

√
t)−1

)′
t
(+0).

Але G комутативна, тому γx(
√
t) γy(

√
t) γx(

√
t)−1 γy(

√
t)−1 = e для будь-

якого t ⩾ 0. Отже, це постiйна крива, i її дотичний вектор [x, y] = 0.

Крiм Rn, прикладами n-вимiрних абелевих груп Лi є T n (приклад 2.7)
i добутки Tm × Rn−m для m = 1, n− 1 (абелевiсть тут випливає з озна-
чення прямого добутку груп). Тодi з попереднiх наслiдку i твердження
випливає, що усi їхнi алгебри Лi є iзоморфними. При цьому самi цi гру-
пи Лi попарно неiзоморфнi, бо негомеоморфнi (наприклад, фундамен-
тальною групою Tm × Rn−m є Zm; зокрема, Rn є єдиною однозв’язною
серед перелiчених груп). Див. також наслiдок 15.2 далi.

Зауважимо також, що будь-яка одновимiрна алгебра Лi g над F є абе-
левою, а отже iзоморфна F1 = F за попереднiм наслiдком. Дiйсно, будь-
якi два її елементи мають вигляд λx i µx, де λ, µ ∈ F, а x ∈ g – бази-
сний вектор. Але [λx, µx] = 0 за антикомутативнiстю дужки Лi. Тому у
подальшому пiд алгеброю Лi F будемо мати на увазi саме абелеву.

Вправа 11.2. Описати всi двовимiрнi алгебри Лi над F з точнiстю до
iзоморфiзма.

Приклад 11.2. З наслiдку 5.1 та прикладу 8.1 випливає, що алгеброю Лi
групи GL(n,R) є gl(n,R) = Mat(n,R) з матричним комутатором [x, y] =
xy − yx. Зокрема, gl(1,R) ' R (пор. з прикладом 4.3).

Узагальнимо, позначивши через gl(n,F) простiр Mat(n,F) з матри-
чним комутатором. Зауважимо, що таким чином на Mat(n,F) iснують
двi пов’язанi структури: асоцiативної алгебри для множення матриць
(див. приклад 10.4) та алгебри Лi для коммутатора. У свою чергу, уза-
гальнимо це спостереження.

Означення 11.6. Нехай V – асоцiативна алгебра з операцiєю ∗. Алге-
брою Лi, що асоцiйована з V , зветься простiр V з операцiєю [x, y] :=
x ∗ y − y ∗ x.

Твердження 11.2. Алгебра Лi, що асоцiйована з асоцiативною алге-
брою V , дiйсно є алгеброю Лi.

Доведення. Бiлiнiйнiсть [·, ·] випливає з бiлiнiйностi ∗ (перевiрте це).
Оскiльки для будь-якого x ∈ V

[x, x] := x ∗ x− x ∗ x = 0,
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ця операцiя антикомутативна. Нарештi, для будь-яких x, y, z ∈ V маємо

[[x, y], z] = [x ∗ y − y ∗ x, z] = (x ∗ y − y ∗ x) ∗ z − z ∗ (x ∗ y − y ∗ x) =

x ∗ y ∗ z − y ∗ x ∗ z − z ∗ x ∗ y + z ∗ y ∗ x,

де дужки в останньому виразi не розставляємо в силу асоцiативностi ∗.
Виписавши аналогiчнi вирази для [[y, z], x] i [[z, x], y] та додавши їх, отри-
маємо 0 (зробiть це), що демонструє тотожнiсть Якобi.

Зокрема, gl(n,F) є алгеброю Лi. Зауважимо, що якщо асоцiативна
алгебра є комутативною, то асоцiйована з нею алгебра Лi абелева.

Певним аналогом оберненої операцiї, тобто побудови асоцiативної ал-
гебри за алгеброю Лi, є конструкцiя унiверсальної обгортуючої алгебри,
див. [22, 113-120].

Далi приклади 11.3-11.9 спираються на результати роздiлу 5. Для них
усiх дужкою Лi є матричний комутатор в силу прикладу 8.1.

Приклад 11.3. Алгеброю Лi групи SL(n,R) є sl(n,R) = {x ∈ Mat(n,R) |
Tr x = 0}. Зокрема, sl(1,R) = {0} (пор. з прикладом 4.1).

Ця алгебра Лi також допускає узагальнення на випадок довiльного
поля: sl(n,F) := {x ∈ Mat(n,F) | Tr x = 0} з матричним комутатором.
Згiдно з мiркуваннями наприкiнцi роздiлу 5 (що, очевидно, вiрнi для
довiльного F) [gl(n,F), gl(n,F)] ⊂ sl(n,F), тому sl(n,F) (що є векторним
пiдпростором в силу лiнiйностi умови Tr x = 0) – iдеал алгебри Лi gl(n,F).

Приклад 11.4. Групи O(n) та SO(n) мають спiльну алгебру Лi so(n) =
{x ∈ Mat(n,R) | x + xT = 0} (як i повинно бути за наслiдком 11.4).
При цьому вони неiзоморфнi, бо негомеоморфнi: мають рiзну кiлькiсть
зв’язних компонент згiдно з твердженням 4.1. Зокрема, so(1) = {0} (пор.
з прикладами 4.1 та 4.2), so(2) ' R (пор. з прикладами 4.4 та 4.6).

Приклад 11.5. Алгеброю Лi групи O(p, q) є o(p, q) = {x ∈ Mat(p +
q,R) | x Ip,q + Ip,q x

T = 0}. Зокрема, o(n, 0) = o(0, n) = so(n) i o(1, 1) ' R
(перевiрте це i пор. з вправою 4.3).

Вправа 11.3. Показати, що o(p, q) ' o(q, p). Чи є вiдповiдний iзомор-
фiзм диференцiалом iзоморфiзма з вправи 1.4 (i чи є побудований вами
там iзоморфiзм взагалi iзоморфiзмом груп Лi)?

Приклад 11.6. Алгеброю Лi групи GL(n,C) є gl(n,C) = Mat(n,C).
Зокрема, gl(1,C) ' C ' R2 з нульовою дужкою Лi – абелева (пор. з при-
кладом 4.7).
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Приклад 11.7. Алгеброю Лi групи SL(n,C) є sl(n,C) = {x ∈ Mat(n,C) |
Tr x = 0}. Зокрема, sl(1,C) = {0} (пор. з прикладом 4.1).

Приклад 11.8. Алгеброю Лi групи U(n) є u(n) = {x ∈ Mat(n,C) |
x+ xT = 0}. Зокрема, u(1) ' R (пор. з прикладом 4.5).

Приклад 11.9. Алгеброю Лi групи SU(n) є su(n) = {x ∈ Mat(n,C) |
x+ xT = 0, Tr x = 0}. Зокрема, su(1) = {0} (пор. з прикладом 4.1).

Простори з прикладiв 11.6-11.9 є алгебрами Лi як над R (як алге-
бри Лi вiдповiдних груп Лi), так i над C. Їхнi дiйснi та комплекснi ви-
мiрностi обговорювалися у роздiлi 5.

Вправа 11.4. Якi з перелiчених вище дiйсних та комплексних алгебр Лi
мають аналоги над довiльним полем?

Приклад 11.10. На будь-якому тривимiрному орiєнтованому евклiдо-
вому просторi g визначена операцiя векторного добутку [·, ·], що є бi-
лiнiйною, антикомутативною i задовольняє тотожнiсть Якобi. Тому це
тривимiрна дiйсна алгебра Лi. Усi такi алгебри Лi iзоморфнi E3, тобто
R3 зi стандартною евклiдовою структурою i стандартним векторним до-
бутком (див. приклад 4.9). Дiйсно, нехай {i, j, k} – додатно орiєнтований
ортонормований базис g (до речi, таке традицiйне позначення елементiв
базиса мотивоване кватернiонами). Тодi

[i, j] = −[j, i] = k, [j, k] = −[k, j] = i, [k, i] = −[i, k] = j,

решта попарних добуткiв елементiв базиса нульовi. Тобто ненульовi стру-
ктурнi константи кожної такої алгебри Лi у базисi {i, j, k} дорiвнюють

C3
12 = −C3

21 = 1, C1
23 = −C1

32 = 1, C2
31 = −C2

13 = 1. (11.1)

Оскiльки E3 в базисi {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} має тi ж структурнi кон-
станти, цi алгебри Лi iзоморфнi за наслiдком 10.1.

Аналогiчнi мiркування демонструють, що описанi вище алгебри Лi
iзоморфнi so(3). Дiйсно, оберемо у просторi кососиметричних дiйсних
(3× 3)-матриць so(3) наступний базис:

e1 :=

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 , e2 :=

 0 0 −1
0 0 0
1 0 0

 , e3 :=

 0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 . (11.2)

Обчислимо попарнi дужки Лi елементiв цього базису. Так, наприклад,

[e1, e2] =

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 0 0 −1
0 0 0
1 0 0

−

 0 0 −1
0 0 0
1 0 0

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 =
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=

 0 0 0
0 0 −1
0 0 0

−

 0 0 0
0 0 0
0 −1 0

 =

 0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 = e3 = −[e2, e1],

i аналогiчно (перевiрте це)

[e2, e3] = −[e3, e2] = e1, [e3, e1] = −[e1, e3] = e2.

Тому ненульовi структурнi константи so(3) мають вигляд (11.1), отже
so(3) дiйсно iзоморфна орiєнтованому тривимiрному евклiдовому про-
стору з векторним добутком за наслiдком 10.1.

Вправа 11.5. Показати, що su(2) ' so(3). Це можна зробити як чисто
алгебраїчно, пiдiбравши базис su(2) так, що його ненульовi структурнi
константи мають вигляд (11.1), так i наступним бiльш цiкавим спосо-
бом. Розглянемо композицiю iзоморфiзма груп Лi SU(2) → S3 з твер-
дження 4.2 i побудованого у прикладi 4.9 вiдображення ρ : S3 → SO(3),
що є гомоморфiзмом груп Лi за наслiдком 4.5. Отримаємо гомоморфiзм
груп Лi SU(2) → SO(3). Описати його явно (це зроблено, наприклад,
у [33, с. 168-169]). Обчислити диференцiал цього гомоморфiзма i показа-
ти, що вiн є iзоморфiзмом алгебр Лi su(2) → so(3).

Завуважимо, що групи Лi SU(2) i SO(3) при цьому неiзоморфнi. Дiй-
сно, згадаємо, що вони дифеоморфнi S3 та RP 3, як показано у прикла-
дах 4.8 i 4.9 вiдповiдно. Отже, перша з цих груп Лi однозв’язна, а друга –
нi, тому вони негомеоморфнi.

Вправа 11.6. Показати, що sl(2,R) ' o(1, 2). Чи iзоморфнi групи Лi
SL(2,R) i O(1, 2)?

Вправа 11.7. Показати, що sl(2,R) неiзоморфна so(3).

Отже, групи Лi SL(2,R) i SO(3) (а також O(3)) неiзоморфнi за на-
слiдком 11.3.

Приклад 11.11. Розглянемо множину гладких функцiй C∞(R2n) на R2n

(де n > 0) з операцiями додавання i множення на числа з R. Це нескiн-
ченновимiрний векторний простiр над R. Дужка Пуассона {·, ·} на ньому
визначається формулою

(f, g) 7→ {f, g} :=
n∑
i=1

∂f

∂xi
∂g

∂yi
− ∂f

∂yi
∂g

∂xi
,

де координати позначено наступним чином: R2n = {(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)}.
З цього означення випливає, що {·, ·} : C∞(R2n)×C∞(R2n) → C∞(R2n) –
коректно визначена бiлiнiйна антикомутативна операцiя.
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Вправа 11.8. Показати, що {·, ·} задовольняє тотожнiсть Якобi.

Таким чином, C∞(R2n) з {·, ·} є нескiнченновимiрною алгеброю Лi
над R. Узагальненням цього прикладу є пуассоновi многовиди, на про-
сторах гладких функцiй яких iснують аналогiчнi структури, що пере-
творюють цi простори на алгебри Лi. До таких многовидiв вiдносяться,
зокрема, усi симплектичнi. Див. доповнення 13 у [2] i лекцiю 5 у [11].

Приклад 11.12. У роздiлi 9 ми нагадали означення дужки Лi [X,Y ] =
XY −Y X гладких векторних полiв на гладкому многовидi M . Оскiльки
на просторi таких полiв X (M) над R операцiя [·, ·] : X (M) × X (M) →
X (M) є бiлiнiйною, антикомутативною i задовольняє тотожнiсть Якобi
(останнє перевiряється аналогiчно до доведення твердження 11.2), вона
перетворює X (M) на нескiнченновимiрну (при dimM > 0) алгебру Лi
над полем R.

Нехай тепер G – група Лi, g = TeG – її алгебра Лi. З твердження 9.1
випливає, що дужка Лi будь-яких двох лiвоiнварiантних векторних по-
лiв на G теж є лiвоiнварiантним векторним полем. Оскiльки такi поля
утворюють векторний пiдпростiр у X (G) за наслiдком 6.1, це пiдалге-
бра Лi. Бiльш того, у тому ж твердженнi показано, що [Xx, Xy] = X[x,y]

для будь-яких x, y ∈ g, тобто лiнiйне вiдображення x 7→ Xx є гомоморфi-
змом алгебри Лi g у цю пiдалгебру. Разом з лiнiйною iзоморфнiстю (за
тим же наслiдком 6.1) це означає наступне.

Наслiдок 11.6. Лiвоiнварiантнi векторнi поля на групi Лi G утворю-
ють пiдалгебру Лi у X (G), а вiдповiднiсть x 7→ Xx задає iзоморфiзм
алгебри Лi g = TeG групи G на цю пiдалгебру Лi.

В силу iснування цього канонiчного iзоморфiзма алгебру Лi лiвоiнва-
рiантних векторних полiв на G часто ототожнюють з g. У деяких книж-
ках саме її називають алгеброю Лi G.

Нагадаємо, що пряма сума g1 ⊕ g2 векторних просторiв g1 i g2 над
полем F – це декартовий добуток g1 i g2, елементи якого записуються як
формальнi суми x1 + x2 для x1 ∈ g1, x2 ∈ g2 i на якому лiнiйнi операцiї
визначаються покомпонентно:

λ(x1 + x2) + µ(y1 + y2) := (λx1 + µy1) + (λx2 + µy2)

для будь-яких x1, y1 ∈ g1, x2, y2 ∈ g2, λ, µ ∈ F. Таким чином, це теж
векторний простiр над F. З iншого боку, говорять, що векторний про-
стiр g є прямою сумою своїх пiдпросторiв g1 i g2 i пишуть g = g1 ⊕ g2,
якщо кожен елемент g має вигляд x1 + x2 для x1 ∈ g1, x2 ∈ g2 i таке
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розкладення єдине (що еквiвалентно умовi g1 ∩ g2 = {0}). Iнколи цi два
поняття називають ”зовнiшньою” i ”внутрiшньою” прямими сумами вiд-
повiдно, але насправдi вони еквiвалентнi: iснує канонiчний iзоморфiзм
мiж g = g1 ⊕ g2 з другого означення i g1 ⊕ g2 у сенсi першого означення
(який саме?), тому ми не будемо їх розрiзняти.

Означення 11.7. Прямою сумою алгебр Лi g1 i g2 над полем F зве-
ться пряма сума векторних просторiв g1⊕g2 з дужкою Лi, що визначена
умовою

[x1 + x2, y1 + y2] := [x1, y1] + [x2, y2]

для будь-яких x1, y1 ∈ g1, x2, y2 ∈ g2.

Твердження 11.3. Описана у попередньому означеннi операцiя [·, ·] дiй-
сно задає на g1 ⊕ g2 структуру алгебри Лi над F. При цьому g1 i g2
є iдеалами цiєї алгебри Лi. I навпаки, якщо алгебра Лi g є прямою су-
мою своїх iдеалiв g1 i g2 (як векторних пiдпросторiв), то g iзоморфна
прямiй сумi алгебр Лi g1 ⊕ g2.

Доведення. Бiлiнiйнiсть, антикомутативнiсть i тотожнiсть Якобi для
дужки Лi [·, ·] на g1⊕g2 безпосередньо випливають з вiдповiдних власти-
востей дужок Лi g1 i g2. Перевiрте це самостiйно.

Коли ми говоримо про g1 i g2 як про пiдпростори у g1 ⊕ g2, мається
на увазi їх ототожнення з пiдмножинами векторiв вигляду x1 + 0 i 0 +
x2 вiдповiдно, що, зрозумiло, дiйсно є пiдпросторами, iзоморфними цим
алгебрам Лi. Перевiримо, що g1 – iдеал. Для будь-яких x1 + x2 ∈ g1 ⊕ g2
i y1 + 0 ∈ g1 їх дужка Лi за означенням дорiвнює

[x1 + x2, y1 + 0] = [x1, y1] + [x2, 0] = [x1, y1] + 0 ∈ g1,

що й потрiбно. Аналогiчно демонструється, що g2 – iдеал.
З iншого боку, якщо g = g1⊕ g2 – пряма сума iдеалiв, то g1∩ g2 = {0}

i кожен елемент g однозначно представляється у виглядi x1 + x2. Тодi
для будь-яких x1, y1 ∈ g1, x2, y2 ∈ g2

[x1 + x2, y1 + y2] = [x1, y1] + [x1, y2] + [x2, y1] + [x2, y2] = [x1, y1] + [x2, y2],

бо за означенням iдеала [x1, y2] i [x2, y1] повиннi належати як до g1, так
i до g2, тобто вони належать до g1∩g2 = {0}. Тодi канонiчний iзоморфiзм,
що ставить у вiдповiднiсть вектору x1 + x2 ∈ g формальну суму x1 + x2,
й буде потрiбним iзоморфiзмом алгебр Лi.

Це означення очевидним чином узагальнюється на пряму суму будь-
якої скiнченної кiлькостi алгебр Лi. Далi через g1⊕. . .⊕gm позначатимемо
саме таку структуру, якщо не вказане iнше.
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Вправа 11.9. Побудувати канонiчний iзоморфiзм мiж алгеброю Лi пря-
мого добутку груп Лi G1×G2 i прямою сумою g1⊕ g2, де gi – алгебра Лi
групи Лi Gi, i = 1, 2.

У подальшому ми будемо ототожнювати цi алгебри Лi, вважаючи g1⊕
g2 алгеброю Лi G1 × G2. Це теж, звичайно, узагальнюється на довiльну
кiлькiсть множникiв.

Приклад 11.13. Алгебра Лi тора T n = S1 × . . .× S1︸ ︷︷ ︸
n

таким чином iзо-

морфна прямiй сумi R⊕ . . .⊕ R︸ ︷︷ ︸
n

= Rn. Оскiльки всi одновимiрнi алге-

бри Лi абелевi, за означенням ця пряма сума теж абелева. Так само буде
для добуткiв вигляду Tm×Rn−m. Отже, ми отримали той самий резуль-
тат, що у прикладi 11.1.

Вправа 11.10. Показати, що so(4) ' su(2) ⊕ su(2). Один зi способiв це
зробити – дiяти аналогiчно до вправи 11.5, використавши конструкцiю з
вправи 4.11.

Поняття прямої суми дослiвно узагальнюється й на довiльнi алгебри.
Також нагадаємо, що факторпростiр g/h векторного простору g над

полем F за його пiдпростором h ⊂ g – це множина сумiжних класiв
вигляду x+ h = {x+ y | y ∈ h} з лiнiйними операцiями

λ(x+ h) + µ(y + h) := (λx+ µy) + h

для будь-яких x + h, y + h ∈ g/h, λ, µ ∈ F, що коректно визначенi та
перетворюють його також у векторний простiр над F.

Означення 11.8. Факторалгеброю Лi алгебри Лi g за її iдеалом h ⊂ g
зветься факторпростiр g/h з дужкою Лi, що визначена умовою

[x+ h, y + h] := [x, y] + h

для будь-яких x+ h, y + h ∈ g/h.

Твердження 11.4. Описана у попередньому означеннi операцiя [·, ·] дiй-
сно задає на g/h структуру алгебри Лi (над тим же полем, що g).

Доведення. Перевiримо коректнiсть означення [·, ·]. Нехай x + h =
x̃+ h, y + h = ỹ + h, тобто z := x̃− x ∈ h i w := ỹ − y ∈ h. Тодi

[x̃, ỹ]− [x, y] = [x+ z, y + w]− [x, y] = [x,w] + [z, y] + [z, w] ∈ h,
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бо h – iдеал. Отже, [x̃, ỹ]+h = [x, y]+h, що й демонструє коректнiсть. Тодi
властивостi дужки Лi [·, ·] на g/h випливають з властивостей дужки Лi
на g. Покажiть це самостiйно.

Для цiєї конструкцiї суттєво, що h – саме iдеал, як побачили у попере-
дньому доведеннi. У подальшому g/h позначатиме саме таку структуру,
якщо не вказане iнше. Факторизувати групи Лi складнiше, бо треба бу-
дувати гладку структуру на факторгрупi, але ми навчимося це робити
далi у цьому курсi (див. теорему 23.1 i вправу 23.3).

Вправа 11.11. Як узагальнити поняття факторалгебри на довiльнi ал-
гебри? Якi саме iдеали при цьому потрiбно розглядати?

12 Представлення груп та алгебр Лi.
Приєднане представлення

Нехай V – векторний простiр над полем F. Через End(V ) будемо познача-
ти векторний простiр усiх лiнiйних операторiв (лiнiйних ендоморфiзмiв)
V → V з операцiями додавання та множення на скаляри з F, а через
GL(V ) ⊂ End(V ) (або Aut(V )) – пiдмножину невироджених, тобто бiє-
ктивних операторiв (лiнiйних автоморфiзмiв) V → V . Цi об’єкти вже
розглядалися у роздiлi 1, втiм, там йшлося про скiнченновимiрнi просто-
ри. Там же було показано, що GL(V ) з операцiєю композицiї операторiв
утворює групу. Цi мiркування залишаються вiрними й у нескiнченнови-
мiрному випадку. Зокрема, одиницею цiєї групи є тотожний оператор id.
Iнколи GL(V ) називають повною лiнiйною групою V . Як обговорюва-
лося у роздiлi 1, при dimV = n цi простiр та група iзоморфнi Mat(n,F)
i GL(n,F) вiдповiдно, де iзоморфiзми ставлять у вiдповiднiсть оператору
його матрицю в деякому базисi V . Нехай тепер G – деяка група.

Означення 12.1. (Лiнiйним) представленням групи G на векторно-
му просторi V зветься будь-який гомоморфiзм груп ρ : G → GL(V ).
Простiр V при цьому зветься простором цього представлення (або G-
модулем), dimV – його вимiрнiстю, ρ(a) для a ∈ G – його операторами.

Тобто для кожного a ∈ G його образ ρ(a) : V → V є невиродженим лi-
нiйним оператором i ρ(ab) = ρ(a)◦ρ(b) для будь-яких a, b ∈ G. З властиво-
стей гомоморфiзма груп випливає, зокрема, що ρ(e) = id i ρ(a−1) = ρ(a)−1

для усiх a ∈ G (перевiрте це). Представлення є частковим випадком
поняття дiї групи на множинi, до якого ми ще повернемося у зв’язку
з однорiдними просторами (див. роздiл 22, зокрема приклад 22.3).
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Приклад 12.1. Тривiальним представленням довiльної групи G на до-
вiльному векторному просторi V називають постiйний гомоморфiзм на
тотожний оператор V : ρ : a 7→ id для кожного a ∈ G.

Приклад 12.2. Тавтологiчним представленням будь-якої пiдгрупиG ⊂
GL(V ) на V називають гомоморфiзм включення: ρ : a 7→ a для кожного
a ∈ G. Крiм тривiальних випадкiв G = {id} i G = GL(V ), приклада-
ми тавтологiчно представлених пiдгруп можуть бути пiдгрупа лiнiйних
iзометрiй O(V, 〈·, ·〉) ⊂ GL(V ) або пiдгрупа лiнiйних iзометрiй, що збе-
рiгають орiєнтацiю, SO(V, 〈·, ·〉) ⊂ O(V, 〈·, ·〉) у випадку, коли на просто-
рi V над R задана евклiдова метрика 〈·, ·〉. Тавтологiчне представлення
є, зокрема, iн’єктивним гомоморфiзмом (мономорфiзмом).

Означення 12.2. Представлення групи називають точним, якщо воно
iн’єктивне.

Точне представлення є, зокрема, iзоморфiзмом на свiй образ ρ(G) ⊂
GL(V ) (у випадку тавтологiчного представлення цей образ збiгається
з G). Загальна теорiя представлень груп – важливий роздiл алгебри та
її застосувань. Див., наприклад, [18] або [48, с. 478-536], де можна зна-
йти, зокрема, ще одне доведення теореми 10.1 Фробенiуса про алгебри
з дiленням. Але нас цiкавлять групи Лi.

Якщо V – векторний простiр над R скiнченної вимiрностi n, то, як
уже зазначалося, GL(V ) iзоморфна GL(n,R), що є групою Лi. Тодi за до-
помогою цього iзоморфiзма структуру групи Лi можна перенести й на
GL(V ), перетворивши його на iзоморфiзм груп Лi, як у прикладi 2.9
з iррацiональним обмотуванням тора. Втiм, цей метод не дуже добрий,
бо вказаний iзоморфiзм неканонiчний (залежить вiд вибору базиса V ).
Краще встановити iснування структури групи Лi на GL(V ) аналогiчно
до мiркувань про GL(n,R) у роздiлi 1. Введемо на n2-вимiрному вектор-
ному просторi End(V ) над R стандартнi (евклiдовi) топологiю та гладку
структуру. Нагадаємо, що детермiнант визначений i для операторiв, при-
чому бiєктивним операторам вiдповiдають в точностi ненульовi детермi-
нанти, а функцiя det : End(V ) → R, що ставить у вiдповiднiсть кожному
оператору його визначник, є гладкою (зокрема неперервною). Тодi пiд-
множина GL(V ) = det−1(R\{0}) вiдкрита, а отже є гладким n2-вимiрним
многовидом. Вводячи локальнi координати (наприклад, за допомогою
базиса V ), встановлюємо, як у роздiлi 1, що вiдображення добутку (тоб-
то композицiї) µ : GL(V )×GL(V ) → GL(V ) i взяття оберненого оператора
ι : GL(V ) → GL(V ) є гладкими. Тому це дiйсно група Лi.

Вправа 12.1. Перевiрити, що два описаних тут пiдходи дають одну й ту
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ж гладку структуру на GL(V ) (зокрема, гладка структура, що побудо-
вана в першому з них, насправдi не залежить вiд вибору базиса V ).

Наслiдок 12.1. Якщо V – скiнченновимiрний векторний простiр над R,
то GL(V ) є групою Лi. Вона iзоморфна як група Лi матричнiй групi
GL(n,R), де n = dimV .

Вправа 12.2. Чи вiрне аналогiчне твердження для простору над C?

Означення 12.3. Представленням групи Лi G на скiнченновимiрному
векторному просторi V над R зветься будь-який гомоморфiзм груп Лi
ρ : G→ GL(V ).

Тобто представлення ρ групи Лi G – це її представлення як групи з
додатковою умовою гладкостi ρ.

Приклад 12.3. Тривiальне представлення довiльної групи Лi на довiль-
ному скiнченновимiрному векторному просторi над R є представленням
групи Лi, бо постiйнi вiдображення гладкi.

Приклад 12.4. Тавтологiчне представлення будь-якої пiдгрупи Лi G ⊂
GL(V ) є представленням групи Лi, бо це гомоморфiзм включення G →
GL(V ), що за означенням пiдгрупи Лi є зануренням, зокрема гладким.

Вправа 12.3. Показати, що O(V, 〈·, ·〉) i SO(V, 〈·, ·〉) є пiдгрупами Лi
GL(V ) у випадку (скiнченновимiрного) евклiдового (V, 〈·, ·〉). Показати,
що O(V, 〈·, ·〉) iзоморфна O(n) як група Лi, де n = dimV . Обрати цей
iзоморфiзм так, що SO(V, 〈·, ·〉) переходить у SO(n).

Попередня вправа демонструє, зокрема, що O(V, 〈·, ·〉) складається
з двох дифеоморфних зв’язних компонент, i що її компонента одиницi
O(V, 〈·, ·〉)0 = SO(V, 〈·, ·〉) в силу твердження 4.1 i того, що iзоморфiзм
груп Лi є дифеоморфiзмом.

Приклад 12.5. Вiдображення ρ, що побудоване у прикладi 4.9, є пред-
ставленням групи Лi S3 ∼= SU(2) на тривимiрному просторi =H. Це де-
монструється аналогiчно до наслiдку 4.5. Хоча у формулюваннi цього
наслiдку йдеться про вiдображення у групу матриць, з тих же мiрку-
вань випливає, що й вiдображення ρ : S3 → GL(=H) (а точнiше ρ : S3 →
SO(=H, 〈·, ·〉), див. попередню вправу) є гомоморфiзмом груп Лi.

Означення 12.4. Представлення групи Лi називають точним, якщо
воно є iзоморфiзмом груп Лi на свiй образ.
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Таким чином, щоб для представлення ρ : G → GL(V ) групи Лi G
на просторi V виконувалась умова цього означення, образ ρ(G) пови-
нен бути групою Лi (у наступному роздiлi ми покажемо, що це завжди
так, бо образ будь-якого гомоморфiзма груп Лi є пiдгрупою Лi областi
значень), а ρ : G → ρ(G) – дифеоморфiзмом (зокрема, ρ повинне бути
iн’єкцiєю). Це еквiвалентно тому, що ρ – iн’єктивне занурення (перевiрте
це). Тому, наприклад, тавтологiчнi представлення пiдгруп Лi G ⊂ GL(V )
є точними. З iншого боку, представлення з прикладу 12.5 неточне, бо не
є iн’єктивним (див. пункт 2. вправи 4.7).

Нехай тепер G – деяка група Лi, g = TeG – її алгебра Лi. В силу
твердження 3.1 внутрiшнiй автоморфiзм Ca : G → G : b 7→ aba−1 для
довiльного a ∈ G є iзоморфiзмом груп Лi, зокрема дифеоморфiзмом,
i Cae = e. Тому його диференцiал в одиницi deCa : g → g є невиродженим
оператором: deCa ∈ GL(g).

Твердження 12.1. Вiдображення

Ad : G→ GL(g) : a 7→ Ada := deCa

є представленням групи Лi G на її алгебрi Лi g = TeG.

Доведення. Перш за все зауважимо, що для будь-яких a, b, d ∈ G

Ca(Cb d) = a(bdb−1)a−1 = (ab)d(ab)−1 = Cab d,

отже Ca ◦ Cb = Cab. Звiдси за ланцюговим правилом маємо

Adab = deCab = de(Ca ◦ Cb) = deCa ◦ deCb = Ada ◦ Adb

для усiх a, b ∈ G, тобто Ad є гомоморфiзмом груп.
З гладкостi вiдображень добутку µ i взяття оберненого ι випливає,

що й вiдображення G × G → G : (a, b) 7→ aba−1 = Cab є гладким, тобто
локальнi координати Cab гладко залежать вiд координат a i b (для будь-
якого вибору локальних координат). Тому компоненти матрицi Якобi Ca
в одиницi e у вiдповiдному базисi, що є частковими похiдними коорди-
натних функцiй Cab за координатами b, теж гладко залежать вiд коор-
динат a. Вони, у свою чергу, є локальними координатами Ada = deCa
у GL(g) (чому?). Таким чином, Ad гладке й тому дiйсно є представлен-
ням групи Лi.

Означення 12.5. Представлення Ad зветься приєднаним представлен-
ням групи Лi G.
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Приклад 12.6. Для матричної групи Лi G ⊂ GL(n,R) (або GL(n,C))
вираз CAB = ABA−1 для кожної A ∈ G є лiнiйним за компонентами
B ∈ G, тому аналогiчно до прикладу 6.1 отримуємо, що диференцiал CA
в одиницi має такий же вигляд: AdAx = dICA(x) = AxA−1 для будь-яких
A ∈ G i x ∈ g.

Повернемося тепер до випадку довiльного векторного простору V над
полем F i до простору End(V ) лiнiйних операторiв V → V . Операцiя
композицiї операторiв ◦ : End(V )×End(V ) → End(V ) є бiлiнiйною (пере-
вiрте) i асоцiативною. Таким чином, End(V ) з цiєю операцiєю є асоцiа-
тивною алгеброю з одиницею id над F. У випадку скiнченної вимiрностi
dimV = n вона iзоморфна алгебрi матриць Mat(n,F) з прикладу 10.4.
Вiдповiднiсть знову ж задається записуванням матрицi оператора у яко-
мусь базисi i є iзоморфiзмом, бо композицiї операторiв вiдповiдає добу-
ток матриць. Алгебру Лi, що асоцiйована з End(V ) (див. приклад 11.2
i означення 11.6), будемо позначати через gl(V ). Таким чином, gl(V ) – це
End(V ) з операцiєю операторного комутатора [x, y] = x ◦ y − y ◦ x, i це
алгебра Лi над F. При dimV = n вона iзоморфна gl(n,F) (що, нагадаємо,
є алгеброю Лi, асоцiйованою з Mat(n,F)).

Означення 12.6. Представленням алгебри Лi g над полем F на ве-
кторному просторi V над F зветься будь-який гомоморфiзм алгебр Лi
ρ : g → gl(V ). Простiр V при цьому зветься простором цього представ-
лення (або g-модулем), dimV – його вимiрнiстю, ρ(x) для x ∈ g – його
операторами. Iн’єктивне представлення алгебри Лi зветься точним.

Таким чином, ρ ставить у вiдповiднiсть x ∈ g лiнiйний оператор
ρ(x) : V → V (вже не обов’язково невироджений) лiнiйним чином, тобто
вираз ρ(x)(v) лiнiйно залежить вiд обох своїх аргументiв:

ρ(λx+ µy)(v) = λρ(x)(v) + µρ(y)(v), ρ(x)(λv+ µw) = λρ(x)(v) + µρ(x)(w)

для будь-яких x, y ∈ g, v, w ∈ V , λ, µ ∈ F. Крiм того, ρ зберiгає дужку Лi:

ρ([x, y]) = ρ(x) ◦ ρ(y)− ρ(y) ◦ ρ(x),

тобто
ρ([x, y])(v) = ρ(x)(ρ(y)(v))− ρ(y)(ρ(x)(v)) (12.1)

для будь-яких x, y ∈ g, v ∈ V . При цьому точне представлення алгебри Лi
є iзоморфiзмом алгебр Лi на свiй образ ρ(g) ⊂ gl(V ) (чому?).

Приклад 12.7. Тривiальним представленням довiльної алгебри Лi g на
довiльному векторному просторi V над тим же полем називають нульове
вiдображення: ρ(x)(v) = 0 для будь-яких x ∈ g, v ∈ V . Воно очевидним
чином задовольняє наведеним вище умовам.
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Приклад 12.8. Тавтологiчним представленням деякої пiдалгебри Лi
g ⊂ gl(V ) на V називають вiдображення включення: ρ : x 7→ x для ко-
жного x ∈ g. Те, що це гомоморфiзм алгебр Лi, випливає з того, що g –
пiдалгебра Лi (перевiрте це). Зокрема, всi такi представлення є точними.

Як i представлення груп, представлення довiльних алгебр Лi є само-
стiйним предметом вивчення, див. [18] та [22, с. 134-177]. Окремий iнтерес
становлять нескiнченновимiрнi представлення. А ми знову повернемося
до теорiї Лi.

Якщо простiр V над полем R має скiнченну вимiрнiсть dimV = n,
то, як зазначалося вище, gl(V ) ' gl(n,R), що є алгеброю Лi групи Лi
GL(n,R). З iншого боку, оскiльки група Лi GL(V ) є вiдкритою пiдмно-
жиною простору End(V ), ї ї дотичнi простори ототожнюються з End(V ).
Бiльш того, дотичнi простори пiдгруп Лi GL(V ) можна ототожнювати
з пiдпросторами End(V ) так само, як це робилося у роздiлi 5 для матри-
чних груп. Зокрема, TidGL(V ) = End(V ). Повторюючи мiркування для
матричних груп з прикладiв 6.1, 7.1 i 8.1, отримаємо наступне.

Вправа 12.4. Показати, що експоненцiйне вiдображення групи Лi GL(V )
являє собою операторну експоненту:

exp x = ex :=
∞∑
i=0

1

i!
xi

для будь-якого x ∈ End(V ), де x0 := id i xn := x ◦ . . . ◦ x︸ ︷︷ ︸
n

для нату-

ральних n (пор. з формулою (5.2); див. дослiдження властивостей таких
експонент у [1, с. 160-184] або у [33, с. 74-76]). Вивести з цього, що дуж-
кою Лi GL(V ) є операторний комутатор: [x, y] = x ◦ y − y ◦ x для усiх
x, y ∈ End(V ).

Наслiдок 12.2. Алгеброю Лi групи Лi GL(V ) є gl(V ).

Вправа 12.5. Перевiрити, що аналогiчнi твердження вiрнi й для будь-
якої пiдгрупи Лi G ⊂ GL(V ). Чи вiрнi вiдповiднi твердження для про-
стору над C?

Вправа 12.6. Описати алгебри Лi груп Лi O(V, 〈·, ·〉) i SO(V, 〈·, ·〉) з впра-
ви 12.3 (використати операторний аналог формули (5.1)).

Твердження 12.2. Для будь-якого представлення ρ : G → GL(V ) гру-
пи Лi G його диференцiал в одиницi deρ : g → gl(V ) є представленням її
алгебри Лi g = TeG на тому ж просторi V , точним, якщо ρ точне.
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Доведення. Це випливає з попереднього наслiдку та наслiдку 11.2:
диференцiал у одиницi представлення G, тобто гомоморфiзма груп Лi
G → GL(V ) повинен бути гомоморфiзмом алгебр Лi g → gl(V ), тоб-
то представленням g. Якщо ρ точне, то, як зазначалося пiсля означен-
ня 12.4, воно є зануренням, а тому його диференцiал у одиницi – лiнiйна
iн’єкцiя, тобто точне представлення g.

Приклад 12.9. Оскiльки тривiальне представлення групи Лi є постiй-
ним вiдображенням, його диференцiал в одиницi нульовий, тобто є три-
вiальним представленням алгебри Лi цiєї групи Лi на тому ж просторi.

Приклад 12.10. Диференцiалом у одиницi тавтологiчного представле-
ння будь-якої пiдгрупи Лi G ⊂ GL(V ), тобто гомоморфiзма включення
G → GL(V ), є гомоморфiзм включення g → gl(V ), якщо ототожнити
g = TidG з пiдпростором End(V ) = gl(V ) = TidGL(V ) як для матричних
груп Лi у роздiлi 5 (перевiрте це; див. також мiркування на початку
наступного роздiлу). Таким чином, цей дифеоморфiзм є тавтологiчним
представленням g. Зокрема, цi представлення точнi.

При цьому диференцiал неточного представлення може бути точним,
як демонструє наступна вправа.

Вправа 12.7. Яке представлення алгебри Лi є диференцiалом у одини-
цi представлення ρ з прикладу 12.5? Перевiрити, що воно точне. Пор.
з вправою 11.5.

Означення 12.7. Приєднаним представленням алгебри Лi g = TeG гру-
пи Лi G зветься диференцiал в одиницi приєднаного представлення G:
ad := deAd : g → gl(g).

Таким чином, це представлення g на собi. Далi будемо позначати
adx := ad(x) = deAd(x) ∈ gl(g).

Твердження 12.3. Приєднане представлення алгебри Лi g = TeG гру-
пи Лi G пов’язане з її дужкою Лi наступним чином:

adxy = [x, y]

для будь-яких x, y ∈ g.

Доведення. Застосуємо до гомоморфiзма груп Лi Ad : G → GL(g) i
його диференцiала в одиницi ad : g → gl(g) твердження 7.3:

Ad ◦ expG = expGL(g) ◦ ad.
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Тут використали позначення для експоненцiйних вiдображень як у фор-
мулюваннi твердження 7.3, а далi позначатимемо exp = expG. Iншими
словами, дiаграма

g
ad−−−→ gl(g)

exp

y yexpGL(g)

G
Ad−−−→ GL(g)

є комутативною. Вiдображення expGL(g) задається операторною експо-
нентою в силу вправи 12.4. Тобто для будь-яких x, y ∈ g маємо

eadxy = Adexpxy = deCexpx(y) = (Cexpx exp ty)
′
t(0) =

=
(
exp x exp ty(exp x)−1

)′
t
(0) = (exp x exp ty exp−x)′t(0)

за описом диференцiала у термiнах дотичних векторiв кривих, бо в силу
твердження 7.1 iнтегральна траєкторiя γy : t 7→ exp ty проходить при t =
0 через e у напрямку y. Далi вважаємо, що x знаходиться у достатньо
малому вiдкритому околi нуля в g i параметр t достатньо малий для
того, щоб цi вирази задовольняли умови застосування формули (8.1).
Застосуємо її послiдовно двiчi:

eadxy =

(
exp

(
x+ ty +

1

2
[x, ty] + R3(x, ty)

)
exp−x

)′

t

(0) =

=

(
exp

(
x+ ty +

t

2
[x, y]− x+

1

2
[x+ ty,−x] +H(x, y, t)

))′

t

(0) =

= (exp (ty + t[x, y] +H(x, y, t)))′t (0),

де сума порядкiв залишкового члена H(x, y, t) за координатами x при
x → 0 i за t при t → 0 не менша за 3 (також використали тут анти-
комутативнiсть дужки Лi). При цьому H(x, y, 0) = 0, оскiльки, як було
встановлено у роздiлi 8, R3(x, 0) = 0, тому вираз пiд експонентою пере-
водить 0 у 0:

eadxy = d0 exp (y + [x, y] +H ′
t(x, y, 0)) = y + [x, y] +H ′

t(x, y, 0),

причому H ′
t(x, y, 0) має за координатами x порядок ⩾ 2. З iншого боку,

ця операторна експонента має вигляд

eadxy = y + adxy +
1

2
(adx)

2y + . . . ,

де трикрапка позначає суму членiв порядку ⩾ 3 за координатами x.
Порiвняємо члени першого порядку за цими координатами: adxy = [x, y].
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Це виконується для усiх y ∈ g i x з деякого вiдкритого околу нуля в g, а
отже й для будь-яких x, y ∈ g в силу бiлiнiйностi обох частин цiєї рiвностi
(зокрема, (x, y) 7→ adxy є бiлiнiйним, бо ad – представлення алгебри Лi).

В силу цього твердження приєднане представлення алгебри Лi можна
iнтерпретувати як ще один спосiб обчислення дужки Лi крiм тих, що
були описанi у роздiлах 8 та 9 (бо у його конструкцiї сама дужка Лi нiде
не використовується).

Вправа 12.8. Вивести формулу для дужки Лi матричної групи Лi G ⊂
GL(n,R) (або GL(n,C)) з прикладу 8.1, тобто те, що вона є матричним
комутатором, безпосередньо з опису приєднаного представлення такої
групи у прикладi 12.6.

Помiтимо також, що в силу твердження 12.3 умова (12.1) гомомор-
фностi представлення алгебри Лi у випадку приєднаного представлення
ad набуває вигляду

[[x, y], z] = ad[x,y]z = adxadyz − adyadxz = [x, [y, z]]− [y, [x, z]]

для будь-яких x, y, z ∈ g, що з урахуванням антикомутативностi дуж-
ки Лi є просто тотожнiстю Якобi

[[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] = 0.

Таким чином, ми отримали ще один спосiб доведення наслiдку 9.2. Бiльш
того, це спостереження можна використати для того, щоб узагальнити
приєднане представлення на довiльнi алгебри Лi.

Означення 12.8. Приєднаним представленням алгебри Лi g над по-
лем F зветься вiдображення ad : g → gl(g), що визначене умовою adxy :=
[x, y] для будь-яких x, y ∈ g.

В силу бiлiнiйностi дужки Лi, тотожностi Якобi та попереднього за-
уваження усi умови означення 12.6 виконанi, тобто це дiйсно представ-
лення g на собi, що узагальнює приєднане представлення алгебри Лi
групи Лi за твердженням 12.3. Воно, зокрема, грає ключову роль у по-
будовi структурної теорiї дiйсних та комплексних алгебр Лi, див [18], [19]
або [22], а також посилання наприкiнцi роздiлу 20.

13 Зв’язок мiж пiдгрупами Лi
та пiдалгебрами Лi

У цьому та наступних двох роздiлах ми будемо розглядати основнi ре-
зультати теорiї Лi, що пов’язують структури на групах Лi та їхнiх алге-
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брах Лi. Зокрема, у даному роздiлi зiбранi факти, що стосуються пiдгруп
та пiдалгебр Лi.

Нехай G – група Лi, а H ⊂ G – її пiдгрупа Лi. За означенням, то-
дi H – група Лi, пiдгрупа та пiдмноговид у G, зокрема, вiдображення
включення i : H → G : a 7→ a є зануренням. Тому для будь-якого a ∈ H
його диференцiал dai : TaH → dai(TaH) ⊂ TaG є лiнiйним iзоморфiзмом
на свiй образ. Далi будемо за допомогою цього iзоморфiзма ототожню-
вати TaH з dai(TaH) i вважати таким чином, що TaH ⊂ TaG. Крiм того,
зауважимо, що для будь-якого гладкого вiдображення F : G→ G такого,
що F (H) ⊂ H, його обмеження F |H є гладким вiдображенням H → H,
а диференцiали цього обмеження збiгаються з обмеженнями диферен-
цiалiв F : da(F |H) = (daF )|TaH для будь-якого a ∈ H (перевiрте це, ви-
користавши опис диференцiалiв через дiю на дотичнi вектори кривих;
ми вже використовували цей факт у мiркуваннях прикладу 6.1). Зокре-
ма, оскiльки H є пiдгрупою, це так для лiвого зсуву: La(H) ⊂ H для
будь-якого a ∈ H. При цьому La|H : H → H є вiдображенням лiвого зсу-
ву H, а отже дифеоморфiзмом H на себе в силу твердження 3.1. Тому
dbLa : TbH → TabH є лiнiйним iзоморфiзмом для усiх a, b ∈ H. Зокрема,
TaH = deLa(TeH) для будь-якого a ∈ H.

Твердження 13.1. Нехай G – група Лi, H ⊂ G – її пiдгрупа Лi, h :=
TeH ⊂ TeG = g – дотичний пiдпростiр H у одиницi, exp: g → G –
експоненцiйне вiдображення G. Тодi

1. exp tx ∈ H для будь-яких x ∈ h, t ∈ R;

2. h є пiдалгеброю Лi в алгебрi Лi g групи G;

3. якщо H – нормальна пiдгрупа G, то h – iдеал g.

Доведення.

1. Для кожного x ∈ h в силу твердження 7.1 крива t 7→ exp tx є iнте-
гральною траєкторiєю лiвоiнварiантного поля Xx на G, що прохо-
дить через e при t = 0. З iншого боку, обмеження Xx|H є лiвоiнва-
рiантним полем на групi Лi H, що вiдповiдає вектору x ∈ h = TeH:

Xx(a) = deLa(x) = (deLa)|h(x) = de(La|H)(x) ∈ deLa(h) = TaH

для кожного a ∈ H в силу мiркувань вище. Нехай γx – iнтегральна
траєкторiя цього поля в групi Лi H така, що γx(0) = e. Тодi во-
на ж (точнiше, композицiя i ◦ γx) буде й iнтегральною траєкторiєю
поля Xx у G:

(i ◦ γx)′(t) = dγx(t)i(γ
′
x(t)) = dγx(t)i(Xx|H(γx(t))) =
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= Xx(γx(t)) = Xx(i ◦ γx(t))

для кожного t ∈ R в силу зроблених на початку цього роздiлу ото-
тожнень дотичних пiдпросторiв. Тодi γx(t) = exp tx в силу єдиностi
iнтегральних траєкторiй у G, а отже exp tx ∈ H для усiх t.

2. Для будь-яких x, y ∈ g згiдно з наслiдком 9.1 (переформульованим
у термiнах експоненцiйного вiдображення) [x, y] = γ′(+0), де

γ(t) := exp
√
tx exp

√
ty exp−

√
tx exp−

√
ty

для t ∈ R+. При цьому для усiх x, y ∈ h i t ⩾ 0 усi множники
у формулi для γ(t) належать до H в силу попереднього пункту.
Тодi й γ(t) ∈ H для будь-якого t ⩾ 0, бо H – пiдгрупа, а отже
[x, y] = γ′(+0) ∈ Tγ(0)H = TeH = h, що й потрiбно було показати.

3. Аналогiчним чином, якщо пiдгрупа H є нормальною, то в силу
пункту 1. та означення нормальної пiдгрупи результат спряження

exp
√
tx exp

√
ty exp−

√
tx = Cexp

√
tx exp

√
ty ∈ H

для будь-яких x ∈ g, y ∈ h i t ∈ R+. Тому знову ж γ(t) ∈ H для
усiх t ⩾ 0 (бо exp−

√
ty ∈ H, а H – пiдгрупа), отже [x, y] ∈ h. Таким

чином, пiдпростiр h дiйсно є iдеалом g.

З пункту 1. маємо, що exp(h) ⊂ H. Крiм того, з його доведення випли-
ває, що для кожного x ∈ h вiдповiдне йому лiвоiнварiантне поле на H
та його iнтегральна траєкторiя γx є обмеженням на H поля Xx на G
та iнтегральною траєкторiєю Xx вiдповiдно. Тому для експоненцiйного
вiдображення групи Лi H за означенням маємо expH x = γx(1) = exp x.
Таким чином, expH = exp |h.

Наслiдок 13.1. Будь-яке лiвоiнварiантне векторне поле на пiдгрупi Лi
H ⊂ G є обмеженням на H лiвоiнварiантного векторного поля на гру-
пi Лi G з тим же значенням у e. Експоненцiйне вiдображення H є обме-
женням на h = TeH ⊂ g експоненцiйного вiдображення G.

Твердження пункту 2. також можна вивести наступним способом.
Оскiльки H є групою Лi, на h = TeH задана її дужка Лi [·, ·]∗ : h ×
h → h. Нехай, як i ранiше, [·, ·] : g × g → g – дужка Лi G. Оскiльки
H ⊂ G – пiдгрупа Лi, включення i : H → G є гомоморфiзмом груп Лi
(бо це гомоморфiзм груп i занурення), тому dei : h → g – гомоморфiзм
алгебр Лi за наслiдком 11.2. Таким чином, з урахуванням зроблених
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на початку роздiлу ототожнень маємо [x, y] = dei([x, y]
∗) = [x, y]∗ ∈ h

для усiх x, y ∈ h. Це й означає, що h – пiдалгебра Лi g. Крiм того, ми
таким чином показали, що [·, ·]∗ є обмеженням [·, ·] на h× h.

Наслiдок 13.2. Алгеброю Лi пiдгрупи Лi H ⊂ G є пiдпростiр h = TeH ⊂
g з обмеженням [·, ·]|h×h дужки Лi групи Лi G.

Приклад 13.1. Для матричної групи Лi G ⊂ GL(n,R) (або GL(n,C))
в силу попереднього наслiдку дужкою Лi є обмеження на g = TIG ⊂
gl(n,R) (вiдповiдно, gl(n,C)) дужки Лi GL(n,R) (GL(n,C)), тобто матри-
чного комутатора, що пояснює, чому саме цей комутатор не виводить за
межi g. Втiм, ми вже перевiрили це безпосередньо для усiх матричних
груп Лi в прикладi 8.1. Аналогiчним чином, дужкою Лi будь-якої пiд-
групи Лi G ⊂ GL(V ), де V – скiнченновимiрний простiр над R (або C),
є операторний комутатор в силу вправи 12.4 i попереднього наслiдку.

Щоб навчитися здiйснювати обернену операцiю, тобто будувати пiд-
групи Лi за пiдалгебрами Лi, нам знадобиться коротке знайомство з те-
хнiкою iнтегрування розподiлiв, що є багатовимiрним аналогом iнтегру-
вання векторних полiв. Детальнiше про це див., наприклад, [42, с. 247-
254] або [50, с. 56-65].

Означення 13.1. Нехай M – гладкий многовид, m ⩽ dimM – на-
туральне число. Тодi m-вимiрним розподiлом на M зветься будь-яке
вiдображення D, що cтавить у вiдповiднiсть кожнiй точцi p ∈ M m-
вимiрний векторний пiдпростiр D(p) ⊂ TpM . Розподiл D на M зветься
гладким, якщо для будь-якої p ∈ M iснує вiдкрита U 3 p та гладкi ве-
кторнi поля X1, . . . , Xm на U такi, що для кожної q ∈ U набiр векторiв
{X1(q), . . . , Xm(q)} є базисом D(q) (у цьому випадку {X1, . . . , Xm} нази-
вають локальним базисом розподiлу D на U).

Розподiл D є вiдображенням у грассманове розшарування GmTM :=⋃
p∈M

GmTpM , де GmTpM позначає множину (грассманiан) m-вимiрних ве-

кторних пiдпросторiв у TpM . Виявляється (ми ще повернемося до цьо-
го питання у даному курсi, див. приклади 22.10 i 23.1), що грассманi-
ани GmTpM є (попарно дифеоморфними) гладкими многовидами. Тодi
й на GmTM вводиться структура гладкого многовида способом, що ана-
логiчний до її побудови на дотичному розшаруваннi TM . При цьому
можна показати, що гладкiсть D як вiдображення гладких многовидiв
M → GmTM еквiвалентна гладкостi з попереднього означення.

Теорема 13.1 (Фробенiус). Нехай D – m-вимiрний гладкий розподiл на
гладкому многовидi M . Тодi наступнi двi властивостi D еквiвалентнi.
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- Для будь-яких гладких векторних полiв X i Y на M якщо X(p) ∈
D(p) i Y (p) ∈ D(p) для кожної p ∈ M , то [X,Y ](p) ∈ D(p) для
кожної p ∈M .

- Для будь-якої p ∈ M iснує єдиний зв’язний m-вимiрний гладкий
пiдмноговид N ⊂ M такий, що p ∈ N , TqN = D(q) для кожної
q ∈ N (тобто N дотикається до D) i виконується умова ма-
ксимальностi: якщо L ⊂ M – зв’язний пiдмноговид M , p ∈ L
i TqL ⊂ D(q) для кожної q ∈ L, то L ⊂ N як пiдмноговид.

Доведення. Див. [42, 249-254] або [50, с. 57-60, 63-65].

Умови на векторнi поля з першої властивостi будемо далi коротко
записувати X ∈ D, Y ∈ D, [X,Y ] ∈ D вiдповiдно. Єдинiсть N випливає
з максимальностi: в силу цiєї умови будь-якi два такi пiдмноговиди по-
виннi занурюватися один в одний, тобто це одна й та сама множина з тiєю
самою гладкою структурою. У локальних координатах теорема Фробенi-
уса перетворюється на умову сумiсностi деякої системи диференцiальних
рiвнянь у частинних похiдних, як показано у [50, с. 60-61].

Вправа 13.1. Показати, що для виконання першої властивостi у фор-
мулюваннi теореми 13.1 необхiдно й достатньо, щоб вона була справедли-
вою для елементiв деякого локального базиса {X1, . . . , Xm} розподiлу D
на деякому вiдкритому околi U кожної точки M , тобто щоб iснували
функцiї {fkij}mi,j,k=1 ⊂ C∞(U) такi, що для будь-яких i, j = 1,m

[Xi, Xj] =
m∑
k=1

fkijXk ∈ D

на U . Розв’язок можна знайти у доведеннi теореми 13.2 нижче.

Означення 13.2. Якщо гладкий розподiл D задовольняє умовам теоре-
ми 13.1, вiн зветься iнтегровним. Пiдмноговид N ⊂M з формулювання
цiєї теореми називають максимальним iнтегральним пiдмноговидом D,
а сукупнiсть усiх таких пiдмноговидiв – iнтегральним шаруванням D.

Приклад 13.2. Усi одновимiрнi гладкi розподiли iнтегровнi. Дiйсно, для
будь-якого такого розподiла D i гладких полiв X,Y ∈ D в силу однови-
мiрностi в околi кожної точки M виконана умова Y = fX або X = fY
для деякої локально визначеної гладкої функцiї f . В першому з цих ви-
падкiв за властивостями дужки Лi векторних полiв маємо

[X,Y ] = [X, fX ] = f [X,X ] +X(f)X = X(f)X ∈ D,
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деX(f) позначає похiдну f за напрямком поляX, i аналогiчно в другому.
Тому за теоремою 13.1 цей розподiл iнтегровний. Задачу його iнтегрува-
ння можна звести до iнтегрування векторного поля, принаймнi локально
(як саме?).

Приклад 13.3. Нехай M = Rn \ {0}, усi дотичнi простори якого, як
зазвичай, ототожнюємо з Rn. Визначимо (n − 1)-вимiрний розподiл (гi-
перрозподiл) D на M умовою D(x1, . . . , xn) := (x1, . . . , xn)⊥ для кожної
(x1, . . . , xn) ∈ Rn \ {0}, тобто це гiперплощина, що ортогональна радiусу-
вектору точки (x1, . . . , xn). Тодi гiперсфери Sn−1

r = {x ∈ Rn | |x| = r}
з центрами в 0 усiх радiусiв r > 0, очевидно, задовольняють означен-
ню максимальних iнтегральних пiдмноговидiв (гiперповерхонь) D, тобто
розподiл iнтегровний.

Перевiримо гладкiсть розподiлу i першу властивiсть у формулюваннi
теореми 13.1 для D при n = 3. Далi позначатимемо координати на R3

через (x, y, z). На вiдкритiй пiдмножинi U := {(x, y, z) | y 6= 0} ⊂ R3 \ {0}
гладкi векторнi поля X := −y ∂

∂x
+ x ∂

∂y
i Y := −z ∂

∂y
+ y ∂

∂z
утворюють

локальний базис D. Їхня дужка Лi дорiвнює [X,Y ] = −z ∂
∂x

+ x ∂
∂z

∈ D.
Також помiтимо, що [X,Y ] = z

y
X + x

y
Y на U , тобто ми отримали розкла-

дення як в умовi вправи 13.1.
Вiдкритi пiдмножини {(x, y, z) | x 6= 0} i {(x, y, z) | z 6= 0} утворю-

ють разом з U вiдкрите покриття R3 \ {0}. Тому, побудувавши на них
локальнi базиси аналогiчно до U i пiдрахувавши дужки Лi їх елементiв,
ми пересвiдчимося в силу вправи 13.1 у виконаннi умов теореми 13.1 (та-
кож саме iснування таких базисiв демонструє гладкiсть розподiлу згiдно
з означенням 13.1). Зробiть це. Цi мiркування переносяться (як саме?)
й на довiльну вимiрнiсть.

Приклад 13.4. На M = R3 розглянемо т.зв. стандартну контактну
структуру – двовимiрний розподiл D, що задається умовою D(x, y, z) :=
span {X(x, y, z), Y (x, y, z)} для кожної (x, y, z) ∈ R3, де X := ∂

∂x
та Y :=

∂
∂y
+x ∂

∂z
. Iншими словами, гладкi векторнi поля X та Y утворюють за по-

будовою глобальний базис D. Зокрема, цей розподiл гладкий. Оскiльки
[X,Y ] = ∂

∂z
/∈ D, D не задовольняє умову теореми 13.1, а отже неiнте-

гровний. Бiльш того, це приклад цiлком неiнтегровного розподiлу: зна-
чення полiв X,Y i [X,Y ] у кожнiй точцi M утворюють базис дотичного
простору M у цiй точцi.

Тепер ми маємо можливiсть сформулювати та довести основну тео-
рему цього роздiлу.

Теорема 13.2 (Iснування та єдинiсть пiдгруп Лi). Нехай G – група Лi.
Для кожної пiдалгебри Лi h ⊂ g = TeG алгебри Лi G iснує єдина зв’язна
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пiдгрупа Лi H ⊂ G така, що TeH = h. Якщо до того ж h – iдеал, а G
зв’язна, то H нормальна.

При цьому h з обмеженням дужки Лi G буде алгеброю Лi H згiдно з
наслiдком 13.2.

Доведення. Щоб довести iснування H, побудуємо на G розподiл

Dh : a ∈ G 7→ deLa(h) ⊂ TaG.

Оскiльки, як зазначалося на початку роздiлу, deLa : h → Dh(a) є лiнiй-
ними iзоморфiзмами для усiх a ∈ G, це дiйсно m-вимiрний розподiл, де
m := dim h. Нехай {e1, . . . , em} – якийсь базис h. Тодi для кожної a ∈ G
вектори {Xe1(a) = deLa(e1), . . . , Xem(a) = deLa(em)} є базисом Dh(a) та-
кож в силу лiнiйної iзоморфностi deLa (пор. з мiркуваннями перед на-
слiдком 6.2). Це означає, що гладкi поля {Xe1 , . . . , Xem} утворюють гло-
бальний базис Dh на G. Тому цей розподiл гладкий. Перевiримо умову
iнтегровностi з теореми 13.1 Фробенiуса. Оскiльки {Xe1 , . . . , Xem} – гло-

бальний базис Dh, будь-якi поля X,Y ∈ Dh мають вигляд X =
m∑
i=1

f iXei ,

Y =
m∑
i=1

giXei для деяких гладких функцiй f 1, . . . , fm, g1, . . . , gm ∈ C∞(G).

Тодi з властивостей дужки Лi векторних полiв та твердження 9.1 маємо
наступне (тут через Xei(g

j) i Xej(f
i) позначенi диференцiювання фун-

кцiй за напрямками векторних полiв):

[X,Y ] =

[
m∑
i=1

f iXei ,
m∑
j=1

gjXej

]
=

m∑
i,j=1

f iXei(g
j)Xej − gjXej(f

i)Xei+

+f igj[Xei , Xej ] =
m∑

i,j=1

f iXei(g
j)Xej − gjXej(f

i)Xei + f igjX[ei,ej ] ∈ Dh,

бо h – пiдалгебра Лi, а отже [ei, ej] ∈ h для будь-яких i, j = 1, n. Таким
чином, розподiл Dh дiйсно є iнтегровним. Нехай H ⊂ G – його макси-
мальний iнтегральний пiдмноговид такий, що e ∈ H. Тодi вiн зв’язний,
i TaH = Dh(a) = deLa(h) для кожного a ∈ H, зокрема TeH = h.

Покажемо, що H – пiдгрупа G. Для будь-яких a, b ∈ H в силу (лiнiй-
ної) зв’язностi H iснують шляхи, що сполучають e з цими елементами,
тобто неперервнi вiдображення γ, µ : [0, 1] → H такi, що γ(0) = µ(0) = e,
γ(1) = a, µ(1) = b. Бiльш того, з гладкостi H випливає, що їх можна
вважати гладкими (за необхiдностi застосуємо до γ i µ технику згла-
джування, тобто апроксимацiї неперервних вiдображень гладкими; див.,
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наприклад, [20, с. 48-80]). Тодi ν(t) := aµ(t) = Laµ(t) для t ∈ [0, 1] теж за-
дає гладкий шлях ν : [0, 1] → G (бо це композицiя гладких вiдображень),
причому ν(0) = aµ(0) = ae = a ∈ H i

ν ′(t) = dµ(t)La(µ
′(t)) ∈ dµ(t)La(Tµ(t)H) = dµ(t)La(Dh(µ(t))) =

= dµ(t)La ◦ deLµ(t)(h) = de(La ◦ Lµ(t))(h) = deLaµ(t)(h) = Dh(ν(t))

для усiх t ∈ [0, 1] за означенням iнтегрального многовида. Тодi ν(t) ∈ H
для будь-якого t ∈ [0, 1]. Це можна вивести з максимальностi H, уза-
гальнивши її на гладкi шляхи, або перевiрити безпосередньо (зробiть це,
скажiмо, використавши локальнi координати як у [42, с. 250]). Зокре-
ма, ab = aµ(1) = ν(1) ∈ H. Аналогiчним чином визначимо гладкий
шлях η : [0, 1] → G умовою η(t) := a−1γ(1 − t), t ∈ [0, 1], для якого
η(0) = a−1γ(1) = a−1a = e ∈ H i так само, як для ν, встановлю-
ється, що η′(t) ∈ Dh(η(t)) для усiх t, а отже η([0, 1]) ⊂ H, зокрема,
a−1 = a−1e = a−1γ(0) = η(1) ∈ H. Таким чином, H – дiйсно пiдгру-
па. Оскiльки це ще й гладкий пiдмноговид G, а вiдображення добутку
та взяття оберненого H є обмеженнями на H ×H i H вiдповiдних глад-
ких вiдображень групи G, цi вiдображення гладкi (див. обговорення на
початку роздiлу). Отже H є групою Лi та пiдгрупою Лi G.

Єдинiсть H можна було б вивести з єдиностi iнтегрального многови-
ду в теоремi Фробенiуса, бо будь-яка зв’язна пiдгрупа Лi H̃ з TeH̃ = h
мiстить e i дотикається до розподiлу Dh: TaH̃ = deLa(h) = Dh(a) для
кожної a ∈ H̃. Щоправда, для цього ще треба показати максималь-
нiсть H̃ (спробуйте це зробити). Ми використаємо тут iнший спосiб до-
ведення. Нехай H i H̃ – зв’язнi пiдгрупи Лi G такi, що TeH = TeH̃ = h.
З наслiдку 13.1 випливає тодi, що їхнi експоненцiйнi вiдображення –
це обмеження на h експоненцiйного вiдображення G, i тому вони рiв-
нi: expH = expH̃ = exp |h. Згадаємо також, що експоненцiйне вiдображе-
ння є локальним дифеоморфiзмом у околi нуля: iснує вiдкрита U 3 0
у (стандартнiй евклiдовiй топологiї) h така, що exp: U → exp(U) – дифе-
оморфiзм. Тодi V := exp(U) ⊂ H ∩ H̃ є вiдкритим околом e у топологiях
H i H̃. Оскiльки цi групи Лi зв’язнi, за пунктом 3. теореми 3.1 маємо

H = H0 =
∞⋃
k=1

V k = H̃0 = H̃,

тобто цi пiдгрупи збiгаються (як пiдмножини). З цього i наступної вправи
й буде випливати єдинiсть пiдгрупи Лi H.

Вправа 13.2. Показати, що топологiї пiдгруп Лi H i H̃, а отже й їхнi
гладкi структури в силу вправи 2.4, збiгаються. Пiдказка: побудувати
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бази цих топологiй за допомогою околу одиницi V . Див. доведення тео-
реми 13.3 нижче.

Нарештi, нехай h – iдеал, а G зв’язна. З твердження 12.3 та означення
iдеала випливає, що adxy = [x, y] ∈ h для усiх y ∈ h, тобто adx(h) ⊂ h,
для будь-якого x ∈ g. Знову використаємо локальну дифеоморфнiсть
експоненцiйного вiдображення: exp: exp−1(W ) → W – дифеоморфiзм
для деякої вiдкритої W 3 e в G (де, нагадаємо, через exp позначаємо
дифеоморфне обмеження експоненцiйного вiдображення, як у доведеннi
твердження 7.4). Тепер скористаємося комутативнiстю дiаграми

g
ad−−−→ gl(g)

exp

y yexpGL(g)

G
Ad−−−→ GL(g)

з доведення твердження 12.3, тобто твердженням 7.3 для приєднаного
представлення Ad. Отже, Ad ◦ exp = expGL(g) ◦ ad. Нагадаємо, що тут
expGL(g) – це операторна експонента. Тодi для будь-яких a ∈ W , y ∈ h
маємо

Aday = eadexp−1(a)y =
∞∑
i=0

1

i!

(
adexp−1(a)

)i
y ∈ h,

бо за встановленим вище оператор приєднаного представлення adexp−1(a)

не виводить за межi h, отже композицiя будь-якої кiлькостi таких опера-
торiв також, а h є замкненою пiдмножиною g, тому мiстить суму будь-
якого збiжного ряду з елементiв h. Тепер знову використаємо пункт 3.

теореми 3.1: оскiльки G зв’язна, G = G0 =
∞⋃
l=1

W l, тобто для будь-

якого a ∈ G iснують a1, . . . , al ∈ W такi, що a = a1 . . . al. Тодi Ada =
Ada1◦. . .◦Adal в силу гомоморфностi Ad (твердження 12.1), тобто Aday =
Ada1 . . . Adaly ∈ h для будь-якого y ∈ h, бо за доведеним ранiше усi Adai
для i = 1, l не виводять за межi h (оскiльки ai ∈ W ). Таким чином,
Ada(h) ⊂ h для будь-якого a ∈ G.

Тепер застосуємо твердження 7.3 до внутрiшнього автоморфiзма Ca
для довiльного a ∈ G. Отримаємо, що Ca ◦ exp = exp ◦Ada, тобто що
дiаграма

g
Ada−−−→ g

exp

y yexp

G
Ca−−−→ G
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комутативна. Оскiльки, як уже зазначалося, експоненцiйним вiдображе-
нням H є exp |h, i це також локальний дифеоморфiзм у околi нуля, обме-
ження exp: exp−1(V ) → V є дифеоморфiзмом для деякої вiдкритої V 3 e
в H. Тодi маємо з комутативностi вище Cab = expAda exp

−1(b) ∈ H для
будь-якого b ∈ V , оскiльки exp−1(b) ∈ h, отже за встановленим ранiше
Ada exp

−1(b) ∈ h, i exp(h) ⊂ H. Hарештi, знову ж з пункту 3. теореми 3.1

та зв’язностi H маємо H = H0 =
∞⋃
k=1

V k, тобто для кожного b ∈ H iсну-

ють такi b1, . . . , bk ∈ V , що b = b1 . . . bk. Тодi за гомоморфнiстю Ca (див.
твердження 3.1), належностями Cabi ∈ H для i = 1, k (що випливають
з доведеного вище, бо bi ∈ V ), i тим, що H – пiдгрупа, маємо

aba−1 = Cab = Cab1 . . . Cabk ∈ H,

для будь-яких a ∈ G, b ∈ H, що й означає нормальнiсть H.

Вправа 13.3. Чи можна довести пункт 3. твердження 13.1 за допомогою
технiки останньої частини попереднього доведення?

Тепер ми нарештi можемо довести теорему Картана. Спочатку роз-
глянемо допомiжну конструкцiю, що буде корисною i в подальшому.

Лема 13.1. Нехай алгебра Лi g = TeG групи Лi G є прямою сумою
двох своїх пiдпросторiв: g = p⊕q. Тодi iснують вiдкритi (у вiдповiдних
евклiдових топологiях) околи U 3 0 у p i V 3 0 у q, а також вiдкритий
окiл W 3 e у G такi, що обмеження на U × V вiдображення

Φ: g = p⊕ q → G : x+ y 7→ exp x exp y,

де x ∈ p, y ∈ q, є дифеоморфiзмом U × V на W .

Доведення. Оберемо базис {e1, . . . , en} алгебри Лi g такий, що йо-
го пiдмножина {e1, . . . , em} є базисом p, а {em+1, . . . , en} – базисом q.

Тодi, розкладаючи довiльний x ∈ g у лiнiйну комбiнацiю x =
n∑
i=1

xiei,

ми можемо вважати (x1, . . . , xn) глобальними координатами на гладкому
многовидi g (зi стандартною евклiдовою гладкою структурою). Оскiль-
ки експоненцiйне вiдображення exp групи G є локальним дифеомор-
фiзмом у околi нуля, iснує вiдкрита W̃ 3 e у G така, що обмеження
exp: exp−1(W̃ ) → W̃ – дифеоморфiзм. Розкладемо прообраз кожного

a ∈ W̃ за введеним вище базисом: exp−1(a) =
n∑
i=1

yiei. Таким чином, мо-

жна вважати (y1, . . . , yn) локальними координатами G на W̃ (вiдповiдна
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карта узгоджена з гладкою структурою G, бо експоненцiйне вiдображе-
ння та лiнiйнi операцiї гладкi). Це аналог нормальних координат з рiма-
нової геометрiї. Знайдемо тепер локальний вигляд вiдображення Φ у цих

координатах. Для будь-якого x =
n∑
i=1

xiei ∈ exp−1(W̃ ) маємо

Φ(x) = Φ

(
m∑
i=1

xiei +
n∑

j=m+1

xjej

)
= exp

(
m∑
i=1

xiei

)
exp

(
n∑

j=m+1

xjej

)
.

Зменшуючи за необхiдностi W̃ , можемо вважати, що для цих аргументiв
виконується формула (8.1) добутку експонент:

Φ(x) = exp

(
n∑
i=1

xiei +
1

2

m∑
i=1

n∑
j=m+1

xixj[ei, ej] + R3

(
m∑
i=1

xiei,

n∑
j=m+1

xjej

))
,

де використали бiлiнiйнiсть дужки Лi. Розклавши вираз пiд експонентою
за басисом {e1, . . . , en}, отримаємо координати (y1, . . . , yn) точки Φ(x).
Нас будуть цiкавити лише частковi похiднi цих координат за координа-
тами (x1, . . . , xn) точки x при x = 0, тобто x1 = . . . = xn = 0. З вигляду
виразу пiд експонентою (i того, що залишковий член R3 має за коорди-
натами x1, . . . , xn порядок ⩾ 3) випливає, що цi частковi похiднi визна-
чаються лiнiйними членами виразу, а саме ∂yi

∂xj
(0, . . . , 0) = δij, тобто 1 при

i = j i 0 при i 6= j. Таким чином, матриця Якобi Φ в 0 є одиничною,
отже d0Φ = idg. Це означає, що Φ також є локальним дифеоморфiзмом
у околi нуля, тобто iснує вiдкрита W ⊂ G така, що e ∈ W ⊂ W̃ i обме-
ження Φ: Φ−1(W ) → W (у позначеннях, аналогiчних до тих, що вище
використовуємо для локального дифеоморфiзма exp) – дифеоморфiзм.
Оскiльки Φ−1(W ) тодi є вiдкритим околом 0 в g, а евклiдова топологiя
g = p⊕ q збiгається з топологiєю прямого добутку, iснують такi вiдкри-
тi U 3 0 i V 3 0 у p i q вiдповiдно, що U × V ⊂ Φ−1(W ). Зменшивши
за необхiдностi W , перетворимо це включення на рiвнiсть та отримаємо
потрiбнi за умовою властивостi Φ.

Теорема 13.3 (Картан). Нехай G – група Лi. Якщо H ⊂ G – пiдгрупа
i замкнена пiдмножина G, то H – вкладена пiдгрупа Лi G. Зокрема, H
є групою Лi.

Доведення. Перш за все, побудуємо пiдмножину алгебри Лi g =
TeG групи G, що виявиться алгеброю Лi нашої пiдгрупи. Мотивуючися
пунктом 1. твердження 13.1, визначимо її наступним чином:

h := {x ∈ g | ∀ t ∈ R exp tx ∈ H}. (13.1)
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Оскiльки exp 0 = e ∈ H, 0 ∈ h. Бiльш того, λx ∈ h для будь-яких x ∈ h
i λ ∈ R, оскiльки exp t(λx) ∈ H для усiх t ∈ R за (13.1). Нехай тепер
x, y ∈ h. Для будь-яких t ∈ R i k ∈ N вираз

(
exp t

k
x exp t

k
y
)k належить

до H за (13.1) i тим, що H – пiдгрупа. З iншого боку, для достатньо
великих k цей вираз можна переписати за формулою (8.1):(
exp

t

k
x exp

t

k
y

)k
=

(
exp

(
t

k
x+

t

k
y +

1

2

[
t

k
x,
t

k
y

]
+R3

(
t

k
x,
t

k
y

)))k
=

= exp

(
t(x+ y) +

t2

2k
[x, y] + kR3

(
t

k
x,
t

k
y

))
,

бо, iтеруючи формулу пункту 5. твердження 7.1, отримаємо (exp x)k =
exp kx для будь-якого x ∈ g (перевiрте, що це вiрно для усiх k ∈ Z).
ОскiлькиH замкнена, границя послiдовностi цих виразiв для фiксованих
x, y i t також повинна лежати у H:

exp t(x+ y) = lim
k→∞

(
exp

t

k
x exp

t

k
y

)k
∈ H,

де також використали неперервнiсть вiдображення exp. Оскiльки це вiр-
но для будь-якого t ∈ R, x+ y ∈ h за (13.1). Таким чином, h є векторним
пiдпростором g. Покажемо тепер аналогiчним способом, що це пiдалге-
бра Лi. Використаємо для цього груповий комутатор, що виник у роздi-
лi 9. Для будь-яких x, y ∈ h, t ∈ R, k ∈ N(

exp
t

k
x exp

t

k
y exp− t

k
x exp− t

k
y

)k2
∈ H,

знову ж, бо H – пiдгрупа i за (13.1). Вважаючи k достатньо великим, за
формулою (8.1) маємо, що цей вираз дорiвнює(

exp

(
t

k
x+

t

k
y +

1

2

[
t

k
x,
t

k
y

]
+R3

(
t

k
x,
t

k
y

))

exp

(
− t

k
x− t

k
y +

1

2

[
− t

k
x,− t

k
y

]
+R3

(
− t

k
x,− t

k
y

)))k2
=

=

(
exp

(
t

k
(x+ y) +

t2

2k2
[x, y]− t

k
(x+ y) +

t2

2k2
[x, y]+

1

2

[
t

k
(x+ y),− t

k
(x+ y)

]
+H(x, y, t, k)

))k2
=
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= exp
(
t2[x, y] + k2H(x, y, t, k)

)
,

де залишковий член H(x, y, t, k) має за k порядок ⩽ −3. Знову ж, iз за-
мкненостi H i неперервностi exp тодi маємо

exp t2[x, y] = lim
k→∞

(
exp

t

k
x exp

t

k
y exp− t

k
x exp− t

k
y

)k2
∈ H

для будь-яких x, y ∈ h, t ∈ R. Iншими словами, exp t[x, y] ∈ H для усiх
t ⩾ 0. Застосувавши тi ж мiркування до −x i y (−x ∈ h, бо це векторний
пiдпростiр), отримаємо, що exp t[x, y] ∈ H також для усiх t ⩽ 0, отже
[x, y] ∈ h за (13.1). Тому h дiйсно є пiдалгеброю Лi g. За теоремою 13.2
тодi iснує єдина зв’язна пiдгрупа Лi H∗ ⊂ G така, що її алгеброю Лi
є TeH∗ = h. Зауважимо, що топологiя H∗, яка при цьому виникає, апрiорi
не обов’язково є iндукованою.

Оберемо якесь пряме доповнення l до h у g (наприклад, можна вве-
сти на g евклiдовий скалярний добуток i взяти ортогональне доповне-
ння). Це, взагалi кажучи, не пiдадгебра Лi. Таким чином, g = h ⊕ l.
Покажемо, що iснує вiдкритий окiл V 3 0 у l такий, що exp x /∈ H для
будь-якого x ∈ V \{0}. Припустимо, що це не так. Тодi можна побудувати
(наприклад, з використанням евклiдових куль радiусiв 1

k
) послiдовнiсть

{xk}∞k=1 ⊂ l\{0} таку, що вона збiгається до 0 i exp xk ∈ H для кожного k.
Нехай | · | – якась евклiдова норма на l. Тодi xk

|xk|
належить до одиничної

евклiдової гiперсфери S := {x ∈ l | |x| = 1} простору l для кожного k.
Оскiльки S компактна, у послiдовностi

{
xk
|xk|

}∞

k=1
⊂ S iснує часткова гра-

ниця x ∈ S, тобто, перейшовши за необхiдностi до пiдпослiдовностi, мо-
жемо вважати, що xk

|xk|
−−−→
k→∞

x. Нехай тепер t ∈ R. Оскiльки |xk| −−−→
k→∞

0,
iснує послiдовнiсть цiлих чисел {λk}∞k=1 ⊂ Z така, що λk|xk| −−−→

k→∞
t (пе-

ревiрте це). Тодi з неперервностi експоненцiйного вiдображення маємо

exp tx = lim
k→∞

expλk|xk|
xk
|xk|

= lim
k→∞

(exp xk)
λk ∈ H,

бо усi exp xk ∈ H, а H – замкнена пiдгрупа. Тодi x ∈ h за (13.1), але
за побудовою x ∈ S ⊂ l \ {0}, що суперечить властивостi прямої суми
h ∩ l = {0}. Це доводить iснування околу V .

Оскiльки exp: h → H∗ є локальним дифеоморфiзмом у околi нуля
(це експоненцiйне вiдображення групи Лi H∗, що є обмеженням експо-
ненцiйного вiдображення G за наслiдком 13.1), iснує вiдкрита U 3 0 у h
така, що exp: U → exp(U) є дифеоморфiзмом. Зокрема, exp(U) буде тодi
вiдкритим околом e у топологiї H∗. Далi, перетинаючи за необхiдностi
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вiдповiднi околи, будемо вважати, що вiдкритi U 3 0 у h i V 3 0 у l
задовольняють умовам з останнiх двох абзацiв i що вони крiм того задо-
вольняють твердженню леми 13.1 для прямої суми g = h ⊕ l. Вiдкриту
W 3 e у G також вiзьмемо з цiєї леми.

Введемо на H iндуковану топологiю. Тодi H є топологiчною групою
за наслiдком 2.1. З (13.1) i 0 ∈ U ⊂ h випливає, що e ∈ exp(U) ⊂ H.
Покажемо, що exp(U) – вiдкрита пiдмножина H. Дiйсно, W = Φ(U × V )
за лемою 13.1, тобто будь-який елемент a ∈ W має вигляд a = Φ(x +
y) = exp x exp y для деяких x ∈ U , y ∈ V . Оскiльки, як щойно було
показано, exp x ∈ H, а H – пiдгрупа, цей a належить до перетину W ∩H
тодi й тiльки тодi, коли exp y ∈ H. За побудовою V 3 y це можливе
лише при y = 0, i в такому випадку a = exp x exp 0 = exp x e = exp x.
Таким чином, W ∩H = Φ(U ×{0}) = exp(U). Оскiльки W вiдкрита в G,
цей перетин дiйсно є вiдкритою пiдмножиною в iндукованiй топологiї H.
Зменшуючи за необхiдностi U (i вiдповiдноW ), ми можемо вважати його,
а отже й exp(U), лiнiйно зв’язними. Тодi exp(U) буде вiдкритим околом e
у компонентi одиницi H0 топологiчної групи H. Оскiльки це так i для
зв’язної пiдгрупи Лi H∗,

H0 =
∞⋃
k=1

exp(U)k = (H∗)0 = H∗

за пунктом 3. теореми 3.1.
Отже, H0 i H∗ – це одна й та сама пiдгрупа. Покажемо тепер, що

топологiї H0 i H∗ збiгаються, тобто що топологiя групи Лi H∗ є iндуко-
ваною. Аналогiчно до випадку W ∩H вище, для будь-якої вiдкритої Ŵ
у G такої, що e ∈ Ŵ ⊂ W , елемент a = exp x exp y ∈ W належить
до Ŵ ∩ H тодi й тiльки тодi, коли x ∈ Φ−1(Ŵ ) ∩ U i y = 0, тобто
Ŵ ∩H = Φ(Φ−1(Ŵ )∩U ×{0}) = exp(Φ−1(Ŵ )∩U). Оскiльки Φ−1(Ŵ )∩U
вiдкрита в U за неперервнiстю Φ, а exp: U → exp(U) – дифеоморфiзм,
Ŵ ∩H вiдкрита в iндукованiй топологiї exp(U), а отже в H∗. Бiльш того,
будь-яка вiдкрита пiдмножина exp(U) в топологiї H∗, що мiстить e, має
такий вигляд (чому?). Також за побудовою iндукованої топологiї Ŵ ∩H
вiдкрита в H0, i будь-яка вiдкрита пiдмножина W ∩H = exp(U) в топо-
логiї H0, що мiстить e, має вигляд Ŵ ∩H. Таким чином,

Be := {Ŵ ∩H | e ∈ Ŵ ⊂ W, Ŵ вiдкрита}

є одночасно базою топологiй H0 i H∗ у точцi e, бо для будь-якої вiдкри-
тої пiдмножини, що мiстить e, її перетин з exp(U) мiстить e, мiститься
у данiй множинi i має бути вiдкритою пiдмножиною exp(U), а отже на-
лежати до Be. Тодi, оскiльки лiвi зсуви є гомеоморфiзмами для обох цих
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топологiй за твердженням 3.1,

B := {La(Ŵ ∩H) | a ∈ H0, e ∈ Ŵ ⊂ W, Ŵ вiдкрита}

є об’єднанням баз у всiх точках a ∈ H0, а отже базою топологiй H0

i H∗. Наявнiсть спiльної бази й означає, що цi топологiї збiгаються. То-
дi гладка структура H∗ буде i гладкою структурою H0, вiдображення
добутку i взяття оберненого – гладкими, а включення i : H0 → G – зану-
ренням. Розповсюдимо цю гладку структуру на всю пiдгрупу H. Якщо
на H0 = H∗ вона задається атласом {(Uα, φα) | α ∈ A}, то

A := {(La(Uα), φα ◦ La−1) | a ∈ H, α ∈ A}

є атласом H, бо усi La для a ∈ H є гомеоморфiзмами. Вiдображення пе-
реходу A мають вигляд φα◦La−1b◦φ−1

β для a, b ∈ H, α, β ∈ A. Зауважимо,
що тут La−1b позначає обмеження La−1b : Lb−1a(Uα)∩Uβ → Uα ∩La−1b(Uβ)
(якщо цi перетини непорожнi), тобто цей зсув дiє на вiдкритих пiдмно-
жинах групи Лi H0 = H∗, i тому є дифеоморфiзмом за твердженням 3.1.
Таким чином, вiдображення переходу A є гладкими як композицiї глад-
ких, тому цей атлас гладкий. На H0 вiн задає ту ж гладку структуру, що
й вихiдний атлас (перевiрте це). Визначимо атласом A гладку структуру
на усiй пiдгрупi H.

Вправа 13.4. Перевiрити, що вiдносно цiєї гладкої структури включе-
ння i : H → G є зануренням, тобто H ⊂ G – пiдмноговид.

Тодi вiдображення добутку i взяття оберненого H будуть гладкими
як обмеження гладких вiдображень на пiдмноговид, отже H – група Лi.
Таким чином, вона дiйсно є пiдгрупою Лi G, вкладеною, бо топологiя
iндукована. Її алгебра Лi – це TeH = TeH

0 = TeH
∗ = h в силу наслiд-

кiв 11.4 та 13.2. Зауважимо також, що побудована структура пiдгрупи Лi
є єдиною можливою для iндукованої топологiї за наслiдком 2.2.

Останню частину попереднього доведення можна дещо спростити,
розглядаючи окремо кожну компоненту H1 лiнiйної зв’язностi H. Фi-
ксуємо якийсь елемент a ∈ H1. Оскiльки La є гомеоморфiзмом H0 i H1

за пунктом 4. теореми 3.1, {(La(Uα), φα ◦ La−1) | α ∈ A} є атласом H1

з тими ж вiдображеннями переходу, що у вихiдного атласа H0, а отже
задає гладку структуру на H1. Таким чином i побудуємо гладку стру-
ктуру H. Перевiрте, що цей пiдхiд дасть ту ж саму структуру, що й у
доведеннi.

Завершимо цей роздiл з’ясуванням властивостей ядер та образiв го-
моморфiзмiв груп Лi. Згадаємо, що ядро KerΦ := {a ∈ G | Φ(a) = e}
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гомоморфiзма груп Φ: G→ H є нормальною пiдгрупою G, а його образ
Φ(G) – пiдгрупою H (перевiрте це за необхiдностi). Для алгебр Лi має
мiсце аналогiчне спостереження.

Лема 13.2. Нехай φ : g → h – гомоморфiзм алгебр Лi (над довiльним
полем F). Тодi його ядро Kerφ := {x ∈ g | φ(x) = 0} – iдеал g, а образ
φ(g) – пiдалгебра Лi h.

Доведення. Ядро i образ лiнiйного φ є, як вiдомо (i як нескладно
перевiрити), векторними пiдпросторами g i h вiдповiдно. При цьому для
будь-яких x ∈ g i y ∈ Kerφ

φ([x, y]) = [φ(x), φ(y)] = [φ(x), 0] = 0,

отже [x, y] ∈ Kerφ, i для будь-яких φ(x), φ(y) ∈ φ(g)

[φ(x), φ(y)] = φ([x, y]) ∈ φ(g),

що й демонструє потрiбне.

Теорема 13.4 (Властивостi ядра i образу гомоморфiзма груп Лi). Нехай
G i H – групи Лi, g = TeG i h = TeH – їхнi алгебри Лi, Φ: G → H –
гомоморфiзм груп Лi, φ := deΦ: g → h – його диференцiал в одиницi. Тодi
ядро KerΦ гомоморфiзма Φ є нормальною вкладеною пiдгрупою Лi G
з алгеброю Лi TeKerΦ = Kerφ, а його образ Φ(G) – пiдгрупою Лi H
з алгеброю Лi TeΦ(G) = φ(g).

Доведення. Нагадаємо, що φ є гомоморфiзмом алгебр Лi за наслiд-
ком 11.2. Будемо позначати через expG : g → G i expH : h → H експонен-
цiйнi вiдображення вiдповiдних груп Лi.

За означенням KerΦ = Φ−1({e}). Це замкнена пiдмножина G в си-
лу неперервностi Φ. Оскiльки це до того ж пiдгрупа, за теоремою Кар-
тана KerΦ є вкладеною пiдгрупою Лi G, нормальною, як зазначалося
вище. Її алгеброю Лi згiдно з наслiдком 13.2 є TeKerΦ. Для будь-якого
x ∈ TeKerΦ за описом диференцiала у термiнах дотичних векторiв i вла-
стивостями експоненцiйного вiдображення маємо

φ(x) = deΦ(x) = (Φ(expG tx))
′
t(0) = (e)′t(0) = 0,

бо expG tx ∈ KerΦ для усiх t ∈ R за пунктом 1. твердження 13.1, отже
x ∈ Kerφ. Таким чином, TeKerΦ ⊂ Kerφ. I навпаки, нехай x ∈ Kerφ.
Тодi для будь-якого t ∈ R

Φ(expG tx) = expH φ(tx) = expH tφ(x) = expH 0 = e
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за твердженням 7.3. Тобто гладка крива t 7→ expG tx є вiдображенням
у пiдгрупу Лi KerΦ (що проходить через e при t = 0), а отже x =
(expG tx)

′
t(0) ∈ TeKerΦ. Це доводить обернене включення, а отже й рiв-

нiсть TeKerΦ = Kerφ.
Зауважимо, що отриманий результат узгоджується з пунктом 3. твер-

дження 13.1 та лемою 13.2: алгеброю Лi нормальної пiдгрупи Лi KerΦ
виявився iдеал Kerφ.

Щоб побудувати структуру пiдгрупи Лi на Φ(G), будемо рухатися
у зворотньому напрямку: вiд пiдалгебри Лi. Оскiльки φ – гомоморфiзм
алгебр Лi, його образ φ(g) є пiдалгеброю Лi h за лемою 13.2. За те-
оремою 13.2 iснує єдина зв’язна пiдгрупа Лi H∗ ⊂ H така, що її алге-
брою Лi є TeH∗ = φ(g). З iншого боку, Φ(G) є пiдгрупою H за зазначеним
вище. Введемо на нiй фактортопологiю сюр’єктивним вiдображенням
Φ: G → Φ(G). Нагадаємо, що в такiй топологiї пiдмножина A ⊂ Φ(G)
є вiдкритою тодi й тiльки тодi, коли Φ−1(A) вiдкрита в G. Зокрема, тодi
Φ: G → Φ(G) є неперервним, а Φ(G) є топологiчною групою (перевiрте
це). Як i у доведеннi теореми Картана, нашою задачею буде показати,
що Φ(G)0 = H∗. Тут ми також неодноразово будемо використовувати
твердження 7.3, тобто комутативнiсть дiаграми

g
φ−−−→ φ(g)

expG

y yexpH

G
Φ−−−→ H

Оскiльки експоненцiйним вiдображенням групи Лi H∗ є обмеження
expH на її алгебру Лi φ(g) за наслiдком 13.1, i експоненцiйнi вiдображен-
ня є локальними дифеоморфiзмами в околах нулiв, iснують вiдкритi V 3
0 у g iW 3 0 у φ(g) такi, що expG : V → expG(V ) i expH : W → expH(W ) ⊂
H∗ є дифеоморфiзмами. Зокрема, expG(V ) i expH(W ) є вiдкритими око-
лами одиниць груп Лi G i H∗ вiдповiдно. Оскiльки сюр’єктивнi лiнiй-
нi вiдображення вiдкритi вiдносно евклiдових топологiй (перевiрте це),
φ(V ), а отже й U := φ(V ) ∩W , є вiдкритими околами нуля у φ(g). То-
дi expH(U) ⊂ expH(W ) є вiдкритим околом e у H∗ за дифеоморфнiстю
обмеження expH . Крiм того, з комутативностi наведеної вище дiаграми
випливає, що

Φ(expG(φ
−1(U))) = expH(φ(φ

−1(U))) = expH(U).

Зокрема, expH(U) ⊂ Φ(G). Зменшуючи за необхiдностi побудованi околи,
можемо вважати expH(U) лiнiйно зв’язною, i тодi expH(U) ⊂ Φ(G)0. По-
кажемо, що це вiдкритий окiл e в топологiї Φ(G)0. Елемент a належить
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до Φ−1(expH(U)), тобто Φ(a) ∈ expH(U) = Φ(expG(φ
−1(U))), тодi й тiльки

тодi, коли iснує b ∈ expG(φ
−1(U)) такий, що Φ(a) = Φ(b), тобто, в силу

гомоморфностi Φ, Φ(ab−1) = Φ(a) Φ(b)−1 = e, отже c := ab−1 ∈ KerΦ.
Таким чином, належнiсть a ∈ Φ−1(expH(U)) еквiвалентна iснуванню
b ∈ expG(φ

−1(U)) i c ∈ KerΦ таких, що a = cb. Iншими словами,

Φ−1(expH(U)) = {cb = Lcb | c ∈ KerΦ, b ∈ expG(φ
−1(U))} =

=
⋃

c∈KerΦ

Lc(expG(φ
−1(U))).

При цьому φ−1(U) ⊂ V є вiдкритим околом 0 у g за неперервнiстю лiнiй-
ного φ. Тодi, оскiльки expG : V → expG(V ) – дифеоморфiзм, expG(φ−1(U))
є вiдкритою пiдмножиною в iндукованiй топологiї expG(V ), а отже i
в G. Лiвi зсуви є гомеоморфiзмами за твердженням 3.1, тому множини
Lc(expG(φ

−1(U))) для усiх c ∈ KerΦ, а отже й їх об’єднання Φ−1(expH(U)),
є вiдкритими у G. Це й означає, що expH(U) ⊂ Φ(G)0 вiдкрита у фактор-
топологiї. Тодi, застосовуючи пункт 3. теореми 3.1 до топологiчної групи
Φ(G) i зв’язної пiдгрупи Лi H∗, отримаємо

Φ(G)0 =
∞⋃
k=1

expH(U)
k = (H∗)0 = H∗.

Таким чином, пiдгрупи Φ(G)0 i H∗ збiгаються. Далi дiємо як у доведеннi
теореми Картана. Покладемо

Be := {expH(Û) | 0 ∈ Û ⊂ U, Û вiдкрита}.

Оскiльки expH : U → expH(U) є дифеоморфiзмом, такi expH(Û) – це в
точностi вiдкритi в топологiї H∗ пiдмножини вiдкритої expH(U), що мi-
стять e. Також аналогiчно до expH(U) встановлюємо, що кожна

Φ−1(expH(Û)) =
⋃

c∈KerΦ

Lc(expG(φ
−1(Û)))

вiдкрита в G, а отже e ∈ expH(Û) ⊂ expH(U) вiдкрита в Φ(G)0. I навпаки,
якщо пiдмножина A ⊂ expH(U), що мiстить e, вiдкрита, то за побудо-
вою фактортопологiї Φ−1(A) вiдкрита в G. Тодi з неперервностi expG,
вiдкритостi φ i комутативностi дiаграми вище випливає, що

Û := exp−1
H (A) = φ(φ−1(exp−1

H (A))) = φ(exp−1
G (Φ−1(A)))

є вiдкритим околом 0 у φ(g), що мiститься в U , i A = expH(Û). Таким
чином, Be є сукупнiстю усiх вiдкритих пiдмножин expH(U), що мiстять e,
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в топологiях Φ(G)0 iH∗, тобто базою обох цих топологiй у точцi e. Оскiль-
ки лiвi зсуви є гомеоморфiзмами в обох топологiях, тодi

B := {La(expH(Û)) | a ∈ Φ(G)0, 0 ∈ Û ⊂ U, Û вiдкрита}

є спiльною базою топологiй Φ(G)0 i H∗. Отже, цi топологiї збiгаються,
гладка структура H∗ є гладкою структурою Φ(G)0, вiдображення добу-
тку i взяття оберненого – гладкими, а включення i : Φ(G)0 → H – за-
нуренням. Далi перенесемо цю гладку структуру на всю пiдгрупу Φ(G)
дослiвно так само, як це робилося у доведеннi теореми Картана. Тодi,
знову ж, i : Φ(G) → H буде зануренням, а вiдображення добутку i взят-
тя оберненого Φ(G) – гладкими як обмеження гладких на пiдмноговид.
Таким чином, Φ(G) – це група Лi i пiдгрупа Лi H, а її алгеброю Лi
є TeΦ(G) = TeΦ(G)

0 = TeH
∗ = φ(g) за наслiдками 11.4 та 13.2. При

цьому побудована структура пiдгрупи Лi є єдиною можливою для фа-
ктортопологiї за вправою 2.4.

Приклад 13.5. Однопараметричнi пiдгрупи групи Лi G, тобто обра-
зи Φ(R) гомоморфiзмiв груп Лi Φ: R → G, є пiдгрупами Лi G в силу
попередньої теореми. Оскiльки, як встановлено у твердженнi 7.2, цi го-
моморфiзми мають вигляд Φ(t) = exp tx, t ∈ R, пiдгрупа Лi Φ(R) є або
точкою e (тобто нульвимiрною) при x = 0, або носiєм регулярної кри-
вої (тобто одновимiрною) при x 6= 0. Звiдки тут випливає регулярнiсть?
Зокрема, iррацiональнi обмотування тора з прикладу 2.9 демонструють,
що, на вiдмiну вiд ядра, образ гомоморфiзма груп Лi не є, взагалi кажу-
чи, замкненою або вкладеною пiдгрупою Лi.

14 Зв’язок мiж гомоморфiзмами груп
та алгебр Лi

Ми вже знаємо, що диференцiал у одиницi гомоморфiзма груп Лi є го-
моморфiзмом алгебр Лi, причому iзоморфiзму вiдповiдає iзоморфiзм (це
наслiдки 11.2 i 11.3). У цьому роздiлi ми встановимо обернену вiдповiд-
нiсть за деякої додаткової умови на область визначення гомоморфiзма
груп Лi. Щоб сформулювати i довести цей результат, нам потрiбно буде
навести (або нагадати) деякi базовi вiдомостi з алгебраїчної топологiї.
Детальне викладення вiдповiдних питань разом з iншими прикладами i
доведеннями тверджень 14.1 i 14.2 можна знайти у [9, с. 262-281] та [32,
с. 132-201] (точнiше, твердження 14.2 можна вивести з теореми 22.1 у [32],
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деяких iнших результатiв там i властивостей гладких многовидiв; див.
також вправу 22.3(b) там же).

Означення 14.1. Петлею у точцi x топологiчного простору X зветься
шлях, що починається i закiнчується в x, тобто неперервне вiдображе-
ння γ : [0, 1] → X таке, що γ(0) = γ(1) = x. Говорять, що петля γ в x
гомотопна постiйнiй (або гомотопна нулю), якщо iснує неперервне вiд-
ображення (гомотопiя) F : [0, 1] × [0, 1] → X таке, що F (t, 0) = γ(t)
i F (t, 1) = F (0, s) = F (1, s) = x для будь-яких t, s ∈ [0, 1]. Лiнiйно
зв’язний топологiчний простiр зветься однозв’язним, якщо будь-яка пе-
тля у будь-якiй його точцi гомотопна постiйнiй.

Iншими словами, однозв’язнiсть означає, що будь-яку петлю у будь-
якiй точцi простору можна неперервно стягнути в точку: для будь-якого
s ∈ [0, 1] вiдображення F (·, s) за означенням теж буде петлею в x, й цi
петлi неперервно залежать вiд s, починаючи вiд γ при s = 0 i закiнчуючи
постiйним вiдображенням у x при s = 1. Цю умову насправдi достатньо
перевiрити в однiй точцi, тодi вона буде виконуватися i в iнших.

Приклад 14.1. Прикладами однозв’язних топологiчних просторiв є Rn,
усi опуклi пiдмножини Rn (спробуйте це довести), сфери Sn при n ⩾ 2
та прямi добутки однозв’язних просторiв.

Приклад 14.2. До неоднозв’язних топологiчних просторiв вiдносяться,
наприклад, тори T n (зокрема, коло S1), добутки Tm × Rn−m при m ⩾ 1
та дiйснi проєктивнi простори RP n. Зауважимо, що всi простори цих
прикладiв лiнiйно зв’язнi.

Означення 14.2. Трiйка (X,Y, p), де p : X → Y – сюр’єктивне неперерв-
не вiдображення топологiчних просторiв, зветься накриттям, якщо для
будь-якої y ∈ Y iснує вiдкрита U 3 y така, що p−1(U) =

⋃
α∈A

Uα, де

- усi Uα вiдкритi;

- Uα∩Uβ = ∅ для будь-яких α 6= β ∈ A (тобто об’єднання диз’юнктне);

- обмеження p|Uα : Uα → U є гомеоморфiзмом для будь-якого α ∈ A.

При цьому X називають накриваючим простором цього накриття, Y –
його базою (а також говорять, що (X,Y, p) – накриття Y ), p – накриваю-
чим вiдображенням (або просто накриттям), p−1(y) – шаром накриття
над точкою y ∈ Y . Якщо усi шари p−1(y) для y ∈ Y складаються з
k елементiв, говорять, що накриття – k-листове. Накриття зветься унi-
версальним, якщо його накриваючий простiр однозв’язний.
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Приклад 14.3. Будь-який гомеоморфiзм p : X → Y задає (тривiальний)
приклад накриття (X,Y, p). У цьому випадку в якостi U можна взяти Y ,
а в якостi єдиної Uα – X.

Вправа 14.1. Показати, що для будь-якого накриття (X,Y, p) вiдобра-
ження p вiдкрите, тобто для будь-якої вiдкритої U ⊂ X її образ p(U)
вiдкритий в Y .

Твердження 14.1. Якщо (X,Y, p) – накриття, простiр X є лiнiйно
зв’язним, а Y – однозв’язним, то p – гомеоморфiзм. Зокрема, це накри-
ття є унiверсальним.

Твердження 14.2. Для будь-якого зв’язного многовида Y iснує унiвер-
сальне накриття (X,Y, p), причому X є многовидом тiєї ж вимiрностi.
Якщо Y гладкий, то X теж гладкий, а гладке p є локальним дифео-
морфiзмом в околi кожної точки. При цьому X визначений однозначно
з точнiстю до гомеоморфiзма (дифеоморфiзма у гладкому випадку).

Приклад 14.4. Вiдображення p : Rn → T n : (x1, . . . , xn) 7→ (eix
1
, . . . , eix

n
)

визначає унiверсальне накриття тора (Rn, T n, p). Також це накриття за-
довольняє попередньому твердженню. Перевiрте цi факти самостiйно або
див. твердження 14.3 нижче.

Так само можна побудувати накриття простором Rn будь-якого до-
бутку Tm × Rn−m за допомогою вiдображення

p : (x1, . . . , xn) 7→
(
eix

1

, . . . , eix
m

, xm+1, . . . , xn
)
.

Приклад 14.5. Аналогiчним чином перевiряється, що вiдображення
ρ : S3 → SO(3), що побудоване у прикладi 4.9, визначає дволистове унi-
версальне накриття (S3, SO(3), ρ) групи Лi SO(3), яке задовольняє попе-
редньому твердженню.

Помiтимо, що в обох попереднiх прикладах унiверсальнi накриття ви-
значалися гомоморфiзмами груп Лi, диференцiали яких в одиницях були
iзоморфiзмами алгебр Лi (перевiрте це для прикладу 14.4; для прикла-
ду 14.5 це твердження наслiдку 4.5, вправ 11.5 i 12.7).

Цi приклади демонструють, що з того, що диференцiал в одиницi го-
меоморфiзма груп Лi Φ є iзоморфiзмом алгебр Лi, взагалi кажучи, не
випливає, що Φ є iзоморфiзмом груп Лi (як саме?). Тим не менш, ми
можемо дещо бiльше дiзнатися про такi Φ у загальному випадку, вико-
ристовуючи, зокрема, результати попереднього роздiлу. Наступне твер-
дження також буде основним допомiжним результатом для анонсованої
на початку роздiлу теореми про iснування гомоморфiзмiв груп Лi.
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Твердження 14.3. Нехай G i H – групи Лi, H зв’язна, Φ: G → H –
гомоморфiзм груп Лi такий, що deΦ – iзоморфiзм алгебр Лi.

1. Трiйка (G,H,Φ) є накриттям, зокрема, Φ є сюр’єктивним. Крiм
того, Φ є локальним дифеоморфiзмом в околi кожної точки a ∈ G,
тобто iснують вiдкритi U 3 a, V 3 Φ(a) такi, що обмеження
Φ: U → V – дифеоморфiзм.

2. Ядро KerΦ гомоморфiзма Φ є нормальною вкладеною замкненою
дискретною пiдгрупою Лi G.

3. Iндукований сюр’єктивним гомоморфiзмом Φ iзоморфiзм груп

Ψ: G/KerΦ → Φ(G) = H : aKerΦ 7→ Φ(a)

є гомеоморфiзмом, якщо ввести на факторгрупi G/KerΦ фактор-
топологiю канонiчною проєкцiєю p : G→ G/KerΦ: a 7→ aKerΦ.

Доведення.

1. Оскiльки deΦ є лiнiйним iзоморфiзмом, Φ – локальний дифеомор-
фiзм в околi одиницi: iснують вiдкритi U 3 e у G i V 3 e у H такi,
що обмеження Φ: U → V – дифеоморфiзм. Оскiльки H зв’язна, з
пункту 3. теореми 3.1 тодi випливає, що

Φ(G) ⊂ H = H0 =
∞⋃
k=1

V k ⊂ Φ(G),

бо V ⊂ Φ(G), а Φ(G) – пiдгрупа H. Таким чином, Φ(G) = H, тобто
Φ – сюр’єктивний гомоморфiзм (епiморфiзм).

Покажемо тепер, що сюр’єктивне неперервне вiдображення Φ: G→
H задає накриття. Оскiльки лiвi зсуви H є гомеоморфiзмами за
твердженням 3.1, множини LΦ(a)(V ) для усiх a ∈ G утворюють вiд-
крите покриття H (тут також використали сюр’єктивнiсть Φ). Пе-
ревiримо, що це саме тi околи точок H, iснування яких вимагається
у означеннi 14.2, знайшовши їх прообрази. Оскiльки Φ: U → V –
дифеоморфiзм, будь-яка точка V має вигляд Φ(b) для b ∈ U , от-
же будь-яка точка LΦ(a)(V ) – вигляд LΦ(a)Φ(b) = Φ(a) Φ(b) = Φ(ab)
за гомоморфнiстю Φ, де b ∈ U . Точка c ∈ G належить до про-
образу цiєї точки тодi й тiльки тодi, коли Φ(ab) = Φ(c), тобто
e = Φ(ab)−1Φ(c) = Φ((ab)−1c) за гомоморфнiстю. Це означає, що
d := (ab)−1c ∈ KerΦ, i при цьому c = abd. Таким чином, c ∈
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Φ−1(LΦ(a)(V )) тодi й тiльки тодi, коли iснують такi b ∈ U i d ∈ KerΦ,
що c = abd. Iншими словами,

Φ−1(LΦ(a)(V )) = {abd | b ∈ U, d ∈ KerΦ} =
⋃

d∈KerΦ

La ◦Rd(U).

Покажемо, що це об’єднання задовольняє умовам означення 14.2
(у якостi iндексної множини A тут виступає KerΦ). Оскiльки La
i Rd тут є гомеоморфiзмами G за твердженням 3.1, усi множини La◦
Rd(U) з цього об’єднання вiдкритi. Перевiримо його диз’юнктнiсть.
Нехай La◦Rd1(U)∩La◦Rd2(U) 6= ∅ для деяких d1, d2 ∈ KerΦ, тобто
iснують b1, b2 ∈ U такi, що ab1d1 = ab2d2. Подiявши на цi добутки
гомоморфiзмом Φ, отримаємо

Φ(a) Φ(b1) = Φ(a) Φ(b1) Φ(d1) = Φ(a) Φ(b2) Φ(d2) = Φ(a) Φ(b2),

бо d1 i d2 належать до ядра Φ. Скоротивши на Φ(a), отримає-
мо Φ(b1) = Φ(b2). Оскiльки Φ: U → V – дифеоморфiзм, зокрема
iн’єкцiя, це означає, що b1 = b2, тодi з ab1d1 = ab2d2 випливає, що
d1 = d2. Звiдси й маємо потрiбну диз’юнктнiсть: La ◦ Rd1(U) ∩ La ◦
Rd2(U) = ∅ при d1 6= d2. Нарештi, з’ясуємо, як виглядає обмежен-
ня Φ на кожну з цих множин. Аналогiчно до мiркувань вище, для
будь-яких d ∈ KerΦ i abd ∈ La ◦Rd(U) маємо

Φ(abd) = Φ(a) Φ(b) Φ(d) = Φ(a) Φ(b) = Φ(a) Φ(a−1(abd)d−1) =

= LΦ(a) ◦ Φ ◦ La−1 ◦Rd−1(abd).

Отже,

Φ|La◦Rd(U) = LΦ(a) ◦ Φ ◦ La−1 ◦Rd−1 : La ◦Rd(U) → LΦ(a)(V ).

Оскiльки лiвi та правi зсуви тут є дифеоморфiзмами вiдповiдних
груп Лi за твердженням 3.1, а Φ: U → V – дифеоморфiзм, ця ком-
позицiя також є дифеоморфiзмом, зокрема гомеоморфiзмом. Та-
ким чином, ми не тiльки завершили доведення того, що (G,H,Φ) –
накриття, але й показали, що Φ – локальний дифеоморфiзм в око-
лi кожної точки a ∈ G, бо ця точка має вiдкритий окiл La(U) =
La ◦ Re(U) потрiбного вигляду. Також локальну дифеоморфнiсть
можна продемонструвати, знайшовши диференцiали цього вiдобра-
ження у кожнiй точцi i пересвiдчившися у тому, що це теж лiнiйнi
iзоморфiзми (зробiть це).
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2. За теоремою 13.4 маємо, що KerΦ є нормальною вкладеною пiдгру-
пою Лi G з алгеброю Лi TeKerΦ = Ker deΦ = 0, бо ядро лiнiйного
iзоморфiзма нульове. Отже, KerΦ – нульвимiрна вкладена пiдгру-
па Лi, тобто iндукована топологiя цiєї пiдгрупи є дискретною (див.
приклад 2.3). Крiм того, з доведення теореми 13.4 випливає, що
KerΦ є замкненою пiдмножиною G.

3. Як вiдомо з алгебри, Ψ дiйсно є iзоморфiзмом груп, зокрема бi-
єкцiєю (за необхiдностi перевiрте це самостiйно). Його означення
Ψ(aKerΦ) := Φ(a) еквiвалентне умовi Ψ ◦ p = Φ, тобто комутатив-
ностi дiаграми

G

p

��

Φ

$$I
II

II
II

II
II

G/KerΦ Ψ // H

Тому, зокрема, p−1(Ψ−1(U)) = Φ−1(U) для будь-якої вiдкритої U ⊂
H. Оскiльки Φ неперервне, цей прообраз вiдкритий у G, а отже
Ψ−1(U) вiдкрита в G/KerΦ за означенням фактортопологiї. То-
му Ψ неперервне. Звiдти ж маємо, що образом будь-якої вiдкритої
U ⊂ G/KerΦ є Ψ(U) = Ψ(p(p−1(U))) = Φ(p−1(U)). Це вiдкрита пiд-
множина H, бо p−1(U) вiдкрита за побудовою фактортопологiї, а Φ
є вiдображенням накриття, як доведено у пунктi 1., отже вiдкри-
тим за вправою 14.1. Таким чином, бiєкцiя Ψ неперервна й вiдкрита,
тобто дiйсно є гомеоморфiзмом.

Якщо прибрати тут умову зв’язностi H, натомiсть вимагаючи, щоб G
була зв’язною, то зв’язний неперервний образ Φ(G) буде мiститися у
зв’язнiй компонентi одиницi H0, тому це твердження залишиться вiрним
з замiною H на H0 у пунктах 1. i 3. Як зауважено в доведеннi, слово ”дис-
кретна” в описi групи Лi KerΦ є синонiмом слова ”нульвимiрна”. Помi-
тимо також, що група G/KerΦ з фактортопологiєю є топологiчною гру-
пою (чому?), отже твердження пункту 3. означає, що Ψ: G/KerΦ → H
є iзоморфiзмом топологiчних груп. Далi в цьому курсi ми навчимося
будувати гладку структуру на фактормножинi групи Лi за замкненою
пiдгрупою (див. теорему 23.1). Вiдносно такої структури G/KerΦ вияви-
ться групою Лi (це твердження вправи 23.3), а Ψ – iзоморфiзмом груп Лi
(це тодi випливатиме з вправи 14.4 нижче).

Вправа 14.2. Перевiрити, що в умовах попереднього твердження трiйка
(G,G/KerΦ, p) теж є накриттям. Це частковий випадок накриття про-
стору орбiт за неперервною цiлком розривною дiєю групи, де в даному

100



випадку група KerΦ дiє на топологiчному просторi G справа: a · b := ba
для a ∈ KerΦ, b ∈ G (див. [32, с. 167], а також роздiл 22). Чи вiрно це
для довiльного гомоморфiзма груп Лi Φ: G→ H?

Приклад 14.6. Розглянемо загальний випадок вiдображення

p : Rn → Tm × Rn−m : (x1, . . . , xn) 7→
(
eix

1

, . . . , eix
m

, xm+1, . . . , xn
)

з прикладу 14.4. Як вже зазначалося, це гомоморфiзм груп Лi, що задо-
вольняє умовi твердження 14.3. Тому (Rn, Tm×Rn−m, p) дiйсно є унiвер-
сальним накриттям, а p – локальним дифеоморфiзмом в околi кожної
точки. Його ядро має вигляд

Ker p = {(2πk1, . . . , 2πkm, 0, . . . , 0) | k1, . . . , km ∈ Z} ∼= Zm,

i це дiйсно дискретна пiдгрупа Лi Rn. Такi пiдгрупи називають ґратка-
ми, їх загальний вигляд наведений у прикладi 15.1 нижче. Пункт 3. по-
переднього твердження встановлює добре вiдомий з топологiї гомеомор-
фiзм мiж простором орбiт Rn/Ker p i Tm × Rn−m.

Приклад 14.7. Гомоморфiзм груп Лi ρ : S3 → SO(3) з прикладiв 4.9
i 14.5 теж задовольняє умовi твердження 14.3, тому дiйсно визначає дво-
листове унiверсальне накриття (S3, SO(3), ρ) i є локальним дифеоморфi-
змом в околi кожної точки. Як було встановлено у пунктi 2. вправи 4.7,
Ker ρ = {1,−1}, що, звичайно, є дискретною пiдгрупою Лi S3. З пункту 3.
твердження 14.3 та обговорення пiсля нього випливає, що побудований
у прикладi 4.9 iзоморфiзм груп ρ̃ : S3/{1,−1} → SO(3) є гомеоморфi-
змом, бiльш того, при правильнiй побудовi гладкої структури на фа-
кторгрупi S3/{1,−1} вiн перетворюється на iзоморфiзм груп Лi. Можна
показати, що ця гладка структура збiгається зi стандартною гладкою
структурою проєктивного простору RP 3, довiвши тим самим тверджен-
ня вправи 4.8 про дифеоморфнiсть RP 3 i SO(3).

Спостереження прикладiв 14.4 i 14.5 також можна узагальнити на-
ступним чином з використанням твердження 14.2.

Вправа 14.3. Нехай G – зв’язна група Лi, а (G̃, G, p) – її гладке унi-
версальне накриття з твердження 14.2. Тодi на G̃ iснує єдина структура
групи Лi, для якої p : G̃ → G – гомоморфiзм груп Лi. При цьому dep
є iзоморфiзмом алгебр Лi цих груп.

Тому в подальшому за необхiдностi будемо говорити про унiверсальне
накриття даної зв’язної групи Лi G як про однозначно визначену (з то-
чнiстю до iзоморфiзма, див. також твердження 15.1 нижче) однозв’язну
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групу Лi G̃ з алгеброю Лi, що iзоморфна алгебрi Лi G. З прикладiв 14.4
i 14.5 випливає, що такими унiверсальними накриттями груп Лi Tm ×
Rn−m (зокрема, SO(2) ∼= S1 = T 1) i SO(3) є Rn i S3 вiдповiдно. Унiвер-
сальним накриттям (дволистовим) групи Лi SO(n) при n ⩾ 3 є спiнорна
група Spin(n) (див. обговорення пiсля вправи 4.11).

Тепер перейдемо нарештi до основної теореми цього роздiлу.

Теорема 14.1 (Iснування та єдинiсть гомоморфiзмiв груп Лi). Нехай G
i H – групи Лi, G однозв’язна (зокрема зв’язна), g = TeG i h = TeH –
їхнi алгебри Лi. Тодi для будь-якого гомоморфiзма алгебр Лi φ : g → h
iснує єдиний гомоморфiзм груп Лi Φ: G→ H такий, що deΦ = φ.

Доведення. Єдинiсть тут означає, що для будь-яких двох гомомор-
фiзмiв груп Лi Φ, Φ̂ : G → H якщо deΦ = φ = deΦ̂, то Φ = Φ̂. Оскiльки
G зв’язна, це в точностi твердження 7.4. Таким чином, залишилося до-
вести iснування такого Φ.

Розглянемо прямий добуток груп Лi G×H, тобто їх прямий декарто-
вий добуток зi структурами прямих добуткiв груп та гладких многови-
дiв. Це група Лi за вправою 2.3. У вправi 11.9 пропонувалося побудувати
канонiчний iзоморфiзм мiж алгеброю Лi G×H, тобто T(e,e)G×H, i пря-
мою сумою алгебр Лi g⊕h. Це робиться наступним чином. Представимо
T(e,e)G×H як простiр дотичних векторiв до усiх гладких кривих, що про-
ходять через (e, e) (як для матричних груп у роздiлi 5, але без вкладення
у якийсь простiр). З побудови структури прямого добутку гладких мно-
говидiв тодi випливає, що кожна така крива має вигляд t 7→ (γ(t), ν(t)),
де γ i ν – гладкi кривi у G i H вiдповiдно, що одночасно проходять через
їхнi одиницi, тобто

T(e,e)G×H = {(γ(t), ν(t))′(t0) | γ ∈ C∞((α, β), G) : γ(t0) = e,

ν ∈ C∞((α, β), H) : ν(t0) = e}.
При цьому для кожної такої пари кривих γ′(t0) ∈ TeG = g i ν ′(t0) ∈
TeH = h. Тому можна визначити вiдображення

T(e,e)G×H → g⊕ h : (γ(t), ν(t))′(t0) 7→ γ′(t0) + ν ′(t0).

Залишилося перевiрити, що воно коректно визначене i є iзоморфiзмом
алгебр Лi (зробiть це). Як зазначалося пiсля вправи 11.9, ми будемо ото-
тожнювати цi алгебри Лi, вважаючи, що у введених вище позначеннях
T(e,e)G×H = g⊕ h складається з сум вигляду γ′(t0) + ν ′(t0). Розглянемо
канонiчнi проєкцiї на множники:

Π: G×H → G : (a, b) 7→ a, P: G×H → H : (a, b) 7→ b.
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Це гомоморфiзми груп за означенням прямого добутку груп i гладкi
вiдображення, бо у локальних координатах, що використовуються при
побудовi прямого добутку гладких многовидiв, цi вiдображення вигля-
дають як ортогональнi проєкцiї евклiдових просторiв (перевiрте це). То-
му Π i P – гомоморфiзми груп Лi, отже їхнi диференцiали в одиницi
π := d(e,e)Π: g ⊕ h → g i ρ := d(e,e)P: g ⊕ h → h повиннi бути гомомор-
фiзмами алгебр Лi за наслiдком 11.2. Обчислимо π через його дiю на
дотичних векторах:

π(γ′(t0) + ν ′(t0)) = d(e,e)Π(γ
′(t0) + ν ′(t0)) = (Π(γ(t), ν(t)))′(t0) = γ′(t0),

де γ(t0) = e, ν(t0) = e. Таким чином, π(x + y) = x, i так само вставнов-
люємо, що ρ(x + y) = y, для будь-якого x + y ∈ g ⊕ h (де x ∈ g, y ∈ h),
тобто це канонiчнi проєкцiї на доданки прямої суми. Звичайно, те, що це
гомоморфiзми алгебр Лi, неважко перевiрити й безпосередньо (зробiть
це), бiльш того, такi проєкцiї будуть гомоморфiзмами алгебр Лi й для
довiльної прямої суми алгебр Лi.

Отже, маємо гомоморфiзм алгебр Лi φ : g → h. Побудуємо його графiк
f := {x + φ(x) | x ∈ g} ⊂ g⊕ h. Це пiдалгебра Лi. Дiйсно, для будь-яких
x, y ∈ g, λ, µ ∈ R маємо за означенням прямої суми та лiнiйнiстю φ

λ(x+ φ(x)) + µ(y + φ(y)) = (λx+ µy) + (λφ(x) + µφ(y)) =

= (λx+ µy) + φ(λx+ µy) ∈ f,

тобто це векторний пiдпростiр, i

[x+ φ(x), y + φ(y)] = [x, y] + [φ(x), φ(y)] = [x, y] + φ([x, y]) ∈ f

за означенням прямої суми алгебр Лi та гомоморфнiстю φ, отже це дiйсно
пiдалгебра Лi в g⊕ h. Тодi за теоремою 13.2 iснує єдина зв’язна пiдгру-
па Лi F ⊂ G × H така, що її алгеброю Лi є TeF = f. Нашою задачею
буде встановити, що F є, у свою чергу, графiком деякого гомоморфiзма
груп Лi Φ з диференцiалом deΦ = φ.

Далi позначатимемо через Π обмеження цiєї канонiчної проєкцiї на F :
Π: F → G : (a, b) 7→ a. Це гомоморфiзм груп Лi за наслiдком 2.2. Його
диференцiалом у одиницi є, у свою чергу, обмеження π на TeF = f (див.
обговорення на початку попереднього роздiлу):

deΠ = π|f : f → g : x+ φ(x) 7→ x.

Це гомоморфiзм алгебр Лi i як диференцiал гомоморфiзма груп Лi в оди-
ницi, i як обмеження гомоморфiзма на пiдалгебру Лi (перевiрте, що таке
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обмеження є гомоморфiзмом алгебр Лi у загальному випадку) та бiєкцiя,
бо має коректно визначене обернене вiдображення x 7→ x + φ(x). Отже,
deΠ = π|f є iзоморфiзмом алгебр Лi f i g, тобто Π: F → G задоволь-
няє умовам твердження 14.3, оскiльки G зв’язна. Зокрема, за пунктом 1.
цього твердження (F,G,Π) є накриттям, а Π – локальним дифеоморфi-
змом у околi кожної точки F . Тодi, оскiльки F лiнiйно зв’язна (нагадаємо
ще раз, що для многовидiв це те саме, що зв’язнiсть), а G однозв’язна,
Π є гомеоморфiзмом за твердженням 14.1. Оскiльки це гомеоморфiзм
i локальний дифеоморфiзм у околi кожної точки, Π є дифеоморфiзмом.
Дiйсно, умови гладкостi неперервних вiдображень Π i Π−1 достатньо
перевiрити в околi кожної точки (вони локальнi за своєю природою),
а це якраз i гарантується локальною дифеоморфнiстю. Таким чином,
Π: F → G – iзоморфiзм груп Лi.

Обмеження P|F : F → H : (a, b) 7→ b є гомоморфiзмом груп Лi анало-
гiчно до обмеження Π, i так само

de(P|F ) = ρ|f : f → h : x+ φ(x) 7→ φ(x).

Розглянемо тепер композицiю гомоморфiзмiв груп Лi Φ := P|F ◦Π−1 : G→
H. Це теж гомоморфiзм груп Лi, диференцiал якого в одиницi згiдно з
ланцюговим правилом визначений умовою

deΦ(x) = de(P|F ) ◦ (deΠ)−1(x) = ρ|f ◦ (π|f)−1(x) = ρ|f (x+ φ(x)) = φ(x)

для будь-якого x ∈ g. Отже, deΦ = φ, тому Φ є потрiбним гомоморфiзмом
груп Лi. Зауважимо також, що F дiйсно є його графiком: F = {(a,Φ(a)) |
a ∈ G} (перевiрте це).

Вправа 14.4 (Теорема Картана про гомоморфiзм). Показати, що якщо
G i H – групи Лi, а Φ: G→ H – гомоморфiзм топологiчних груп, то Φ –
гомоморфiзм груп Лi (пiдказка: використати графiк Φ та теорему 13.3
Картана про пiдгрупу).

15 Основна теорема теорiї Лi
Тут буде завершено вiдповiдь на питання про iснування оберненого до
функтора Лi, що було сформульоване у роздiлi 11. Якщо у попередньому
роздiлi ми навчилися будувати гомоморфiзми груп Лi за гомоморфiзма-
ми алгебр Лi, то тут наведемо результат про iснування та єдинiсть гру-
пи Лi з даною алгеброю Лi, яке використовує лише ту ж саму додаткову
умову однозв’язностi. Почнемо з твердження про єдинiсть, що є простим
наслiдком результатiв попереднього роздiлу.
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Твердження 15.1. Якщо алгебри Лi однозв’язних груп Лi G i H iзо-
морфнi, то G i H iзоморфнi.

Доведення. Будемо як завжди позначати через g = TeG i h = TeH
алгебри Лi цих груп. За умовою iснує iзоморфiзм алгебр Лi φ : g → h.
Оскiльки G однозв’язна, за теоремою 14.1 тодi iснує єдиний гомоморфiзм
груп Лi Φ: G→ H такий, що deΦ = φ. Оскiльки H є, зокрема, зв’язною,
з пункту 1. твердження 14.3 випливає, що (G,H,Φ) є (унiверсальним)
накриттям, а Φ – локальним дифеоморфiзмом в околi кожної точки G.
Тепер з (лiнiйної) зв’язностi G, однозв’язностi H i твердження 14.1 має-
мо, що Φ – гомеоморфiзм. Оскiльки це локальний дифеоморфiзм в околi
кожної точки, Φ є дифеоморфiзмом (це перевiряється аналогiчно до ди-
феоморфностi Π у доведеннi теореми 14.1), а отже iзоморфiзмом груп Лi.

Це твердження можна було довести й без явного використання твер-
дження 14.3, помiтивши, що φ−1 : h → g також є iзоморфiзмом алгебр Лi,
побудувавши гомоморфiзм груп Лi Ψ: H → G такий, що deΨ = φ−1, i по-
казавши, що Φ i Ψ взаємно оберненi за допомогою єдиностi в теоремi 14.1
(зробiть це). Як демонструють приклади роздiлу 11, однозв’язнiсть обох
груп Лi (зокрема зв’язнiсть) тут суттєва.

Наслiдок 15.1. Будь-яка n-вимiрна однозв’язна абелева група Лi G iзо-
морфна групi Лi Rn.

Доведення. Дiйсно, n-вимiрна алгебра Лi групиG є абелевою за твер-
дженням 11.1, тому за наслiдком 11.5 iзоморфна абелевiй алгебрi Лi Rn

однозв’язної групи Лi Rn (з операцiєю додавання; див. приклад 11.1).
Тому група Лi G iзоморфна Rn за попереднiм твердженням.

Також нам знадобиться наступна нетривiальна теорема з теорiї пред-
ставлень алгебр Лi.

Теорема 15.1 (Адо – Iвасава). Будь-яка скiнченновимiрна алгебра Лi
(над довiльним полем) має точне скiнченновимiрне представлення.

Доведення. Див. доведення загального випадку у [24, с. 219-227],
випадку алгебр Лi над полем характеристики 0 (оригiнальної теореми
Адо) у [13, с. 86-90] або [39, с. 439-441], i також лише для дiйсних та
комплексних алгебр Лi (той випадок, який нам тiльки й потрiбен тут)
у [18, с. 500-503] або [28, с. 662-669].
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Теорема 15.2 (Основна теорема теорiї Лi, ”третя теорема Лi”). Для
будь-якої скiнченновимiрної алгебри Лi g над R iснує i єдина з точнiстю
до iзоморфiзма однозв’язна група Лi з алгеброю Лi, що iзоморфна g.

Доведення. Єдинiсть з точнiстю до iзоморфiзма – це доведене вище
твердження 15.1.

Один зi способiв довести iснування – використати теорему 15.1 Адо.
Згiдно з нею, iснує точне (тобто iн’єктивне) представлення ρ : g → gl(V )
для деякого скiнченновимiрного векторного простору V над R, зокрема,
g ' ρ(g) ⊂ gl(V ), як обговорювалося у роздiлi 12. Нагадаємо, що gl(V )
є алгеброю Лi групи Лi GL(V ) за наслiдками 12.1 i 12.2. Отже, за тео-
ремою 13.2 iснує єдина зв’язна пiдгрупа Лi G ⊂ GL(V ) з алгеброю Лi
TeG = ρ(g) ' g. З вправи 14.3 випливає тодi iснування однозв’язної гру-
пи Лi G̃ (унiверсального накриття G) з алгеброю Лi, що iзоморфна ρ(g),
а отже й g.

Доведення iснування у попереднiй теоремi способами, що не спира-
ються на теорему Адо, можна знайти у [16, с. 72-81], [28, с. 662] та [43,
с. 257-259]. Формулювання оригiнальних трьох теорем Лi, що стосува-
лися локального аналога груп Лi у застосуваннi до симетрiй диферен-
цiальних рiвнянь, наведенi у [13, с. 463-464] (див. також [19, с. 148-151],
де номери сторiнок данi за новiшим перекладом). Попередня теорема
у її сучасному формулюваннi належить Картану (i зветься теоремою
Картана у [39]). Теорема 15.1 i доведення теореми 15.2 за її допомогою
демонструють важливiсть матричних груп i алгебр Лi: будь-яка скiнчен-
новимiрна алгебра Лi виявляється iзоморфною матричнiй (пiдалгебрi Лi
gl(V ) ' gl(k,R), де k = dimV , або gl(V ) ' gl(k,F) у випадку алгебри Лi
над довiльним полем F), а будь-яка група Лi може бути побудована за до-
помогою матричної (пiдгрупи Лi GL(V ) ∼= GL(k,R)). Зауважимо, що при
цьому iснують групи Лi, що на вiдмiну вiх їхнiх алгебр Лi не iзоморфнi
жоднiй матричнiй. Прикладом такої є унiверсальне накриття групи Лi
SL(2,R), див. вправу 20 до лекцiї 2 у [11] або детальнiше у [39, с. 417-420].

Якщо нам уже вiдома однозв’язна група Лi G з алгеброю Лi TeG = g,
що iзоморфна данiй, ми можемо знайти усi зв’язнi групи Лi G, алгебри Лi
яких iзоморфнi g (а отже данiй), наступним чином. Для будь-якої такої
групи Лi H з алгеброю Лi TeH = h iснує iзоморфiзм алгебр Лi φ : g → h,
а отже iснує єдиний гомоморфiзм груп Лi Φ: G→ H з deΦ = φ за теоре-
мою 14.1. Тодi за твердженням 14.3 i обговоренням пiсля нього (G,H,Φ)
є унiверсальним накриттям H, що, у свою чергу, iзоморфна факторгрупi
G/KerΦ (принаймнi як топологiчна група, але насправдi i як група Лi та-
кож), де KerΦ є нормальною вкладеною дискретною пiдгрупою Лi в G.
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Тому задача класифiкацiї груп Лi H зводиться до задачi пошуку всiх
таких пiдгруп KerΦ у G. Зауважимо, що при цьому фундаментальна
група H iзоморфна KerΦ (див. [32, с. 178-179]).

Приклад 15.1. Застосуємо описану вище технiку до зв’язних абелевих
груп Лi, продовжуючи тему наслiдку 15.1. Вiдомо, що усi дискретнi пiд-
групи групи Лi Rn мають вигляд

L(e1, . . . , em) :=

{
m∑
i=1

kiei

∣∣∣∣∣ k1, . . . , km ∈ Z

}
∼= Zm

для деяких лiнiйно незалежних e1, . . . , em ∈ Rn, де 0 ⩽ m ⩽ n (це т. зв.
ґратки; пор. з частковим випадком пiдгрупи Ker p у прикладi 14.6). То-
дi можна показати, що факторгрупи Rn/L(e1, . . . , em) iзоморфнi Tm ×
Rn−m. Див. [16, с. 58-62]. Це означає, що у прикладi 11.1 були перелi-
ченi усi зв’язнi абелевi групи Лi G з точнiстю до iзоморфiзма, бо їхнi
алгебри Лi iзоморфнi абелевим алгебрам Лi Rn за наслiдком 11.5, а от-
же G ∼= Tm × Rn−m для якогось 0 ⩽ m ⩽ n згiдно зi сказаним вище.
Бiльш того, якщо вiдомо лише, що алгебра Лi зв’язної групи Лi G абеле-
ва, цi мiркування залишаються вiрними, отже G iзоморфна Tm × Rn−m

й тому абелева. Зокрема, усi одновимiрнi алгебри Лi абелевi, як було
зауважено наприкiнцi прикладу 11.1, а отже й усi одновимiрнi зв’язнi
групи Лi абелевi.

Наслiдок 15.2. Будь-яка n-вимiрна зв’язна абелева група Лi G iзомор-
фна Tm × Rn−m для деякого 0 ⩽ m ⩽ n. Якщо алгебра Лi зв’язної гру-
пи Лi G абелева, то й G абелева. Зокрема, будь-яка одновимiрна зв’язна
група Лi абелева та iзоморфна R або S1.

Вправа 15.1. Побудувати явно iзоморфiзм груп Лi мiж зв’язною абеле-
вою групою GL(1,C) з прикладу 4.7 та цилiндром T 1 × R1 = S1 × R.

При цьому незв’язна група Лi з абелевою алгеброю Лi може й не
бути абелевою. Наприклад, одновимiрна незв’язна група O(2) неабелева
(перевiрте це, використавши її опис у прикладах 4.4 та 4.6). Це ще раз
пiдкреслює суттєвiсть зв’язностi, причому не тiльки для попереднього
наслiдку, а й для багатьох iнших результатiв останнiх трьох роздiлiв.

16 Лiвоiнварiантнi форми
У цьому роздiлi ми природним чином перенесемо поняття iнварiантностi
з векторних полiв (як у роздiлi 6) на форми на групi Лi. Тут знову всюди
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G – деяка група Лi, а TeG = g – її алгебра Лi. Термiном ”k-форма”
ми будемо називати будь-яку форму на гладкому многовидi (тобто поле
k-лiнiйних форм на його дотичних просторах), не обов’язково зовнiшню.

Означення 16.1. k-форма ω на групi Лi G зветься лiвоiнварiантною
(вiдповiдно, правоiнварiантною), якщо

ω(b)(x1, . . . , xk) = ω(ab)(dbLa(x1), . . . , dbLa(xk))

або, вiдповiдно,

ω(b)(x1, . . . , xk) = ω(ba)(dbRa(x1), . . . , dbRa(xk))

для будь-яких a, b ∈ G, x1, . . . , xk ∈ TbG.

Нагадаємо, що значення k-форми ω у b ∈ G – це k-лiнiйна форма на
просторi TbG, тобто k-лiнiйне вiдображення ω(b) : TbG× . . .× TbG︸ ︷︷ ︸

k

→ R.

Оскiльки Lab = ab, dbLa дiє з TbG у TabG, тому рiвностi у попередньо-
му означеннi мають сенс, i так само для правоiнварiантних форм i Ra.
Умова цього означення еквiвалентна тому, що (La)

∗
b ω(ab) = ω(b) (вiдпо-

вiдно, (Ra)
∗
b ω(ba) = ω(b)), де (La)

∗
b ((Ra)

∗
b) позначає кодиференцiал La

(Ra) у довiльнiй точцi b ∈ G. Iншими словами, ω є лiвоiнварiантною
(правоiнварiантною) тодi й тiльки тодi, коли (La)

∗ω = ω ((Ra)
∗ω = ω)

для будь-якого a ∈ G, тобто коли вона iнварiантна пiд дiєю кодиферен-
цiалiв лiвих (правих) зсувiв. Як i у випадку векторних полiв, теорiя для
правоiнварiантних форм будується майже дослiвно так само, як для лi-
воiнварiантних. Тому в даному роздiлi далi говоритимемо, як правило,
лише про лiвоiнварiантнi форми.

Дослiдимо властивостi лiвоiнварiантних k-форм так само, як ми це
робили з лiвоiнварiантними векторними полями у роздiлi 6. Якщо по-
класти у попередньому означеннi a := b−1 для деякого b ∈ G, то для
будь-яких x1, . . . , xk ∈ TbG матимемо

ω(b)(x1, . . . , xk) = ω(e)(dbLb−1(x1), . . . , dbLb−1(xk))

Ця рiвнiсть однозначно визначає ω її значенням ω(e) в одиницi, так само,
як це було для лiвоiнварiантних полiв. Насправдi вона, як i лiвоiнварiан-
тнi поля, однозначно визначена своїм значенням у будь-якiй точцi a ∈ G
(перевiрте це), але нам вистачить значення у e.

Вправа 16.1. Вивести з цiєї рiвностi, що будь-яка лiвоiнварiантна k-
форма є гладкою (аналогiчно до вiдповiдного твердження про лiвоiнва-
рiантнi векторнi поля).
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Тепер нехай α – якась k-лiнiйна форма на TeG = g. Покладемо

ωα(a)(x1, . . . , xk) := α(daLa−1(x1), . . . , daLa−1(xk)) (16.1)

для будь-яких a ∈ G, x1, . . . , xk ∈ TaG. З лiнiйностi daLa−1 i k-лiнiйностi
форми α випливає, що ωα(a) є k-лiнiйною формою на TaG у кожнiй то-
чцi a ∈ G, тобто ця умова визначає k-форму ωα на G. Аналогiчно до
попередньої вправи перевiряється, що ця форма гладка. Покажемо, що
вона лiвоiнварiантна. Дiйсно, за її означенням (16.1) маємо для будь-
яких a, b ∈ G, x1, . . . , xk ∈ TbG

ωα(ab)(dbLa(x1), . . . , dbLa(xk)) =

= α(dabL(ab)−1(dbLa(x1)), . . . , dabL(ab)−1(dbLa(xk))).

Оскiльки за ланцюговим правилом i властивостями лiвих зсувiв

dabL(ab)−1 ◦ dbLa = db(L(ab)−1 ◦ La) = dbL(ab)−1a = dbLb−1 , (16.2)

потрiбне нам значення ωα(ab)(dbLa(x1), . . . , dbLa(xk)) дорiвнює

α(dbLb−1(x1), . . . , dbLb−1(xk)) = ωα(b)(x1, . . . , xk)

за (16.1), що й демонструє лiвоiнварiантнiсть ωα. При цьому ωα(e) = α
знову ж за (16.1), оскiльки deLe−1 = deidG = idg є тотожним вiдображен-
ням. Оскiльки будь-яка лiвоiнварiантна k-форма, як побачили вище, має
вигляд ωω(e), вiдповiднiсть α 7→ ωα є бiєкцiєю мiж множиною k-лiнiйних
форм на g (що є векторним простором над полем R) та множиною лiво-
iнварiантних k-форм на G. Нарештi, безпосередньо з (16.1) випливає, що
ця бiєкцiя лiнiйна, тобто ωλα+µβ = λωα + µωβ для будь-яких k-лiнiйних
форм α, β на g i λ, µ ∈ R. Зокрема, це разом iз вправою 16.1 означає, що
множина лiвоiнварiантних k-форм на G є векторним пiдпростором про-
стору всiх гладких k-форм на G (над полем R), що випливає i безпосере-
дньо з означення (перевiрте це). Таким чином, ми встановили наступний
аналог наслiдку 6.1.

Наслiдок 16.1. Лiвоiнварiантнi k-форми на групi Лi G утворюють
векторний пiдпростiр у просторi гладких k-форм на G, а вiдповiднiсть
α 7→ ωα задає лiнiйний iзоморфiзм простору k-лiнiйних форм на алге-
брi Лi g групи G на цей пiдпростiр.

Згадаємо, що будь-яка гладка k-форма на гладкому многовидi одно-
значно визначена тим, як вона дiє на гладкi векторнi поля. Якщо ж
подiяти лiвоiнварiантною k-формою ωα на лiвоiнварiантнi векторнi поля
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Xx1 , . . . , Xxk на групi Лi G (де x1, . . . , xk ∈ g, а α – k-лiнiйна форма на g),
то згiдно з означеннями отримаємо для кожної точки a ∈ G

ωα(Xx1 , . . . , Xxk)(a) = ωα(a)(Xx1(a), . . . , Xxk(a)) =

= α(daLa−1(deLa(x1)), . . . , daLa−1(deLa(xk))) = α(x1, . . . , xk),

де використали (16.2) при b = e. Тобто це постiйна функцiя.

Наслiдок 16.2. Для будь-якої лiвоiнварiантної k-форми ω на групi Лi G
та будь-яких лiвоiнварiантних векторних полiв X1, . . . , Xk на G значе-
ння ω(X1, . . . , Xk) постiйне.

Вправа 16.2. Показати, що вiрне й обернене: якщо ω – k-форма на
групi Лi G така, що для будь-яких лiвоiнварiантних векторних полiв
X1, . . . , Xk на G значення ω(X1, . . . , Xk) постiйне, то ω лiвоiнварiантна.

Решту цього роздiлу присвятимо лiвоiнварiантним зовнiшнiм (тобто
кососиметричним) формам на групах Лi. З означення зовнiшнього добу-
тку у [29, с. 35-36] та його асоцiативностi можна вивести, що зовнiшнiй
добуток гладких зовнiшнiх форм ω1, . . . , ωl на гладкому многовидi M , де
ωi – ki-форма для i = 1, n, є гладкою зовнiшньою (k1 + . . .+ kl)-формою
ω1 ∧ . . . ∧ ωl := A (ω1 ⊗ . . . ⊗ ωl), де тензорний добуток ⊗ та альтерну-
вання A визначенi у [29, с. 25-26, 35-36]. Ця формула нам знадобиться
у явному виглядi лише при k1 = . . . = kl = 1, коли ω1∧. . .∧ωl є l-формою:

ω1 ∧ . . . ∧ ωl (X1, . . . , Xl) =
1

l!

∑
σ∈Sl

sign σ ω1(Xσ(1)) . . . ωl(Xσ(l)) (16.3)

для будь-яких гладких векторних полiвX1, . . . , Xl наM , де сума береться
за усiма перестановками σ з l елементiв (нагадаємо, що будь-яка 1-форма
є зовнiшньою).

Оскiльки кодиференцiали комутують з операцiями тензорного добу-
тку та альтернування (перевiрте це, використовуючи означення з [29]),
для будь яких лiвоiнварiантних зовнiшнiх форм ω1, . . . , ωl на групi Лi G
та кожного a ∈ G

(La)
∗(ω1∧. . .∧ωl) = A ((La)

∗ω1⊗. . .⊗(La)
∗ωl) = A (ω1⊗. . .⊗ωl) = ω1∧. . .∧ωl,

що означає лiвоiнварiантнiсть ω1 ∧ . . . ∧ ωl.

Наслiдок 16.3. Зовнiшнiй добуток лiвоiнварiантних зовнiшнiх форм
на групi Лi є лiвоiнварiантною зовнiшньою формою.
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Зокрема, для 1-форм ω1, . . . , ωl це також випливає з наслiдку 16.2,
вправи 16.2 та формули (16.3), бо для лiвоiнварiантних X1, . . . , Xl вираз
у цiй формулi буде постiйним.

Нагадаємо також, що (зовнiшнiм) диференцiалом зовнiшньої гладкої
k-форми ω на гладкому многовидi M зветься зовнiшня гладка (k + 1)-
форма dω така, що

dω(X1, . . . , Xk+1) :=
1

k + 1

(
k+1∑
i=1

(−1)i−1Xi

(
ω
(
X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1

))
+

+
∑

1⩽i<j⩽k+1

(−1)i+jω
(
[Xi, Xj], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xk+1

))

для будь-яких гладких векторних полiв X1, . . . , Xk+1 на M , де X̂i та X̂j

означають пропуски вiдповiдних аргументiв форми ω (див. [29, с. 43]).
Тут Xi

(
ω
(
X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1

))
– це диференцiювання гладкої фун-

кцiї ω
(
X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1

)
за напрямком поля Xi. Зокрема, якщо ω –

це лiвоiнварiантна зовнiшня k-форма, а X1, . . . , Xk+1 – лiвоiнварiантнi
поля на групi Лi M = G, то функцiї ω

(
X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1

)
постiй-

нi за наслiдком 16.2, i тому Xi

(
ω
(
X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1

))
= 0 для усiх

i = 1, k + 1, тобто у формулi для dω вище залишаються лише члени
з другого рядка. Вони знову ж є постiйними за наслiдком 16.2, бо дуж-
ки Лi лiвоiнварiантних полiв лiвоiнварiантнi за твердженням 9.1. Тому
в силу вправи 16.2 форма dω також лiвоiнварiантна.

Наслiдок 16.4. Диференцiал будь-якої лiвоiнварiантної зовнiшньої k-
форми на групi Лi є лiвоiнварiантною зовнiшньою (k + 1)-формою.

Зокрема, при k = 1 означення диференцiала набуває вигляду

dω(X,Y ) =
1

2
(X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X,Y ]))

для довiльних полiв X,Y на M у загальному випадку та

dω(X,Y ) = −1

2
ω([X,Y ])

для лiвоiнварiантних 1-форми ω та полiв X,Y на групi Лi.
Як зазначалося перед наслiдком 6.2, для кожного базиса {e1, . . . , en}

алгебри Лi g = TeG (тут i далi в роздiлi n = dimG) вiдповiднi лiво-
iнварiантнi векторнi поля {Xi := Xei}ni=1 утворюють глобальний базис
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векторних полiв на групi Лi G (у сенсi означення 13.1 для тривiального
розподiлу a ∈ G 7→ TaG), тобто їхнi значення утворюють базис доти-
чного простору у кожнiй точцi G. Нехай тепер {α1, . . . , αn} – дуальний
базис лiнiйних форм (функцiоналiв) на g, тобто αi(ej) = δij для будь-яких
i, j = 1, n (символ Кронекера, 1 при i = j i 0 при i 6= j). Вони однозначно
визначаються цими умовами та дiйсно утворюють базис спряженого про-
стору g∗ (за необхiдностi перевiрте це). Покладемо ωi := ωαi для i = 1, n.
Тодi ωi(Xj) = δij для усiх i, j = 1, n за наслiдком 16.2. Зокрема, це озна-
чає, що для кожної a ∈ G форми {ω1(a), . . . , ωn(a)} утворюють базис
(TaG)

∗, що є дуальним до базиса {X1(a), . . . , Xn(a)} простору TaG. Тому
можемо назвати {ω1, . . . , ωn} глобальним базисом 1-форм на G, що ду-
альний до глобального базиса {X1, . . . , Xn} векторних полiв. При цьому
форми цього базиса однозначно визначенi умовами ωi(Xj) = δij (чому?).

Твердження 16.1 (Рiвняння Маурера – Картана). Нехай {Ck
ij}ni,j,k=1 ⊂

R – структурнi константи алгебри Лi g групи Лi G у базисi {e1, . . . , en},
а {ω1, . . . , ωn} – глобальний базис 1-форм на G, що дуальний до глобаль-
ного базиса векторних полiв {X1, . . . , Xn}, де Xi := Xei, i = 1, n. Тодi

dωk = −1

2

n∑
i,j=1

Ck
ij ω

i ∧ ωj (16.4)

для будь-якого k = 1, n.

Доведення. Умова на {Ck
ij}ni,j,k=1 означає, що

[ei, ej] =
n∑
k=1

Ck
ijek

для будь-яких i, j = 1, n за означенням структурних констант. Тодi з твер-
дження 9.1 та лiнiйностi у наслiдку 6.1 випливає, що

[Xi, Xj] = [Xei , Xej ] = X[ei,ej ] =
n∑
k=1

Ck
ijXek =

n∑
k=1

Ck
ijXk

для будь-яких i та j (це випливає й безпосередньо з наслiдку 11.6). З цьо-
го розкладення i наведеної вище формули для диференцiала лiвоiнварi-
антної 1-форми маємо, що

dωk(Xl, Xm) = −1

2
ωk([Xl, Xm]) =
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= −1

2

n∑
o=1

Co
lm ω

k(Xo) = −1

2

n∑
o=1

Co
lmδ

k
o = −1

2
Ck
lm

для будь-яких k, l,m = 1, n. З iншого боку,

ωi ∧ ωj (Xl, Xm) =
1

2
(ωi(Xl)ω

j(Xm)− ωi(Xm)ω
j(Xl)) =

1

2
(δilδ

j
m − δimδ

j
l )

для будь-яких i, j, l,m = 1, n за формулою (16.3) (при l = 2 у позначеннях
тiєї формули). Цей вираз дорiвнює 1

2
при i = l 6= j = m, −1

2
при i = m 6=

j = l та 0 у рештi випадкiв. Тодi

−1

2

n∑
i,j=1

Ck
ij ω

i ∧ ωj (Xl, Xm) = −1

4

n∑
i,j=1

Ck
ij(δ

i
lδ
j
m − δimδ

j
l ) =

= −1

4
Ck
lm +

1

4
Ck
ml = −1

2
Ck
lm = dωk(Xl, Xm)

для будь-яких l та m. Тут використали кососиметричнiсть структурних
констант Ck

lm = −Ck
ml, що випливає з їх означення та антикомутативностi

дужки Лi (див. також вправу 11.1). Оскiльки {X1, . . . , Xn} є глобальним
базисом векторних полiв, звiдси за лiнiйнiстю дiї форми на векторнi поля
й випливає потрiбна рiвнiсть форм.

Цi рiвняння насправдi не є специфiчними для груп Лi: вони вiрнi й
для довiльного локального базиса {X1, . . . , Xn} гладких векторних по-
лiв на вiдкритiй пiдмножинi U довiльного гладкого многовида M (знову
в сенсi означення 13.1 для тривiального розподiлу) та дуального локаль-
ного базиса {ω1, . . . , ωn} гладких 1-форм на U , що однозначно визначе-
ний умовами ωi(Xj) = δij, i, j = 1, n. Рiзниця лише в локальностi та тому,
що тепер константи {Ck

ij}ni,j,k=1 ⊂ R у рiвняннях (16.4) треба замiнити на
функцiї {fkij}ni,j,k=1 ⊂ C∞(U) такi, що для будь-яких i, j = 1, n

[Xi, Xj] =
n∑
k=1

fkijXk

на U (перевiрте це, переконавшися, що доведення твердження 16.1 пра-
цює i в цьому контекстi). Пор. також зi структурними рiвняннями Кар-
тана з диференцiальної геометрiї (див., наприклад, [29, с. 80-82]).

Вправа 16.3. Показати, що рiвнiсть d2ω := d(dω) = 0 (що вiрна для
будь-якої зовнiшньої гладкої k-форми ω на будь-якому гладкому мно-
говидi) у випадку лiвоiнварiантної зовнiшньої k-форми ω на групi Лi
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випливає з тотожностi Якобi (принаймнi для k = 1). I навпаки, показа-
ти, що зi справедливостi умови d2ω = 0 для будь-якої лiвоiнварiантної
1-форми ω на групi Лi випливає тотожнiсть Якобi, що дає ще один спосiб
довести наслiдок 9.2.

Вправа 16.4. Показати, що якщо зовнiшня k-форма ω на групi Лi є лi-
воiнварiантною та правоiнварiантною (т. зв. бiiнварiантною), то вона за-
мкнена, тобто dω = 0. Чи вiрне обернене твердження, тобто чи є будь-яка
замкнена лiвоiнварiантна зовнiшня k-форма на групi Лi також правоiн-
варiантною? Див. [10, с. 308-309, 312-314] або [19, с. 141] (номери сторiнок
тут i далi данi за новiшим перекладом), пор. також з обговоренням бiiн-
варiантних рiманових метрик у роздiлi 18 нижче.

У [19, с. 142-146] показано, як лiвоiнварiантнi 1-форми та рiвняння
Маурера – Картана можна застосувати до доведення оригiнальної тре-
тьої теореми Лi. Також iнварiантнi зовнiшнi форми можна використати
для обчислення когомологiй (де Рама) компактних груп Лi, як продемон-
стровано у [10, с. 304-314]. Виявляється, що це обчислення зводиться до
дослiдження кососиметричних форм на алгебрi Лi даної групи, якi вiд-
повiдають бiiнварiантним, а отже замкненим в силу вправи 16.4, формам
на групi. Зокрема, за допомогою цiєї технiки можна встановити, що на
сферi Sn iснує структура групи Лi тодi й тiльки тодi, коли n = 0, 1 або 3
(див. також обговорення пiсля наслiдку 6.2). У [39, с. 397-407, 420-426]
наведена лiнiйно-алгебраїчна конструкцiя когомологiй алгебри Лi та по-
казана iзоморфнiсть цих когомологiй та когомологiй де Рама вiдповiдної
однозв’язної групи Лi, що обчислюються за допомогою лiвоiнварiантних
форм, як згадано вище. Далi у [39] описується, як технiку когомологiй
алгебр Лi можна застосувати до доведення теореми Адо.

Вправа 16.5. Узагальнити поняття лiво- та правоiнварiантностi на до-
вiльнi тензорнi поля на групi Лi та дослiдити їх властивостi за аналогiєю
з векторними полями та k-формами.

17 Iнварiантнi рiмановi метрики
на групах Лi

Нашим першим об’єктом вивчення в геометричнiй частинi курсу будуть
рiмановi метрики на групах Лi. Враховуючи матерiал попереднього роз-
дiлу, природно буде розглянути метрики на них, що є iнварiантними
формами. Мотивацiєю для цього буде, зокрема, бажання звести деякi
диференцiально-геометричнi задачi до лiнiйно-алгебраїчних у термiнах
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алгебр Лi, аналогiчно до того, як у попереднiх кiлькох роздiлах у таких
термiнах описувалися загальнi структури, що пов’язанi з групами Лi.

У цьому роздiлi, як i ранiше, G – деяка n-вимiрна група Лi, а TeG =
g – її алгебра Лi. Рiманову метрику на G будемо зазвичай позначати
через 〈·, ·〉, а її значення у точцi a ∈ G – через 〈·, ·〉a. Таким чином,
〈·, ·〉a : TaG × TaG → R – евклiдовий скалярний добуток на TaG, тобто
бiлiнiйна симетрична додатно визначена форма, для кожної a ∈ G. Через
| · |a позначатимемо евклiдову норму, що вiдповiдає скалярному добутку
〈·, ·〉a: |x|a :=

√
〈x, x〉a для будь-якого x ∈ TaG.

Означення 17.1. Рiманова метрика 〈·, ·〉 на групi Лi G зветься лiвоiн-
варiантною (вiдповiдно, правоiнварiантною), якщо вона є лiвоiнварiан-
тною (правоiнварiантною) 2-формою. Метрика 〈·, ·〉 зветься бiiнварiан-
тною, якщо вона лiвоiнварiантна i правоiнварiантна.

Зазвичай вiд рiманової метрики вимагають також гладкiсть, але будь-
яка лiвоiнварiантна (правоiнварiантна, бiiнварiантна) метрика автомати-
чно є гладкою в силу вправи 16.1 (та її аналога для правоiнварiантних
форм). Умови з означення 16.1 у нашому випадку набувають вигляду

〈x, y〉b = 〈dbLa(x), dbLa(y)〉ab

для лiвоiнварiантної метрики та

〈x, y〉b = 〈dbRa(x), dbRa(y)〉ba

для правоiнварiантної, де a, b ∈ G, x, y ∈ TbG довiльнi. Отже, 〈·, ·〉 лi-
воiнварiантна (вiдповiдно, правоiнварiантна) тодi й тiльки тодi, коли
dbLa : TbG → TabG (dbRa : TbG → TbaG) для усiх a, b ∈ G є лiнiйними
iзометрiями евклiдових просторiв (зi значеннями метрики 〈·, ·〉 у вiдпо-
вiдних точках). Як було зауважено пiсля означення 16.1, цi умови можна
також скорочено записати у термiнах кодиференцiалiв: (La)∗〈·, ·〉 = 〈·, ·〉
((Ra)

∗〈·, ·〉 = 〈·, ·〉) для будь-якого a ∈ G. Разом з дифеоморфнiстю La
(Ra), що випливає з твердження 3.1, вони означають, що усi La (Ra)
є iзометрiями цiєї метрики.

Наслiдок 17.1. Рiманова метрика 〈·, ·〉 на групi Лi G є лiвоiнварiан-
тною (вiдповiдно, правоiнварiантною) тодi й тiльки тодi, коли La : G→
G (Ra : G→ G) є iзометрiєю рiманового многовида (G, 〈·, ·〉) на себе для
будь-якого a ∈ G.

Знову ж, оскiльки мiркування для лiвоiнварiантних та правоiнварi-
антних метрик майже дослiвно повторюються, далi у цьому роздiлi бу-
демо говорити лише про лiвоiнварiантнi. З обговорення лiвоiнварiантних
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форм на початку роздiлу 16 випливає, що будь-яка лiвоiнварiантна ме-
трика 〈·, ·〉 однозначно визначена своїм значенням 〈·, ·〉e у одиницi (а та-
кож своїм значенням в будь-якiй точцi G). I навпаки: якщо 〈·, ·〉 – евклi-
довий скалярний добуток на TeG = g, то вираз iз рiвняння (16.1)

〈x, y〉a := ω⟨·,·⟩(a)(x, y) = 〈daLa−1(x), daLa−1(y)〉, (17.1)

де a ∈ G, x, y ∈ TaG довiльнi, за наслiдком 16.1 задає гладку лiвоiнва-
рiантну 2-форму 〈·, ·〉 = ω⟨·,·⟩ на G, значенням якої в одиницi є 〈·, ·〉. Те,
що ця форма позначається так само, як її значення у одиницi, створює
певнi незручностi, але не дуже значнi, та є традицiйним. Бiльш того, ця
форма є симетричною, бо для будь-яких a ∈ G, x, y ∈ TaG

〈x, y〉a = 〈daLa−1(x), daLa−1(y)〉 = 〈daLa−1(y), daLa−1(x)〉 = 〈y, x〉a

за симетричнiстю скалярного добутку 〈·, ·〉. Також для усiх a ∈ G i не-
нульових векторiв x ∈ TaG

〈x, x〉a = 〈daLa−1(x), daLa−1(x)〉 > 0,

оскiльки daLa−1(x) 6= 0 (бо диференцiали дифеоморфiзмiв є лiнiйними
iзоморфiзмами), а скалярний добуток 〈·, ·〉 додатно визначений. Таким
чином, форма 〈·, ·〉a додатно визначена для кожного a. Все це означає, що
форма 〈·, ·〉 є рiмановою метрикою. Разом iз наслiдком 16.1 це дозволяє
зробити наступний висновок.

Наслiдок 17.2. Вiдповiднiсть 〈·, ·〉 7→ ω⟨·,·⟩ = 〈·, ·〉 задає бiєкцiю мiж
множинами евклiдових скалярних добуткiв на алгебрi Лi g групи Лi G
та лiвоiнварiантних рiманових метрик на G. Зокрема, на будь-якiй гру-
пi Лi iснує лiвоiнварiантна рiманова метрика.

Зауважимо, що цi множини вже не будуть векторними просторами:
цьому заважає умова додатної визначеностi. Втiм, бiєкцiя так само має
властивiсть лiнiйностi. Таким чином, вивчення лiвоiнварiантних метрик
на G можна, як ми й сподiвалися, звести до вивчення скалярних добуткiв
на g. Лiнiйно-алгебраїчний об’єкт, який при цьому виникає, пару (g, 〈·, ·〉)
зi скiнченновимiрної алгебри Лi над R i евклiдового скалярного добутку
на нiй, iнколи називають метричною (або евклiдовою) алгеброю Лi.

Вправа 17.1. Вивести з основної теореми теорiї Лi та попереднього на-
слiдку, що для кожної метричої алгебри Лi (g, 〈·, ·〉) iснує i єдина з то-
чнiстю до iзоморфiзма груп Лi, що є iзометрiєю рiманових многовидiв,
однозв’язна група Лi G з лiвоiнварiантною рiмановою метрикою 〈〈·, ·〉〉
така, що її алгебра Лi TeG iзоморфна g, причому iзоморфiзм алгебр Лi
є iзометрiєю скалярних добуткiв 〈〈·, ·〉〉e i 〈·, ·〉.
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Наслiдок 16.2 i вправа 16.2 дають ще один критерiй: рiманова метри-
ка 〈·, ·〉 на групi Лi G лiвоiнварiантна тодi й тiльки тодi, коли значення
〈X,Y 〉 постiйне для будь-яких лiвоiнварiантних векторних полiв X та Y
на G. Якщо при цьому метрика задається скалярним добутком 〈·, ·〉 на g,
X = Xx i Y = Xy для x, y ∈ g, то 〈X,Y 〉 = 〈x, y〉. Це разом з наслiд-
ком 11.6 означає наступне.

Наслiдок 17.3. Будь-яка лiвоiнварiантна рiманова метрика 〈·, ·〉 на
групi Лi G задає евклiдовий скалярний добуток на алгебрi Лi лiвоiнва-
рiантних векторних полiв на G такий, що iзоморфiзм x 7→ Xx алге-
бри Лi g групи G зi скалярним добутком 〈·, ·〉e на цю алгебру Лi є iзоме-
трiєю. I навпаки, будь-який евклiдовий скалярний добуток на алгебрi Лi
лiвоiнварiантних векторних полiв на G заданий деякою однозначно ви-
значеною лiвоiнварiантною рiмановою метрикою на G.

Друге твердження тут вiрне, бо будь-який такий скалярний добуток
ми можемо спочатку перенести на g за допомогою iзоморфiзма x 7→ Xx,
а потiм побудувати лiвоiнварiантну метрику на G за цим скалярним до-
бутком (вiдновiть деталi самостiйно). Евклiдову норму, що вiдповiдає
скалярному добутку з попереднього наслiдку, стандартно позначатиме-
мо через | · |: |X| :=

√
〈X,X〉 для будь-якого лiвоiнварiантного поля X.

Згадаємо, що одним зi способiв побудови евклiдового скалярного до-
бутку на деякому скiнченновимiрному дiйсному векторному просторi
є задання його ортонормованого базиса. А саме, для будь-якого базиса
{e1, . . . , en} iснує i єдиний скалярний добуток 〈·, ·〉 такий, що для нього
цей базис ортонормований, тобто 〈ei, ej〉 = δij для будь-яких i, j = 1, n (за
необхiдностi перевiрте це). Зробивши це з якимось базисом {e1, . . . , en}
алгебри Лi g, отримаємо скалярний добуток 〈·, ·〉 на g, за яким побудуємо
лiвоiнварiантну метрику 〈·, ·〉 на G. Якщо тепер покласти Xi := Xei для
кожного i = 1, n, то, як пояснювалося перед формулюванням твердже-
ння 16.1, набiр {X1, . . . , Xn} буде глобальним базисом векторних полiв.
Бiльш того, в алгебрi Лi лiвоiнварiантних векторних полiв на G вiн буде
базисом у звичайному сенсi (бо x 7→ Xx – лiнiйний iзоморфiзм). Оскiль-
ки 〈Xi, Xj〉 = 〈ei, ej〉 = δij для усiх i та j за наслiдком 17.3, цей базис
також ортонормований. Звичайно, в силу згаданого наслiдку ми могли
не робити цi промiжнi кроки, замiсть цього вiдразу однозначно задавши
лiвоiнварiантну метрику 〈·, ·〉 якимось базисом лiвоiнварiантних вектор-
них полiв {X1, . . . , Xn} на G, який вона перетворить на ортонормований.
Зокрема, для кожної a ∈ G тодi 〈Xi(a), Xj(a)〉a = δij для усiх i та j, тоб-
то {X1(a), . . . , Xn(a)} – ортонормований базис для скалярного добутку
〈·, ·〉a на TaG.
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Приклад 17.1. Розглянемо тривимiрну групу Гейзенберга, яку ми пред-
ставимо як матричну групу Лi

Nil :=


 1 x z

0 1 y
0 0 1

 ∣∣∣∣∣ x, y, z ∈ R

 .

Це дiйсно група (точнiше, пiдгрупа SL(3,R) ⊂ GL(3,R), бо визначники
таких матриць дорiвнюють 1), оскiльки добуток будь-яких двох елемен-
тiв цiє множини дорiвнює 1 x z

0 1 y
0 0 1

 1 u w
0 1 v
0 0 1

 =

 1 x+ u z + w + xv
0 1 y + v
0 0 1

 ∈ Nil,

i звiдси неважко отримати вигляд оберненого до довiльного елемента Nil: 1 x z
0 1 y
0 0 1

−1

=

 1 −x −z + xy
0 1 −y
0 0 1

 ∈ Nil.

Ця група є тривимiрним афiнним пiдпростором 9-вимiрного простору
матриць Mat(3,R), тому вiдповiднiсть 1 x z

0 1 y
0 0 1

 7→ (x, y, z)

задає її дифеоморфiзм на R3. Далi за необхiдностi ми будемо їх отото-
жнювати. Зокрема, Nil є тривимiрним гладким многовидом, а (x, y, z) –
глобальними координатами на ньому. У них згiдно з отриманим вище
вiдображення добутку i взяття оберненого мають вигляд

µ : ((x, y, z), (u, v, w)) 7→ (x+ u, y + v, z + w + xv),

ι : (x, y, z) 7→ (−x,−y,−z + xy).

Вони гладкi, тому Nil є групою Лi. Оскiльки це пiдпростiр у Mat(3,R),
Nil є вкладеним пiдмноговидом у Mat(3,R) i GL(3,R), отже вкладеною
пiдгрупою Лi. Також це вкладена пiдгрупа Лi у SL(3,R), хоча б тому,
що замкнена (чому?), а отже до неї можна застосувати теорему Картана.
Вигляд добутку у цiй групi нагадує дещо ”погiршену” операцiю звичайної
абелевої R3. Але, як побачимо далi, це ”незначне погiршення” групової
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структури призводить до драматичних геометричних вiдмiнностей! Лi-
воiнварiантнi метрики на абелевiй Rn, що усi є евклiдовими (чому?), ми
розглянемо у наступному роздiлi (див. приклади 18.1 та 18.3), а тут по-
чнемо будувати таку на групi Лi Nil.

Алгеброю Лi групи Nil за формулою (5.1) є
 1 x z

0 1 y
0 0 1

′

(t0)

∣∣∣∣∣ x, y, z ∈ C∞((α, β),R) : x(t0) = y(t0) = z(t0) = 0

 =

=


 0 κ ν

0 0 λ
0 0 0

 ∣∣∣∣∣ κ, λ, ν ∈ R

 .

Далi позначатимемо її через nil. Зауважимо, що це дiйсно пiдпростiр
sl(3,R), бо слiди таких матриць нульовi, та пiдалгебра Лi, бо це алге-
бра Лi пiдгрупи Лi (це буде випливати й безпосередньо з обчислення
дужок Лi її базисних векторiв нижче). У якостi базиса цiєї алгебри Лi
природним буде обрати вектори

e1 :=

 0 1 0
0 0 0
0 0 0

 , e2 :=

 0 0 0
0 0 1
0 0 0

 , e3 :=

 0 0 1
0 0 0
0 0 0

 .

Серед попарних дужок Лi елементiв цього базиса ненульовими є лише

[e1, e2] =

 0 1 0
0 0 0
0 0 0

 0 0 0
0 0 1
0 0 0

−

 0 0 0
0 0 1
0 0 0

 0 1 0
0 0 0
0 0 0

 =

=

 0 0 1
0 0 0
0 0 0

−

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

 = e3 = −[e2, e1]

(перевiрте, що iншi дiйсно нульовi). Таким чином, у цьому базисi C3
12 =

−C3
21 = 1, а решта структурних констант цiєї алгебри Лi нульовi. З при-

кладу 6.1 випливає, що лiвоiнварiантнi векторнi поля, якi вiдповiдають
базисним векторам, мають вигляд

X1 = Xe1 :

 1 x z
0 1 y
0 0 1

 7→

 1 x z
0 1 y
0 0 1

 0 1 0
0 0 0
0 0 0

 =

 0 1 0
0 0 0
0 0 0


X2 = Xe2 :

 1 x z
0 1 y
0 0 1

 7→

 1 x z
0 1 y
0 0 1

 0 0 0
0 0 1
0 0 0

 =

 0 0 x
0 0 1
0 0 0


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X3 = Xe3 :

 1 x z
0 1 y
0 0 1

 7→

 1 x z
0 1 y
0 0 1

 0 0 1
0 0 0
0 0 0

 =

 0 0 1
0 0 0
0 0 0

 .

Елементи глобального базиса векторних полiв
{

∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z

}
, що вiдповiдає

глобальним координатам (x, y, z), є у кожнiй точцi дотичними векторами
до вiдповiдних координатних лiнiй, тобто

∂

∂x
=

 1 t z0
0 1 y0
0 0 1

′

(t0) =

 0 1 0
0 0 0
0 0 0

 ,

i аналогiчно

∂

∂y
=

 0 0 0
0 0 1
0 0 0

 ,
∂

∂z
=

 0 0 1
0 0 0
0 0 0


(зауважимо, що на вiдмiну вiд {e1, e2, e3} ⊂ nil це визначенi на всьому
многовидi Nil векторнi поля, що дорiвнюють e1, e2, e3 вiдповiдно в одини-
цi групи). Таким чином, елементи глобального базиса лiвоiнварiантних
полiв на Nil, що вiдповiдає базису {e1, e2, e3} алгебри Лi nil, мають вигляд

X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂y
+ x

∂

∂z
, X3 =

∂

∂z
. (17.2)

Зауважимо, що [X1, X2] = −[X2, X1] = X3, а решта попарних дужок Лi
цих полiв нульовi. Саме так i повинно бути за твердженням 9.1, якщо
врахувати обчисленi вище попарнi дужки Лi базисних векторiв. Згiдно
зi сказаним перед даним прикладом, якщо задати на nil скалярний добу-
ток 〈·, ·〉 ортонормованим базисом {e1, e2, e3}, то {X1, X2, X3} буде орто-
нормованим базисом лiвоiнварiантних векторних полiв для вiдповiдної
лiвоiнварiантної метрики 〈·, ·〉. У подальшому будемо розглядати на Nil
саме таку стандартну метрику. Цiкаво, що поля X1 та X2 нам уже зустрi-
чалися в прикладi 13.4, де вони задавали стандартну контактну структу-
ру на R3. Це спостереження означає, що ця структура (тобто розподiл)
є лiвоiнварiантною вiдносно структури групи Лi Nil на R3.

Вправа 17.2. Визначити поняття ”лiвоiнварiантний розподiл”. Якою iн-
формацiєю про такий розподiл вiн визначений однозначно (аналогiчно
до полiв та форм)? Де ще у цьому курсi крiм прикладу 13.4 зустрiчався
такий об’єкт?
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Отже, нехай {X1, . . . , Xn} – якийсь ортонормований базис лiвоiнва-
рiантних векторних полiв лiвоiнварiантної рiманової метрики 〈·, ·〉 на
групi Лi G. Як у обговореннi перед формулюванням твердження 16.1,
побудуємо для нього дуальний базис форм {ω1, . . . , ωn}, елементи якого
є лiвоiнварiантними 1-формами, що однозначно визначенi умовами ду-
альностi ωi(Xj) = δij для будь-яких i, j = 1, n. До речi, цей базис є бази-
сом простору лiвоiнварiантних 1-форм на G у звичайному сенсi. З умов
дуальностi та умов ортонормованостi 〈Xi, Xj〉 = 〈ei, ej〉 = δij для усiх
i, j = 1, n випливає, що

〈·, ·〉 =
n∑
i=1

(ωi)2, (17.3)

де (ωi)2 позначає симетричний квадрат, тобто симетричний добуток 1-
форми ωi на себе: (ωi)2(X,Y ) = ωi(X)ωi(Y ) для будь-яких гладких ве-
кторних полiв X та Y на G. Дiйсно, цi двi форми однаково дiють на поля
з базиса {X1, . . . , Xn}, а отже й на будь-якi iншi (перевiрте це). Це вiрно
й для дуального базиса 1-форм до локального ортонормованого базису
векторних полiв будь-якої рiманової метрики на гладкому многовидi.

Зауважимо також, що група Лi G є орiєнтовною, як i будь-який пара-
лелiзовний гладкий многовид (див. наслiдок 6.2). А саме, кожен глобаль-
ний базис лiвоiнварiантних векторних полiв коректно задає орiєнтацiї на
усiх її дотичних просторах, що неперервно змiнюються вiд точки до то-
чки, а отже й орiєнтацiю на G. Задамо її нашим ортонормованим базисом
{X1, . . . , Xn}. Тодi, зокрема, для метрики 〈·, ·〉 коректно визначена рiма-
нова форма об’єму, яку ми будемо традицiйно позначати через dV (dV⟨·,·⟩,
якщо треба пiдкреслити, про яку метрику йдеться) i яка дорiвнює

dV = ω1 ∧ . . . ∧ ωn. (17.4)

Знову ж, це вiрно (взагалi кажучи, локально) для будь-якого орiєнтова-
ного рiманового многовида. Перевiрте цю рiвнiсть самостiйно, порiвняв-
ши, наприклад, значення цих форм вiд аргументiв X1, . . . , Xn, якi повин-
нi дорiвнювати 1

n!
(чому i чому цього буде достатньо?). Ця форма є лi-

воiнварiантною за наслiдком 16.3 як зовнiшнiй добуток лiвоiнварiантних
1-форм. Бiльш того, рiмановий об’єм кубовних (вимiрних за Жорданом)
пiдмножин G буде iнварiантним вiдносно лiвих зсувiв La для усiх a ∈ G,
оскiльки La є iзометрiями. А саме, за означенням рiманового об’єму

V ol(A) =

∫
A

dV =

∫
La(A)

(La−1)∗dV =

∫
La(A)

dV = V ol (La(A))
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для будь-якої кубовної A ⊂ G, що й означає iнварiантнiсть. Друга рiв-
нiсть тут випливає з формули замiни змiнних у iнтегралi Рiмана (пере-
вiрте це). Використаємо тепер наступну загальну теорему з теорiї мiри.

Теорема 17.1 (Рiса – Маркова – Какутанi про представлення). Нехай
X – локально компактний хаусдорфовий топологiчний простiр, а φ – не-
вiд’ємний лiнiйний функцiонал на просторi фiнiтних неперервних фун-
кцiй Cc(X), тобто лiнiйне вiдображення Cc(X) → R таке, що φ(f) ⩾ 0
для будь-якої f ⩾ 0. Тодi iснує i єдина мiра Радона µ на X така, що

φ(f) =

∫
X

f dµ

для будь-якої f ∈ Cc(X).

Доведення. Див. [26, с. 217-220] (сторiнки данi за перекладом).

Нагадаємо, що група Лi G є локально компактною i хаусдорфовою, бо
це многовид. Застосовуючи цю теорему до функцiонала φ : f 7→

∫
X

f dV ,

що визначений на фiнiтних неперервних функцiях, лiнiйний i невiд’ємний,
отримаємо мiру Радона µ на G таку, що, зокрема,

µ(A) =

∫
X

χA dµ = φ(χA) =

∫
X

χA dV =

∫
A

dV = V ol(A)

для будь-якої кубовної A ⊂ G, де χA – характеристична функцiя A (з до-
ведення попередньої теореми можна вивести, що рiвнiсть з її формулю-
вання у нашому випадку вiрна й для будь-яких фiнiтних iнтегровних за
Рiманом функцiй, не тiльки неперервних), тобто мiра µ продовжує рiма-
новий об’єм V ol на борелiвськi пiдмножини G. Крiм того, для будь-якого
a ∈ G з єдиностi у цiй теоремi та отриманої вище рiвностi V ol = V ol ◦La
випливає (як саме?), що µ = µ ◦La, тобто що µ(A) = µ (La(A)) для будь-
якої борелiвської A ⊂ G. Це означає, що мiра Радона µ теж лiвоiнварiан-
тна, тобто є лiвою мiрою Хаара. З єдиностi з точнiстю до множення на
невiд’ємне (якщо включати й нульову мiру) число у теоремi 3.2 Хаара
випливає тодi наступне.

Наслiдок 17.4. Будь-яка лiва мiра Хаара на групi Лi G є з точнiстю
до множення на невiд’ємне число продовженням за теоремою 17.1 рi-
манового об’єму деякої лiвоiнварiантної рiманової метрики на G.
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Таким чином, ми отримали конкретну конструкцiю мiри Хаара на
будь-якiй групi Лi. З єдиностi у теоремi Хаара випливає також, що не-
важливо, яку саме лiвоiнварiантну метрику на G при цьому використо-
вувати: обравши одну, множачи її на невiд’ємнi константи i виконуючи
описанi вище процедури, ми отримаємо усi лiвi мiри Хаара на G.

Приклад 17.2. Продовжимо розглядати групу Лi Nil з прикладу 17.1 i
введену там лiвоiнварiантну метрику 〈·, ·〉. З формул (17.2) i умов ωi(Xj) =
δij для будь-яких i та j випливає, що дуальний до {X1, X2, X3} базис лi-
воiнварiантних 1-форм має вигляд

ω1 = dx, ω2 = dy, ω3 = dz − x dy.

(перевiрте це). Зауважимо, що з цих форм ненульовий диференцiал має
лише ω3, i для неї з опису структурних констант nil у прикладi 17.1 маємо

dω3 = −dx ∧ dy = −1

2
(dx ∧ dy − dy ∧ dx) = −1

2
(C3

12 ω
1 ∧ ω2 + C3

21 ω
2 ∧ ω1),

тобто рiвняння (16.4) Маурера – Картана дiйсно виконуються (нульовi
доданки ми тут не виписували; також для dω1 i dω2 це просто рiвностi
0 = 0). Крiм того, з рiвняння (17.3) отримуємо вигляд метрики 〈·, ·〉
у глобальних координатах (x, y, z):

〈·, ·〉 = (ω1)2 + (ω2)2 + (ω3)2 = dx2 + dy2 + (dz − x dy)2 =

= dx2 + (1 + x2)dy2 − 2x dy dz + dz2.

Вправа 17.3. Вивести цю формулу безпосередньо з опису (17.1) лiвоiн-
варiантної метрики 〈·, ·〉, знайшовши матрицi диференцiалiв dALA−1 для
елементiв A ∈ Nil у базисi

{
∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z

}
.

Нарештi, рiманова форма об’єму нашої метрики на Nil згiдно з фор-
мулою (17.4) має вигляд

dV = ω1 ∧ ω2 ∧ ω3 = dx ∧ dy ∧ (dz − x dy) = dx ∧ dy ∧ dz.

Це евклiдова форма об’єму, тобто рiмановий об’єм будь-якої кубовної
пiдмножини A ⊂ Nil дорiвнює її евклiдовому об’єму у E3. Оскiльки з ев-
клiдового об’єму за конструкцiєю з теореми 17.1 отримуємо мiру Лебега
на R3 (чому?), з наслiдку 17.4 випливає, що усi лiвi мiри Хаара на Nil
мають вигляд λµ, де µ – мiра Лебега, а λ ⩾ 0. За обговоренням пiсля цьо-
го наслiдку, ми б отримали той самий результат, починаючи з будь-якої
лiвоiнварiантної метрики на Nil.
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Мотивуючись наслiдком 16.2 i вправою 16.2, визначимо лiвоiнварiан-
тнiсть для афiнних зв’язностей на групах Лi наступним чином.

Означення 17.2. Афiнна зв’язнiсть ∇ : X (G) × X (G) → X (G) на гру-
пi Лi G зветься лiвоiнварiантною, якщо для будь-яких лiвоiнварiантних
векторних полiв X та Y на G поле ∇XY також лiвоiнварiантне.

Твердження 17.1. Рiманова зв’язнiсть (зв’язнiсть Левi-Чивiти) ∇
будь-якої лiвоiнварiантної рiманової метрики 〈·, ·〉 на групi Лi G лiво-
iнварiантна. При цьому

∇XY =
1

2
([X,Y ]− ad ∗

XY − ad ∗
YX)

i зокрема
∇XX = −ad ∗

XX

для будь-яких лiвоiнварiантних векторних полiв X та Y на G.

Тут i далi ми неявно використовуватимемо у формулюваннях i обчи-
сленнях вже згадану вище канонiчну iзоморфнiсть алгебр Лi лiвоiнварi-
антних полiв на G i g з наслiдку 11.6, що забезпечується iзоморфiзмом
Xx 7→ x. Зокрема, в силу цiєї iзоморфностi та означення 12.8 приєд-
нанi представлення цих алгебр Лi вiдповiдають одне одному (у якому
сенсi?), i для лiвоiнварiантних полiв це представлення задається форму-
лою adXY = [X,Y ] для будь-яких X,Y . Тодi, оскiльки 〈·, ·〉 є евклiдо-
вим скалярним добутком на лiвоiнварiантних полях за наслiдком 17.3,
у оператора приєднаного представлення adX для кожного X визначений
спряжений вiдносно цього скалярного добутку оператор ad ∗

X умовою

〈ad ∗
XY, Z〉 = 〈Y, adXZ〉 = 〈Y, [X,Z]〉. (17.5)

Зауважимо також, що кожне лiвоiнварiантне поле однозначно визначене
своїми добутками на iншi лiвоiнварiантнi поля (або лише на базиснi)
за властивiстю скалярного добутку.

Доведення. Використаємо формулу Кошуля з рiманової геометрiї
(див, наприклад, [12, с. 43]). Згiдно з нею, рiманова зв’язнiсть ∇ будь-
якої рiманової метрики 〈·, ·〉 на гладкому многовидi M задовольняє умовi

2〈∇XY, Z〉 = X(〈Y, Z〉) + Y (〈Z,X〉)− Z(〈X,Y 〉)+

+〈[X,Y ], Z〉+ 〈[Z,X], Y 〉 − 〈[Y, Z], X〉
для будь-яких гладких векторних полiв X, Y i Z на M . Зокрема, саме
з цiєї формули можна вивести, що у будь-якої рiманової метрики iснує
та єдина рiманова зв’язнiсть (як саме?).
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Застосуємо цю формулу до нашої лiвоiнварiантної метрики 〈·, ·〉 на G,
її рiманової зв’язностi ∇ та лiвоiнварiантних полiв X, Y i Z на G. Оскiль-
ки X(〈Y, Z〉) означає тут диференцiювання функцiї 〈Y, Z〉 за напрямком
поля Z, а ця функцiя постiйна в силу наслiдку 17.3, цей член правої
частини формули Кошуля дорiвнює нулю, i аналогiчно два наступних.
Отже, у нас залишається рiвнiсть

〈∇XY, Z〉 =
1

2
(〈[X,Y ], Z〉+ 〈[Z,X], Y 〉 − 〈[Y, Z], X〉) =

=
1

2
(〈[X,Y ], Z〉+ 〈−adXZ, Y 〉 − 〈adYZ,X〉) =

=
1

2
〈[X,Y ]− ad ∗

XY − ad ∗
YX,Z〉

за формулою для приєднаного представлення та рiвнiстю (17.5). Зокре-
ма, цей вираз постiйний, бо є скалярним добутком лiвоiнварiантних по-
лiв. Якщо тепер у якостi Z взяти базиснi лiвоiнварiантнi поля Xi яко-
гось ортонормованого базиса {X1, . . . , Xn} для усiх i = 1, n (скажiмо,
Xi := Xei для кожного i, де {e1, . . . , en} – якийсь ортонормований базис g,
як у обговореннi перед прикладом 17.1) i покласти λi := 〈∇XY,Xi〉 ∈ R
для кожного i, то, використовуючи властивiсть ортонормованого базису

у кожнiй точцi (як саме?), отримаємо, що ∇XY =
n∑
i=1

λiXi, а отже це по-

ле є лiвоiнварiантним як лiнiйна комбiнацiя лiвоiнварiантних (за наслiд-
ком 6.1). Оскiльки його скалярнi добутки на будь-яке лiвоiнварiантне
поле Z дорiвнюють таким для 1

2
([X,Y ]− ad ∗

XY − ad ∗
YX), цi лiвоiнварi-

антнi поля рiвнi, як зауважувалося перед доведенням, тобто отримали
потрiбне твердження. Друга формула випливає з першої, бо [X,X ] = 0
за антикомутативнiстю.

Наслiдок 17.5. Значення оператора (тензора) кривини R будь-якої лi-
воiнварiантної афiнної зв’язностi ∇, зокрема, рiманової зв’язностi лi-
воiнварiантної рiманової метрики на групi Лi G, вiд будь-яких лiвоiн-
варiантних векторних полiв X, Y i Z на G

R (X,Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z (17.6)

є лiвоiнварiантним векторним полем, тобто R є лiвоiнварiантним 3-
коварiантним 1-контраварiантним тензорним полем на G.

Це випливає з попереднiх означення та твердження. Звичайно, ми
не давали означення лiвоiнварiантностi для довiльних тензорних полiв,
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але якщо ви вiрно виконали вправу 16.5, то цей наслiдок повинен узго-
джуватися з вашим означенням. Формула (17.6) для оператора кривини
вiдповiдає означенню з [12, с. 85] (або [29, с. 130-131]).

Лема 17.1. Нехай ∇ – рiманова зв’язнiсть лiвоiнварiантної рiманової
метрики 〈·, ·〉 на групi Лi G. Тодi

〈∇ZX,Y 〉 = −〈X,∇ZY 〉

для будь-яких лiвоiнварiантних векторних полiв X та Y i гладкого ве-
кторного поля Z на G.

Доведення. Знову скористаємося тим, що функцiя 〈X,Y 〉 постiйна
за наслiдком 17.3, а отже її похiдна Z(〈X,Y 〉) нульова. Тодi за означе-
нням рiманової зв’язностi (точнiше, за умовою її узгодженостi з метри-
кою) маємо потрiбне:

0 = Z(〈X,Y 〉) = 〈∇ZX,Y 〉+ 〈X,∇ZY 〉.

Твердження 17.2. Нехай 〈·, ·〉 – лiвоiнварiантна рiманова метрика,
а X та Y – лiнiйно незалежнi лiвоiнварiантнi векторнi поля на гру-
пi Лi G. Тодi секцiйна кривина метрики 〈·, ·〉 у точцi a ∈ G в напрям-
ку площини (двовимiрного векторного пiдпростору) span {X(a), Y (a)} ⊂
TaG, що породжена X(a) та Y (a), не залежить вiд a i дорiвнює числу

K(X,Y ) :=
1

|X|2|Y |2 − 〈X,Y 〉2

(
−〈ad ∗

XX, ad
∗
Y Y 〉+ 1

4
|ad ∗

XY + ad ∗
YX|2−

−3

4
|[X,Y ]|2 − 1

2
〈[[X,Y ], Y ], X〉 − 1

2
〈[[Y,X], X], Y 〉

)
.

За властивостями лiвоiнварiантних полiв, X та Y лiнiйно незалежнi
тодi й тiльки тодi, коли X(a) i Y (a) лiнiйно незалежнi для кожної a ∈
G (або для деякої a ∈ G; перевiрте це), тому усi цi секцiйнi кривини
коректно визначенi. Зокрема, нормуючий вираз у знаменнику |X|2|Y |2−
〈X,Y 〉2 ненульовий для лiнiйно незалежних X та Y . Формулу з даного
твердження можна використовувати й для обчислення секцiйної кривини
метрики 〈·, ·〉 в a ∈ G у напрямку довiльної площини σ ⊂ TaG. Для цього
оберемо якийсь базис (тобто пару лiнiйно незалежних векторiв) {x, y} ⊂
σ цiєї площини i продовжимо вектори x та y лiвоiнварiантними полями
X та Y вiдповiдно на G (тобто такими, що X(a) = x, Y (a) = y; чому
так можна зробити?). Тодi секцiйна кривина 〈·, ·〉 у напрямку σ дорiвнює
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K(X,Y ) в силу даного твердження. Також можна сказати, що K(X,Y ) –
це кривина у напрямку двовимiрного лiвоiнварiантного розподiлу, що
породжений X та Y (як у прикладi 13.4; див. також вправу 17.2).

Доведення. За формулою для секцiйної кривини ([12, с. 94] або [29,
с. 192]), потрiбне нам значення для кожної a ∈ G дорiвнює

〈R(a) (X(a), Y (a))Y (a), X(a)〉a
|X(a)|2a|Y (a)|2a − 〈X(a), Y (a)〉2a

,

тобто значенню в точцi a функцiї

K(X,Y ) =
〈R (X,Y )Y,X〉

|X|2|Y |2 − 〈X,Y 〉2
,

що постiйна (не залежить вiд a) в силу наслiдкiв 17.3 та 17.5. Отже,
нам залишилось довести формулу для кривини, перетворивши числiвник
цього виразу. В силу формул (17.5) i (17.6), твердження 17.1, попередньої
леми та антикомутативностi, це можна зробити наступним чином:

〈R (X,Y )Y,X〉 = 〈∇X∇Y Y,X〉 − 〈∇Y∇XY,X〉 − 〈∇[X,Y ]Y,X〉 =

= −〈∇Y Y,∇XX〉+ 〈∇XY,∇YX〉 − 1

2
〈[[X,Y ], Y ], X〉+ 1

2
〈ad ∗

[X,Y ]Y,X〉+

+
1

2
〈ad ∗

Y [X,Y ], X〉 = −〈−ad ∗
Y Y,−ad ∗

XX〉+ 1

4
〈[X,Y ]− ad ∗

XY − ad ∗
YX,

[Y,X]− ad ∗
YX − ad ∗

XY 〉 − 1

2
〈[[X,Y ], Y ], X〉+ 1

2
〈Y, [[X,Y ], X]〉+

+
1

2
〈[X,Y ], [Y,X]〉 = −〈ad ∗

XX, ad
∗
Y Y 〉+ 1

4
|ad ∗

XY + ad ∗
YX|2 − 1

4
|[X,Y ]|2−

−1

2
〈[[X,Y ], Y ], X〉 − 1

2
〈[[Y,X], X], Y 〉 − 1

2
|[X,Y ]|2,

що й дає пiсля приведення подiбних потрiбну формулу.

Наслiдок 17.6. Секцiйнi кривини будь-якої лiвоiнварiантної рiманової
метрики на групi Лi G мають у всiх точках G одну й ту саму множи-
ну значень, якою є деякий вiдрiзок [α, β] ⊂ R. Зокрема, будь-яка така
метрика має обмежену зверху та знизу секцiйну кривину.

Доведення. Те, що секцiйнi кривини у всiх точках приймають однi
й тi самi значення, випливає з попереднього твердження i обговорення
пiсля його формулювання, адже кожнiй площинi у дотичному просторi
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кожної точки a ∈ G вiдповiдає лiвоiнварiантний двовимiрний розподiл,
секцiйна кривина на значенннi якого в будь-якiй iншiй точцi приймає те
ж значення. Те, що в кожнiй точцi a такою множиною є вiдрiзок, вiр-
не для будь-якого рiманового многовида i випливає з того, що секцiйна
кривина є неперервною функцiєю на множинi площин σ ⊂ TaG (грассма-
нiанi), що є компактним зв’язним гладким многовидом (див. обговорення
пiсля означення 13.1 а також приклади 22.10 i 23.1 далi в цьому курсi).

Твердження 17.3. Нехай 〈·, ·〉 – лiвоiнварiантна рiманова метрика,
а X – лiвоiнварiантне векторне поле на групi Лi G. Будь-яка iнтеграль-
на траєкторiя X є геодезичною 〈·, ·〉 тодi й тiльки тодi, коли ad ∗

XX = 0.

Доведення. За означенням iнтегральної траєкторiї, γ′(t) = X(γ(t))
для кожної такої кривої γ i будь-якого t ∈ R (нагадаємо, що областю
визначення γ є R в силу твердження 6.1), отже довжина |γ′(t)|γ(t) =
|X(γ(t))|γ(t) = |X(e)|e постiйна за наслiдком 17.3. Тому γ є геодезичною
тодi й тiльки тодi, коли для будь-якого t ∈ R

0 = (∇γ′γ
′)(t) = (∇XX)(γ(t)) = −ad ∗

XX,

де останнiй вираз не залежить вiд t в силу твердження 17.1 (i звiдти ж
беремо формулу для нього). Також тут використано те, що поле X про-
довжує визначене уздовж γ векторне поле γ′ на весь многовид G, тому
коварiантна похiдна γ′ уздовж кривої може бути обчислена як обмеже-
ння ∇XX на γ. Таким чином, отримали подiбну умову.

З доведення також випливає, що умова цього твердження еквiвален-
тна геодезичностi деякої iнтегральної траєкторiї X. Такi геодезичнi на
групах Лi з лiвоiнварiантними метриками називають однорiдними. Як
вiдомо з пункту 2. твердження 7.1, вони мають вигляд γ(t) = a exp tx,
t ∈ R, де a ∈ G довiльна, а x = X(e) ∈ g (тобто X = Xx). При a = e
це однопараметричнi пiдгрупи G.

Приклад 17.3. Повернемося ще раз до групи Лi Nil з прикладiв 17.1
та 17.2, розглянутої там лiвоiнварiантної метрики 〈·, ·〉 та її ортонормова-
ного базиса лiвоiнварiантних векторних полiв {X1, X2, X3}, що задається
формулами (17.2). Згадаємо, що [X1, X2] = −[X2, X1] = X3, а решта по-
парних дужок Лi цих полiв нульовi. Тодi з рiвняння (17.5) випливає, що

〈ad ∗
X1
X2, X1〉 = 〈X2, [X1, X1]〉 = 0,

〈ad ∗
X1
X2, X2〉 = 〈X2, [X1, X2]〉 = 〈X2, X3〉 = 0,
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〈ad ∗
X1
X2, X3〉 = 〈X2, [X1, X3]〉 = 0,

отже ad ∗
X1
X2 = 0, i

〈ad ∗
X2
X1, X1〉 = 〈X1, [X2, X1]〉 = −〈X2, X3〉 = 0,

〈ad ∗
X2
X1, X2〉 = 〈X1, [X2, X2]〉 = 0,

〈ad ∗
X2
X1, X3〉 = 〈X1, [X2, X3]〉 = 0,

отже ad ∗
X2
X1 = 0. Тому за твердженням 17.1

∇X1X2 =
1

2

(
[X1, X2]− ad ∗

X1
X2 − ad ∗

X2
X1

)
=

1

2
X3,

∇X2X1 =
1

2

(
[X2, X1]− ad ∗

X2
X1 − ad ∗

X1
X2

)
= −1

2
X3.

Аналогiчно встановлюємо, що

〈ad ∗
X1
X3, X1〉 = 〈ad ∗

X1
X3, X3〉 = 0,

бо [X1, X1] = [X1, X3] = 0, i

〈ad ∗
X1
X3, X2〉 = 〈X3, [X1, X2]〉 = 〈X3, X3〉 = 1,

тому ad ∗
X1
X3 = X2 (нагадаємо, що базис {X1, X2, X3} ортонормований).

Так само маємо
〈ad ∗

X3
X1, Xi〉 = 〈X1, [X3, Xi]〉 = 0

для кожного i = 1, 3, тому ad ∗
X3
X1 = 0, отже

∇X1X3 =
1

2

(
[X1, X3]− ad ∗

X1
X3 − ad ∗

X3
X1

)
= −1

2
X2,

∇X3X1 =
1

2

(
[X3, X1]− ad ∗

X3
X1 − ad ∗

X1
X3

)
= −1

2
X2.

Аналогiчно,

〈ad ∗
X2
X3, X1〉 = 〈X3, [X2, X1]〉 = −〈X3, X3〉 = −1,

〈ad ∗
X2
X3, X2〉 = 〈ad ∗

X2
X3, X3〉 = 0,

бо [X2, X2] = [X2, X3] = 0, тому ad ∗
X2
X3 = −X1. Також

〈ad ∗
X3
X2, Xi〉 = 〈X2, [X3, Xi]〉 = 0
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для кожного i = 1, 3, тому ad ∗
X3
X2 = 0, i звiдси

∇X2X3 =
1

2

(
[X2, X3]− ad ∗

X2
X3 − ad ∗

X3
X2

)
=

1

2
X1,

∇X3X2 =
1

2

(
[X3, X2]− ad ∗

X3
X2 − ad ∗

X2
X3

)
=

1

2
X1.

Нарештi,
〈ad ∗

Xi
Xi, Xj〉 = 〈Xi, [Xi, Xj]〉 = 0

для будь-яких i, j = 1, 3 (бо [Xi, Xj] – це або 0, або ±X3, але тодi i 6= 3),
а отже для усiх i = 1, 3

∇Xi
Xi = −ad ∗

Xi
Xi = 0.

Зокрема, всi iнтегральнi траєкторiї полiв X1, X2 та X3 будуть геодези-
чними в силу твердження 17.3.

Вправа 17.4. Знайти вигляд цих траєкторiй у групi Nil при ототожненнi
її з R3 (це можна зробити, знайшовши експоненцiйне вiдображення цiєї
групи Лi, в силу зауваження перед цим прикладом, але простiше вивести
з вигляду полiв (17.2)). Показати, що iнтегральнi траєкторiї лiвоiнварi-
антного векторного поля X1 + X2 теж є геодезичними i при цьому не є
евклiдовими прямими.

Вправа 17.5. Чи iснує лiвоiнварiантне векторне поле на Nil, iнтегральнi
траєкторiї якого не є геодезичними? Якщо так, то як вони виглядають
у Nil при ототожненнi з R3? Чи є серед них евклiдовi прямi?

Iснування геодезичних, що не є евклiдовими прямими, та прямих, що
не є геодезичними, демонструє вiдмiннiсть геометричних властивостей
даної метрики вiд властивостей евклiдової.

Тепер обчислимо секцiйнi кривини цiєї метрики у напрямку двовимiр-
ного розподiлу, що визначений двома довiльними лiнiйно незалежними
лiвоiнварiантними полями X та Y . Розкладемо їх за нашим базисом:

X =
3∑
i=1

µiXi, Y =
3∑
i=1

νiXi.

Позначимо

λ1 := µ2ν3 − µ3ν2, λ2 := µ3ν1 − µ1ν3, λ3 := µ1ν2 − µ2ν1.
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Тобто це координати ”стандартного” векторного добутку двох векторiв
(µ1, µ2, µ3) i (ν1, ν2, ν3) у тривимiрному просторi. Зокрема, з формули
довжини векторного добутку тодi випливає, що

|X|2|Y |2 − 〈X,Y 〉2 = |X|2|Y |2 − |X|2|Y |2 cos2 φ =

= |X|2|Y |2 sin2 φ = (λ1)2 + (λ2)2 + (λ3)2,

де φ – кут мiж X та Y , i це значення додатне, бо поля лiнiйно незале-
жнi. Знайдемо тепер числiвник формули з твердження 17.2, тобто вираз
〈R (X,Y )Y,X〉. Перш за все обчислимо дужку Лi:

[X,Y ] = (µ1ν2 − µ2ν1)X3.

Звiдси випливає, зокрема, що [[X,Y ], Z] = 0 для будь-яких лiвоiнварiан-
тних полiв X, Y i Z на Nil, бо дужка Лi X3 з будь-яким лiвоiнварiантним
полем нульова (алгебри Лi з такою властивiстю називають нiльпотен-
тними кроку 2, детальнiше вони будуть обговорюватися у роздiлi 20).
Тому два останнiх доданки у формулi для 〈R (X,Y )Y,X〉 дорiвнюють
нулю: −1

2
〈[[X,Y ], Y ], X〉− 1

2
〈[[Y,X], X], Y 〉 = 0. Обчислимо спряженi опе-

ратори приєднаного представлення, використавши лiнiйнiсть та знайденi
вище значення для базисних полiв:

ad ∗
XX = −µ2µ3X1 + µ1µ3X2, ad ∗

Y Y = −ν2ν3X1 + ν1ν3X2,

ad ∗
XY = −µ2ν3X1 + µ1ν3X2, ad ∗

YX = −µ3ν2X1 + µ3ν1X2.

Звiдси за формулою з твердження 17.2, враховуючи сказане вище, маємо

〈R (X,Y )Y,X〉 = −〈ad ∗
XX, ad

∗
Y Y 〉+ 1

4
|ad ∗

XY + ad ∗
YX|2 − 3

4
|[X,Y ]|2 =

= −µ2µ3ν2ν3 − µ1µ3ν1ν3 +
1

4
(µ2ν3 + µ3ν2)2 +

1

4
(µ1ν3 + µ3ν1)2−

−3

4
(µ1ν2 − µ2ν1)2 =

1

4
(λ1)2 +

1

4
(λ2)2 − 3

4
(λ3)2.

Таким чином,

K(X,Y ) =
〈R (X,Y )Y,X〉

|X|2|Y |2 − 〈X,Y 〉2
=

1
4
((λ1)2 + (λ2)2)− 3

4
(λ3)2

(λ1)2 + (λ2)2 + (λ3)2
.

Цей вираз для усiх можливих пар лiвоiнварiантних полiвX та Y приймає
усi значення з промiжку

[
−3

4
, 1
4

]
(чому?). Тодi секцiйнi кривини 〈·, ·〉 у ко-

жнiй точцi Nil будуть змiнюватися у цих межах згiдно з наслiдком 17.6.
Отже, Nil з метрикою 〈·, ·〉 є рiмановим многовидом знакозмiнної криви-
ни: ця метрика виявилася зовсiм не схожою на евклiдову.
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Вправа 17.6. Знайти тензор Рiччi, кривини Рiччi та скалярну кривину
даної метрики.

Вiдповiдь на останню вправу можна знайти у роботi [35], у роздi-
лах 4–6 якої дана повна класифiкацiя тривимiрних метричних алгебр Лi,
а отже й однозв’язних груп Лi з лiвоiнварiантними метриками (див. впра-
ву 17.1), з точнiстю до iзоморфiзма, що є iзометрiєю, у тому числi опис
усiх лiвоiнварiантних метрик на Nil та їхнiх геометричних характери-
стик. А саме, там показано, що для будь-якої такої метрики iснує такий
ортонормований базис {e1, e2, e3} алгебри Лi nil, що [e1, e2] = −[e2, e1] =
λe3 для деякого дiйсного λ > 0, а решта попарних дужок Лi нульовi.
Деяка поки що незнайома термiнологiя, що зустрiчається у цiй роботi,
буде введена у кiлькох подальших роздiлах.

Вправа 17.7. Дослiдити описану вище загальну лiвоiнварiантну метри-
ку на Nil за аналогiєю з дослiдженою у прикладах 17.1–17.3 (для якої
λ = 1). Чи вiдрiзняється цей загальний випадок суттєво вiд вже описано-
го? Зокрема, у яких межах змiнюються секцiйнi кривини такої метрики?

Вправа 17.8. Користуючися отриманою у вправi 11.2 класифiкацiєю
двовимiрних алгебр Лi (див. також приклад наприкiнцi лекцiї 2 у [11]),
аналогiчно до [35] знайти класифiкацiю метричних двовимiрних алгебр Лi
з точнiстю до iзоморфiзма, що є iзометрiєю. Обчислити секцiйнi (тоб-
то гауссовi) кривини вiдповiдних лiвоiнварiантних рiманових метрик,
що повиннi бути постiйними за наслiдком 17.6.

Вправа 17.9. Нехай G – група Лi з лiвоiнварiантною метрикою 〈·, ·〉,
{e1, . . . , en} – деякий базис алгебри Лi g цiєї групи, а {Xi := Xei}ni=1 –
вiдповiдний базис лiвоiнварiантних полiв (не обов’язково ортонормовний
для 〈·, ·〉). Знайти формули, що виражають (постiйнi в силу тверджен-
ня 17.1 та наслiдку 17.5) символи Кристоффеля рiманової зв’язностi,
коефiцiєнти тензорiв кривини та Рiччi у базисi {X1, . . . , Xn} i скалярну
кривину метрики 〈·, ·〉 через структурнi константи g та метричнi коефi-
цiєнти скалярного добутку 〈·, ·〉e у базисi {e1, . . . , en} (або, що те ж саме,
коефiцiєнти 〈·, ·〉 у {X1, . . . , Xn}).

18 Бiiнварiантнi рiмановi метрики.
Унiмодулярнiсть

У цьому та трьох наступних роздiлах будуть розглянутi питання, що
пов’язанi з бiiнварiантними метриками та групами Лi, що їх допускають.
Ми будемо керуватися переважно роздiлом 7 роботи [35].
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Нехай G – група Лi з алгеброю Лi TeG = g. Як було встановлено у
попередньому роздiлi (наслiдок 17.2), кожному евклiдовому скалярному
добутку 〈·, ·〉 на g вiдповiдає лiвоiнварiантна рiманова метрика на G, що
позначається теж через 〈·, ·〉, i навпаки. Згiдно з означенням 17.1, ця ме-
трика буде бiiнварiантною тодi й тiльки тодi, коли вона правоiнварiантна.
Згiдно з наслiдком 17.1, це еквiвалентне тому, що вiдображення правого
зсуву Ra є iзометрiєю для будь-якого a ∈ G, тобто що dbRa є лiнiйною
iзометрiєю для будь-яких a, b ∈ G (нагадаємо, що усi Ra є дифеоморфi-
змами за твердженням 3.1). Нашою першою метою буде переписати цю
умову в термiнах скалярного добутку 〈·, ·〉: будь-який скалярний добуток
задає лiвоiнварiантну метрику, але не будь-який – бiiнварiантну.

Лема 18.1. Лiвоiнварiантна рiманова метрика 〈·, ·〉 на групi Лi G бу-
де бiiнварiантною тодi й тiльки тодi, коли для будь-якого a ∈ G iснує
точка b ∈ G така, що dbRa – лiнiйна iзометрiя. Зокрема, метрика 〈·, ·〉
є бiiнварiантною тодi й тiльки тодi, коли deRa – лiнiйна iзометрiя для
усiх a ∈ G.

Доведення. Необхiднiсть у першiй з цих рiвносильностей випливає
зi згаданого вище наслiдку 17.1. Доведемо достатнiсть. Нехай вiдомо, що
dbRa – лiнiйна iзометрiя. Згiдно з наслiдком 17.1, потрiбно перевiрити, що
dcRa теж буде лiнiйною iзометрiєю для будь-якої c ∈ G. Позначимо d :=
bc−1, тобто b = dc = Ldc. Для будь-якого f ∈ G маємо очевидну рiвнiсть
Raf = fa = d−1dfa = Ld−1 ◦ Ra ◦ Ld(f), що означає Ra = Ld−1 ◦ Ra ◦ Ld.
Тодi за ланцюговим правилом

dcRa = dRa(Ldc)Ld−1 ◦ dLdcRa ◦ dcLd = dbaLd−1 ◦ dbRa ◦ dcLd,

тому dcRa дiйсно є лiнiйною iзометрiєю як композицiя iзометрiй: dbRa

є такою за припущенням, а диференцiали лiвих зсувiв dbaLd−1 i dcLd – за
лiвоiнварiантнiстю метрики 〈·, ·〉 та наслiдком 17.1.

Друга рiвносильнiсть в умовi випливає з першої та наслiдку 17.1.

Твердження 18.1. Нехай 〈·, ·〉 – лiвоiнварiантна рiманова метрика на
групi Лi G, що вiдповiдає скалярному добутку 〈·, ·〉 на її алгебрi Лi g.

1. Метрика 〈·, ·〉 є бiiнварiантною тодi й тiльки тодi, коли для будь-
якого a ∈ G оператор Ada приєднаного представлення G є лiнiйною
iзометрiєю скалярного добутку 〈·, ·〉.

2. Якщо метрика 〈·, ·〉 є бiiнварiантною, то для будь-якого x ∈ g
оператор adx приєднаного представлення g є антисамоспряженим
вiдносно скалярного добутку 〈·, ·〉, тобто ad ∗

x = −adx. Якщо гру-
па G зв’язна, то вiрне й обернене твердження.
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Доведення. Нагадаємо що Ada для a ∈ G i adx для x ∈ g є лiнiйними
операторами на g, тому цi твердження мають сенс.

1. Згiдно з попередньою лемою, 〈·, ·〉 є бiiнварiантною тодi й тiльки
тодi, коли deRa – лiнiйна iзометрiя для будь-якого a ∈ G. Оскiльки
усi dbLa для b ∈ G є iзометрiями за лiвоiнварiантнiстю 〈·, ·〉 та на-
слiдком 17.1, ця умова, у свою чергу, еквiвалентна iзометричностi
для будь-якого a ∈ G оператора

Ada = deCa = de(La ◦Ra−1) = da−1La ◦ deRa−1 ,

що й дає потрiбну необхiдну та достатню умову.

2. Розглянемо множину лiнiйних iзометрiй O(g, 〈·, ·〉) (скiнченновимiр-
ного) евклiдового простору (g, 〈·, ·〉), тобто метричної алгебри Лi,
з операцiєю композицiї. Нескладно перевiрити, що це група (зробiть
це; така група вже вводилася у роздiлах 1 та 12, див. приклад 12.2
i вправи 12.3 та 12.6), бiльш того, вона є замкненою пiдгрупою гру-
пи Лi GL(g) (чому?), а отже її пiдгрупою Лi за теоремою Картана,
зокрема групою Лi. Згадаємо, що умову iзометричностi лiнiйного
оператора a : g → g можна переписати в термiнах спряженостi: a –
iзометрiя тодi й тiльки тодi, коли для будь-яких x, y ∈ g

〈x, y〉 = 〈a(x), a(y)〉 = 〈a∗ ◦ a(x), y〉,

що за властивостями скалярного добутку рiвносильно умовi a∗ ◦
a = id, тобто a∗ = a−1 (саме звiдси можна вивести включення
O(g, 〈·, ·〉) ⊂ GL(g)). Тому цю групу iзометричних операторiв мо-
жна описати наступним чином:

O(g, 〈·, ·〉) = {a ∈ End(g) | a ◦ a∗ = a∗ ◦ a = id} ⊂ GL(g).

Зокрема, звiдси добре видно, що вiдображення, яке ставить у вiд-
повiднiсть кожному оператору його матрицю у деякому фiксова-
ному ортонормованому базисi, є iзоморфiзмом O(g, 〈·, ·〉) на O(n)
(де n = dimG), бо композицiям операторiв вiдповiдають добутки
матриць, спряженню – транспонування, а тотожному оператору –
одинична матриця (перевiрте, що це iзоморфiзм груп Лi). Бiльш то-
го, з цього опису, аналогiчно до того, як це було зроблено для групи
O(n) у роздiлi 5, випливає, що алгебра Лi цiєї групи має вигляд

so(g, 〈·, ·〉) := TidO(g, 〈·, ·〉) = {x ∈ End(g) | x+ x∗ = 0},
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а її дужкою Лi є операторний комутатор: [x, y] = x ◦ y − y ◦ x для
x, y ∈ so(g, 〈·, ·〉). Тут знову ж, як до цього у наслiдку 12.2, користу-
ємося тим, що група O(g, 〈·, ·〉) є пiдмноговидом у просторi End(g),
а отже її дотичнi простори, зокрема so(g, 〈·, ·〉) можна ототожнити
з пiдпросторами цього простору, i операторним аналогом форму-
ли (5.1). Перевiрте, що ця алгебра Лi дiйсно така. Для цього може
знадобитися наступна вправа.

Вправа 18.1. Показати, що (ex)∗ = ex
∗ для будь-якого x ∈ End(g)

(вiдносно довiльного евклiдового скалярного добутку на g). Якiй
властивостi матричної експоненти вiдповiдає ця рiвнiсть?

З цього опису випливає, зокрема, що пiд дiєю описаної вище вiд-
повiдностi операторiв та матриць (що тепер буде iзоморфiзмом ал-
гебр Лi), so(g, 〈·, ·〉) вiдобразиться на so(n).

Отже, нехай метрика 〈·, ·〉 бiiнварiантна. Згiдно з пунктом 1., тодi
Ada ∈ O(g, 〈·, ·〉) для будь-якого a ∈ G, тобто образ гомоморфiзма
груп Лi Ad : G→ GL(g) (див. твердження 12.1) лежить у O(g, 〈·, ·〉).
Тодi за теоремою 13.4

ad(g) = (deAd)(g) = TidAd(G) ⊂ TidO(g, 〈·, ·〉) = so(g, 〈·, ·〉).

Це й означає згiдно з наведеним вище описом so(g, 〈·, ·〉), що ad ∗
x =

−adx для будь-якого x ∈ g.

Вправа 18.2. Вивести антисамоспряженiсть оператора adx для ко-
жного x ∈ g безпосередньо з опису диференцiала вiдображення Ad
у термiнах дотичних векторiв до кривих, використавши для цього
операторну експоненту.

Нехай тепер G зв’язна i вiдомо, що ad ∗
x = −adx для кожного x ∈ g.

Застосуємо до гомоморфiзма груп Лi Ad твердження 7.3, отримав-
ши рiвнiсть Ad ◦ exp = expGL(g) ◦ad, тобто комутативнiсть дiаграми

g
ad−−−→ gl(g)

exp

y yexpGL(g)

G
Ad−−−→ GL(g)

Нагадаємо, що тут expGL(g) – операторна експонента. Як завжди,
коли нам потрiбно вивести властивiсть гомоморфiзма груп Лi з вла-
стивостi його диференцiала в одиницi, знайдемо такi вiдкритi U 3 0
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у g i V 3 e у G, що exp: U → V – дифеоморфiзм, позначимо
(exp |U)−1 через exp−1 i застосуємо цю комутативнiсть до довiльного
a ∈ V : Ada = eadexp−1(a) . В силу вправи 18.1 та антисамоспряженостi
операторiв представлення ad маємо для кожного a ∈ V

Ad ∗
a = (eadexp−1(a))∗ = e

ad ∗
exp−1(a) = e−adexp−1(a) = (eadexp−1(a))−1 = Ad−1

a ,

де передостання рiвнiсть випливає з пункту 5. твердження 7.1 для
операторної експоненти expGL(g). Згiдно з мiркуваннями вище, це
означає, що Ada – лiнiйна iзометрiя (g, 〈·, ·〉). Далi знову ж стандар-
тним чином застосуємо пункт 3. теореми 3.1 до зв’язної групи Лi G:

G = G0 =
∞⋃
k=1

V k,

тобто для кожного a ∈ G iснують a1, . . . , ak ∈ V такi, що a =
a1 . . . ak. Тодi з гомоморфностi Ad i доведеного випливає, що Ada =
Ada1 ◦ . . . ◦ Adak теж є лiнiйною iзометрiєю, а отже метрика 〈·, ·〉
бiiнварiантна за пунктом 1.

Для кожного x ∈ g умова антисамоспряженостi оператора приєднаного
представлення ad ∗

x = −adx з пункту 2. цього твердження означає, що

〈ad ∗
xy, z〉 = 〈−adxy, z〉 = −〈[x, y], z〉 = 〈[y, x], z〉

для будь-яких y, z ∈ g в силу твердження 12.3 (або узгодженого з ним
означення 12.8). З iншого боку,

〈ad ∗
xy, z〉 = 〈y, adxz〉 = 〈y, [x, z]〉

за означенням спряженого оператора (пор. з рiвнянням (17.5) для лiво-
iнварiантних векторних полiв). Таким чином, ця умова антисамоспряже-
ностi еквiвалентна рiвностi 〈[y, x], z〉 = 〈y, [x, z]〉 для будь-яких x, y, z ∈ g.
Перепозначивши вектори i узагальнивши на довiльнi алгебри Лi та фор-
ми на них, отримаємо з цього наступне важливе означення.

Означення 18.1. Бiлiнiйна форма b на алгебрi Лi g над полем F зветься
iнварiантною, якщо

b([x, y], z) = b(x, [y, z])

для будь-яких x, y, z ∈ g.
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Наслiдок 18.1. Якщо лiвоiнварiантна рiманова метрика на групi Лi G,
що вiдповiдає скалярному добутку 〈·, ·〉 на її алгебрi Лi g, є бiiнварiан-
тною, то 〈·, ·〉 є iнварiантною формою на g. Якщо група G зв’язна, то
вiрне й обернене твердження.

Доведення. Це просто переформулювання пункту 2. твердження 18.1
у термiнах iнварiантних форм.

З узагальненням поняття iнварiантностi на k-форми на g, що, як зга-
дувалося наприкiнцi роздiлу 16, використовуються при обчисленнi кого-
мологiй де Рама компактних груп Лi, можна познайомитися у [10, с. 308-
309, 312-314]. Така iнварiантнiсть теж еквiвалентна бiiнварiантностi вiд-
повiдної лiвоiнварiантної форми на G у випадку зв’язної G. Тут вона
нам не знадобиться.

Приклад 18.1. Будь-яка бiлiнiйна форма на будь-якiй абелевiй алге-
брi Лi є iнварiантною тривiальним чином. З цього спостереження, твер-
дження 11.1 i попереднього наслiдку випливає, що будь-яка лiвоiнварi-
антна рiманова метрика на будь-якiй абелевiй зв’язнiй групi Лi є бiiнва-
рiантною. Нагадаємо, що усi такi групи Лi iзоморфнi прямим добуткам
Tm × Rn−m за наслiдком 15.2.

Приклад 18.2. Група Лi SO(3) зв’язна за твердженням 4.1. У прикла-
дi 11.10 було встановлено, що базис {e1, e2, e3} її алгебри Лi so(3), що
описаний у (11.2), має ненульовi попарнi дужки Лi

[e1, e2] = −[e2, e1] = e3, [e2, e3] = −[e3, e2] = e1, [e3, e1] = −[e1, e3] = e2.

Скалярний добуток, для якого цей базис ортонормований, є iнварiантною
формою (це властивiсть ”iнварiантностi змiшаного добутку” з курсу ана-
лiтичної геометрiї). Тому вiдповiдна лiвоiнварiантна метрика є бiiнварi-
антною за попереднiм наслiдком. Те ж саме (для вiдповiдної метрики)
вiрне й для унiверсального накриття SO(3) – групи SU(2) ∼= S3 (див.
твердження 4.2), алгебра Лi su(2) якої iзоморфна so(3) за вправою 11.5
(або за загальною властивiстю унiверсальних накрить груп Лi, що сфор-
мульована у вправi 14.3).

Твердження 18.2. Нехай 〈·, ·〉 – бiiнварiантна рiманова метрика на
групi Лi G, ∇ – її рiманова зв’язнiсть, R – оператор (тензор) кривини,
K – секцiйна кривина, X, Y i Z – довiльнi лiвоiнварiантнi векторнi
поля на G. Тодi

1. ∇XY = 1
2
[X,Y ];
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2. R (X,Y )Z = −1
4
[[X,Y ], Z];

3. якщо X та Y лiнiйно незалежнi, то K(X,Y ) =
1
4
|[X,Y ]|2

|X|2|Y |2−⟨X,Y ⟩2 .

Доведення.

1. Оскiльки алгебра Лi лiвоiнварiантних полiв на G iзоморфна та iзо-
метрична g за наслiдками 11.6 i 17.3, з пункту 2. твердження 18.1
випливає, що оператори приєднаного представленя цiєї алгебри Лi
також антисамоспряженi. Тодi за твердженням 17.1 маємо

∇XY =
1

2
([X,Y ]− ad ∗

XY − ad ∗
YX) =

1

2
([X,Y ] + adXY + adYX) =

=
1

2
([X,Y ] + [X,Y ] + [Y,X]) =

1

2
[X,Y ].

2. За формулою (17.6) i попереднiм пунктом,

R (X,Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z =

=
1

4
[X, [Y, Z]]− 1

4
[Y, [X,Z]]− 1

2
[[X,Y ], Z] = −1

4
[[X,Y ], Z],

де остання рiвнiсть випливає з тотожностi Якобi.

3. Тут K(X,Y ) розумiємо у сенсi твердження 17.2. Можна було б ско-
ристатися формулою з цього твердження, але простiше обчислити
безспосередньо. В силу попереднього пункту,

〈R (X,Y )Y,X〉 = −1

4
〈[[X,Y ], Y ], X〉 = −1

4
〈[X,Y ], [Y,X]〉 = 1

4
|[X,Y ]|2,

де друга рiвнiсть знову ж випливає з того, що алгебра Лi лiвоiнва-
рiантних полiв на G iзоморфна та iзометрична g, а отже 〈·, ·〉 є на
нiй iнварiантним добутком в силу наслiдку 18.1. Тодi з означення
секцiйної кривини отримуємо потрiбне:

K(X,Y ) =
〈R (X,Y )Y,X〉

|X|2|Y |2 − 〈X,Y 〉2
=

1
4
|[X,Y ]|2

|X|2|Y |2 − 〈X,Y 〉2
.

Таким чином, рiманова зв’язнiсть та тензор кривини бiiнварiантної
метрики на групi Лi G не залежать вiд самої метрики – лише вiд фа-
кту її бiiнварiантностi та G (точнiше, її алгебри Лi). Як пояснено пi-
сля формулювання твердження 17.2, формулу з пункту 3. попереднього
твердження можна застосовувати й для обчислення довiльних секцiйних
кривин. Звiдси, зокрема, випливає наступне.
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Наслiдок 18.2. Будь-яка бiiнварiантна рiманова метрика на групi Лi
має невiд’ємну секцiйну кривину.

Приклад 18.3. У прикладi 17.3 були дослiдженi кривини певної лiвоiн-
варiантної метрики на тривимiрнiй групi Гейзенберга Nil i встановлено,
що її секцiйна кривина знакозмiнна. В силу попереднього наслiдку, це
означає, що дана метрика не є бiiнварiантною (втiм, це можна було б ви-
вести i з вигляду її рiманової зв’язностi та пункту 1. твердження 18.2).
Бiльш того, з результатiв роботи [35] випливає (див. обговорення напри-
кiнцi прикладу 17.3), що будь-яка лiвоiнварiантна метрика на Nil має зна-
козмiнну кривину, а отже бiiнварiантних метрик на цiй групi Лi не iснує.
У [35] можна знайти й iншi приклади тривимiрних груп Лi, усi лiвоiнва-
рiантнi метрики на яких мають знакозмiнну або вiд’ємну кривину. Таким
чином, цi групи Лi не допускають бiiнварiантних метрик.

Приклад 18.4. Для абелевих груп Лi з прикладу 18.1 формули твер-
дження 18.2 дають ∇ = R = K = 0 для лiвоiнварiантних аргументiв,
звiдки випливає, що така метрика пласка (зауважимо, що це вiрно й
для незв’язних абелевих груп Лi з лiвоiнварiантними метриками: ∇ = 0
для лiвоiнварiантних аргументiв за твердженням 17.1, а решта випли-
ває з цього). Пласкiсть метрики означає, що група Лi G з нею локаль-
но iзометрична евклiдовому простору в околi кожної точки (див. [12,
с. 152]). Зокрема, на групi Rn при ототожненнi її дотичних просторiв з
Rn будь-яка лiвоiнварiантна метрика приймає в усiх точках одне й те
саме значення згiдно з формулою (17.1), бо лiвi зсуви є паралельними
перенесеннями, а отже мають тривiальнi диференцiали. Таким чином,
ця метрика евклiдова, а отже пласка, як i повинно бути.

Приклад 18.5. Для бiiнварiантних метрик на групах SO(3) i SU(2), що
були описанi у прикладi 18.2, i будь-яких двох лiнiйно незалежних лiво-
iнварiантних полiв X та Y дужка Лi [X,Y ] виглядає у координатах ор-
тонормованого базиса лiвоiнварiантних полiв {X1, X2, X3}, що вiдповiдає
{e1, e2, e3}, як стандартний векторний добуток векторiв у тривимiрному
евклiдовому просторi, тому вiрна формула для його довжини:

|[X,Y ]|2 = |X|2|Y |2 sin2 φ = |X|2|Y |2−|X|2|Y |2 cos2 φ = |X|2|Y |2−〈X,Y 〉2,

де φ – кут мiж X та Y , тому за пунктом 3. твердження 18.2 секцiйнi кри-
вини цих метрик дорiвнюють 1

4
у напрямках лiвоiнварiантних розподiлiв,

а отже в усiх напрямках. Таким чином, цi групи iзометричнi, принайм-
нi локально в околi кожної точки (знову див. [12, с. 152]), тривимiрнiй
сферi, стандартна метрика якої домножена на 4 (як для сфери радiуса
2).
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Вправа 18.3. Показати, що введена нами бiiнварiантна метрика на групi
SU(2) ∼= S3 дiйсно має такий вигляд (глобально).

Бiльш того, вiрний наступний результат, що є наслiдком класифiкацiї
М. Берже, Н. Уоллечем та Л. Берар-Бержерi однорiдних просторiв до-
датної секцiйної кривини (про цей бiльш загальний випадок ми згадаємо
пiзнiше у роздiлi 25).

Теорема 18.1 (Уоллеч). Якщо на однозв’язнiй групi Лi iснує лiвоiнва-
рiантна рiманова метрика додатної секцiйної кривини, то ця група Лi
iзоморфна SU(2)

Доведення. Див. [49].

Твердження 18.3. Гладка крива в групi Лi G з бiiнварiантною рiмано-
вою метрикою є геодезичною тодi й тiльки тодi, коли це промiжок iн-
тегральної траєкторiї деякого лiвоiнварiантного векторного поля на G
(з точнiстю до замiни параметра). Зокрема, G з такою метрикою
є повним рiмановим многовидом.

Доведення. Згiдно з твердженням 17.3, iнтегральна траєкторiя лi-
воiнварiантного поля X є геодезичною лiвоiнварiантної метрики тодi й
тiльки тодi, коли ad ∗

XX = 0, але у випадку бiiнварiантної метрики цей
вираз дорiвнює −adXX = −[X,X ] = 0 (знову ж з iзоморфностi та iзо-
метричностi алгебри Лi лiвоiнварiантних полiв на G i g та пункту 2.
твердження 18.1), тому усi такi траєкторiї геодезичнi. З iншого боку, для
кожної точки a ∈ G i вектора x ∈ TaG крива γ, що визначена умовою
γ(t) := a exp t daLa−1(x), є iнтегральною траєкторiєю лiвоiнварiантного
поля XdaLa−1 (x) згiдно з пунктом 2. твердження 7.1, де daLa−1(x) ∈ g,
а отже геодезичною (повною, бо визначена на R), при цьому вона прохо-
дить через a у напрямку x: γ(0) = a i

γ′(0) = XdaLa−1 (x)(a) = deLa ◦ daLa−1(x) = da(La ◦ La−1)(x) = daLe(x) = x

за ланцюговим правилом i властивостями лiвих зсувiв. В силу єдиностi
геодезичних, усi геодезичнi даної метрики тодi повиннi бути з точнiстю
до замiни параметра промiжками таких кривих. ПовнотаG тодi випливає
в силу теореми Хопфа – Рiнова – Кон-Фоссена (див., наприклад, [12,
с. 78-79]) з того, що такi iнтегральнi траєкторiї є повними геодезичними.

Вправа 18.4. Показати, що група Лi G є повним рiмановим многови-
дом для будь-якої лiвоiнварiантної метрики на нiй (див. також твердже-
ння 24.1, що згiдно з прикладами 24.1 i 24.2 узагальнює цей факт).
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Iншими словами, геодезичнi будь-якої бiiнварiантної метрики є в то-
чностi однорiдними та, як i зв’язнiсть з кривиною (див. зауваження пiсля
твердження 18.2), не залежать вiд самої метрики, лише вiд її бiiнварi-
антностi та структури групи. Зокрема, звiдси випливає спiвпадiння рi-
манового експоненцiйного вiдображення зi ”звичайним”, що згадувалося
пiсля означення 7.1.

Наслiдок 18.3. Рiманове експоненцiйне вiдображення будь-якої бiiн-
варiантної рiманової метрики на групi Лi G в її одиницi збiгається
з експоненцiйним вiдображенням G.

Доведення. Дiйсно, згiдно з доведенням попереднього твердження
геодезична бiiнварiантної метрики, що проходить через одиницю e ∈ G
у напрямку вектора x ∈ g = TeG, має вигляд γ(t) = exp tx. Тому образом
точки x пiд дiєю рiманового експоненцiйного вiдображення згiдно з його
означенням (див., наприклад, [29, с. 137]) буде γ(1) = exp x. Зокрема, це
вiдображення визначене на усьому просторi g = TeG.

Завершимо цей роздiл розглядом ще однiєї корисної загальної вла-
стивостi груп Лi, що пов’язана з бiiнварiантнiстю.

Означення 18.2. Локально компактна хаусдорфова топологiчна група
зветься унiмодулярною, якщо будь-яка її лiва мiра Хаара є також правою
мiрою Хаара.

Оскiльки за теоремою 3.2 Хаара усi лiвi та правi мiри Хаара на данiй
групi пропорцiйнi, цю умову достатньо перевiрити для однiєї мiри. Як
було встановлено у наслiдку 17.4, у випадку групи Лi G лiву мiру Хаара
можна побудувати за допомогою форми об’єму якоїсь лiвоiнварiантної
рiманової метрики на G. Бiльш того, з мiркувань попереднього роздiлу
випливає, що лiвоiнварiантнiсть цiєї мiри еквiвалентна лiвоiнварiантно-
стi рiманового об’єму, i, очевидно, те ж має мiсце для правоiнварiантно-
стi. Зокрема, для групи Лi з бiiнварiантною метрикою лiвi та правi зсуви
є iзометрiями, а отже зберiгають рiмановий об’єм.

Наслiдок 18.4. Якщо на групi Лi G iснує бiiнварiантна рiманова ме-
трика, то G є унiмодулярною.

Спробуємо дати критерiй унiмодулярностi в термiнах структури гру-
пи Лi G. Нагадаємо, що орiєнтацiю на G ми задавали ортонормованим
базисом лiвоiнварiантних полiв {X1, . . . , Xn} метрики 〈·, ·〉. Тодi її рiма-
нова форма об’єму згiдно з рiвнянням (17.4) має вигляд dV = ω1∧. . .∧ωn
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для базису 1-форм {ω1, . . . , ωn}, що дуальний до {X1, . . . , Xn}. Згадаємо
також, що рiмановий об’єм лiвоiнварiантний, бо

V ol (La(A)) =

∫
La(A)

dV =

∫
La(A)

(La−1)∗dV =

∫
A

dV = V ol(A)

для будь-яких a ∈ G i кубовної множини A ⊂ G, де друга рiвнiсть ви-
пливає з лiвоiнварiантностi форми dV . Зауважимо, що у передостаннiй
рiвностi тут, що фактично є формулою замiни змiнних у iнтегралi Рi-
мана, ми використали те, що лiвi зсуви зберiгають обрану орiєнтацiю
(чому?), а отже iнтеграли вiд форми (La−1)∗dV завжди невiд’ємнi. Для
правих зсувiв на довiльнi a ∈ G аналогiчним чином маємо

V ol (Ra(A)) =

∫
Ra(A)

dV,

V ol(A) =

∫
A

dV = ±
∫

Ra(A)

(Ra−1)∗dV,

де знак у останньому виразi залежить вiд того, чи зберiгає правий зсув
Ra−1 орiєнтацiю. Бiльш точно, йдеться про збереження чи змiну орiєн-
тацiї диференцiалами цього вiдображення, причому вона або всюди збе-
рiгається, або всюди змiнюється (перевiрте це аналогiчно до доведення
леми 18.1). Порiвнюючи цi вирази для усiх кубовних A ⊂ G, ми можемо
зробити наступний висновок.

Наслiдок 18.5. Група Лi G є унiмодулярною тодi й тiльки тодi, коли
для кожного a ∈ G виконується (Ra)

∗dV = dV або (Ra)
∗dV = −dV ,

де dV – форма об’єму якоїсь лiвоiнварiантної рiманової метрики на G.

Згадаємо тепер, як обчислюється дiя кодиференцiала на n-форму.
Для довiльного гладкого вiдображення F : G → G i кожної точки b ∈ G
нам зручно буде записувати матрицю диференцiала dbF вiдображен-
ня F у базисах {X1(b), . . . , Xn(b)} i {X1(F (b)), . . . , Xn(F (b))} просторiв

TbG i TF (b)G вiдповiдно: dbF (Xi(b)) =
n∑
j=1

dF j
i (b)Xj(F (b)) для кожного

i = 1, n, де компоненти матрицi dF j
i будуть таким чином гладкими фун-

кцiями на G. За означенням кодиференцiала,

(F ∗dV )(b)(X1(b), . . . , Xn(b)) = dV (F (b))(dbF (X1(b)), . . . , dbF (Xn(b))) =

= dV (F (b))

(
n∑

j1=1

dF j1
1 (b)Xj1(F (b)), . . . ,

n∑
jn=1

dF jn
n (b)Xjn(F (b))

)
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для будь-якої b ∈ G. Згадаємо, що форма dV є зовнiшньою (кососиме-
тричною). Це означає, зокрема, що пiдставляння у неї аргументiв, що
повторюються, дає нуль. Тому у попередньому виразi залишаються ли-
ше набори iндексiв {j1, . . . , jn}, що є перестановками усiх натуральних
чисел вiд 1 до n. Тодi за полiлiнiйнiстю та кососиметричнiйстю цiєї фор-
ми маємо:

dV (F (b))

(
n∑

j1=1

dF j1
1 (b)Xj1(F (b)), . . . ,

n∑
jn=1

dF jn
n (b)Xjn(F (b))

)
=

=
∑
σ∈Sn

dF
σ(1)
1 (b) . . . dF σ(n)

n (b) dV (F (b))(Xσ(1)(F (b)), . . . , Xσ(n)(F (b))) =

=
∑
σ∈Sn

dF
σ(1)
1 (b) . . . dF σ(n)

n (b) sign σ dV (F (b))(X1(F (b)), . . . , Xn(F (b))) =

= det(dF j
i (b))

n
i,j=1 dV (F (b))(X1(F (b)), . . . , Xn(F (b))) =

1

n!
det(dF j

i (b))
n
i,j=1,

де передостання рiвнiсть випливає з означення детермiнанта, а остання –
з того, що dV (X1, . . . , Xn) = ω1 ∧ . . . ∧ ωn(X1, . . . , Xn) = 1

n!
за форму-

лою (16.3) зовнiшнього добутку 1-форм. Тому

(F ∗dV )(b)(X1(b), . . . , Xn(b)) = ±dV (b)(X1(b), . . . , Xn(b)) = ± 1

n!

тодi й тiльки тодi, коли det(dF j
i (b))

n
i,j=1 = ±1. Оскiльки n-форми dV

i F ∗dV однозначно визначенi своєю дiєю на якийсь базис у кожнiй точцi,
отримаємо наступне.

Наслiдок 18.6. Нехай F : G → G – гладке вiдображення. Тодi умова
F ∗dV = ±dV еквiвалентна тому, що визначник матрицi диференцiала
dbF у базисах {X1(b), . . . , Xn(b)} i {X1(F (b)), . . . , Xn(F (b))} дорiвнює ±1
для кожної b ∈ G.

Тут i вище ”±” означає або всюди плюс, або всюди мiнус. Звiдси ви-
пливає, зокрема, що всi визначники матриць диференцiалiв лiвих зсувiв
дорiвнюють 1, бо dV лiвоiнварiантна, а умови наслiдку 18.5 зводяться
до того, що визначники матриць диференцiалiв правих зсувiв дорiвню-
ють 1 або −1. Тепер у нас все є для формулювання i доведення критерiїв
унiмодулярностi, що нагадують твердження 18.1 (критерiї бiiнварiантно-
стi метрики), хоча у їхньому формулюваннi й не згадується явно жодна
метрика: унiмодулярнiсть є, нагадаємо, властивiстю групи Лi.
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Твердження 18.4. 1. Група Лi G є унiмодулярною тодi й тiльки
тодi, коли | detAda| = 1 для будь-якого a ∈ G.

2. Якщо група Лi G з алгеброю Лi g є унiмодулярною, то Tr adx = 0
для будь-якого x ∈ g. Якщо група G зв’язна, то вiрне й обернене
твердження.

Доведення.

1. Згiдно з наслiдками 18.5 i 18.6, G унiмодулярна тодi й тiльки то-
дi, коли для будь-яких a, b ∈ G модуль визначника матрицi ди-
ференцiала dbRa у певних базисах дорiвнює 1. Iз доведення ле-
ми 18.1 i сказаного вище про визначники матриць диференцiалiв
лiвих зсувiв випливає (як саме?), що необхiдне та достатнє ви-
конання цiєї умови при b = e. Оскiльки матриця da−1La має ви-
значник 1, унiмодулярнiсть G таким чином еквiвалентна тому, що
| detAda| = | det(da−1La ◦ deRa−1)| = 1 для кожного a ∈ G, де вираз
для Ada взятий з доведення пункту 1. твердження 18.1. Зауважимо,
що Ada є лiнiйним оператором на g, тому його детермiнант визначе-
ний незалежно вiд вибору базиса. Також цей критерiй вже нiяк не
використовує лiвоiнварiантну метрику 〈·, ·〉 або її форму об’єму dV .

2. Доведення цього пункту (точнiше, його виведення з попереднього
пункту) майже дослiвно повторює доведення пункту 2. тверджен-
ня 18.1. Замiсть групи O(g, 〈·, ·〉) треба розглянути групу операто-
рiв, що зберiгають об’єм:

SL±(g) := {a ∈ End(g) | | det a| = 1} ⊂ GL(g).

Це група Лi з алгеброю Лi

sl(g) := Tid SL
±(g) = {x ∈ End(g) | Tr x = 0}.

Вправа 18.5. Перевiрити це твердження та вiдновити решту до-
ведення пункту 2.

Цi критерiї пояснюють, чому скiнченновимiрна алгебра Лi (над до-
вiльним полем) теж iнколи зветься унiмодулярною, якщо слiди всiх опе-
раторiв її приєднаного представлення нульовi. Зауважимо, що якщо G –
зв’язна унiмодулярна група Лi, то detAda = 1 для будь-якого a ∈ G. Це
випливає з неперервностi функцiї a 7→ detAda на G i того, що Ade є тото-
жним оператором, або з доведення пункту 2. попереднього твердження.
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Приклад 18.6. Ми вже знаємо з наслiдку 18.4, що всi групи Лi, на яких
iснують бiiнварiантнi метрики, унiмодулярнi. Виконання для таких груп
критерiїв попереднього твердження також випливає з вiдповiдних пун-
ктiв твердження 18.1: якщо Ada – iзометрiя, то | detAda| = 1 (за описом
iзометрiй у термiнах спряжених операторiв аналогiчно до ортогональних
матриць, див. доведення пункту 1. твердження 18.1), i якщо adx антиса-
моспряжений, то Tr adx = 0 (перевiрте це).

Приклад 18.7. Як було встановлено у прикладi 17.2, лiва мiра Хаара
групи Nil є (з точнiстю до множення на константу) мiрою Лебега, а тому
є правою. Отже, ця група Лi унiмодулярна. Перевiримо для неї безпосе-
редньо виконання умови пункту 2. твердження 18.4 (нагадаємо, що Nil
зв’язна, тому цього теж достатньо для унiмодулярностi). Оскiльки для
базиса {e1, e2, e3} її алгебри Лi nil, що був описаний у прикладi 17.1, нену-
льовими попарними дужками Лi є лише [e1, e2] = −[e2, e1] = e3, оператор
ade3 = [e3, ·] нульовий, ade1e2 = [e1, e2] = e3 i ade1 дорiвнює нулю на рештi
базисних векторiв, i аналогiчно ade2e1 = [e2, e1] = −e3 i нуль на iнших ба-
зисних векторах. Таким чином, матрицi цих операторiв у нашому базисi
мають вигляд:

ade1 :

 0 0 0
0 0 0
0 1 0

 , ade2 :

 0 0 0
0 0 0
−1 0 0

 , ade3 :

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

 .

Оскiльки слiди усiх цих матриць нульовi, з лiнiйностi приєднаного пред-
ставлення та слiду випливає, що дiйсно Tr adx = 0 для будь-якого x ∈ nil.

Вправа 18.6. Обчислити оператори AdA групи Nil (див. приклад 12.6)
i переконатися у тому, що їхнi визначники дорiвнюють 1 (як i повинно
бути для зв’язної унiмодулярної групи Лi згiдно з зауваженням пiсля
твердження 18.4).

Вправа 18.7. Показати, що група SL(2,R) унiмодулярна (до речi, чи
є вона зв’язною?).

Вправа 18.8. Навести приклад неунiмодулярної групи Лi (див. [35]).

Деякi достатнi умови унiмодулярностi групи Лi перелiченi у [28, с. 535].
У подальших роздiлах ми побачимо, що з деяких з них випливає також
iснування бiiнварiантної метрики на цiй групi, а з деяких – взагалi ка-
жучи, не випливає.
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19 Групи Лi, що допускають бiiнварiантну
метрику. Випадок простої групи

У цьому роздiлi ми почнемо з’ясовувати вiдповiдь на наступне питання:
яким необхiдним та достатнiм умовам повинна задовольняти група Лi G
(або її алгебра Лi), щоб на нiй iснувала бiiнварiантна рiманова метрика
(у цьому випадку говоритимемо, що група допускає таку метрику) i яки-
ми можуть бути такi метрики? Деякi необхiднi умови ми вже отримали
у наслiдках 18.2 та 18.4: G повинна бути многовидом, що допускає рiма-
нову метрику невiд’ємної секцiйної кривини, та унiмодулярною групою.
Втiм, це достатньо широкi класи гладких многовидiв та груп Лi.

Як i ранiше, через g = TeG будемо позначати алгебру Лi групи Лi G,
а через 〈·, ·〉 – скалярний добуток на g та вiдповiдну лiвоiнварiантну рi-
манову метрику на G. Як було встановлено у пунктi 2. твердження 18.1
та у наслiдку 18.1, для зв’язної G ця метрика є бiiнварiантною тодi й
тiльки тодi, коли усi оператори adx приєднаного представлення g анти-
самоспряженi вiдносно 〈·, ·〉 або, що те ж саме, коли скалярний добуток
〈·, ·〉 є iнварiантною формою. У загальному випадку цi умови є принаймнi
необхiдними. Таким чином, поставлену задачу можна звести до лiнiйно-
алгебраїчної задачi опису алгебр Лi, на яких iснують iнварiантнi скалярнi
добутки, та самих таких добуткiв.

Тим не менш, диференцiально-геометричнi мiркування тут залишаю-
ться корисними, як зараз побачимо. З наслiдку 17.5 випливає, що тензор
Рiччi Ric (див., наприклад, [29, с. 233-234]) будь-якої лiвоiнварiантної ме-
трики на G є (симетричною) лiвоiнварiантною 2-формою, тобто значення
Ric (X,Y ) постiйне для будь-яких лiвоiнварiантних полiв X та Y на G
в силу наслiдку 16.2. Обчислимо цей тензор для довiльної бiiнварiантної
метрики 〈·, ·〉. Як було зазначено пiсля твердження 18.2, тензор криви-
ни цiєї метрики насправдi не залежить вiд метрики (лише вiд факту її
бiiнварiантностi), а визначений структурою групи, тому те ж саме по-
винне бути вiрним i для тензора Рiччi. Нехай n = dimG i {X1, . . . , Xn} –
ортонормований базис лiвоiнварiантних полiв для 〈·, ·〉. Згiдно з означен-
ням тензора Рiччi та формулою з пункту 2. твердження 18.2 для тензора
кривини бiiнварiантної метрики,

Ric (X,Y ) =
n∑
i=1

〈R (Xi, X)Y,Xi〉 = −1

4

n∑
i=1

〈[[Xi, X], Y ], Xi〉 =

= −1

4

n∑
i=1

〈[Y, [X,Xi]], Xi〉 = −1

4

n∑
i=1

〈adY (adXXi), Xi〉 = −1

4
Tr (adY ◦ adX)
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для будь-яких лiвоiнварiантних полiв X та Y на G за описом слiда опе-
ратора у термiнах ортонормованого базиса. Зауважимо, що ця форма
дiйсно нiяк не пов’язана з самою метрикою 〈·, ·〉. Вона визначена для
будь-якої скiнченновимiрної алгебри Лi та є, як побачимо далi, дуже ко-
рисною для дослiдження алгебраїчних властивостей таких алгебр.

Означення 19.1. Нехай g – скiнченновимiрна алгебра Лi над полем F.
Її формою Кiллiнга зветься вiдображення

K : g× g → F : (x, y) 7→ Tr (adx ◦ ady).

Оператори приєднаного представлення adx i ady визначенi для будь-
якої алгебри Лi згiдно з означенням 12.8, i їхня композицiя є лiнiйним
оператором на скiнченновимiрному просторi g, а тому має коректно ви-
значений слiд.

Твердження 19.1. Форма Кiллiнга будь-якої скiнченновимiрної алге-
бри Лi g є iнварiантною симетричною бiлiнiйною формою на g.

Доведення. Бiлiнiйнiсть форми Кiллiнга K випливає з лiнiйностi
adx за x (бо це представлення g), бiлiнiйностi композицiї та лiнiйностi
слiду (перевiрте це). Її симетричнiсть випливає з iнварiантностi слiду
композицiї операторiв вiдносно їх переставляння (яку можна вивести,
наприклад, з вiдповiдної властивостi слiду добутку матриць):

K(y, x) = Tr (ady ◦ adx) = Tr (adx ◦ ady) = K(x, y)

для будь-яких x, y ∈ g. Нарештi, перевiримо iнварiантнiсть. З означення
форми Кiллiнга та того, що ad є представленням g (див. обговорення
перед означенням 12.8), маємо

K([x, y], z) = Tr (ad[x,y] ◦ adz) = Tr ((adx ◦ ady − ady ◦ adx) ◦ adz) =

= Tr (adx ◦ ady ◦ adz)− Tr (ady ◦ adx ◦ adz) =

= Tr (adx ◦ ady ◦ adz)− Tr (adx ◦ adz ◦ ady) =

= Tr (adx ◦ (ady ◦ adz − adz ◦ ady)) = Tr (adx ◦ ad[y,z]) = K(x, [y, z])

для будь-яких x, y, z ∈ g, що й потрiбно. Четверта рiвнiсть тут випливає з
тiєї ж iнварiантностi слiду: ми просто переставили ady i adx◦adz мiсцями.

Приклад 19.1. Оскiльки приєднане представлення будь-якої абелевої
алгебри Лi нульове, її форма Кiллiнга також нульова.
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Приклад 19.2. У прикладi 18.7 були обчисленi матрицi операторiв при-
єднаного представлення векторiв базису {e1, e2, e3} алгебри Лi nil у то-
му ж базисi. Оскiльки усi квадрати та попарнi добутки цих матриць
дорiвнюють нулю (переконайтеся у цьому), зокрема, мають нульовi слi-
ди, K(ei, ej) = Tr (adei ◦ adej) = 0 для усiх i, j = 1, 3, тому за бiлiнiйнiстю
форма Кiллiнга цiєї алгебри Лi нульова. Таким чином, nil є прикладом
неабелевої алгебри Лi з нульовою формою Кiллiнга.

Приклад 19.3. З вигляду попарних дужок Лi

[e1, e2] = −[e2, e1] = e3, [e2, e3] = −[e3, e2] = e1, [e3, e1] = −[e1, e3] = e2.

базиса (11.2) алгебри Лi so(3) з прикладу 11.10 отримуємо наступнi зна-
чення операторiв приєднаного представлення вiд базисних векторiв:

ade1e2 = e3, ade1e3 = −e2, ade2e1 = −e3,

ade2e3 = e1, ade3e1 = e2, ade3e2 = −e1,
решта значень нульовi. Таким чином, матрицi цих операторiв у базисi
{e1, e2, e3} мають наступний вигляд:

ade1 :

 0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 , ade2 :

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 , ade3 :

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 .

Знаходячи слiди квадратiв та попарних добуткiв цих матриць, отримує-
мо K(ei, ej) = Tr (adei ◦ adej) = −2δij для усiх i, j = 1, 3. Зокрема, форма
Кiллiнга so(3) вiд’ємно визначена. Помiтимо також, що Tr ei ej = −2δij =
K(ei, ej) для усiх i та j, хоча матрицi e1, e2 та e3 й не збiгаються з матри-
цями вiдповiдних операторiв приєднаного представлення. Звiдси отри-
муємо наступний вираз для форми Кiллiнга цiєї матричної алгебри Лi:
K(x, y) = Tr xy для будь-яких x, y ∈ so(3) (бо це так для елементiв базису
i обидвi сторони бiлiнiйнi). Виявляється, що його можна узагальнити й
на so(n) для довiльного n.

Твердження 19.2. Нехай Kg – форма Кiллiнга алгебри Лi g. Тодi для
будь-яких поля F i натурального n

Kgl(n,F)(x, y) = 2nTr xy − 2Tr xTr y,

Ksl(n,F)(x, y) = 2nTr xy,

Kso(n)(x, y) = (n− 2)Tr xy

для усiх матриць x та y з вiдповiдних алгебр Лi.
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Доведення. Див., наприклад, [39, с. 381-384] (вираз для Kso(n) там
обчислено з одрукiвкою) або перевiрити самостiйно. Зауважимо, що дру-
га з цих формул випливає з першої, леми 20.2 наступного роздiлу i того,
що sl(n,F) є iдеалом у gl(n,F) (див. приклад 11.3).

Третя формула попереднього твердження при n = 1 означає просто
Kso(1) = 0, бо so(1) = {0}. Таким чином, форми Кiллiнга so(1) i so(2)
нульовi. Так i повинно бути за прикладом 19.1, бо цi алгебри Лi абеле-
вi (0-вимiрна i 1-вимiрна вiдповiдно). При n = 3 формула узгоджується
з обчисленою у попередньому прикладi. У подальшому ми також позна-
чатимемо форму Кiллiнга g через Kg, якщо у цьому буде необхiднiсть.

Вправа 19.1. Обчислити форми Кiллiнга iнших матричних алгебр Лi,
що були описанi у роздiлах 5 i 11.

Наслiдок 19.1. Тензор Рiччi Ric будь-якої бiiнварiантної рiманової ме-
трики на групi Лi G визначено умовою

Ric (X,Y ) = −1

4
K(X,Y )

для будь-яких лiвоiнварiантних полiв X та Y на G.

Тут ми знову ж маємо на увазi iзоморфнiсть та iзометричнiсть ал-
гебр Лi лiвоiнварiантних полiв на G i g з наслiдкiв 11.6 i 17.3, звiдки
випливає, зокрема, вiдповiднiсть мiж їхнiми формами Кiллiнга K, якi
ми практично ототожнюємо. В отриманiй ранiше формулi ми помiняли
мiсцями X та Y , використавши симетричнiсть K (твердження 19.1).

Питання про iснування бiiнварiантних метрик ми почнемо дослiджу-
вати для спецiального класу алгебр та груп Лi – простих. Традицiйно
для лiнiйної алгебри векторний пiдпростiр (у даному випадку – iдеал
алгебри Лi g) будемо називати тривiальним, якщо вiн дорiвнює {0} або
усьому простору g.

Означення 19.2. Алгебра Лi зветься простою, якщо вона неабелева
та не мiстить нетривiальних iдеалiв. Зв’язна група Лi зветься простою,
якщо її алгебра Лi проста.

Якщо g – абелева алгебра Лi, то будь-який її векторний пiдпростiр
a ⊂ g є (абелевим) iдеалом, бо [x, y] = 0 ∈ a для будь-яких x ∈ a, y ∈ g.
Якщо 0 < dim a < dim g, цей iдеал нетривiальний. Таким чином, окремо
вимагаючи неабелевiсть у означеннi простоти, ми просто виключаємо
алгебри Лi вимiрностей 0 i 1: починаючи з вимiрностi 2, неабелевiсть
випливає з неiснування нетривiальних iдеалiв.
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Тут i в наступному роздiлi алгебраїчнi властивостi груп Лi (такi як
простота) будуть вводитися лише для зв’язних груп у термiнах їх ал-
гебр Лi. При цьому в загальних означеннях для алгебр Лi мається на ува-
зi алгебра довiльної вимiрностi й над довiльним полем, якщо не вказа-
не iнше. У якостi задачi корисно кожного разу знаходити вiдповiднi за-
гальнi означення для груп (наприклад, у главi 10 книги [48] та iншiй
алгебраїчнiй лiтературi) та перевiряти їх еквiвалентнiсть нашим (це мо-
же виявитися не дуже простим). Так, загальне означення простої групи
можна знайти у [48, с. 461]. Його вiдповiднiсть нашому для зв’язних
груп Лi випливає з твердження 13.1 i теореми 13.2 (щоправда, воно все
ж включатиме одновимiрнi групи, якi у теорiї Лi традицiйно не вважа-
ють простими). Те ж вiдноситься i до деяких iнших понять, таких як
центр алгебри Лi з означення 19.3 нижче: для зв’язної групи Лi вiдпо-
вiдною пiдгрупою Лi буде її центр, означення якого наведене у [48, с. 444]
(перевiрте це; див. також вправу 22.3).

Вправа 19.2. Показати, що не iснує простих двовимiрних алгебр Лi,
а отже й груп (використати результати вправи 11.2 або приклад напри-
кiнцi лекцiї 2 у [11]).

Приклад 19.4. Тривимiрна алгебра Лi so(3), а отже й зв’язна група Лi
SO(3) (а також SU(2) ∼= S3, як зазначалося у прикладi 18.2) простi.

Дiйсно, нехай
3∑
i=1

λiei 6= 0 – базисний вектор якогось її одновимiрного

iдеала a, де {e1, e2, e3} – базис (11.2). Тодi з вигляду дужок Лi цього ба-
зиса (див., скажiмо, приклад 18.2) за означенням iдеала випливає, що

λ3e2 − λ2e3 =

[
3∑
i=1

λiei, e1

]
∈ a. Але цей вектор повинен бути пропорцiй-

ний базисному, тобто 0 = λλ1, λ3 = λλ2 i −λ2 = λλ3 для коефiцiєнта
пропорцiйностi λ, що можливе лише при λ2 = λ3 = 0. Аналогiчно беручи
дужку Лi з e2, отримуємо λ1 = λ3 = 0, протирiччя. Отже, одновимiрних
iдеалiв у цiєї алгебри Лi не iснує. Неiснування двовимiрних теж можна
перевiрити безпосередньо, але простiше вивести з леми 20.3 наступного
роздiлу: оскiльки на so(3) iснує iнварiантний скалярний добуток (знову
див. приклад 18.2), ортогональне доповнення вiдносно нього до будь-
якого двовимiрного iдеала було б одновимiрним iдеалом.

Вправа 19.3. Показати, що тривимiрна алгебра Лi sl(2,R) проста (а от-
же й група SL(2,R), якщо показати її зв’язнiсть). Див. [22, с. 18-19].

Твердження 19.3. 1. Алгебра Лi sl(n,F) проста для будь-яких на-
туральних n ⩾ 2 i поля F характеристики 0.
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2. Алгебра Лi so(n) проста для n = 3 i будь-яких натуральних n ⩾ 5.

3. Алгебра Лi su(n) проста для будь-яких натуральних n ⩾ 2.

Доведення. Див. приклад 19.4 i [45, с. 124-132]. Наведене там до-
ведення простоти sl(n,F) для випадку F = C залишається вiрним для
будь-якого поля характеристики 0.

Зазвичай у лiтературi простота перелiчених алгебр Лi виводиться
з бiльш ”просунутої” структурної теорiї (i лише при F = C та R для
sl(n,F)), але за посиланням вище наведенi безпосереднi доведення. На-
гадаємо, що 6-вимiрна алгебра Лi so(4) iзоморфна su(2)⊕ su(2) за впра-
вою 11.10, а отже є прямою сумою двох тривимiрних iдеалiв (див. твер-
дження 11.3) i не є простою.

Означення 19.3. Центром алгебри Лi g зветься

z(g) := {x ∈ g | ∀ y ∈ g [x, y] = 0}.

За означеннями, алгебра Лi g абелева тодi й тiльки тодi, коли z(g) = g.
Також помiтимо, що z(g) є ядром приєднаного представлення ad : g →
gl(g) (чому?), а отже iдеалом g за лемою 13.2, але ми перевiримо цей
факт безпосередньо.

Лема 19.1. Центр будь-якої алгебри Лi є її абелевим iдеалом.

Доведення. Дiйсно, для будь-яких x та y з центра z(g) алгебри Лi g
над полем F, будь-яких λ, µ ∈ F i кожного z ∈ g

[λx+ µy, z] = λ[x, z] + µ[y, z] = 0

за бiлiнiйнiстю дужки Лi, тому λx + µy ∈ z(g). Отже, це векторний пiд-
простiр g. Оскiльки [x, y] = 0 ∈ z(g) для будь-яких x ∈ z(g) та y ∈ g,
це дiйсно абелевий iдеал.

Наслiдок 19.2. Центр будь-якої простої алгебри Лi нульовий.

Доведення. За попередньою лемою i зауваженням перед нею, z(g) –
iдеал простої алгебри Лi g i z(g) 6= g, бо g неабелева. Оскiльки вона
не мiстить нетривiальних iдеалiв, тодi z(g) = {0}.
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Приклад 19.5. Центром алгебри Лi nil, що описана у прикладi 17.1,
є одновимiрний пiдпростiр, натягнутий на базисний вектор e3 (у позна-

ченнях згаданого прикладу). Дiйсно, вектор x =
3∑
i=1

λiei належить до

центру тодi й тiльки тодi, коли [x, e1] = [x, e2] = [x, e3] = 0, що еквiвален-
тне λ1 = λ2 = 0, бо ненульовими попарними дужками Лi елементiв цього
базиса є лише [e1, e2] = −[e2, e1] = e3. Зокрема, nil непроста за попереднiм
наслiдком (а отже й зв’язна група Лi Nil теж).

Твердження 19.4. Якщо на простiй скiнченновимiрнiй алгебрi Лi g
над полем R iснує iнварiантний скалярний добуток (тобто якщо це
алгебра Лi простої групи Лi, що допускає бiiнварiантну рiманову ме-
трику), то форма Кiллiнга g вiд’ємно визначена.

Доведення. Нехай 〈·, ·〉 – iнварiантний скалярний добуток на g, а
{e1, . . . , en} – якийсь ортонормований вiдносно нього базис. Тодi квадрат
будь-якого x ∈ g вiдносно форми Кiллiнга дорiвнює

K(x, x) = Tr (adx ◦ adx) =
n∑
i=1

〈adx(adxei), ei〉 =

=
n∑
i=1

〈adxei, ad ∗
xei〉 = −

n∑
i=1

〈adxei, adxei〉 = −
n∑
i=1

|adxei|2,

де передостання рiвнiсть випливає зi встановленої перед означенням 18.1
еквiвалентностi мiж iнварiантнiстю скалярного добутку i антисамоспря-
женiстю операторiв приєднаного представлення. Таким чином, K(x, x) ⩽
0 i K(x, x) = 0 тодi й тiльки тодi, коли adxei = 0 для усiх i = 1, n. Оскiль-
ки {e1, . . . , en} – базис, це означає, що adx = 0, тобто [x, y] = adxy = 0 для
будь-якого y ∈ g, що еквiвалентне x ∈ z(g). Оскiльки центр g нульовий
за наслiдком 19.2, тодi x = 0. Отже, K(x, x) < 0 при x 6= 0, що й озна-
чає вiд’ємну визначенiсть K. Зауваження про алгебру Лi простої групи,
що допускає бiiнварiантну метрику, випливає з наслiдку 18.1 i того, що
простi групи Лi за означенням зв’язнi.

Наслiдок 19.3. Якщо форма Кiллiнга K скiнченновимiрної алгебри Лi g
над полем R вiд’ємно визначена, зокрема, якщо g проста i на нiй iснує
iнварiантний скалярний добуток, то −K є iнварiантним скалярним до-
бутком на g. Якщо при цьому g є алгеброю Лi зв’язної групи Лi G,
то −K задає бiiнварiантну рiманову метрику на G.
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Доведення. Це випливає з твердження 19.1 та попереднього твер-
дження: в його умовах симетрична iнварiантна бiлiнiйна форма −K до-
датно визначена, тобто перетворюється на iнварiантний скалярний до-
буток. Твердження про метрику на G випливає з наслiдку 18.1.

Твердження 19.5. Будь-яка зв’язна група Лi, форма Кiллiнга алге-
бри Лi якої вiд’ємно визначена, зокрема, будь-яка проста група Лi, що
допускає бiiнварiантну рiманову метрику, компактна.

Доведення. На групi Лi G з умови в будь-якому разi iснує бiiнварiан-
тна рiманова метрика 〈·, ·〉: якщо форма Кiллiнга K алгебри ЛiG вiд’ємно
визначена, то −K задає бiiнварiантну метрику на G в силу наслiдку 19.3
та зв’язностi G. Тензор Рiччi метрики 〈·, ·〉 має на лiвоiнварiантних полях
вигляд Ric = −1

4
K за наслiдком 19.1, а отже є у кожнiй точцi G додатно

визначеною формою за умовою або твердженням 19.4. Оскiльки кривини
Рiччi у кожнiй точцi G приймають однi й тi ж самi найменше i найбiльше
значення (це випливає з наслiдку 17.6 або може бути встановлене анало-
гiчно до нього, бо кривина Рiччi у кожнiй точцi є неперервною функцiєю
на проєктивному просторi, який є компактом, а тензор Рiччi є iнварi-
антною формою), кривина Рiччi 〈·, ·〉 обмежена знизу додатним числом.
Оскiльки G повна за твердженням 18.3 та зв’язна, вона тодi компактна
в силу теореми Майєрса (див., наприклад, [12, с. 140-141]).

Приклад 19.6. Форма Кiллiнга K алгебри Лi so(n) згiдно з твердже-
нням 19.2 задається формулою K(x, y) = (n − 2)Tr xy для x, y ∈ so(n).
Зокрема, для будь-якої матрицi x = (xij)

n
i,j=1 ∈ so(n) маємо

K(x, x) = (n− 2)Tr x2 = (n− 2)
n∑

i,j=1

xijxji = −(n− 2)
n∑

i,j=1

x2ij,

оскiльки ця матриця кососиметрична за означенням so(n): xij = −xji
для усiх i та j. Нехай n ⩾ 3. Тодi K(x, x) ⩽ 0 i K(x, x) = 0 означає, що
xij = 0 для усiх i та j, тобто x = 0. Таким чином, форма Кiллiнга so(n)
вiд’ємно визначена при n ⩾ 3. Тодi −K задає бiiнварiантну метрику на
групi Лi SO(n) (що є зв’язною за твердженням 4.1) за наслiдком 19.3,
а сама SO(n) компактна за попереднiм твердженням. При цьому три-
вiальна група SO(1) (приклад 4.1) та група SO(2) ∼= S1 (приклад 4.4)
теж компактнi, i абелева SO(2) допускає бiiнварiантну метрику в силу
прикладу 18.1. Зауважимо, що ми нiде тут не використовували простоту.
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Приклад 19.7. З твердження 19.2 також випливає, що форма Кiллiн-
га K алгебри Лi sl(n,R) має вигляд K(x, y) = 2nTr xy для x, y ∈ sl(n,R).
Ця форма знакозмiнна при n ⩾ 2, бо, скажiмо, для

x :=



1

0 0
. . .

0 0
−1

 , y :=



1

0 0

. .
.

0 0
−1


маємо K(x, x) = 2nTr x2 = 4n i K(y, y) = 2nTr y2 = −4n (див. також бiльш
детальне дослiдження цiєї форми у прикладi 20.5 наступного роздiлу).
Група Лi SL(n,R) зв’язна, як показано у [28, с. 114-118], а отже проста
при n ⩾ 2 в силу твердження 19.3. Тодi з твердження 19.4 випливає, що
SL(n,R) не допускає бiiнварiантну метрику для усiх n ⩾ 2. Бiльш того,
з цього i твердження 19.7 нижче випливатиме, що SL(n,R) некомпактна
(звичайно, тривiальна група SL(1,R) з прикладу 4.1 є компактною).

Твердження 19.6. Для будь-яких двох iнварiантних скалярних добу-
ткiв 〈·, ·〉 i 〈·, ·〉′ на простiй скiнченновимiрнiй алгебрi Лi g над полем R
(а отже й для будь-яких двох бiiнварiантних рiманових метрик 〈·, ·〉
i 〈·, ·〉′ на простiй групi Лi) iснує таке дiйсне λ > 0, що 〈·, ·〉′ = λ〈·, ·〉.

Доведення. Як i будь-яку бiлiнiйну форму, 〈·, ·〉′ можна виразити
через скалярний добуток 〈·, ·〉 за допомогою деякого лiнiйного операто-
ра a : g → g: 〈x, y〉′ = 〈a(x), y〉 для будь-яких x, y ∈ g. Те, що 〈·, ·〉′ теж
є скалярним добутком, означає, що цей оператор самоспряжений i до-
датно визначений вiдносно 〈·, ·〉. З iнварiантностi обох цих добуткiв тодi
випливає, що

〈a([x, y]), z〉 = 〈[x, y], z〉′ = 〈x, [y, z]〉′ = 〈a(x), [y, z]〉 = 〈[a(x), y], z〉

для усiх x, y, z ∈ g. З властивостей скалярного добутку тодi маємо, що
a([x, y]) = [a(x), y] для усiх x та y. Якщо при цьому x – власний вектор a,
що вiдповiдає власному значенню µ, то a([x, y]) = [µx, y] = µ[x, y], тобто
[x, y] для будь-якого y ∈ g теж є власним вектором a, що вiдповiдає µ.
Отже, усi власнi пiдпростори a є iдеалами g. Оскiльки g проста, вони усi
повиннi дорiвнювати {0} або g. З iншого боку, оскiльки a – самоспряже-
ний оператор на скiнченновимiрному дiйсному просторi g, цей простiр
повинен бути прямою сумою власних пiдпросторiв a, що вiдповiдають
дiйсним власним значенням. Це означає, що g є таким пiдпростором для
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деякого власного значення λ, тобто a = λ id. При цьому λ > 0, бо a до-
датно визначений. Таким чином, 〈x, y〉′ = 〈a(x), y〉 = λ〈x, y〉 для усiх
x, y ∈ g, що й було потрiбно. Твердження для бiiнварiантних метрик
випливає з твердження для iнварiантних скалярних добуткiв в силу на-
слiдку 18.1 та лiнiйної вiдповiдностi мiж ними.

Наслiдок 19.4. Якщо на простiй скiнченновимiрнiй алгебрi Лi g над
полем R iснує iнварiантний скалярний добуток, то вiн має вигляд λK,
де λ < 0, а K – форма Кiллiнга g. Якщо на простiй групi Лi з ал-
геброю Лi g iснує бiiнварiантна рiманова метрика, то вона вiдповiдає
скалярному добутку λK. Зокрема, усi такi метрики ейнштейновi.

Доведення. Це випливає з твердження 19.6, наслiдкiв 19.3 i 18.1.
Ейнштейновiсть (тобто пропорцiйнiсть тензора Рiччi та метрики з по-
стiйним коефiцiєнтом, див. [8]) тодi маємо з наслiдку 19.1.

Приклад 19.8. У прикладi 18.2 було розглянуто iнварiантний скаляр-
ний добуток 〈·, ·〉 на простiй (див. приклад 19.4) алгебрi Лi so(3), для
якого базис {e1, e2, e3} з (11.2) є ортонормованим. З iншого боку, у при-
кладi 19.3 було встановлено, що форма Кiллiнга so(3) задовольняє умо-
вам K(ei, ej) = −2δij для усiх i, j = 1, 3. Це означає, що 〈·, ·〉 = −1

2
K, як

i повинно бути за попереднiм наслiдком. Зокрема, 〈x, y〉 = −1
2
Tr xy для

будь-яких x, y ∈ so(3) за формулою для форми Кiллiнга з прикладу 19.3
(або твердження 19.2). Крiм того, вираження 〈·, ·〉 через форму Кiллiнга
дає ще одне доведення iнварiантностi цього скалярного добутку.

Загальнотопологiчна властивiть компактностi, що виникла у твер-
дженнi 19.5, насправдi грає важливу роль у алгебраїчних характеристи-
ках груп Лi. Зокрема, вона дозволяє довести твердження, що сильнiше
оберненого до твердження 19.5.

Твердження 19.7. На будь-якiй компактнiй групi Лi iснує бiiнварiан-
тна рiманова метрика.

Доведення. Отже, нехай G – компактна група Лi. Оберемо на її ал-
гебрi Лi g якийсь скалярний добуток 〈·, ·〉. Розглянемо на G яку-небудь
правоiнварiантну форму об’єму dV правоiнварiантної рiманової метрики,
що вiдповiдає цьому або iншому скалярному добутку аналогiчно до кон-
струкцiї для лiвоiнварiантного випадку у роздiлi 17. При цьому ми так
само вводимо орiєнтацiю за допомогою ортонормованого базиса правоiн-
варiантних полiв цiєї метрики. Можна було б розглянути i просто праву
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мiру Хаара (за ”правоiнварiантним” аналогом наслiдку 17.4). Покладемо
для будь-яких x, y ∈ g

〈x, y〉′ :=
∫
G

〈Adax,Aday〉 dV (a) ∈ R.

Цей iнтеграл iснує, бо функцiя a 7→ 〈Adax,Aday〉 гладка (чому?), а G
компактна. Така процедура iнколи зветься усередненням скалярного до-
бутку 〈·, ·〉 за дiєю приєднаного представлення G. За лiнiйнiстю опе-
раторiв Ada та iнтеграла й бiлiнiйнiстю 〈·, ·〉, 〈·, ·〉′ є бiлiнiйною фор-
мою на g, симетричною, бо 〈·, ·〉 симетричний. Нехай x ∈ g ненульо-
вий. Тодi Adax 6= 0, бо оператори будь-якого представлення невиро-
дженi, а отже 〈Adax,Adax〉 > 0. бо 〈·, ·〉 додатно визначений. Оскiльки
a 7→ 〈Adax,Adax〉 – гладка додатна функцiя на G, ї ї iнтеграл додатний,
тобто 〈x, x〉′ > 0. Таким чином, форма 〈·, ·〉′ додатно визначена i є ска-
лярним добутком на g.

Нехай тепер b ∈ G. Оскiльки Ada ◦ Adb = Adab за означенням пред-
ставлення (див. також твердження 12.1),

〈Adbx,Adby〉′ =
∫
G

〈Ada(Adbx), Ada(Adby)〉 dV (a) =

∫
G

〈Adabx,Adaby〉dV (a).

для будь-яких x, y ∈ g. Виконаємо у цьому iнтегралi замiну змiнних
дифеоморфiзмом Rb : G → G (див. твердження 3.1). Оскiльки компози-
цiєю функцiї a 7→ 〈Adabx,Adaby〉 i оберненого дифеоморфiзма (Rb)

−1 =
Rb−1 : a 7→ ab−1 буде a 7→ 〈Adax,Aday〉, а Rb−1 зберiгає орiєнтацiю за її
побудовою (див. мiркування перед наслiдком 18.5), маємо∫

G

〈Adabx,Adaby〉 dV (a) =

∫
Rb(G)

〈Adax,Aday〉 (Rb−1)∗dV (a) =

=

∫
G

〈Adax,Aday〉 dV (a) = 〈x, y〉′,

де передостання рiвнiсть випливає з дифеоморфностi Rb i правоiнварi-
антностi dV . Отже, 〈Adbx,Adby〉′ = 〈x, y〉′ для будь-яких b ∈ G, x, y ∈ g.
Тодi лiвоiнварiантна рiманова метрика на G, що вiдповiдає скалярному
добутку 〈·, ·〉′, є бiiнварiантною за критерiєм пункту 1. твердження 18.1.
Зауважимо, що зв’язнiсть G у цьому критерiї не використовується.

Зокрема, будь-яка компактна група Лi унiмодулярна за наслiдком 18.4.
Тепер ми можемо остаточно вiдповiсти на питання про iснування бiiнва-
рiантних метрик на простих групах Лi, а також описати цi метрики.
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Теорема 19.1. Проста група Лi G допускає бiiнварiантну рiманову ме-
трику тодi й тiльки тодi, коли є компактною. Будь-яка така метрика
вiдповiдає скалярному добутку λK на алгебрi Лi g групи G, де λ < 0,
а K – форма Кiллiнга g, i є ейнштейновою.

Доведення. Це комбiнацiя тверджень 19.5, 19.7 та наслiдку 19.4.

20 Розв’язнi та напiвпростi алгебри Лi
Цей роздiл присвячений введенню деяких понять i конструкцiй для ал-
гебр Лi, що допоможуть нам узагальнити результати попереднього роз-
дiлу на довiльнi групи Лi. Центральною тут є властивiсть напiвпросто-
ти алгебри Лi, що узагальнює простоту, але виявляється, що вона тiсно
пов’язана з ”протилежною” у деякому сенсi властивiстю розв’язностi.
За замовчуванням тут розглядаються алгебри Лi довiльної вимiрностi
й над довiльним полем, крiм випадкiв, коли вказане iнше, зокрема, коли
йдеться про групи Лi. Почнемо з серiї допомiжних лем.

Лема 20.1. Якщо a i b – iдеали алгебри Лi g, то [a, b] – iдеал алгебр Лi
a, b, a ∩ b i g. Зокрема, [a, b] ⊂ a ∩ b.

Доведення. Нагадаємо, що позначення [a, b] вводилося пiсля озна-
чення 11.4 i означає лiнiйну оболонку усiх попарних дужок Лi [x, y] для
x ∈ a i y ∈ b. Оскiльки усi такi дужки лежать в a i b за означенням iде-
ала, [a, b] є векторним пiдпростором a i b, а отже й a∩ b. Для будь-яких
x ∈ a, y ∈ b i z ∈ g запишемо тотожнiсть Якобi:

[[x, y], z] = −[[y, z], x]− [[z, x], y].

Тут за означенням iдеала [y, z] ∈ b i [z, x] ∈ a, тому права сторона нале-
жить до [a, b], а отже й лiва. Тодi з належностi [[x, y], z] до [a, b] та бiлi-
нiйностi дужки Лi випливає, що [w, z] ∈ [a, b] й для будь-якого w ∈ [a, b]
(i z ∈ g). Таким чином, [a, b] – iдеал g, а отже й a, b i a∩b (що є iдеалом g,
зокрема пiдалгеброю Лi, за означенням як перетин iдеалiв).

Лема 20.2. Нехай a – iдеал скiнченновимiрної алгебри Лi g. Тодi його
форма Кiллiнга є обмеженням на a× a форми Кiллiнга g.

Доведення. Позначимо форми Кiллiнга g i a через Kg i Ka вiдпо-
вiдно. Оберемо у g базис {e1, . . . , en} так, що {e1, . . . , em} – базис a. Для
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будь-яких x, y ∈ a значення Kg(x, y) = Tr (adx ◦ ady) є сумою дiагональ-
них елементiв матрицi оператора adx ◦ ady : g → g у цьому базисi. При
цьому adx◦ady(ei) = [x, [y, ei]] ∈ a для кожного i = 1, n, бо a – iдеал. Тому
i-тий дiагональний елемент матрицi adx ◦ ady : g → g, тобто коефiцiєнт
бiля ei у розкладеннi adx ◦ ady(ei) за базисом {e1, . . . , en}, буде дорiвню-
вати i-тому дiагональному елементу матрицi оператора adx ◦ ady : a → a
у базисi {e1, . . . , em} при i = 1,m i нулю при i = m+ 1, n. Це означає,
що слiд Tr (adx ◦ ady) буде таким же, як слiд цього оператора на a, i буде
дорiвнювати таким чином Ka(x, y). Отже, дiйсно Ka = Kg|a×a.

Лема 20.3. Для будь-якої iнварiантної симетричної бiлiнiйної форми b
на алгебрi Лi g та iдеалу a ⊂ g його ортогональне доповнення вiдносно b

a⊥ := {x ∈ g | ∀ y ∈ a b(x, y) = 0}

теж є iдеалом.

Доведення. Для будь-яких x, y ∈ a⊥, λ, µ ∈ F (якщо g – алгебра Лi
над полем F) i z ∈ a маємо за бiлiнiйнiстю b(λx + µy, z) = λb(x, z) +
µb(y, z) = 0, тому λx + µy ∈ a⊥. Отже, a⊥ є векторним пiдпростором g.
Для будь-яких x ∈ a⊥, y ∈ g i z ∈ a з iнварiантностi b випливає, що
b([x, y], z) = b(x, [y, z]) = 0, бо a – iдеал, i отже [y, z] ∈ a. Звiдси [x, y] ∈ a⊥.
Таким чином, a⊥ – дiйсно iдеал.

Лема 20.4. Для будь-якої невиродженої iнварiантної симетричної бi-
лiнiйної форми b на алгебрi Лi g ортогональним доповненням вiдносно
неї пiдпростору g′ := [g, g] є центр g.

Доведення. Для будь-яких x ∈ z(g), y, z ∈ g з iнварiантностi b ви-
пливає, що b(x, [y, z]) = b([x, y], z) = 0 за означенням центра. Тому за
бiлiнiйнiстю b(x,w) = 0 й для будь-якого w ∈ g′, тобто x ∈ (g′)⊥. Отже,
z(g) ⊂ (g′)⊥.

I навпаки, для будь-яких x ∈ (g′)⊥, y, z ∈ g знову ж в силу iнва-
рiантностi маємо b([x, y], z) = b(x, [y, z]) = 0, бо [y, z] ∈ g′, тобто [x, y]
належить до ядра форми b. Оскiльки вона невироджена, [x, y] = 0. Та-
ким чином, x ∈ z(g), що доводить включення (g′)⊥ ⊂ z(g) та рiвнiсть
(g′)⊥ = z(g).

Як бачимо, невиродженiсть тут потрiбна для доведення лише одного
з включень. Цей результат узгоджується з лемою 20.3, бо g′ = [g, g] є iде-
алом за лемою 20.1, а z(g) – за лемою 19.1. Зауважимо, що у доведеннях
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двох попереднiх лем ми нiде не використовували симетричнiсть b, але
вона потрiбна хоча б для того, щоб не розрiзняти ”лiвi” та ”правi” орто-
гональнi доповнення чи невиродженiсть. В будь-якому разi, усi форми,
до яких ми будемо застосовувати цi леми, будуть симетричними.

Тепер перейдемо до означень та прикладiв.

Означення 20.1. Для k ∈ Z+ k-тий похiдний iдеал g(k) алгебри Лi g
визначається за iндукцiєю наступним чином:

g(0) := g, g(1) := g′ =
[
g(0), g(0)

]
, . . . , g(k) :=

(
g(k−1)

)′
=
[
g(k−1), g(k−1)

]
.

Для k ∈ N k-тий степiнь gk алгебри Лi g визначається за iндукцiєю
наступним чином:

g1 := g, g2 := g′ =
[
g1, g

]
, . . . , gk :=

[
gk−1, g

]
.

Наслiдок 20.1. Усi похiднi iдеали та степенi алгебри Лi g є її iдеалами.
При цьому

g = g(0) ⊃ g(1) ⊃ . . . ⊃ g(k−1) ⊃ g(k) ⊃ . . . ,

g = g1 ⊃ g2 ⊃ . . . ⊃ gk−1 ⊃ gk ⊃ . . . .

Доведення. Це випливає з леми 20.1: на кожному кроцi iндуктивної
побудови g(k) =

[
g(k−1), g(k−1)

]
(вiдповiдно, gk =

[
gk−1, g

]
) є згiдно з нею

iдеалом g, бо g(k−1) (вiдповiдно, gk−1 i g) – iдеали g. Крiм того, g(k) ⊂ g(k−1)

i gk ⊂ gk−1 для усiх k (i є iдеалами у цих iдеалах) теж за цiєю лемою.

Означення 20.2. Алгебра Лi g зветься

- розв’язною, якщо g(k) = {0} для деякого k ∈ Z+;

- нiльпотентною, якщо gk = {0} для деякого k ∈ N.

Зв’язна група Лi зветься розв’язною (вiдповiдно, нiльпотентною), якщо
її алгебра Лi розв’язна (нiльпотентна).

Лема 20.5. Для будь-якої алгебри Лi g i кожного k ∈ Z+ вiрне включе-
ння g(k) ⊂ gk+1. Зокрема, будь-яка нiльпотентна алгебра Лi (а отже й
група Лi) є розв’язною.

Доведення. Перевiримо це включення за iндукцiєю. Дiйсно, g(0) =
g = g1, i у припущеннi g(k−1) ⊂ gk маємо

g(k) =
[
g(k−1), g(k−1)

]
⊂
[
gk, g

]
= gk+1
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для будь-якого k. Тодi якщо gk+1 = {0} для деякого k, то й g(k) = {0}.

Показник k такий, що g(k) 6= {0} i g(k+1) = {0} (вiдповiдно, gk 6=
{0} i gk+1 = {0}) iнколи зветься ступiнню (або кроком) розв’язностi
(вiдповiдно, нiльпотентностi) алгебри Лi g.

Приклад 20.1. Будь-яка абелева алгебра Лi g є нiльпотентною, бо g2 =
{0}, а отже розв’язною.

Вправа 20.1. Показати, що будь-яка двовимiрна алгебра Лi є розв’язною
(це можна вивести з результатiв вправи 11.2).

Приклад 20.2. Усi строго верхньотрикутнi матрицi з Mat(n,F), тоб-
то тi, у яких на головнiй дiагоналi й пiд нею стоять лише нулi, утворю-
ють неабелеву при n ⩾ 3 нiльпотентну, а отже розв’язну, пiдалгебру Лi
n(n,F) ⊂ gl(n,F), бо n(n,F)n = {0} (перевiрте це). Зокрема, n(3,R) – це
алгебра Лi nil з прикладу 17.1.

Приклад 20.3. Усi верхньотрикутнi матрицi з Mat(n,F), у яких пiд го-
ловною дiагоналлю стоять лише нулi, утворюють розв’язну, але не нiль-
потентну при n ⩾ 2 (абелеву при n = 1) пiдалгебру Лi t(n,F) ⊂ gl(n,F),
бо t(n,F)(k) = {0} для будь-якого k ⩾ log2 n + 1, але t(n,F)k = t(n,F)2 =
n(n,F) для усiх k ⩾ 2 (перевiрте це).

Вправа 20.2. Описати однозв’язнi матричнi групи Лi, що вiдповiдають
алгебрам Лi з двох попереднiх прикладiв (при F = R).

Приклади 20.2 i 20.3 вiдiграють важливу роль у дослiдженнi довiль-
них розв’язних та нiльпотентних алгебр Лi, зокрема, у доведеннi наведе-
ної нижче теореми 20.1 для випадку алгебраїчно замкненого поля. Див.,
наприклад, [22, с. 23-36].

Вправа 20.3. Показати, що група E(2) рухiв стандартної евклiдової пло-
щини E2, що зберiгають орiєнтацiю, є групою Лi, яка дифеоморфна (але
не iзоморфна!) S1 × R2, зокрема зв’язна. Показати, що вона розв’язна,
але не нiльпотентна. Це можна зробити, представивши елементи E(2)
у виглядi матриць з Mat(3,R) таких, що дiя руху на точку (x, y) ∈ E2

вiдповiдає множенню матрицi на вектор-стовпчик (x, y, 1)T , i обчислив-
ши матричну алгебру Лi e(2) ⊂ gl(3,R) цiєї групи.

Вправа 20.4. Показати, що матрична група

Sol :=


 e−z 0 x

0 ez y
0 0 1

 ∣∣∣∣∣ x, y, z ∈ R


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є групою Лi, яка дифеоморфна (але теж, звичайно, не iзоморфна) R3,
зокрема зв’язна. Показати, що вона розв’язна, але не нiльпотентна, обчи-
сливши її матричну алгебру Лi sol ⊂ gl(3,R). Якi перетворення площи-
ни вiдповiдають матрицям з групи Sol при аналогiчному до попередньої
вправи ототожненнi?

Вправа 20.5. Показати, що будь-яка скiнченновимiрна нiльпотентна ал-
гебра Лi (а отже й група Лi) унiмодулярна. Тут може стати у нагодi на-
ведена нижче вправа 20.7. Навести приклад неунiмодулярної розв’язної
алгебри Лi (його можна знайти у вимiрностi 2, див. вправу 20.1).

Загальна класифiкацiя розв’язних алгебр Лi з точнiстю до iзоморфi-
зма невiдома, але iснують класифiкацiї у конкретних невеликих вимiр-
ностях. Також вiдомо, що будь-яка однозв’язна розв’язна (зокрема нiль-
потентна) n-вимiрна група Лi дифеоморфна Rn (див., наприклад, [28,
с. 106]). Тому довiльнi зв’язнi розв’язнi групи Лi можна дослiджувати,
знаходячи дискретнi пiдгрупи такої групи, аналогiчно до дослiдження
зв’язних абелевих груп Лi у роздiлi 15 (i так само вони виявляються усi
дифеоморфними Tm × Rn−m).

Теорема 20.1 (Критерiй Картана розв’язностi). Скiнченновимiрна алге-
бра Лi g над полем характеристики 0 з формою Кiллiнга K є розв’язною
тодi й тiльки тодi, коли K(x, [y, z]) = 0 для будь-яких x, y, z ∈ g.

Доведення. Див. доведення загального випадку у [13, с. 61-63], [24,
с. 69-82], [39, с. 385-392] або [43, с. 74-75], випадку алгебри Лi над алге-
браїчно замкненим полем F характеристики 0 у [22, с. 35] i випадку, коли
F – пiдполе C, у [28, с. 50,52-54].

Умову цього критерiю в силу бiлiнiйностi K часто записують у виглядi
K(g, g′) = K(g, [g, g]) = {0} .

Приклад 20.4. Як було встановлено у прикладi 19.2, форма Кiллiнга
дiйсної алгебри Лi nil нульова, тому критерiй Картана виконується. I дiй-
сно, вона нiльпотентна, зокрема розв’язна, як вiдомо з прикладу 20.2.

Вправа 20.6. Перевiрити виконання критерiю Картана для iнших при-
кладiв розв’язних алгебр Лi, що були наведенi у цьому роздiлi.

Для будь-якої простої алгебри Лi g перший похiдний iдеал g′ ненульо-
вий, бо g неабелева. Оскiльки це iдеал (див. наслiдок 20.1), тодi g′ = g
в силу простоти, а отже й g(k) = g 6= {0} для будь-якого k за iндукцi-
єю. Тому простi алгебри Лi нерозв’язнi, зокрема не є нiльпотентними.
Узагальнимо тепер поняття простої алгебри Лi наступним чином.
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Означення 20.3. Алгебра Лi зветься напiвпростою, якщо вона не мi-
стить ненульових розв’язних iдеалiв. Зв’язна група Лi зветься напiвпро-
стою, якщо її алгебра Лi напiвпроста.

За означенням, якщо алгебра Лi g напiвпроста i розв’язна, то g = {0},
бо g є своїм власним розв’язним iдеалом. Як бачимо, нiщо в означеннi не
забороняє напiвпростiй алгебрi Лi бути нульовою, на вiдмiну вiд простої,
а ось одновимiрною вона бути не може, бо тодi стане своїм власним нену-
льовим абелевим (а отже розв’язним за прикладом 20.1) iдеалом. Двови-
мiрних напiвпростих алгебр Лi теж не iснує, бо усi двовимiрнi розв’язнi
за вправою 20.1.

Твердження 20.1. Алгебра Лi є напiвпростою тодi й тiльки тодi,
коли вона не мiстить ненульових абелевих iдеалiв.

Доведення. Необхiднiсть тут випливає безпосередньо з означення,
бо абелевi iдеали є розв’язними (див. приклад 20.1).

Доведемо достатнiсть. Нехай алгебра Лi g не мiстить ненульових абе-
левих iдеалiв, i a – якийсь її розв’язний iдеал. Зауважимо, що усi його
похiднi iдеали a(k) для k ∈ Z+ є iдеалами g. Це виводиться iндуктивно
з того, що a – iдеал, i леми 20.1 аналогiчно до доведення наслiдку 20.1.
Отже, a розв’язний, тобто a(k) = {0} для деякого k ∈ Z+. Якщо k = 0, то
a = {0}. В iншому випадку {0} = a(k) = [a(k−1), a(k−1)] означає, що iдеал
a(k−1) алгебри Лi g абелевий, тому a(k−1) = {0} за умовою. Повторюючи
цi мiркування, отримаємо, що (при k ⩾ 2) a(k−2) = {0} i так далi до
a = {0}. Таким чином, g напiвпроста за означенням.

Наслiдок 20.2. Будь-яка проста алгебра Лi (а отже й група Лi) є на-
пiвпростою.

Доведення. Дiйсно, якщо алгебра Лi g проста, то для будь-якого її
абелевого iдеала a маємо a 6= g, бо g неабелева, а отже a = {0} в силу
простоти. Тодi g напiвпроста в силу попереднього твердження.

Наступний корисний критерiй напiвпростоти, як зараз побачимо, ви-
пливає з критерiю Картана розв’язностi. Зауважимо, що достатнiсть тут
не використовує цей критерiй та вiрна для скiнченновимiрних алгебр Лi
над довiльним полем.

Теорема 20.2 (Критерiй Картана напiвпростоти). Скiнченновимiрна
алгебра Лi над полем характеристики 0 є напiвпростою тодi й тiль-
ки тодi, коли її форма Кiллiнга невироджена.
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Доведення. Доведемо необхiднiсть. Нехай алгебра Лi g з умови на-
пiвпроста. За означенням, ядром її форми Кiллiнга Kg є ортогональ-
не доповнення g⊥ до g вiдносно цiєї форми. Це iдеал за лемою 20.3
i властивостями форми Кiллiнга (твердження 19.1), отже для будь-яких
x, y, z ∈ g⊥ в силу леми 20.2 маємо (зауважимо, що [y, z] ∈ g⊥, бо це
пiдалгебра Лi) Kg⊥(x, [y, z]) = Kg(x, [y, z]) = 0, оскiльки x ∈ g⊥. Тому
iдеал g⊥ розв’язний за критерiєм Картана розв’язностi, а отже нульовий
за означенням напiвпростоти. Отже, Kg невироджена.

Для доведення достатностi припустимо, що форма Kg невироджена.
В силу твердження 20.1, для демонстрацiї напiвпростоти g достатньо
показати, що будь-який її абелевий iдеал a нульовий. Нехай y – довiльний
елемент такого a. Тодi для будь-яких x, z ∈ g

(adx ◦ ady)2(z) = adx ◦ ady ◦ adx ◦ ady(z) = [x, [y, [x, [y, z]]]] = 0,

бо [y, z] ∈ a, отже [x, [y, z]] ∈ a, i тому [y, [x, [y, z]]] = 0, оскiльки a є абе-
левим. Отже, (adx ◦ ady)2 = 0 для кожного x ∈ g. Далi використаємо
наступний загальний факт лiнiйної алгебри (пор. з теоремою Енгеля для
нiльпотентних алгебр Лi, див. [22, с. 25-27]).

Вправа 20.7. Показати, що якщо лiнiйний оператор a на скiнченнови-
мiрному векторному просторi V (над довiльним полем) нiльпотентний,
тобто ak = 0 для деякого натурального k, то iснує базис V , у якому ма-
триця a строго верхньотрикутна, а отже Tr a = 0 (пiдказка: розглянути
послiдовнiсть пiдпросторiв Ker a ⊂ Ker a2 ⊂ . . . ⊂ Ker ak = V ).

Таким чином, Kg(x, y) = Tr (adx ◦ ady) = 0 для усiх x ∈ g, тобто y
належить до ядра Kg, що за умовою є нульовим. Отже, дiйсно a = {0},
i g напiвпроста.

Приклад 20.5. У прикладi 19.6 було встановлено, що форма Кiллiнга
алгебри Лi so(n) вiд’ємно визначена при n ⩾ 3, а отже невироджена.
Тому so(n) напiвпроста в силу критерiю Картана. Згiдно з тверджен-
ням 19.3, при n 6= 4 насправдi виконана сильнiша (див. наслiдок 20.2)
умова: ця алгебра Лi проста.

Приклад 20.6. В силу твердження 19.2, форма Кiллiнга K алгебри Лi
sl(n,F) задається виразом K(x, y) = 2nTr xy для будь-яких x, y ∈ sl(n,F).
Нехай n ⩾ 2 (при n = 1 ця алгебра Лi нульова). Будемо тут позначати
через eij ∈ Mat(n,F) для i, j = 1, n матрицю, у якої на перетинi i-того
рядка та j-того стовпчика стоїть 1, а решта компонент нульовi. Зокрема,
матрицi з прикладу 19.7 тодi можна записати як x = e11 − enn та y =
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e1n − en1. Тодi матрицi fi := e11 + . . . + eii − i ei+1 i+1 для i = 1, n− 1,
eij + eji i eij − eji для усiх 1 ⩽ i < j ⩽ n утворюють ортогональний
вiдносно K базис sl(n,F) (перевiрте це), причому K(fi, fi) = 2ni(i + 1),
K(eij+eji, eij+eji) = 4n i K(eij−eji, eij−eji) = −4n для усiх i та j. Таким
чином, форма K невироджена принаймнi для полiв F характеристики 0

(чому?), а при F = R її сигнатура дорiвнює
(

(n+2)(n−1)
2

, n(n−1)
2

)
. Отже,

sl(n,F) напiвпроста за критерiєм Картана. Насправдi, ми знаємо, що у
випадку поля F характеристики 0 знову ж виконана сильнiша умова
простоти в силу твердження 19.3.

Для невиродженої симетричної бiлiнiйної форми b на скiнченнови-
мiрному векторному просторi g сума вимiрностей довiльного векторного
пiдпростору a ⊂ g та його ортогонального доповнення a⊥ вiдносно b зав-
жди дорiвнює вимiрностi g, але g не обов’язково буде прямою сумою цих
пiдпросторiв (або навiть просто сумою). Зауважимо також, що при ви-
конаннi згаданої умови dim g = dim a+ dim a⊥ на вимiрностi g є прямою
сумою a i a⊥, тобто g = a ⊕ a⊥, тодi й тiльки тодi, коли a ∩ a⊥ = {0}.
За необхiдностi перевiрте цi факти. Якщо a – iдеал алгебри Лi g, а фор-
ма b ще й iнварiантна, то a⊥ теж буде iдеалом за лемою 20.3. Тодi якщо
g = a ⊕ a⊥ як векторний простiр, то g = a ⊕ a⊥ як алгебра Лi в си-
лу твердження 11.3 (тут ми ототожнюємо канонiчно iзоморфнi за цим
твердженням алгебру Лi та пряму суму, що будемо робити й далi для
усiх прямих сум довiльної скiнченної кiлькостi iдеалiв).

Лема 20.6. Якщо a – iдеал скiнченновимiрної напiвпростої алгебри Лi g
над полем характеристики 0, а a⊥ – його ортогональне доповнення вiд-
носно форми Кiллiнга g, то a ∩ a⊥ = {0}.

Доведення. Оскiльки a⊥ є iдеалом g за лемою 20.3 i тверджен-
ням 19.1, b := a ∩ a⊥ – теж iдеал g (це вiрно для перетину будь-яких
двох iдеалiв просто за означенням). Тодi для будь-яких x, y, z ∈ b ма-
ємо для вiдповiдних форм Кiллiнга за лемою 20.2 i враховуючи, що
[y, z] ∈ b, Kb(x, [y, z]) = Kg(x, [y, z]) = 0, оскiльки, наприклад, x ∈ b ⊂ a
i [y, z] ∈ b ⊂ a⊥. Таким чином, iдеал b розв’язний за критерiєм Картана,
тому нульовий за напiвпростотою g.

Наслiдок 20.3. Нехай a – iдеал скiнченновимiрної напiвпростої алге-
бри Лi g над полем характеристики 0. Тодi g = a⊕a⊥ є прямою (у сенсi
алгебр Лi) ортогональною вiдносно форми Кiллiнга сумою (прямим ор-
тогональним розкладенням g).
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Доведення. Це випливає з попередньої леми, обговорення перед нею
i невиродженостi форми Кiллiнга g, що має мiсце в силу критерiю Кар-
тана напiвпростоти.

Наслiдок 20.4. Якщо скiнченновимiрна алгебра Лi g над полем хара-
ктеристики 0 напiвпроста, то g′ = g

Доведення. Оскiльки g′ – iдеал g (див. наслiдок 20.1), за попереднiм
наслiдком i лемою 20.4 (яка використовує невиродженiсть та iншi власти-
востi форми Кiллiнга g, що випливають з критерiю Картана напiвпро-
стоти та твердження 19.1 вiдповiдно) маємо g = g′⊕(g′)⊥ = g′⊕z(g) = g′,
бо z(g) = {0} як абелевий iдеал g (за лемою 19.1 i твердженням 20.1).

Як i у випадку простої алгебри Лi, в умовах попереднього наслiдку
g(k) = g й для довiльного k. З умови g′ = g, взагалi кажучи, не випливає,
що g напiвпроста (спробуйте знайти контрприклад).

Вправа 20.8. Вивести з попереднього наслiдку, що в його умовах будь-
який гомоморфiзм з g в абелеву алгебру Лi нульовий. За допомогою
цього показати, що g унiмодулярна, отже, зокрема, напiвпростi групи Лi
унiмодулярнi (пiдказка: розглянути гомоморфiзм x 7→ Tr adx у R). Чи
вiрно це для довiльної скiнченновимiрної напiвпростої алгебри Лi?

Лема 20.7. Будь-який iдеал скiнченновимiрної напiвпростої алгебри Лi
над полем характеристики 0 є напiвпростим.

Доведення. Нехай g – алгебра Лi з умови, a – її iдеал, а b – розв’язний
iдеал a. За наслiдком 20.3, g = a ⊕ a⊥ – пряме розкладення алгебри Лi.
Це означає, зокрема, що довiльний елемент g має вигляд x+ y, де x ∈ a
i y ∈ a⊥. Для будь-якого z ∈ b тодi [z, x + y] = [z, x] + [z, y] = [z, x] ∈ b,
бо b – iдеал a, z ∈ b ⊂ a i [a, a⊥] = {0} за означенням прямої суми
алгебр Лi, а отже [z, y] = 0. Таким чином, b – розв’язний iдеал g, то-
му b = {0} за напiвпростотою g. Це, у свою чергу, означає виконання
означення напiвпростоти для алгебри Лi a.

Вправа 20.9. Чи вiрнi твердження попереднiх наслiдку i леми для до-
вiльної напiвпростої алгебри Лi?

Твердження 20.2. 1. Будь-яка скiнченновимiрна напiвпроста алге-
бра Лi g над полем характеристики 0 є прямою (у сенсi алгебр Лi)
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сумою своїх простих iдеалiв g1, . . . , gm, що попарно ортогональнi
вiдносно форми Кiллiнга g:

g =
m⊕
i=1

gi.

2. Якщо алгебра Лi g є скiнченною прямою (у сенсi алгебр Лi) сумою
своїх простих iдеалiв, то вона напiвпроста.

Доведення.

1. З обговорення пiсля означення 19.2 випливає, що якщо у алге-
бри Лi g не iснує нетривiальних iдеалiв, то вона або проста, або
має вимiрнiсть 0 чи 1 (i є абелевою). Як було зазначено пiсля озна-
чення 20.3, одновимiрна алгебра Лi не може бути напiвпростою.
Якщо ж g нульова або проста, то ми вже отримали потрiбне. В iн-
шому випадку у неї iснує нетривiальний iдеал a. Тодi за наслiд-
ком 20.3 маємо пряме ортогональне вiдносно форми Кiллiнга роз-
кладення алгебри Лi g = a ⊕ a⊥, де 0 < dim a, dim a⊥ < dim g за
умовою нетривiальностi a. Iдеали a i a⊥ є напiвпростими алгебра-
ми Лi за лемою 20.7. Тому кожен з них знову ж або простий, або
до нього можна застосувати ту ж процедуру, що й до g (нульо-
вим вiн бути вже не може в силу нетривiальностi). Якщо, скажiмо,
a = b⊕b⊥, де b – нетривiальний iдеал a, то, повторюючи доведення
леми 20.7, демонструємо, що b i b⊥ є iдеалами не тiльки в a, але й
у g (зробiть це). Вони ортогональнi вiдносно форми Кiллiнга a, що
є обмеженням на a форми Кiллiнга g за лемою 20.2, i ортогональ-
нi до a⊥ вiдносно форми Кiллiнга g, бо до нього ортогональний a.
Таким чином, g = b ⊕ b⊥ ⊕ a⊥, де сума є прямою за узагальнен-
ням твердження 11.3 на три доданки, бо вони всi є iдеалами g, i всi
доданки попарно ортогональнi вiдносно форми Кiллiнга g. При цьо-
му 0 < dim b, dim b⊥ < dim a за нетривiальнiстю. Нарештi, b i b⊥
є напiвпростими за лемою 20.7. Повторимо цю процедуру тепер
для них, а також для доданкiв аналогiчного розкладення a⊥, якщо
воно є, i так далi. Оскiльки на кожному етапi скiнченнi вимiрно-
стi iдеалiв строго зменшуються, цей процес буде завершено пiсля
скiнченної кiлькостi крокiв, коли ми в усiх розкладеннях дiйдемо
до простих iдеалiв. Отримане розкладення g тодi має потрiбнi за
умовою властивостi з iндуктивних мiркувань, бо, як ми показали,
мало їх на кожному кроцi побудови.
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2. Отже, нехай g =
m⊕
i=1

gi, де g1, . . . , gm – простi iдеали g. Нехай a – абе-

левий iдеал g i x ∈ a. Тодi x =
m∑
i=1

xi, де xi ∈ gi для кожного i = 1,m.

За лемою 20.1, [a, gi] ⊂ a ∩ gi є iдеалом gi для будь-якого i, абеле-
вим, бо a абелевий. Тому, оскiльки gi простий, [a, gi] = {0}. Зокрема,
[x, y] = 0 для будь-якого y ∈ gi. З iншого боку, [x, y] = [xi, y], бо для
j 6= i дужка Лi [xj, y] ∈ [gj, gi] = {0}, оскiльки сума пряма. Отже,
[xi, y] = 0 для усiх y ∈ gi, тобто xi ∈ z(gi) = {0} (за простотою gi
i наслiдком 19.2). Таким чином, xi = 0 для кожного i, тобто x = 0.
Ми показали, що a = {0}, отже g напiвпроста за твердженням 20.1.

Це твердження є, напевно, найкращою мотивацiєю використання тер-
мiну ”напiвпростий” для цього класу алгебр Лi. Зауважимо, що якщо
скiнченновимiрна алгебра Лi g задовольняє умовам його пункту 2., то
її простi доданки теж попарно ортогональнi вiдносно форми Кiллiнга g,
як у пунктi 1., в силу наступної леми.

Лема 20.8. Якщо a i b – iдеали скiнченновимiрної алгебри Лi g такi,
що [a, b] = {0}, то a i b ортогональнi вiдносно форми Кiллiнга g.

Доведення. Дiйсно, для будь-яких x ∈ a, y ∈ b i z ∈ g маємо adx ◦
ady(z) = [x, [y, z]] ∈ [a, b] = {0}, бо [y, z] ∈ b. Таким чином, adx ◦ ady = 0,
а отже K(x, y) = Tr (adx ◦ ady) = 0 для форми Кiллiнга K алгебри Лi g,
що й потрiбно було показати.

Вправа 20.10. Нехай алгебра Лi g є скiнченною прямою (у сенсi ал-

гебр Лi) сумою своїх простих iдеалiв: g =
m⊕
i=1

gi (а отже напiвпростою

за пунктом 2. твердження 20.2). Тодi

- будь-який простий iдеал g збiгається з одним з iдеалiв gi;

- будь-який iдеал g є прямою сумою деякої пiдмножини iдеалiв gi.

Ця вправа означає, що розкладення напiвпростої алгебри Лi g у су-
му простих iдеалiв з твердження 20.2 єдине з точнiстю до перестановки
доданкiв: цi доданки є в точностi всiма простими iдеалами g.

Приклад 20.7. Як було встановлено у прикладi 20.5, алгебра Лi so(4)
напiвпроста, але вона не є простою, бо iзоморфна su(2) ⊕ su(2) за впра-
вою 11.10. З iншого боку, su(2) (що iзоморфна so(3) за вправою 11.5)
проста за твердженням 19.3 (або прикладом 19.4), тому so(4) є прямою
сумою двох простих iдеалiв, i це узгоджується з твердженням 20.2.
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Завершимо розмову про розв’язнi та напiвпростi алгебри Лi форму-
люванням результату, що ще раз пiдкреслює важливiсть цих двох класiв.

Теорема 20.3 (Розкладення Левi). Для будь-якої скiнченновимiрної ал-
гебри Лi g над полем характеристики 0 iснує пряме (у сенсi векторних
просторiв) розкладення g = h⊕ r(g), де

- пiдалгебра Левi h є напiвпростою пiдалгеброю Лi g;

- радикал r(g) є найбiльшим за включенням розв’язним iдеалом g.

Доведення. Див. доведення загального випадку у [13, с. 78-82], [24,
с. 100-106], [39, с. 412-413] або [43, с. 84-87], випадку алгебри Лi на полем
F = C у [18, с. 499-500] i над F = R – у [28, с. 659-662].

Оскiльки h не є, взагалi кажучи, iдеалом g, розкладення Левi у за-
гальному випадку не є прямою сумою в сенсi алгебр Лi (див. тверджен-
ня 11.3). Такi суми пiдалгебр Лi, коли лише один з доданкiв є iдеалом,
називають напiвпрямими. Радикал r(g) визначений алгеброю Лi g одно-
значно (доведiть його iснування i єдинiсть для будь-якої скiнченновимiр-
ної алгебри Лi самостiйно або див, наприклад, [22, с. 24]), а ось пiдал-
гебра Левi h – взагалi кажучи, нi (опис зв’язку рiзних пiдалгебр Левi є
предметом теореми Мальцева, див, наприклад, [24, с. 106-107]). У насту-
пному роздiлi ми познайомимося з конкретним прикладом розкладення
Левi для одного з класiв алгебр Лi – редуктивних. З розкладення Левi
алгебри Лi однозв’язної групи Лi G можна отримати вiдповiдне розкла-
дення G у напiвпрямий добуток напiвпростої та нормальної розв’язної
пiдгруп Лi (принаймнi з точнiстю до iзоморфiзма; пор. з доведенням те-
ореми 21.1 наступного роздiлу для однозв’язного випадку). Це лише одне
з багатьох корисних розкладень, що виникають у теорiї Лi.

Розкладення Левi зводить у певному сенсi дослiдження скiнченнови-
мiрних алгебр Лi над полем характеристики 0 до дослiдження напiвпро-
стого та розв’язного випадкiв. Її використання часто є першим кроком
у доведеннi загальних теорем, що стосуються таких алгебр Лi, напри-
клад, теореми Адо (у класичному випадку, тобто над полем характери-
стики 0; див. посилання на доведення пiсля формулювання теореми 15.1).
Е. Картану належить ефективний опис скiнченновимiрних напiвпростих
алгебр Лi над полем C у термiнах так званих систем коренiв, з якого
випливає, зокрема, повна класифiкацiя скiнченновимiрних простих ал-
гебр Лi над C (а отже й напiвпростих в силу твердження 20.2). З неї
можна, у свою чергу, отримати вiдповiдну класифiкацiю для скiнчен-
новимiрних напiвпростих алгебр Лi над R i для напiвпростих груп Лi.
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Цi технiка i результати описанi (принаймнi в комплексному випадку)
майже у кожнiй книзi з теорiї Лi або симетричних просторiв, наприклад,
у частинi IV [18], главах III, IX i X [19], главах II – V [22], главi IV [24],
главах II i VI [28], частинi III [43].

21 Групи Лi, що допускають бiiнварiантну
метрику. Загальний випадок

Помiтимо, що у багатьох мiркуваннях попереднього роздiлу, що стосува-
лися скiнченновимiрних напiвпростих алгебр Лi над полем F характери-
стики 0, форму Кiллiнга можна замiнити на довiльну невироджену iнва-
рiантну симетричну бiлiнiйну форму, зокрема на iнварiантний скалярний
добуток у випадку F = R, якщо вiн iснує на данiй алгебрi Лi. Це спосте-
реження, як зараз побачимо, є ключовим для узагальнення результатiв
роздiлу 19 на випадок довiльної (не обов’язково простої) зв’язної гру-
пи Лi. У цьому роздiлi знову керуємося переважно роботою [35].

Отже, нехай g – скiнченновимiрна алгебра Лi над полем R, а 〈·, ·〉 –
знаковизначена iнварiантна симетрична бiлiнiйна форма на g, зокрема,
iнварiантний евклiдовий скалярний добуток у випадку додатної визна-
ченостi. Тодi для будь-якого векторного пiдпростору a ⊂ g маємо в силу
знаковизначеностi g = a⊕ a⊥ у сенсi векторних просторiв, де a⊥ – орто-
гональне доповнення до a вiдносно 〈·, ·〉. Якщо a – iдеал g, то a⊥ – теж
iдеал за лемою 20.3, тому це пряма сума також у сенсi алгебр Лi за твер-
дженням 11.3. Таким чином, отримали наступний аналог наслiдку 20.3
(напiвпростота тут вже не потрiбна).
Наслiдок 21.1. Нехай a – iдеал скiнченновимiрної алгебри Лi g над по-
лем R з iнварiантним скалярним добутком 〈·, ·〉. Тодi g = a⊕ a⊥ є пря-
мим (у сенсi алгебр Лi) ортогональним вiдносно 〈·, ·〉 розкладенням g.

Дослiвно повторюючи доведення пункту 1. твердження 20.2 з викори-
станням цього наслiдку замiсть наслiдку 20.3, отримаємо наступне ана-
логiчне твердження.
Твердження 21.1. Нехай 〈·, ·〉 – iнварiантний скалярний добуток на
скiнченновимiрнiй напiвпростiй алгебрi Лi g над полем R. Тодi g є пря-
мою (у сенсi алгебр Лi) сумою своїх простих iдеалiв g1, . . . , gm, що по-

парно ортогональнi вiдносно 〈·, ·〉: g =
m⊕
i=1

gi.

З вправи 20.10 тодi випливає, що це та ж (з точнiстю до перестановки
доданкiв) пряма сума, що й у твердженнi 20.2, оскiльки її доданки є усiма
простими iдеалами g. Тепер приберемо умову напiвпростоти.
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Твердження 21.2. Нехай 〈·, ·〉 – iнварiантний скалярний добуток на
скiнченновимiрнiй алгебрi Лi g над полем R. Тодi g = g′ ⊕ z(g) є пря-
мим (у сенсi алгебр Лi) ортогональним вiдносно 〈·, ·〉 розкладенням g.
Тут g′ напiвпроста, i є, у свою чергу, прямою (у сенсi алгебр Лi) су-
мою простих iдеалiв g1, . . . , gm алгебри Лi g (а отже й g′), що попарно

ортогональнi вiдносно 〈·, ·〉: g′ =
m⊕
i=1

gi.

Доведення. Ще раз повторимо доведення пункту 1. твердження 20.2,
але тепер без припущення напiвпростоти. Далi пiд ортогональнiстю зав-
жди маємо на увазi ортогональнiсть вiдносно 〈·, ·〉. Якщо g проста (тодi
g = g′ в силу зауваження перед означенням 20.3) або має вимiрнiсть 0
чи 1 (тодi вона абелева i отже g = z(g)), то ми вже маємо потрiбне. В iн-
шому випадку у g iснує нетривiальний iдеал a, i g = a⊕a⊥ є прямим орто-
гональним розкладенням за наслiдком 21.1, причому 0 < dim a, dim a⊥ <
dim g за нетривiальнiстю a. Обмеження 〈·, ·〉 на кожний з iдеалiв a i a⊥
є iнварiантним скалярним добутком за означенням (i тому що це пiдал-
гебри Лi). Кожен з цих iдеалiв або простий, або одновимiрний, або до
нього застосуємо ту ж процедуру, що й до g. Як i у напiвпростому ви-
падку, iдеали a i a⊥ є iдеалами g (чому?), тому, скажiмо, розкладення
a = b ⊕ b⊥, де b – нетривiальний iдеал a, дає пряму (за узагальненням
твердження 11.3) суму g = b⊕b⊥⊕a⊥, де усi доданки попарно ортогональ-
нi, причому 0 < dim b, dim b⊥ < dim a за нетривiальнiстю. Повторюємо
цю процедуру тепер для b i b⊥ (знову ж використавши те, що обмеже-
ння 〈·, ·〉 на них є iнварiантними скалярними добутками), а також для
доданкiв аналогiчного розкладення a⊥, якщо воно є, i так далi. Цей про-
цес буде завершено за скiнченну кiлькiсть крокiв, бо на кожному з них
вимiрностi iдеалiв строго зменшуються. При цьому ми всюди дiйдемо до
простих або одновимiрних (а отже абелевих) iдеалiв, отримавши (пiсля
переставляння доданкiв, якщо необхiдно) розкладення у пряму суму

g = g1 ⊕ . . .⊕ gm ⊕ a1 ⊕ . . .⊕ ak

з попарно ортогональними доданками, де g1, . . . , gm – простi, а a1, . . . , ak –

одновимiрнi iдеали g. Покладемо h :=
m⊕
i=1

gi i a :=
k⊕
i=1

ai, отримавши таким

чином розкладення g = h⊕a у пряму ортогональну суму iдеалiв (чому?).
Оскiльки g1, . . . , gm є простими iдеалами також у h, iдеал h напiвпростий
за пунктом 2. твердження 20.2, зокрема, h = h′ ⊂ g′ за наслiдком 20.4.
Iдеал a є за побудовою абелевим (чому?). Будь-якi два елементи g тодi
мають вигляд x + y i z + w, де x, z ∈ h i y, w ∈ a, отже за означенням
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прямої суми алгебр Лi

[x+ y, z + w] = [x, z] + [y, w] = [x, z] ∈ h,

бо a абелевий. Таким чином, за лiнiйнiстю g′ ⊂ h, а отже g′ = h. Щоб
отримати потрiбне, залишилося показати, що a = z(g). Це можна вивести
з леми 20.4 (a = h⊥ = (g′)⊥ = z(g)), але ми наведемо й iнше доведення,
що не використовує 〈·, ·〉.

Далi всюди x, z ∈ h = g′ i y, w ∈ a, як вище. Для будь-яких y ∈ a
i z + w ∈ g маємо [y, z + w] = [y, w] = 0 за означенням прямої суми
i абелевiстю a, тому y ∈ z(g). З iншого боку, для будь-яких x + y ∈ z(g)
i z ∈ h за означенням прямої суми 0 = [x + y, z] = [x, z], тобто x ∈
z(h) = {0} (в силу напiвпростоти h, твердження 20.1 i леми 19.1), тому
x+ y = y ∈ a. Таким чином, дiйсно a = z(g).

Означення 21.1. Скiнченновимiрна алгебра Лi g над полем F характе-
ристики 0 зветься редуктивною, якщо вона має пряме (у сенсi алгебр Лi)
розкладення g = h⊕ a, де h – напiвпростий iдеал, а a – абелевий. Якщо
до того ж F = R i форма Кiллiнга h вiд’ємно визначена, то редуктивна
алгебра Лi g зветься компактною.

Зокрема, будь-яка напiвпроста або абелева скiнченновимiрна алге-
бра Лi над полем характеристики 0 є редуктивною. З вправи 20.8 випли-
ває (як саме?), що редуктивнi алгебри Лi є унiмодулярними.

Твердження 21.2 означає, зокрема, що в його умовах алгебра Лi g ре-
дуктивна. З iншого боку, дослiвно повторюючи для розкладення g = h⊕a
з означення довiльної редуктивної алгебри Лi g останнiй етап доведен-
ня цього твердження, отримуємо, що h = g′ i a = z(g) й для неї, тобто
g = g′⊕ z(g). Зокрема, це розкладення (яке називають редуктивним роз-
кладенням g) єдине. Зауважимо, що тут ми скористалися, зокрема, на-
слiдком 20.4, умовами якого є скiнченновимiрнiсть алгебри Лi та нульова
характеристика поля, що частково пояснює появу цих умов у означеннi
редуктивностi. Редуктивне розкладення є частковим випадком розкла-
дення Левi з теореми 20.3 (чому?). Зокрема, для редуктивних алгебр Лi
радикал збiгається з центром. Виявляється також, що редуктивне роз-
кладення ортогональне вiдносно будь-якої iнварiантної симетричної бi-
лiнiйної форми на g (зокрема, її форми Кiллiнга). Щоб це показати у за-
гальному випадку, нам потрiбно буде замiнити лему 20.8 попереднього
роздiлу на наступну.

Лема 21.1. Нехай a i b – iдеали алгебри Лi g над полем F такi, що
[a, b] = {0}. Нехай при цьому a скiнченновимiрний напiвпростий i F має
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характеристику 0 або a простий. Тодi a i b ортогональнi вiдносно будь-
якої iнварiантної симетричної бiлiнiйної форми на g.

Доведення. Для будь-яких x, y ∈ a, z ∈ b в силу iнварiантностi да-
ної форми b маємо b([x, y], z) = b(x, [y, z]) = 0, бо [y, z] ∈ [a, b] = {0}.
Тодi a′ = [a, a] ортогональний до b за бiлiнiйнiстю b. Оскiльки a′ = a
за наслiдком 20.4 у напiвпростому випадку або зауваженням перед озна-
ченням 20.3 – у простому, звiдси випливає потрiбне.

Наслiдок 21.2. У розкладеннi g =
m⊕
i=1

gi напiвпростої алгебри Лi g

у пряму суму простих iдеалiв та редуктивному розкладеннi g = g′⊕z(g)
редуктивної алгебри Лi g усi доданки попарно ортогональнi вiдносно
будь-якої iнварiантної симетричної бiлiнiйної форми b на g. При цьому

b =
m∑
i=1

bi (вiдповiдно, b = bg′ + bz(g)), де доданки є обмеженнями форми b

на вiдповiднi iдеали i є на них iнварiантними симетричними бiлiнiйни-
ми формами. Якщо g – алгебра Лi над R i b знаковизначена, то й усi цi
обмеження знаковизначенi з тим же знаком.

Доведення. Це випливає з iндуктивного застосування попередньої
леми, простоти iдеалiв gi у першому випадку i напiвпростоти g′ разом
зi скiнченною вимiрнiстю та нульовою характеристикою поля – у дру-
гому. Нехай x, y ∈ g. У першому випадку цi вектори однозначно пред-

ставляються у виглядi сум x =
m∑
i=1

xi, y =
m∑
i=1

yi, де xi, yi ∈ gi для усiх

i = 1,m. Тодi b(x, y) =
m∑
i=1

b(xi, yi) в силу попарної ортогональностi до-

данкiв. Позначивши bi := b|gi×gi для кожного i (цi форми будуть iнварi-
антними симетричними бiлiнiйними формами на gi, знаковизначеними,
якщо b знаковизначена, i з тим же знаком за означеннями), отримуємо

b(x, y) =
m∑
i=1

bi(xi, yi), тобто b =
m∑
i=1

bi, що й було потрiбно. Для редуктив-

ного розкладення мiркування такi ж.

Оскiльки форма Кiллiнга Kg скiнченновимiрної алгебри Лi g теж є на
нiй iнварiантною симетричною бiлiнiйною формою за твердженням 19.1,
а в умовах пункту 2. твердження 20.2 обмеження Kg|gi×gi на доданки

прямої суми g =
m⊕
i=1

gi збiгаються з формами Кiллiнга Kgi цих доданкiв

для усiх i за лемою 20.2, в силу попереднього наслiдку маємо в цих
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умовах Kg =
m∑
i=1

Kgi (це вiрно й для будь-яких iдеалiв g1, . . . , gm, а не

тiльки простих, в силу леми 20.8).

Твердження 21.3. Нехай 〈·, ·〉 – iнварiантний скалярний добуток на
скiнченновимiрнiй алгебрi Лi g над полем R, яка має в силу тверджен-
ня 21.2 (i в його позначеннях) редуктивне розкладення

g = g′ ⊕ z(g) =

(
m⊕
i=1

gi

)
⊕ z(g).

Тодi

〈·, ·〉 =
m∑
i=1

λiKgi + 〈·, ·〉z(g),

де Kgi – форми Кiллiнга gi, що вiд’ємно визначенi, λi < 0 для кожного
i = 1,m, а 〈·, ·〉z(g) – довiльний скалярний добуток на z(g). При цьому

форма Кiллiнга g′ має вигляд Kg′ =
m∑
i=1

Kgi i теж вiд’ємно визначена.

Доведення. З попереднього наслiдку випливає, що

〈·, ·〉 =
m∑
i=1

〈·, ·〉i + 〈·, ·〉z(g),

де 〈·, ·〉i – iнварiантний скалярний добуток на gi для усiх i = 1,m, 〈·, ·〉z(g) –
на z(g), а суму розумiємо у сенсi, що пояснений у доведеннi цього наслiд-
ку. Оскiльки для кожного i iдеал gi простий, iснування на ньому iнва-
рiантного скалярного добутку 〈·, ·〉i означає в силу твердження 19.4, що
Kgi вiд’ємно визначена. За наслiдком 19.4, тодi 〈·, ·〉i = λiKgi , де λi < 0.
При цьому 〈·, ·〉z(g) може бути будь-яким скалярним добутком на z(g), бо
цей iдеал абелевий (див. приклад 18.1). Як було зауважено перед да-

ним твердженням, Kg′ =
m∑
i=1

Kgi , i ця форма вiд’ємно визначена як сума

вiд’ємно визначених.

Наслiдок 21.3. На скiнченновимiрнiй алгебрi Лi g над полем R iснує iн-
варiантний скалярний добуток (тобто це алгебра Лi зв’язної групи Лi,
що допускає бiiнварiантну рiманову метрику) тодi й тiльки тодi, ко-
ли g компактна.
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Доведення. Необхiднiсть тут випливає з тверджень 21.2 (редуктив-
нiсть g) та 21.3 (вiд’ємна визначенiсть форми Кiллiнга g′). Покажемо
достатнiсть. Нехай g компактна, тобто g = g′ ⊕ z(g), де форма Кiллiн-
га Kg′ вiд’ємно визначена. Тодi −Kg′ є iнварiантним скалярним добу-
тком на iдеалi g′ в силу твердження 19.1. Будь-який скалярний добуток
〈·, ·〉 на абелевому iдеалi z(g) буде iнварiантним (приклад 18.1). Тодi су-
ма (−Kg′) + 〈·, ·〉 – iнварiантний скалярний добуток на g (перевiрте це).
Зауваження про алгебру Лi зв’язної групи, що допускає бiiнварiантну
метрику, випливає з наслiдку 18.1.

Як i у випадку простих груп Лi, тепер зберемо все, що ми дiзналися
про групи Лi, що допускають бiiнварiантнi метрики, у пiдсумкову теоре-
му, узагальнивши теорему 19.1. Зокрема, вона пояснює сенс застосування
термiну ”компактний” до алгебр Лi.

Теорема 21.1. Зв’язна група Лi G допускає бiiнварiантну рiманову ме-
трику тодi й тiльки тодi, коли G iзоморфна прямому добутку груп Лi
K×Rl, де K компактна (а Rl – зi стандартною абелевою структурою).
Зокрема, напiвпроста група Лi G допускає бiiнварiантну рiманову ме-
трику тодi й тiльки тодi, коли вона компактна.

Доведення. Спочатку покажемо достатнiсть. Нехай G iзоморфна
K × Rl (або просто K, тобто є компактною). На K iснує бiiнварiантна
метрика за твердженням 19.7, а на Rl будь-яка евклiдова метрика буде
бiiнварiантною, як пояснено у прикладах 18.1 i 18.4. Тодi сума цих ме-
трик буде бiiнварiантною метрикою на K ×Rl (чому?). Переносячи її за
допомогою iзоморфiзма на групу G (як саме?), отримаємо бiiнварiантну
метрику на нiй.

Доведемо необхiднiсть. Бiiнварiантнiй метрицi на G вiдповiдає в силу
наслiдку 18.1 iнварiантний скалярний добуток 〈·, ·〉 на її алгебрi Лi g, що
таким чином є компактною за наслiдком 21.3. Бiльш детально,

g = g′ ⊕ z(g) =

(
m⊕
i=1

gi

)
⊕ z(g).

за твердженням 21.2, де g1, . . . , gm – простi iдеали g, сума пряма у сенсi
алгебр Лi та ортогональна вiдносно 〈·, ·〉. Для кожного i = 1,m за основ-
ною теоремою теорiї Лi iснує однозв’язна група Лi Gi, алгебра Лi якої iзо-
морфна gi. Зокрема, зв’язна Gi є таким чином простою. Якщо dim z(g) =
k, то Rk є однозв’язною групою Лi, алгебра Лi якої iзоморфна абеле-
вому z(g), за твердженням 11.1 i наслiдком 11.5. Тодi прямий добуток
G1× . . .×Gm×Rk є однозв’язною (див. [32, с. 154]) групою Лi, алгебра Лi
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якої iзоморфна g (за вправами 2.3 i 11.9). При цьому, як було зазначено
у доведеннi твердження 21.3, обмеження 〈·, ·〉i скалярного добутку 〈·, ·〉
на кожний iдеал gi є iнварiантним скалярним добутком на ньому. Тодi
за простотою Gi, твердженнями 19.4 i 19.5 усi Gi компактнi, а отже й
K̂ := G1× . . .×Gm компактна (i напiвпроста, бо її алгебра Лi iзоморфна
напiвпростiй g′). Якщо G однозв’язна, то за єдинiстю в основнiй теоремi
теорiї Лi вона iзоморфна G1 × . . . × Gm × Rk = K̂ × Rk потрiбного за
умовою вигляду, що завершує доведення у цьому випадку.

Для довiльної зв’язної G будемо дiяти як при дослiдженнi зв’язних
абелевих груп Лi у роздiлi 15. Iзоморфiзму φ алгебри Лi K̂×Rk на g вiд-
повiдає в силу однозв’язностi K̂×Rk i теореми 14.1 гомоморфiзм груп Лi
Φ: K̂ × Rk → G такий, що deΦ = φ. Вiн задовольняє умовi тверджен-
ня 14.3, бо G зв’язна. В силу цього твердження i обговорення пiсля ньо-
го, G iзоморфна (як топологiчна група, але насправдi i як група Лi теж)
факторгрупi K̂ × Rk за нормальною замкненою дискретною пiдгрупою
L := KerΦ. Якщо G (а отже й g) напiвпроста, то доданок z(g) у розкла-
денi вище нульовий, тому абелевий фактор Rk вiдсутнiй. Тодi потрiбна
у цьому випадку компактнiсть G ∼= K := K̂/L випливає з компактно-
стi K̂. У загальному ж випадку можна показати (аналогiчно до абеле-
вих груп), що факторгрупа (K̂ ×Rk)/L iзоморфна K̃ ×T k−l×Rl, де K̃ –
компактна напiвпроста група Лi з тiєю ж алгеброю Лi, що K̂, а T k−l×Rl

абелева. Тодi, позначивши через K компактну групу Лi K̃ × T k−l, теж
отримаємо потрiбну за умовою iзоморфнiсть.

Опис самих цих бiiнварiантних метрик, точнiше, iнварiантних скаляр-
них добуткiв, яким вони вiдповiдають, даний у твердженнi 21.3. Зi зга-
даного наприкiнцi попереднього роздiлу iснування класифiкацiї скiнчен-
новимiрних дiйсних напiвпростих алгебр (i груп) Лi випливає також мо-
жливiсть видiлити з них компактнi й таким чином описати усi зв’язнi
групи Лi, що допускають бiiнварiантну метрику.
Вправа 21.1. За яких необхiдних та достатнiх умов бiiнварiантна ме-
трика на групi Лi буде ейнштейновою?
Приклад 21.1. Оскiльки зв’язнi групи SL(n,R) є напiвпростими в силу
прикладу 20.6, але у нетривiальному випадку n ⩾ 2 форми Кiллiнга їхнiх
алгебр Лi sl(n,R) незнаковизначенi, як показано у тому ж прикладi (або
прикладi 19.7), цi напiвпростi алгебри Лi не є компактними, а отже на
них не iснує iнварiантних скалярних добуткiв за наслiдком 21.3. Тому на
SL(n,R) не iснує бiiнварiантних метрик, а самi вони некомпактнi за по-
передньою теоремою. На вiдмiну вiд прикладу 19.7, тут ми показали це,
не використовуючи простоту.
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Зауважимо також, що хоча на некомпактнiй напiвпростiй групi Лi (як
SL(n,R) з попереднього прикладу) й не iснує бiiнварiантних рiманових
метрик в силу теореми 21.1, невиродженiсть за критерiєм Картана фор-
ми Кiллiнга її алгебри Лi дозволяє аналогiчним чином побудувати на нiй
бiiнварiантну псевдорiманову метрику (див., наприклад, [12, с. 126-132]).
Це вiрно (чому?) також для довiльних редуктивних алгебр Лi та вiдпо-
вiдних (зв’язних) груп Лi, тобто достатнiсть у наслiдку 21.3 зберiгається,
якщо замiнити компактнiсть на редуктивнiсть, а iнварiантний скалярний
добуток – на iнварiантну невироджену форму.

Вправа 21.2. Спробуйте з’ясувати, чи зберiгається також необхiднiсть,
тобто чи обов’язково з iснування на скiнченновимiрнiй алгебрi Лi g над R
iнварiантної невиродженої форми випливає редуктивнiсть g. А над до-
вiльним полем характеристики 0?

22 Дiї груп Лi та однорiднi простори
Цим роздiлом розпочинається частина курсу, що присвячена однорiдним
просторам груп Лi та геометричним структурам на них. Ми почнемо
з нагадування деяких загальноалгебраїчних понять.

Означення 22.1. Лiвою (вiдповiдно, правою) дiєю групи G на множи-
нi M зветься вiдображення λ : G×M →M таке, що

- λ(e, q) = q для будь-якої точки q ∈M ;

- λ(a, λ(b, q)) = λ(ab, q) (вiдповiдно, λ(a, λ(b, q)) = λ(ba, q)) для будь-
яких елементiв a, b ∈ G i точки q ∈M .

Далi за замовчуванням будемо говорити про лiвi дiї, для правих озна-
чення i конструкцiї вводяться аналогiчно. Крiм того, лiвi дiї природним
чином пов’язанi з правими, як видно з наступної вправи. Якщо зрозумi-
ло, про яку саме лiву дiю λ групи G на множинi M йдеться, будемо вико-
ристовувати позначення з точкою: a·q := λ(a, q) для a ∈ G i q ∈M . У цих
позначеннях умови з означення дiї виглядають як e·q = q та a·(b·q) = ab·q
для будь-яких a, b ∈ G i q ∈M .

Вправа 22.1. Показати, що якщо λ – лiва дiя групи G на множинi M ,
то µ : (a, q) 7→ λ(a−1, q) – права дiя G на M .

Означення 22.2. Оператором дiї λ групи G на множинi M , що вiдпо-
вiдає елементу a ∈ G, зветься вiдображення λa : M →M : q 7→ λ(a, q).
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Твердження 22.1. Для будь-якої дiї λ групи G на множинi M i будь-
якого a ∈ G вiдображення λa : M →M є бiєкцiєю. При цьому λa◦λb = λab
для будь-яких a, b ∈ G та λe = idM , тобто a 7→ λa є гомоморфiзмом з G
в групу бiєкцiй M на себе (з операцiєю композицiї).

Доведення. Дiйсно, властивостi, якi потрiбно довести, є просто пе-
реформулюваннями означення дiї: λa(λb(q)) = λ(a, λ(b, q)) = λ(ab, q) =
λab(q) i λe(q) = λ(e, q) = q для будь-яких a, b ∈ G i q ∈ M . Звiдси випли-
ває, що λa◦λa−1 = λa−1◦λa = λe = idM для усiх a ∈ G, тобто у кожного λa
iснує обернене вiдображення (λa)

−1 = λa−1 , а отже λa – бiєкцiя.

Приклад 22.1. Для довiльних групи G i пiдгрупи H ⊂ G вiдображення
λ : H × G → G : (a, b) 7→ ab визначає дiю H на G в силу властивостi
одиницi групи та асоцiативностi множення, причому оператором дiї λa
для кожного a ∈ H є лiвий зсув La (який визначається для довiльних
груп так само, як для топологiчних груп в означеннi 3.1).

Означення 22.3. Дiя групи G на множинi M зветься

- ефективною, якщо для будь-якого e 6= a ∈ G iснує точка q ∈ M
така, що a · q 6= q;

- вiльною, якщо a · q 6= q для будь-яких e 6= a ∈ G i q ∈M ;

- транзитивною, якщо для будь-яких q, r ∈ M iснує a ∈ G такий,
що a · q = r.

Якщо G дiє на M транзитивно, то M зветься однорiдним простором G.

З цих означень випливає, зокрема, що вiльнi дiї є ефективними. Крiм
того, дiя вiльна тодi й тiльки тодi, коли для будь-яких q, r ∈M iснує не
бiльше одного елемента a ∈ G такого, що r = a·q. Дiйсно, достатнiсть цiєї
умови випливає з її застосування до q = r. Щоб показати необхiднiсть,
помiтимо, що рiвнiсть r = a · q = b · q еквiвалентна q = a−1b · q. Для цього
просто подiємо на обидвi сторони елементом a−1 i використаємо умови
означення дiї:

q = e · q = a−1a · q = a−1 · (a · q) = a−1 · (b · q) = a−1b · q

У випадку вiльної дiї q = a−1b · q лише при a−1b = e, тобто a = b, що й
означає потрiбне. Тому дiя вiльна i транзитивна тодi й тiльки тодi, коли
для будь-яких q, r ∈ M iснує єдиний a ∈ G такий, що r = a · q. Вiльну
транзитивну дiю iнколи називають просто транзитивною.
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Означення 22.4. Нехай група G дiє на множинi M .

- Стабiлiзатором точки q ∈M зветься Gq := {a ∈ G | a · q = q}.

- Cтабiлiзатором пiдмножини A ⊂ M зветься GA := {a ∈ G | ∀ q ∈
A a · q = q}.

- Орбiтою точки q ∈M зветься G · q := {a · q | a ∈ G}.

Зокрема, GA =
⋂
q∈A

Gq для будь-якої A ⊂ M за цими означеннями

(наприклад, G{q} = Gq для кожної q ∈ M). Також можна переформу-
лювати властивостi дiї у термiнах цих множин: вона ефективна тодi й
тiльки тодi, коли GM = {e}; вiльна тодi й тiльки тодi, коли Gq = {e}
для будь-якої q ∈ M ; i транзитивна тодi й тiльки тодi, коли G · q = M
для будь-якої q ∈ M , тобто вся множина M є орбiтою кожної своєї то-
чки. З iншого боку, дiя G на кожнiй її орбiтi транзитивна (чому?), тому
будь-яка орбiта є однорiдним простором G.

Вправа 22.2. Показати, що будь-якi двi орбiти будь-якої дiї G на M або
не перетинаються, або збiгаються. З цього випливає, що вони є класами
еквiвалентностi деякого вiдношення еквiвалентностi ∼ на M , де q ∼ r
тодi й тiльки тодi, коли r ∈ G · q.

Приклад 22.2. Окрiм дiї зсувами, як у прикладi 22.2, будь-яка група G
дiє на собi спряженнями: a · b := Cab = aba−1 для a, b ∈ G. Тут викори-
стали те ж позначення для спряження (внутрiшнього автоморфiзма) Ca,
що й для топологiчних груп в означеннi 3.1. Нагадаємо, що Ca : G → G
є iзоморфiзмом G на себе (доведення для довiльної групи таке ж, як
для топологiчної групи у твердженнi 3.1). Оскiльки Ca ◦ Cb = Cab для
будь-яких a, b ∈ G (див. доведення твердження 12.1) i Ce = idG за озна-
ченням, це дiйсно дiя G на G з операторами дiї Ca. Вона не транзитив-
на для нетривiальної G, оскiльки G · e = {e}. При цьому Gb = {a ∈
G | aba−1 = b} – централiзатор довiльного елемента b ∈ G (заува-
жимо, що умова aba−1 = b еквiвалентна умовi комутування ab = ba),
а GG = {a ∈ G | ∀ b ∈ G ab = ba} – центр Z(G) групи G. З алгебри
вiдомо, що централiзатори є пiдгрупами G, а центр – її нормальною пiд-
групою. Виявляється, що це вiрно й для стабiлiзаторiв будь-якої дiї, як
буде показано у твердженнi 22.2.

Лема 22.1. Нехай група G дiє на множинi M . Для будь-яких a ∈ G
i q ∈M стабiлiзатором точки a · q є Ga·q = Ca(Gq) = {aba−1 | b ∈ Gq}.
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Доведення. Дiйсно, умова c ∈ Ga·q означає, що ca · q = c · (a · q) =
a · q за властивостями дiї. Дiючи на обидвi частини елементом a−1 (як у
зауваженнi пiсля означення 22.3), отримуємо еквiвалентну умову a−1ca ·
q = q, тобто b := a−1ca ∈ Gq. Це, у свою чергу, еквiвалентне тому, що
c = aba−1 ∈ Ca(Gq), що й дає потрiбну рiвнiсть Ga·q = Ca(Gq).

Твердження 22.2. Нехай група G дiє на множинi M . Стабiлiзатор GA

будь-якої пiдмножини A ⊂ M (зокрема, стабiлiзатор Gq будь-якої то-
чки q ∈M) є пiдгрупою G, а GM – її нормальною пiдгрупою.

Доведення. Для будь-яких q ∈ M i a, b ∈ Gq за означеннями маємо
ab · q = a · (b · q) = a · q = q, отже ab ∈ Gq, i a−1 · q = a−1 · (a · q) = a−1a · q =
e · q = q, отже a−1 ∈ Gq. Таким чином, усi Gq є пiдгрупами, а отже й
усi GA =

⋂
q∈A

Gq для A ⊂ M як перетини пiдгруп. Також для будь-якого

a ∈ G з попередньої леми випливає, що

Ca(GM) = Ca

(⋂
q∈M

Gq

)
=
⋂
q∈M

Ca(Gq) =
⋂
q∈M

Ga·q =
⋂
q∈M

Gq = GM ,

що й означає потрiбну нам нормальнiсть GM . Тут передостання рiвнiсть
випливає з доведеної у твердженнi 22.1 бiєктивностi λa: якщо q пробiгає
усi точки M , то a · q = λa(q) – теж.

Наслiдок 22.1. Нехай група G дiє на множинi M . Для будь-яких a ∈ G
i q ∈ M пiдгрупа Ga·q = Ca(Gq) iзоморфна пiдгрупi Gq. Зокрема, якщо
дiя транзитивна, то стабiлiзатори усiх точок M iзоморфнi.

Доведення. За лемою 22.1, Ga·q = Ca(Gq). Оскiльки, як було зазна-
чено у прикладi 22.2, спряження Ca : G→ G є iзоморфiзмом, ця рiвнiсть
означає, зокрема, що спряженi пiдгрупи Ga·q i Gq iзоморфнi. Друге твер-
дження випливає звiдси та з означення транзитивностi.

Приклад 22.3. Нехай ρ : G → GL(V ) – представлення групи G на ве-
кторному просторi V . Тодi умова a · q := ρ(a)(q) для a ∈ G, q ∈ V задає
дiю G на V . Дiйсно, e ·q = ρ(e)(q) = idV (q) = q i a · (b ·q) = ρ(a)(ρ(b)(q)) =
ρ(ab)(q) = ab·q для будь-яких a ∈ G, q ∈M , оскiльки за означенням пред-
ставлення ρ є гомоморфiзмом. Операторами цiєї дiї будуть за побудовою
оператори представлення ρ(a), a ∈ G. Оскiльки усi ρ(a) є невиродже-
ними лiнiйними операторами на V , Gq = G при q = 0, Gq ⊃ Ker ρ для
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довiльної q ∈ V i GV = ρ−1(idV ) = Ker ρ. Таким чином, ця дiя нiколи не
є вiльною (для нетривiальної G) та є ефективною тодi й тiльки тодi, коли
гомоморфiзм ρ iн’єктивний, тобто представлення точне. Зокрема, це так
для тавтологiчного представлення з прикладу 12.2, коли G ⊂ GL(V ) –
пiдгрупа i ρ є гомоморфiзмом включення. Оскiльки G · 0 = {0}, ця дiя
не є транзитивною при V 6= {0}.

Тепер перейдемо до випадку коли G – група Лi, а M – гладкий мно-
говид (нагадаємо, що гладкiсть ми всюди вважаємо нескiнченною).

Означення 22.5. Дiя λ : G×M →M групи Лi G на гладкому многови-
дiM зветься гладкою, якщо є гладким вiдображенням: λ ∈ C∞(G×M,M)
(для стандартної гладкої структури на добутку G×M). Якщо ця гладка
дiя транзитивна, то M зветься однорiдним простором групи Лi G.

Твердження 22.3. Якщо λ – гладка дiя групи Лi G на гладкому мно-
говидi M , то оператор цiєї дiї λa : M →M є дифеоморфiзмом для будь-
якого a ∈ G.

Доведення. Як було показано у твердженнi 22.1, усi λa є бiєкцi-
ями. Кожне з них гладке як композицiя гладких вiдображень M →
G×M : q 7→ (a, q) i λ : G×M →M . Оскiльки, як теж показано у згадано-
му твердженнi, (λa)−1 = λa−1 для кожного a, це обернене вiдображення
тодi також гладке, отже λa – дiйсно дифеоморфiзм.

Твердження 22.4. Нехай задана гладка дiя групи Лi G на гладкому
многовидi M .

1. Стабiлiзатор GA будь-якої пiдмножини A ⊂ M (зокрема, стабi-
лiзатор Gq будь-якої точки q ∈ M) є вкладеною замкненою пiд-
групою Лi G, а GM – її нормальною вкладеною замкненою пiдгру-
пою Лi.

2. Для будь-яких a ∈ G i q ∈ M пiдгрупа Лi Ga·q = Ca(Gq) iзоморфна
пiдгрупi Лi Gq. Зокрема, якщо дiя транзитивна, то стабiлiзатори
усiх точок M iзоморфнi як пiдгрупи Лi.

Доведення.

1. В силу твердження 22.2, усi стабiлiзатори точок i пiдмножин є пiд-
групами G, зокрема GM – нормальною пiдгрупою. До того ж, вони
усi замкненi. Дiйсно, для будь-якої q ∈ M i кожної послiдовностi
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{an}∞n=1 ⊂ Gq маємо an · q = q. Якщо ця послiдовнiсть збiгається до
a ∈ G (в топологiї G), то

a · q = λ(a, q) = lim
n→∞

λ(an, q) = q,

бо дiя (яку тут позначаємо через λ) гладка, зокрема неперервна.
Тому дiйсно Gq – замкнена пiдгрупа G, а отже й GA =

⋂
q∈A

Gq для

будь-якої A ⊂M як перетин пiдгруп та замкнених пiдмножин. Тодi
GA є вкладеною пiдгрупою Лi за теоремою Картана.

2. Це уточнення наслiдку 22.1, що, у свою чергу, випливає з леми 22.1.
Оскiльки за цiєю лемоюGa·q = Ca(Gq), а Ca : G→ G є iзоморфiзмом
груп Лi за твердженням 3.1, його обмеження Ca|Gq : Gq → Ga·q теж
є iзоморфiзмом груп Лi в силу наслiдку 2.2 та означення iзомор-
фiзма. Твердження про транзитивну дiю тодi так само випливає
звiдси та з означення.

Приклад 22.4. Якщо H – пiдгрупа Лi групи Лi G, то її дiя на G лiвими
зсувами з прикладу 22.1, що визначена умовою a·b = ab для a ∈ H, b ∈ G,
є гладкою в силу гладкостi вiдображень включення H у G i добутку G.
Вона завжди вiльна, а транзитивною є тодi й тiльки тодi, коли H = G
(перевiрте це для загального випадку з прикладу 22.1). Зокрема, кожна
група Лi є своїм власним однорiдним простором для такої дiї. Див. також
приклад 22.12 далi.

Приклад 22.5. Для будь-якої групи Лi G її дiя на себе спряженнями
з прикладу 22.2 (a · b = aba−1 для a, b ∈ G) гладка в силу гладкостi
вiдображень добутку та взяття оберненого групи Лi G (перевiрте це).
Зокрема, тому централiзатори усiх елементiв G є її вкладеними замкне-
ними пiдгрупами Лi, а центр Z(G) – нормальною вкладеною замкненою
пiдгрупою Лi за мiркуваннями згаданого прикладу i пунктом 1. твердже-
ння 22.4. Як вiдомо з пункту 3. твердження 13.1, тодi алгебра Лi Z(G)
повинна бути iдеалом алгебри Лi групи G. Насправдi нам цей iдеал вже
добре вiдомий з попереднiх роздiлiв.

Вправа 22.3. Показати, що алгеброю Лi центра групи Лi G є центр
її алгебри Лi g: TeZ(G) = z(g).

Приклад 22.6. Нехай ρ : G → GL(V ) – представлення групи Лi G
на скiнченновимiрному векторному просторi V над R, тобто гомомор-
фiзм груп ЛiG i GL(V ). Введемо на V структуру гладкого многовида, пе-
ренесши стандартну гладку структуру з Rn, де n = dimV , за допомогою
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iзоморфiзма (що, у свою чергу, визначений вибором базиса V ). Тодi вiд-
повiдна дiя G на V з прикладу 22.3, що визначена рiвнiстю a ·q = ρ(a)(q)
для a ∈ G, q ∈ V , є гладкою: у згаданому базисi V координати вектора
ρ(a)(q) гладкi за a, бо ρ – гладке вiдображення, та за координатами q
в силу лiнiйностi. Зокрема, будь-якiй пiдгрупi Лi G ⊂ GL(V ) вiдповiдає
тавтологiчне представлення (тобто гомоморфiзм включення, див. при-
клад 12.4), а отже гладка дiя G на V . Якщо V = Rn, то GL(V ) очевидним
чином ототожнюється з матричною групою Лi GL(n,R) (пор. з наслiд-
ком 12.1), тому можемо говорити про гладкi дiї матричних (пiд)груп Лi
G ⊂ GL(n,R) на Rn, що заданi тавтологiчними представленнями: A · q =
Aq для A ∈ G i вектора-стовпчика q ∈ Rn. Аналогiчнi мiркування вiр-
нi й для скiнченновимiрного простору V над C, зокрема для V = Cn

(перевiрте це).

Приклад 22.7. Абелева група Лi Rn дiє на просторi Rn паралельними
перенесеннями: a · q := q + a для a, q ∈ Rn. Це дiя за властивостями
додавання векторiв (лiва i права). Вона гладка вiдносно стандартних
гладких структур на обох цих Rn, бо координати q + a гладко залежать
вiд координат a та q, вiльна за означенням (зокрема, стабiлiзатор (Rn)q =
{0} для будь-якої q ∈ Rn), та транзитивна, бо r = q + (r − q) для будь-
яких q, r ∈ Rn, тобто Rn є своїм власним однорiдним простором групи Лi.
Насправдi це просто частковий випадок прикладу 22.4, але ми навели
його окремо через наочнiсть i важливiсть з геометричної точки зору.

Приклад 22.8. Тепер окремо розглянемо гладку дiю матричної гру-
пи Лi O(n) ⊂ GL(n,R) на просторi Rn для натурального n, що була
описана наприкiнцi прикладу 22.6: A ·q = Aq для A ∈ O(n) i q ∈ Rn. Опе-
раторами дiї тут є лiнiйнi iзометрiї стандартної евклiдової метрики Rn.
Аналогiчно до прикладу 22.3, ця дiя ефективна, але не вiльна i не транзи-
тивна, бо A·0 = 0 для усiх A. При цьому орбiтою будь-якої точки q є сфе-
ра з центром у початку координат: O(n) · q = Sn−1

|q| := {r ∈ Rn | |r| = |q|},
де |·| – евклiдова норма Rn (в силу iзометричностi i того, що будь-яку то-
чку r такої сфери можна перевести в будь-яку iншу точку s, наприклад,
симетрiєю вiдносно гiперплощини, що проходить через 0 ортогонально
до вектора r − s). ”Звузимо” дiю, взявши у якостi многовида M оди-
ничну сферу Sn−1 = Sn−1

1 : вона при цьому залишиться гладкою дiєю
(чому?), але стане транзитивною в силу сказаного вище про орбiти. От-
же, Sn−1 – однорiдний простiр групи Лi O(n). Ця дiя також ефективна
(бо будь-яка лiнiйна iзометрiя Rn однозначно визначена своїм обмеже-
нням на Sn−1), але не вiльна при n ⩾ 2. Щоб переконатися у цьому,
обчислимо стабiлiзатор O(n)q деякої точки, скажiмо, пiвнiчного полюса
сфери q = (0, . . . , 0, 1), що є замкненою пiдгрупою Лi O(n) за пунктом 1.
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твердження 22.4. Будемо шукати ортогональнi матрицi, що зберiгають

цю точку на мiсцi, у блоковому виглядi
(
A b
c d

)
, де A ∈ Mat(n− 1,R),

b ∈ Rn−1 – вектор-стовпчик, c ∈ Rn−1 – вектор-рядок, d ∈ R. Тодi умовою
належностi такої матрицi до O(n)q є(

0
1

)
=

(
A b
c d

)(
0
1

)
=

(
b
d

)
,

тобто b = 0, d = 1. Запишемо тепер умову ортогональностi:(
In−1 0
0 1

)
= In =

(
A 0
c 1

)(
A 0
c 1

)T
=

=

(
A 0
c 1

)(
AT cT

0 1

)
=

(
AAT AcT

cAT ccT + 1

)
.

Тут i далi через In будемо позначати одиничну матрицю порядку n. Звiд-
си маємо, зокрема, що 1 = ccT + 1 = |c|2 + 1, тобто c = 0, i AAT = In−1,
тобто A ∈ O(n − 1). I навпаки, при виконаннi цих двох умов попереднi
матричнi рiвностi вiрнi. Таким чином,

O(n)q =

{(
A 0
0 1

) ∣∣∣∣∣ A ∈ O(n− 1)

}
∼= O(n− 1),

де iзоморфiзм матричних груп Лi O(n)q i O(n − 1) будуємо, ставлячи

у вiдповiднiсть блоковiй матрицi
(
A 0
0 1

)
матрицю A (покажiть, що

це дiйсно iзоморфiзм). З геометричної точки зору це означає ототожне-
ння iзометрiй, що вiдповiдають матрицям з O(n)q, та їхнiх обмежень
на ортогональну до q гiперплощину q⊥ (у даному випадку вона має рiв-
няння xn = 0), яку вони теж зберiгають i на якiй є лiнiйними iзометрiями,
точнiше, на перетин q⊥∩Sn−1, що є (n− 2)-вимiрною сферою. Стабiлiза-
тори iнших точок Sn−1 тодi теж iзоморфнi O(n−1) в силу транзитивностi
та пункту 2. твердження 22.4. Їх можна обчислити аналогiчно, обравши
iншi декартовi координати на Rn. При n = 1 стабiлiзатори обох точок S0

тривiальнi (чому?), отже дiя вiльна.
Помiтимо тепер, що при n ⩾ 2 пiдгрупа Лi SO(n) ⊂ O(n) також дiє

на Sn−1 гладко i транзитивно, оскiльки можна перевести будь-яку точку
сфери в будь-яку iншу, наприклад, обертанням навколо (n−2)-вимiрного
пiдпростору Rn (покажiть це), тобто Sn−1 є однорiдним простором гру-
пи Лi SO(n). Ця дiя теж буде ефективною (з тих же причин), але не
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вiльною при n ⩾ 3, бо, обчислюючи аналогiчним до O(n)q чином стабi-
лiзатор точки q = (0, . . . , 0, 1), отримаємо

SO(n)q =

{(
A 0
0 1

) ∣∣∣∣∣ A ∈ SO(n− 1)

}
∼= SO(n− 1).

Тут додається умова рiвностi детермiнанта матрицi одиницi, звiдки й
випливає A ∈ SO(n − 1). Iзоморфiзм будується так само, як для O(n)q,
i з тих же мiркувань стабiлiзатори решти точок теж iзоморфнi SO(n−1).
При n = 2 цi групи тривiальнi, тому дiя вiльна.

Приклад 22.9. Перейдемо вiд сфер з попереднього прикладу до їхнiх
факторпросторiв – дiйсних проєктивних просторiв RP n−1 = Sn−1/Z2 для
натуральних n. Нагадаємо, що точками RP n−1 є пари дiаметрально про-
тилежних точок з Sn−1, а самi цi простори є (n − 1)-вимiрними ком-
пактними гладкими многовидами. Оскiльки в силу лiнiйностi описанi у
попередньому прикладi дiї груп O(n) i SO(n) переводять дiаметрально
протилежнi точки у дiаметрально протилежнi та транзитивнi на Sn−1, во-
ни факторизуються у транзитивнi дiї на RP n−1: A·{x,−x} := {Ax,−Ax}.
Такi дiї також є гладкими (перевiрте це, використавши однорiднi коор-
динати), тобто RP n−1 є однорiдним простором груп Лi O(n) i SO(n),
але не вiльними (i навiть не ефективними у випадку O(n)). Щоб це пе-
ревiрити, знову обчислимо стабiлiзатор при n ⩾ 2, позначивши тепер
q := (0 : . . . : 0 : 1) = {(0, . . . , 0, 1), (0, . . . , 0,−1)} ∈ RP n−1. Якщо матриця
з O(n) зберiгає цю точку RP n−1, то вона або зберiгає обидвi точки сфери
(0, . . . , 0, 1) i (0, . . . , 0,−1), або мiняє їх мiсцями. У першому випадку вона

дорiвнює
(
A 0
0 1

)
для A ∈ O(n−1) за мiркуваннями попереднього при-

кладу. У другому аналогiчнi мiркування (проведiть їх) демонструють,

що матриця повинна мати вигляд
(
A 0
0 −1

)
, де знову A ∈ O(n − 1).

Таким чином,

O(n)q =

{(
A 0
0 1

) ∣∣∣∣∣ A ∈ O(n− 1)

}⊔{(
A 0
0 −1

) ∣∣∣∣∣ A ∈ O(n− 1)

}
.

Тодi O(n)q ∼= O(n − 1) × O(1), де iзоморфiзм переводить матрицi з пер-
шої множини у пари (A, (1)), а з другої – у (A, (−1)) (див. опис O(1)
у прикладi 4.2). Перевiрте, що це дiйсно iзоморфiзм груп Лi. Як i у по-
передньому прикладi, стабiлiзатори решти точок теж iзоморфнi O(n −
1) × O(1) за транзитивнiстю та пунктом 2. твердження 22.4. При n = 1
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маємо O(1)q = O(1) для єдиної точки q. У будь-якому разi O(n)RPn−1 =
{In,−In} ∼= O(1) (перевiрте це), тому ця дiя дiйсно не є ефективною, а от-
же й вiльною. Для дiї групи SO(n) додається умова рiвностi визначника
матрицi одиницi, тому аналогiчним чином для n ⩾ 2 отримуємо

SO(n)q =

{(
A 0
0 1

) ∣∣∣∣∣ A ∈ SO(n− 1)

}⊔{(
A 0
0 −1

) ∣∣∣∣∣ A ∈ O−(n− 1)

}
,

де позначення O−(n − 1) для пiдмножини ортогональних матриць ви-
значника −1 було введене перед означенням 4.1. Звiдси випливає, що
SO(n)q ∼= O(n− 1), де iзоморфiзм переводить матрицi з обох пiдмножин
у пiдматрицi A ∈ O(n−1) (перевiрте iзоморфнiсть). Знову ж, стабiлiзато-
ри iнших точок теж iзоморфнi O(n−1). Таким чином, ця дiя не є вiльною
крiм випадку n = 1, коли стабiлiзатори тривiальнi. Вона ефективна тодi
й тiльки тодi, коли n є непарним (чому?).

Вправа 22.4. Показати, що комплексний проєктивний простiр CP n теж
однорiдний, знайшовши для нього групу Лi (можливо, не одну), що дiє
гладко i транзитивно. Обчислити стабiлiзатори цих дiй та з’ясувати, чи
є вони ефективними або вiльними.

Приклад 22.10. Ранiше у цьому курсi (пiсля означення 13.1 та у до-
веденнi наслiдку 17.6) згадувалися грассманiани GmV , тобто множини
m-вимiрних векторних пiдпросторiв дiйсного n-вимiрного простору V .
Ототожнивши для спрощення V з Rn за допомогою вибору базиса, роз-
глянемо стандартний грассманiан Gm(n) – множину усiх m-вимiрних ве-
кторних пiдпросторiв Rn. Це означення має сенс для довiльних цiлих
невiд’ємних 0 ⩽ m ⩽ n, але далi вважаємо n натуральним (G0(0), зви-
чайно, одноточковий). Оскiльки лiнiйнi iзометрiї переводять векторнi
пiдпростори у пiдпростори тiєї ж вимiрностi як невиродженi операто-
ри, дiя групи O(n) на Rn з прикладу 22.6 iндукує дiю на грассманiанi:
A · q = {Ax | x ∈ q} (перевiрте, що це дiйсно дiя).

Вправа 22.5. Показати, що будь-який m-вимiрний векторний пiдпро-
стiр Rn можна перевести в будь-який iнший лiнiйною iзометрiєю, тобто
група O(n) дiє на Gm(n) транзитивно.

Таким чином, Gm(n) є однорiдним простором O(n) (але поки що не
як групи Лi, бо на Gm(n) немає гладкої структури; вона з’явиться далi
у прикладi 23.1). Зауважимо, що G0(n) i Gn(n) є одноточковими, а вiд-
повiднiсть мiж гiперплощинами та їхнiми нормальними прямими (вiд-
носно стандартної евклiдової метрики Rn) задає бiєкцiю мiж Gn−1(n)
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i G1(n), що, у свою чергу, ототожнюється з RP n−1 за означенням про-
єктивного простору: прямiй (одновимiрному пiдпростору) у Rn вiдпо-
вiдає пара дiаметрально протилежних точок її перетину з Sn−1. Опи-
сана дiя при цьому збiгається з дiєю O(n) на RP n−1 з прикладу 22.9
(чому?). У загальному випадку вона також не є вiльною, бо не є ефе-
ктивною: −In ∈ O(n) вiдповiдає центральнiй симетрiї, що залишає усi
пiдпростори на мiсцi (а як виглядає O(n)Gm(n)?). Звичайно, при m = 0
та m = n маємо O(n)q = O(n) для єдиної точки q, тому далi вважати-
мемо, що 0 < m < n (тодi n ⩾ 2). Обчислимо стабiлiзатор O(n)q точки
q := {x = (x1, . . . , xn) | xm+1 = . . . = xn = 0}. Матриця належить до
цiєї пiдгрупи тодi й тiльки тодi, коли переводить будь-який вектор ви-
гляду (y1, . . . , ym, 0, . . . , 0) у вектор того ж вигляду. Будемо шукати такi

матрицi як блоковi
(
A B
C D

)
, де A ∈ Mat(m,R), D ∈ Mat(n−m,R), а B

i C – матрицi вимiрностей m× (n−m) i (n−m)×m вiдповiдно з дiйсни-
ми компонентами. Тодi умова збереження q означає, що для будь-якого
вектора-стовпчика y ∈ Rm останнi n−m координат вектора(

A B
C D

)(
y
0

)
=

(
Ay
Cy

)
повiннi бути нульовими, звiдки маємо C = 0. Умова ортогональностi
матрицi тодi приймає вигляд(

Im 0
0 In−m

)
= In =

(
A B
0 D

)(
A B
0 D

)T
=

=

(
A B
0 D

)(
AT 0
BT DT

)
=

(
AAT +BBT BDT

DBT DDT

)
.

Звiдси випливає, по-перше, що DDT = In−m, тобто D ∈ O(n −m), далi
з еквiвалентних умов BDT = DBT = 0 i невиродженостi ортогональної
матрицi D маємо B = 0, i тому AAT = Im, отже A ∈ O(m). Таким чином,

O(n)q =

{(
A 0
0 D

) ∣∣∣∣∣ A ∈ O(m), D ∈ O(n−m)

}
∼= O(m)×O(n−m),

де iзоморфiзм ставить у вiдповiднiсть кожнiй блоково-дiагональнiй ма-

трицi
(
A 0
0 D

)
пару (A,D) i є, власне, iзоморфiзмом груп, бо при мно-

женнi таких матриць блоки, що утворюють дiагональ, множаться окре-
мо. Зауважимо, що, хоча ми й не показали поки що гладкiсть дiї та тому
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не можемо користуватися твердженням 22.4, матрична пiдгрупа O(n)q
є замкненою (чому?), а тому є пiдгрупою Лi за теоремою Картана, а iзо-
морфiзм – iзоморфiзмом груп Лi (перевiрте це; у таких доведеннях буває
корисною вправа 14.4). Як i у попереднiх прикладах, стабiлiзатори ре-
шти точок також iзоморфнi цiй групi в силу транзитивностi та леми 22.1
(чи можна стверджувати, що вони iзоморфнi як групи Лi?). Зокрема,
при m = n− 1 вони iзоморфнi O(n− 1)×O(1), а при m = 1 – iзоморфнiй
(чому?) групi O(1) × O(n − 1). Так i повинно бути, бо це дiя O(n) на
RP n−1 з прикладу 22.9, як зазначалося вище. Помiтимо також, що пе-
рехiд до ортогонального доповнення пiдпростору породжує бiєкцiю мiж
Gm(n) i Gn−m(n), яка ”пов’язує” вiдповiднi дiї O(n) (аналогiчно до вiд-
ображення Ψ iз зауваження перед твердженням 23.1 наступного роздiлу;
перевiрте це), тому групи O(m)×O(n−m) i O(n−m)×O(m), що вiдпо-
вiдно iзоморфнi стабiлiзаторам цих двох дiй, iзоморфнi й для довiльного
0 < m < n (це нескладно перевiрити й безпосередньо).

Вправа 22.6. Чи дiє група SO(n) на Gm(n) також транзитивно? Якщо
так, то обчислити стабiлiзатори цiєї дiї та з’ясувати, чи є вона ефектив-
ною або вiльною.

Вправа 22.7. Для цiлих невiд’ємних 0 ⩽ m ⩽ n визначимо орiєнтова-
ний грассманiан G+

m(n) як множину орiєнтованих m-вимiрних векторних
пiдпросторiв Rn, тобто усiх пар (q,O) де q – такий пiдпростiр, а O – одна
з двох орiєнтацiй q. Зокрема, кожнiй точцi Gm(n) вiдповiдають двi точки
G+
m(n). При цьому G+

1 (n) i G+
n−1(n) ототожнюються з Sn−1 для будь-якого

натурального n (чому?). Знайти групу Лi (можливо, не одну), що дiє на
G+
m(n) транзитивно при натуральному n. Обчислити стабiлiзатори цих

дiй та з’ясувати, чи є вони ефективними або вiльними.

Приклад 22.11. Визначимо представлення ρ групи GL(n,R) на вектор-
ному пiдпросторi An ⊂ Mat(n,R), що складається з симетричних ма-
триць, умовою ρ(A)(B) := ABAT для A ∈ GL(n,R), B ∈ An (зрозумiло,
що тодi ABAT ∈ An). В силу лiнiйної залежностi цього виразу вiд B
i гладкої – вiд A, це дiйсно представлення групи Лi (перевiрте це фор-
мально), тому згiдно з прикладом 22.6 йому вiдповiдає дiя групи Лi
GL(n,R) на An, для якої A·B = ABAT . Це операцiя замiни матрицi (Гра-
ма) бiлiнiйної симетричної форми на n-вимiрному дiйсному векторному
просторi при переходi до нового базиса. В силу властивостей таких форм,
орбiти даної дiї складаються з матриць однакової сигнатури (p, q, r) для
p, q, r ∈ Z+, p+q+r = n, де p, q i r – кiлькiсть додатних, вiд’ємних та ну-
льових власних значень матрицi вiдповiдно з урахуванням кратностей
(нагадаємо, що усi власнi значення дiйсної симетричної матрицi дiйснi).
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Кожна з цих орбiт має вигляд GL(n,R) · Ip,q,r, де Ip,q,r ∈ An позначає дi-
агональну матрицю, на дiагоналi якої послiдовно розташованi p чисел 1,
q чисел −1 i r нулiв. Таким чином, пiдмножини матриць фiксованої си-
гнатури в An є однорiдними просторами GL(n,R) (взагалi кажучи, не як
групи Лi). На Mat(n,R) розглядаємо, як завжди, стандартнi евклiдовi
топологiю та гладку структуру, i так само на n(n+1)

2
-вимiрному вектор-

ному пiдпросторi An.

Вправа 22.8. Для будь-яких натурального n i p, q ∈ Z+ таких, що p +
q = n, пiдмножина матриць сигнатури (p, q, 0) є вiдкритою в An, а отже
n(n+1)

2
-вимiрним гладким многовидом, а обмеження дiї GL(n,R) на цю

пiдмножину – гладкою дiєю.

Тодi пiдмножини з цiєї вправи, тобто орбiти GL(n,R) · Ip,q,0, будуть
однорiдними просторами групи Лi GL(n,R). Стабiлiзатором точки Ip,q,0
буде GL(n,R)Ip,q,0 = O(p, q) згiдно з означенням цiєї групи, тому в си-
лу транзитивностi стабiлiзатори iнших точок цiєї пiдмножини iзоморфнi
O(p, q), як у попереднiх прикладах. Зокрема, ця дiя не є вiльною. Вiдпо-
вiдь на питання про її ефективнiсть дає наступна вправа.

Вправа 22.9. Для будь-яких натурального n i p, q ∈ Z+ таких, що p+q =
n, GL(n,R)GL(n,R)·Ip,q,0 = {In,−In}.

Тобто дiя не є ефективною, але стабiлiзатор кожного однорiдного про-
стору GL(n,R) · Ip,q,0 є дискретною пiдгрупою Лi у GL(n,R). Iнколи такi
дiї називають майже ефективними.

Вправа 22.10. З’ясувати, чи є майже ефективними неефективнi дiї
з прикладiв 22.9, 22.10 та вправ 22.4, 22.6 i 23.5.

Приклад 22.12. Розглянемо тепер дiю пiдгрупи H ⊂ G на групу G як
у прикладi 22.1, але правими зсувами: b · a := ab для b ∈ H, a ∈ G. Це
права дiя знову ж в силу асоцiативностi та властивостi одиницi, гладка
для групи Лi G та її пiдгрупи Лi H аналогiчно до прикладу 22.4. Орбiти
цiєї дiї мають вигляд aH = {ab | b ∈ H} для a ∈ G, тобто є лiвими сумi-
жними класами за пiдгрупою H. Тут i далi будемо позначати множину
попарно рiзних лiвих сумiжних класiв G за H через G/H i називати
фактормножиною G за H.

Визначимо тепер лiву дiю групи G на фактормножинi G/H умовою
a · bH := abH для a, b ∈ G. Перевiримо коректнiсть цього означення. Дiй-
сно, умова bH = cH для b, c ∈ G еквiвалентна iснуванню d ∈ H такого,
що bd = c (чому?), тому abd = ac i отже abH = acH для будь-якого a ∈ G,
що й демонструє коректнiсть. Це дiйсно лiва дiя, бо e · aH = eaH = aH
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i a · (b · cH) = a · (bcH) = abcH = ab · cH для будь-яких a, b, c ∈ G в си-
лу асоцiативностi множення. Вона транзитивна, оскiльки для будь-яких
aH, bH ∈ G/H (де a, b ∈ G) bH = ba−1aH = ba−1 · aH. Стабiлiзатором
одиничного сумiжного класу є GeH = {a ∈ G | eH = a · eH = aeH =
aH} = H, бо умова eH = aH еквiвалентна iснуванню b ∈ H такого, що
b = eb = a, тобто належностi a до H. Для довiльного класу aH тодi в си-
лу леми 22.1 маємо стабiлiзатор GaH = Ga·eH = Ca(GeH) = Ca(H), що
iзоморфний H. Зокрема, це H, якщо пiдгрупа H нормальна. Вiдобра-
ження π : G → G/H : a 7→ aH будемо називати канонiчною проєкцiєю
на фактормножину. Як вiдомо з алгебри, якщо пiдгрупа H нормальна,
то умова aH bH := abH (де a, b ∈ G) коректно визначає групову операцiю
на фактормножинi G/H, перетворюючи її на факторгрупу G за H, але
у загальному випадку на G/H немає групової структури.

23 Гладка структура однорiдного простору
Продовжимо мiркування прикладу 22.12. Що буде, якщо в його умовахG
є групою Лi? З пункту 1. твердження 22.4 нам вiдомо, що якщо б на фа-
ктормножинi G/H iснувала гладка структура така, що описана у цьому
прикладi транзитивна дiя була б гладкою, тобто якщо G/H була б одно-
рiдним простором групи Лi G, то пiдгрупа H = GeH була б замкненою.
Виявляється, що цiєї умови достатньо. Щоб довести вiдповiдну теорему,
нам знадобиться лема 13.1, що використовувалася для доведення теоре-
ми Картана, а також наступна лема.

Лема 23.1. Нехай алгебра Лi g = TeG групи Лi G є прямою сумою
двох своїх пiдпросторiв: g = p ⊕ h, другий з яких є алгеброю Лi h =
TeH вкладеної пiдгрупи Лi H ⊂ G. Тодi iснують вiдкритi (у вiдповiдних
евклiдових топологiях) околи U1 3 0 у p i U2 3 0 у h такi, що

(exp(U1)
−1 exp(U1)) ∩H ⊂ exp(U2),

тобто для будь-яких x, y ∈ U1 таких, що (exp x)−1 exp y ∈ H, iснує
z ∈ U2 такий, що (exp x)−1 exp y = exp z.

Доведення. Згiдно з наслiдком 13.1, обмеження експоненцiйного вiд-
ображення exp групи Лi G на h є експоненцiйним вiдображенням пiд-
групи Лi H, тому, зокрема, є локальним дифеоморфiзмом в околi нуля
(як завжди, в силу пункту 4. твердження 7.1), тобто iснує вiдкритий
окiл U2 3 0 у h такий, що exp: U2 → exp(U2) – дифеоморфiзм, при-
чому exp(U2) 3 e вiдкрита в H. Пiдгрупа Лi H вкладена, отже її то-
пологiя iндукована з G. Тому iснує вiдкритий окiл V 3 e у G такий,
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що exp(U2) = V ∩ H. Оскiльки exp |p, вiдображення добутку та взя-
ття оберненого групи Лi G гладкi, зокрема неперервнi, вiдображення
p× p → G : (x, y) 7→ (exp x)−1 exp y, що переводить (0, 0) у e, неперервне.
Тодi iснує вiдкритий у p окiл U1 3 0 такий, що exp(U1)

−1 exp(U1) ⊂ V ,
отже (exp(U1)

−1 exp(U1)) ∩H ⊂ V ∩H = exp(U2), що й потрiбно.

Теорема 23.1. Нехай G – група Лi, а H – її замкнена пiдгрупа. Тодi на
фактормножинi G/H з фактортопологiєю iснує структура (dimG −
dimH) – вимiрного гладкого многовида така, що транзитивна дiя

λ : G×G/H → G/H : (a, bH) 7→ abH

гладка, а канонiчна проєкцiя

π : G→ G/H : a 7→ aH

є субмерсiєю.

Доведення. За замкненiстю i теоремою Картана, H є вкладеною
пiдгрупою Лi в G (зокрема, тому визначена її вимiрнiсть dimH). По-
значимо через h = TeH ⊂ g її алгебру Лi. Виберемо до неї якесь пряме
доповнення p у g: g = p⊕ h. Тодi iснують (отримаємо їх за необхiдностi
перетинаючи та переходячи до менших околiв) вiдкритi у вiдповiдних
евклiдових топологiях околи U1 3 0 у p i U2 3 0 у h, що гомеоморфнi
Rdim p i Rdim h вiдповiдно, а також вiдкритий окiл U 3 e у G такi, що для
них виконуються умови леми 23.1, леми 13.1, тобто обмеження на U1×U2

вiдображення

Φ: g = p⊕ h → G : x+ y 7→ exp x exp y,

де x ∈ p, y ∈ h, є дифеоморфiзмом U1 × U2 на U , i що крiм того
exp: U2 → exp(U2) – дифеоморфiзм на вiдкритий окiл e в H (як у дове-
деннi леми 23.1).

За умовою, на G/H розглядається фактортопологiя, тобто пiдмножи-
на V ⊂ G/H вiдкрита тодi й тiльки тодi, коли π−1(V ) = {a ∈ G | aH ∈ V }
вiдкрита в G. Покажемо, що множина aUH := π ◦La(U) = {abH | b ∈ U}
є вiдкритим околом довiльної точки aH = aeH ∈ G/H (де a ∈ G) у цiй
топологiї. Дiйсно, π−1(aUH) = {c ∈ G | cH ∈ aUH}. Належнiсть сумi-
жного класу cH до множини aUH еквiвалентна iснуванню таких b ∈ U
i d ∈ H, що c = abd, отже

π−1(aUH) = {abd | b ∈ U, d ∈ H} =
⋃
d∈H

La ◦Rd(U).
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Ця множина вiдкрита в G, оскiльки U вiдкрита, а усi зсуви La i Rd є ди-
феоморфiзмами, зокрема гомеморфiзмами, за твердженням 3.1, що й по-
трiбно для вiдкритостi aUH. Таким чином, {aUH}a∈G утворює вiдкрите
покриття G/H. Для кожного a ∈ G розглянемо вiдображення

Φa : U1 → aUH : x 7→ a exp xH,

тобто Φa = π ◦ La ◦ exp. Зауважимо, що exp x = exp x exp 0 = Φ(x+ 0) ∈
U для кожного x ∈ U1 в силу перелiчених вище умов на околи, тому
Φa справдi є вiдображенням у aUH. Бiльш того, це сюр’єкцiя на цю
множину. Дiйсно, для будь-якої точки bH ∈ aUH iснують такi c ∈ U ,
d ∈ H, що b = acd. З дифеоморфностi Φ тодi випливає iснування таких
x ∈ U1, y ∈ U2, що c = Φ(x+ y) = exp x exp y. Тодi

bH = acdH = a exp x exp y dH = a exp xH = Φa(x),

бо d ∈ H i exp y ∈ exp(U2) ⊂ H. Це й демонструє сюр’єктивнiсть Φa. Пере-
вiримо тепер його iн’єктивнiсть. Нехай Φa(x) = Φa(x̃), тобто a exp xH =
a exp x̃ H. Скорочуючи на a, тобто дiючи на обидвi частини елементом
a−1 ∈ G, отримуємо exp xH = exp x̃ H. Тодi iснує b ∈ H такий, що
exp x b = exp x̃, отже

b = (exp x)−1 exp x̃ ∈ (exp(U1)
−1 exp(U1)) ∩H ⊂ exp(U2)

за лемою 23.1 i нашим вибором околiв, тобто iснує y ∈ U2 такий, що
b = exp y. Тодi

Φ(x+ y) = exp x exp y = exp x̃ = exp x̃ exp 0 = Φ(x̃+ 0).

Тому, оскiльки Φ – дифеоморфiзм на множинi U1 × U2, x = x̃ (та y =
0), отже Φa дiйсно є iн’єкцiєю. Крiм того, вiдображення Φa = π ◦ La ◦
exp: U1 → aUH неперервне як композицiя неперервних (нагадаємо, що
неперервнiсть π випливає з побудови фактортопологiї). Щоб перевiрити,
що Φa – гомеоморфiзм, залишилося продемонструвати його вiдкритiсть.
Для будь-якої вiдкритої V ⊂ U1 її образом є

Φa(V ) = a exp(V )H = a exp(V ) exp(U2)H = aΦ(V × U2)H,

де використали включення exp(U2) ⊂ H. Тодi, аналогiчно до опису про-
образу aUH вище, множина π−1(Φa(V )) =

⋃
d∈H

La◦Rd◦Φ(V ×U2) вiдкрита,

оскiльки V × U2 ⊂ U1 × U2 вiдкрита за побудовою топологiї прямого до-
бутку, а La, Rd та Φ є дифеоморфiзмами. Таким чином, Φa : U1 → aUH –
дiйсно гомеоморфiзм.
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Вправа 23.1. Показати, що топологiчний простiр G/H хаусдорфовий
i має не бiльш нiж злiченну базу.

Оскiльки за умовами на околи U1 гомеоморфний Rdim p, з отриманих
властивостей aUH i Φa, а також попередньої вправи випливає, що G/H –
многовид з атласом {(aUH,Φ−1

a )}a∈G вимiрностi dim p = dim g− dim h =
dimG − dimH. Знайдемо вiдображення переходу цього атласа. Розгля-
немо будь-якi a, b ∈ G такi, що aUH ∩ bUH 6= ∅ (до речi, що означає ця
умова?). Тодi вiдображенням переходу для вiдповiдної пари карт буде

Φ−1
b ◦ Φa : Φ

−1
a (aUH ∩ bUH) → Φ−1

b (aUH ∩ bUH).

Нехай x ∈ Φ−1
a (aUH ∩ bUH) i y = Φ−1

b ◦ Φa(x) ∈ Φ−1
b (aUH ∩ bUH), тобто

a exp xH = Φa(x) = Φb(y) = b exp y H.

Домноживши на b−1 обидвi частини, отримаємо b−1a exp xH = exp y H.
Тобто iснує c ∈ H такий, що b−1a exp x c = exp y = Φ(y+0) ∈ U , оскiльки
y ∈ U1. В силу неперервностi композицiї неперервних вiдображень Lb−1a◦
Rc ◦ exp, iснує вiдкрита V 3 x така, що V ⊂ Φ−1

a (aUH ∩ bUH) ⊂ U1

i Lb−1a ◦Rc ◦ exp(V ) ⊂ U . Покладемо

Φa,b := π1 ◦ Φ−1 ◦ Lb−1a ◦Rc ◦ exp: V → U1,

де π1 : U1×U2 → U1 : w+t 7→ w – канонiчна проєкцiя на перший множник
прямого добутку. Це вiдображення визначене в силу вибору V (бо Φ−1 ви-
значене на U) i гладке як композицiя гладких. Нехай z ∈ V i w = Φa,b(z).
Тодi Lb−1a ◦Rc ◦ exp(z) = Φ(w+ t) для деякого t ∈ U2, тобто b−1a exp z c =
expw exp t. Переходячи до сумiжних класiв (тобто дiючи на обидвi ча-
стини канонiчною проєкцiєю π), отримуємо b−1a exp z cH = expw exp tH.
Оскiльки c ∈ H i exp t ∈ H, бо t ∈ U2 i за вибором U2, це означає, що
a exp z H = b expwH, тобто Φa(z) = Φb(w), i w = Φ−1

b ◦ Φa(z). Таким
чином, (Φ−1

b ◦ Φa)|V = Φa,b, а отже це обмеження є гладким. Повторив-
ши цю побудову в околi кожного x ∈ Φ−1

a (aUH ∩ bUH), отримуємо, що
вiдображення переходу Φ−1

b ◦Φa гладке. Отже, G/H – гладкий многовид.

Вправа 23.2. Показати, що дiя λ : G × G/H → G/H : (a, bH) 7→ abH
є неперервним вiдображенням.

Перевiримо тепер гладкiсть λ. В силу попередньої вправи, для цьо-
го потрiбно показати гладкiсть його локального задання в околах ко-
жної пари (a, bH) для a, b ∈ G та її образу abH. Оскiльки La – дифе-
оморфiзм, зокрема гомеоморфiзм, за твердженням 3.1, множина aU :=

192



La(U) = {ab | b ∈ U} є вiдкритим околом будь-якої точки a ∈ G, тобто
{aU}a∈G утворює вiдкрите покриття G. Оскiльки за вибором околiв Φ−1

є дифеоморфiзмом U на U1 × U2, а цей прямий добуток гомеоморфний
Rdim p × Rdim h = Rdim p+dim h = Rdim g = RdimG, у якостi карти G в околi
точки a можна вибрати пару (aU,Φ−1 ◦ La−1). Для bH i λ(a, bH) = abH,
як показано вище, картами будуть (bUH,Φ−1

b ) i (abUH,Φ−1
ab ) вiдповiдно

(зауважимо, що Φab – це не те ж саме, що Φa,b з попередньої частини до-
ведення, яке нам бiльше не буде зустрiчатися). Отже, локальне задання
вiдображення λ має вигляд

Φ−1
ab ◦ λ ◦ ((La ◦ Φ)× Φb) : ((U1 × U2)× U1) ∩ λ−1(abUH) → U1

(область значень можна виписати й точнiше, але це нам не потрiбно).
Нехай точка (x, y, z) належить до ((U1 × U2)× U1) ∩ λ−1(abUH), а w – її
образ пiд дiєю цього вiдображення, де x, z, w ∈ U1, y ∈ U2. Тодi

a exp x exp y b exp z H = λ(a exp x exp y, b exp z H) =

= λ(La ◦ Φ(x+ y),Φb(z)) = Φab(w) = ab expwH,

Домноживши на b−1a−1, отримуємо з цiєї рiвностi сумiжних класiв iсну-
вання c ∈ H такого, що b−1 exp x exp y b exp z c = expw = Φ(w + 0) ∈ U
(бо w ∈ U1). Аналогiчно попереднiй частинi доведення, з неперервностi
експоненцiйного вiдображення та вiдображення добутку G тодi випли-
ває, що iснують вiдкритi околи V1, V2 i W1 точок x, y i z вiдповiдно такi,
що V1 ⊂ U1, V2 ⊂ U2, W1 ⊂ U1, V1 × V2 ×W1 мiститься в областi визначе-
ння даного локального задання i b−1 exp(V1) exp(V2)b exp(W1)c ⊂ U . Тодi
аналогiчним чином визначене вiдображення

λa,b : V1 × V2 ×W1 → U1 : (x̃, ỹ, z̃) 7→ π1 ◦ Φ−1(b−1 exp x̃ exp ỹ b exp z̃ c),

де π1 : U1×U2 → U1 – знову канонiчна проєкцiя. Отже, якщо λa,b(x̃, ỹ, z̃) =
w̃ для (x̃, ỹ, z̃) ∈ V1 × V2 ×W1 i w̃ ∈ U1, то

b−1 exp x̃ exp ỹ b exp z̃ c = Φ(w̃ + t̃) = exp w̃ exp t̃

для деякого t̃ ∈ U2. Так само, переходячи до сумiжних класiв i врахову-
ючи, що c ∈ H i exp t̃ ∈ H, отримуємо

b−1Φ(x̃+ ỹ)b exp z̃ H = b−1 exp x̃ exp ỹ b exp z̃ H = exp w̃ H.

Нарештi, подiємо на обидвi частини елементом ab:

λ(La ◦ Φ(x̃+ ỹ),Φb(z̃)) = aΦ(x̃+ ỹ)b exp z̃ H = ab exp w̃ H = Φab(w̃).
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Таким чином, на V1 × V2 ×W1 локальне задання λ збiгається з λa,b, що
є гладким в силу гладкостi експоненцiйного вiдображення, вiдображення
добутку G, канонiчної проєкцiї π1 та дифеоморфностi Φ. Тодi будь-яке
локальне задання λ гладке, оскiльки це вiрно в околi кожної точки обла-
стi його визначення, що й потрiбно для демонстрацiї гладкостi λ.

Як вже зауважувалося, канонiчна проєкцiя π : G → G/H : a 7→ aH
є неперервною за побудовою фактортопологiї. Запишемо її локальне за-
дання в околах довiльної точки a ∈ G та її образу aH. Як у попере-
днiй частинi доведення, вiдповiдними картами будуть (aU,Φ−1 ◦La−1) та
(aUH,Φ−1

a ). Тодi це локальне задання має вигляд

Φ−1
a ◦ π ◦ La ◦ Φ: U1 × U2 → U1,

тобто переводить довiльний x+ y ∈ U1 × U2 в

Φ−1
a ◦ π ◦ La ◦ Φ(x+ y) = Φ−1

a (a exp x exp y H) =

= Φ−1
a (a exp xH) = Φ−1

a (Φa(x)) = x,

де друга рiвнiсть випливає з того, що y ∈ U2, отже exp y ∈ H. Нагадаємо
також, що тут a exp xH ∈ aUH, бо x ∈ U1, i Φa : U1 → aUH – бiєкцiя.
Таким чином, локально вiдображення π задається канонiчною проєкцiєю
π1 : x+y 7→ x, зокрема, є гладким. Оскiльки матриця Якобi цього локаль-
ного задання має вигляд

(
Idim p 0

)
, ї ї ранг дорiвнює dim p = dimG/H,

тому π є субмерсiєю в кожнiй точцi a ∈ G.

Для деяких подальших застосувань нам потрiбно буде дослiдити вла-
стивостi диференцiала daπ детальнiше, нiж це було необхiдно для по-
переднього доведення. Продовжимо використовувати позначення i кон-
струкцiї з нього. Розглянемо лiвоiнварiантнi розподiли на G (див. впра-
ву 17.2), що породженi p i h: для кожного a ∈ G

p(a) := deLa(p), h(a) := deLa(h)

(аналогiчно до побудови на початку доведення теореми 13.2; зокрема,
h(a) = TaH для кожного a ∈ H так само, як у тiй теоремi). Тодi TaG =
deLa(g) = p(a)⊕ h(a) для будь-якої a ∈ G. Оскiльки Φa = π ◦La ◦ exp для
кожного a за побудовою, маємо

d0Φa = daπ ◦ deLa ◦ d0 exp = daπ ◦ deLa : p = T0U1 → TaHG/H.

за ланцюговим правилом i твердженням 7.1. Тут використовуємо стан-
дартне ототожнення дотичного простору до вiдкритої пiдмножини ве-
кторного простору (зi стандартною евклiдовою гладкою структурою)
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iз самим цим векторним простором. Оскiльки Φa – дифеоморфiзм, бо
це координатне вiдображення карти гладкого многовида, а La – дифе-
оморфiзм за твердженням 3.1, d0Φa i deLa є лiнiйними iзоморфiзмами,
а отже й daπ (точнiше, його обмеження на p(a)) встановлює лiнiйний iзо-
морфiзм мiж пiдпросторами deLa(p) = p(a) i TaHG/H. При цьому для
будь-якого вектора deLa(x) ∈ h(a) (тобто для будь-якого x ∈ h) з лан-
цюгового правила, опису диференцiала у термiнах дотичних векторiв
та твердження 7.1 випливає, що

daπ(deLa(x)) = de(π ◦ La)(x) = (π ◦ La(exp tx))′t(0) =

= (a exp txH)′t(0) = (aH)′t(0) = 0,

бо exp tx ∈ H для усiх t в силу умови x ∈ h i пункту 1. твердження 13.1.
Таким чином, h(a) ⊂ Ker daπ для кожного a ∈ G. Оскiльки

dim h(a) = dim h = dim g− dim p = dimTaG− dimTaHG/H =

= dimTaG− dim daπ(TaG) = dimKer daπ

за властивостями ядра та образу лiнiйного вiдображення, цi пiдпростори
рiвнi: h(a) = Ker daπ для кожного a. За властивостями субмерсiї π (див.
далi лему 25.1), це означає також, що h(a) = Taπ

−1(π(a)) = TaaH для
усiх a, де сумiжний клас aH є вкладеним пiдмноговидом у G в силу
теореми про прообраз регулярного значення.

Наслiдок 23.1. В умовах попередньої теореми та у введених вище по-
значеннях Ker daπ = h(a) i (daπ)|p(a) : p(a) → TaHG/H є лiнiйним iзомор-
фiзмом для будь-якої точки a ∈ G.

Вправа 23.3. Показати, що якщо в умовах теореми 23.1 замкнена пiд-
групаH нормальна, то структура факторгрупи наG/H узгоджена з глад-
кою структурою, що побудована у теоремi, тобто G/H – група Лi, при-
чому її алгебра Лi iзоморфна факторалгебрi Лi g/h.

Означення 23.1. Факторгрупа G/H групи Лi G за нормальною замкне-
ною пiдгрупою H з гладкою структурою, що описана у теоремi 23.1, зве-
ться факторгрупою Лi G за H.

Вправа 23.4. Показати, що для груп Лi виконується теорема Ньотер
про iзоморфiзм: для будь-якого гомоморфiзма груп Лi Φ: G → H вiд-
ображення G/KerΦ → Φ(G) : aKerΦ → Φ(a) є iзоморфiзмом груп Лi.
Зокрема, якщо Φ iн’єктивний, то його обмеження на образ Φ: G→ Φ(G)
є iзоморфiзмом груп Лi.
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У попереднiх вправах та означеннi h є iдеалом за пунктом 3. твердже-
ння 13.1, бо H нормальна, зокрема, ядро KerΦ є нормальною замкненою
пiдгрупою Лi за теоремою 13.4 та її доведенням. За тiєю ж теоремою
образ Φ(G) є групою Лi, тому твердження попередньої вправи мають
сенс. Звичайно, її твердження про iн’єктивний гомоморфiзм можна до-
вести i без використання факторизацiї.

У подальшому будемо вважати за замовчуванням, що на фактормно-
жинi G/H групи Лi за її замкненою пiдгрупою введена гладка структура
з теореми 23.1 (далi у наслiдку 23.3 ми покажемо, що вона не залежить
вiд деталей побудови), i будемо називати G/H факторпростором G заH.
Оскiльки дiя λ гладка i транзитивна, G/H є тодi однорiдним простором
групи Лi G.

Фактормножина G/H є ”базовим” прикладом однорiдного простору
будь-якої групи G у наступному сенсi. Нехай G дiє на множинi M тран-
зитивно. Фiксуємо якусь точку q ∈ M i покладемо H := Gq = {a ∈ G |
a · q = q}. Це пiдгрупа G за твердженням 22.2. Побудуємо вiдображення

Ψ: G/H →M : aH 7→ a · q.

Iншими словами, Ψ ◦ π = χ, де χ : G→M : a 7→ a · q, тобто дiаграма

G

π
��

χ

""E
EE

EE
EE

EE

G/H
Ψ //M

комутативна. Зауважимо, що H = χ−1(q) за побудовою. Крiм того,

a ·Ψ(bH) = a · (b · q) = ab · q = Ψ(abH) = Ψ(a · bH)

для будь-яких a, b ∈ G за означенням дiї, тобто Ψ певним чином ”пов’язує”
дiї групи G на множинах G/H i M .

Твердження 23.1. Для будь-яких транзитивної дiї групи G на мно-
жинi M i точки q ∈M вiдображення Ψ: aH 7→ a ·q коректно визначене
i встановлює бiєкцiю мiж G/H та M , де H = Gq.

Доведення. Рiвнiсть aH = bH для a, b ∈ G еквiвалентна iснуванню
c ∈ H такого, що ac = b. Тодi b · q = ac · q = a · (c · q) = a · q за означенням
дiї та умовою c ∈ H = Gq, що демонструє коректнiсть визначення Ψ.
I навпаки, з a · q = Ψ(aH) = Ψ(bH) = b · q пiсля дiї на обидвi частини
елементом b−1 ∈ G випливає b−1a · q = q, тобто b−1a ∈ Gq = H, а от-
же aH = bH, що доводить iн’єктивнiсть Ψ. Для кожної r ∈ M в силу
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транзитивностi дiї iснує a ∈ G такий, що r = a · q = ψ(aH), тобто Ψ
сюр’єктивне, що й завершує доведення.

Тепер нехай G – група Лi, що дiє на множинi M транзитивно, та вi-
домо, що пiдгрупа H = Gq ⊂ G замкнена для деякої точки q ∈ M (за-
уважимо, що ця умова виконується, зокрема, коли H компактна, в силу
хаусдорфовостi многовида G). Тодi можна побудувати гладку структуру
на G/H за теоремою 23.1 i перенести її на M за допомогою бiєкцiї Ψ
разом з топологiєю. А саме, пiдмножину V ⊂M будемо вважати вiдкри-
тою тодi й тiльки тодi, коли Ψ−1(V ) вiдкрита в G/H, а гладку структуру
на M задамо атласом {(Ψ(aUH),Φ−1

a ◦ Ψ−1)}a∈G (у позначеннях дове-
дення теореми 23.1). Перевiрте, що це дiйсно топологiя та узгоджений
з нею атлас, що задає структуру гладкого многовида, i що Ψ тодi пере-
творюється на дифеоморфiзм. Крiм того, дiя G на M перетворюється на
гладку в силу зауваження перед попереднiм твердженням. Дiйсно, якщо
µ : G × M → M : (a, q) 7→ a · q – ця вихiдна дiя, а λ – стандартна дiя
G на G/H, що є гладкою за теоремою 23.1, то µ = Ψ ◦ λ ◦ (idG × Ψ−1)
(перевiрте це), отже µ є гладким вiдображенням як композицiя гладких.
Таким чином, M тепер є однорiдним простором групи Лi G.

Наслiдок 23.2. Якщо група Лi G дiє на множинi M транзитивно
та пiдгрупа H = Gq замкнена для деякої точки q ∈ M (зокрема, якщо
M = G · q – орбiта гладкої дiї G на гладкому многовидi N), то на M
iснує структура гладкого (dimG − dimH)-вимiрного многовида така,
що ця дiя гладка i χ : G→M : a 7→ a · q є субмерсiєю.

Доведення. Гладка структура тут перенесена з G/H, як описано
вище, там же пояснено, чому дiя тепер гладка. Зокрема, Ψ – дифеомор-
фiзм за побудовою. Згiдно з цим, теоремою 23.1 i зауваженням перед
твердженням 23.1, χ = Ψ ◦ π – композицiя субмерсiї та дифеоморфiзма,
а отже є субмерсiєю (чому?). У випадку M = G · q дiя транзитивна,
а стабiлiзатор H = Gq збiгається зi стабiлiзатором q для дiї G на N i то-
му є замкненою пiдгрупою за пунктом 1. твердження 22.4 (це так i для
будь-якої iншої точки цiєї орбiти).

Приклад 23.1. Застосуємо попереднiй наслiдок до грассманiана Gm(n)
з прикладу 22.10 при 0 < m < n, на якому група Лi O(n) дiє транзи-
тивно зi стабiлiзатором H = O(m)×O(n−m) точки q, що була описана
у згаданому прикладi. Точнiше, ця пiдгрупа, як ми бачили, має вигляд

H =

{(
A 0
0 D

) ∣∣∣∣∣ A ∈ O(m), D ∈ O(n−m)

}
∼= O(m)×O(n−m),
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де iзоморфiзм переводить кожну матрицю вигляду
(
A 0
0 D

)
у пару

(A,D), але у подальшому ми будемо ототожнювати цi пiдгрупи за допо-
могою такого канонiчного iзоморфiзма. Зокрема,H замкнена, бо границя
послiдовностi матриць описаного вигляду теж має цей вигляд. Множина
Gm(n) тодi надiляється перенесеною за допомогоюю Ψ з факторпростору
O(n)/(O(m) × O(n −m)) гладкою структурою i є таким чином гладким
многовидом вимiрностi

dimO(n)− (dimO(m) + dimO(n−m)) =

=
n(n− 1)

2
−
(
m(m− 1)

2
+

(n−m)(n−m− 1)

2

)
= m(n−m),

що дифеоморфний вказаному факторпростору (дифеоморфiзмом є Ψ):

Gm(n) ∼= O(n)/(O(m)×O(n−m)).

Вправа 23.5. Чи iснують iншi описи Gm(n) як факторпростору з точнi-
стю до дифеоморфiзма (див. вправу 22.6)? Аналогiчно до попереднього
прикладу показати, що орiєнтований грассманiан G+

m(n) з вправи 22.7
теж є гладким многовидом вимiрностi m(n −m), знайшовши його опис
як факторпростору (можливо, вiн не один?). Показати, що при цьому
вiдображення ”забуття орiєнтацiї” G+

m(n) → Gm(n) : (q,O) 7→ q (у позна-
ченнях вправи 22.7) є дволистовим накриттям, що узагальнює накриття
проєктивного простору RP n сферою Sn, i що воно, крiм того, є локаль-
ним дифеоморфiзмом в околi кожної точки.

При цьому виникає природне питання: що буде, якщо M вже є одно-
рiдним простором групи Лi G, тобто там уже iснує гладка структура,
що узгоджена з дiєю? Скажiмо, на сферi Sn ми в силу мiркувань при-
кладу 22.8 i аналогiчно до попереднього прикладу (згадаємо також, що
це орбiта гладкої дiї O(n + 1) на Rn+1) отримуємо з наслiдку 23.2 стру-
ктуру гладкого многовида O(n + 1)/O(n) вимiрностi (n+1)n

2
− n(n−1)

2
= n,

але чи еквiвалентна вона стандартнiй гладкiй структурi сфери (у сенсi
iснування дифеоморфiзма)? Якщо у попереднiй вправi був би знайдений
iнший опис Gm(n) як факторпростору (або рiзнi описи G+

m(n)), то так са-
мо виникло б питання про дифеоморфнiсть цих факторпросторiв. Крiм
того, побудова гладкої структури на G/H апрiорi не є однозначною (на-
приклад, ми довiльним чином обирали пряме доповнення p). Вiдповiдi
дає наступна теорема.
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Теорема 23.2. Нехай гладкий многовид M є однорiдним простором гру-
пи Лi G, тобто G дiє на M гладко i транзитивно дiєю

λ : G×M →M : (a, q) 7→ a · q.

Нехай крiм цього для деякої точки q ∈M вiдображення

χ : G→M : a 7→ a · q

є субмерсiєю. Тодi для замкненої пiдгрупи H = Gq вiдображення

Ψ: G/H →M : aH 7→ a · q,

є дифеоморфiзмом для гладкої структури з теореми 23.1 на G/H.

Доведення. З твердження 23.1 вiдомо, що Ψ є бiєкцiєю. Крiм того,
як зазначалося перед цим твердженням, з означень вiдповiдних вiдобра-
жень випливає комутативнiсть Ψ◦π = χ. Для будь-якої вiдкритої V ⊂M
з цiєї комутативностi маємо, що π−1(Ψ−1(V )) = χ−1(V ) вiдкрита за непе-
рервнiстю χ (за умовою воно гладке), а отже Ψ−1(V ) вiдкрита у фактор-
топологiї G/H. Тому Ψ неперервне. Будемо використовувати позначення
i конструкцiї з доведення теореми 23.1. Запишемо локальне задання Ψ
в околах довiльної точки aH ∈ G/H, де a ∈ G, та її образу a · q ∈ M .
Як i у згаданому доведеннi, у якостi карти G/H в околi aH вiзьмемо
(aUH,Φ−1

a ). Нехай (V,Ω) – карта M в околi q, тобто q ∈ V . Оскiльки
λa : M → M – дифеоморфiзм за гладкiстю дiї λ та твердженням 22.3,
а (λa)

−1 = λa−1 за твердженням 22.1, (λa(V ),Ω ◦ λa−1) є тодi картою M
в околi a · q = λa(q). Зауважимо також, що, оскiльки χ(e) = q, а χ непе-
рервне, за необхiдностi зменшивши U (а також U1 i U2 так, щоб умови на
цi множини продовжили виконуватися) можемо вважати, що χ(U) ⊂ V .
Локальне задання Ψ у вказанiй парi карт має вигляд

Ω ◦ λa−1 ◦Ψ ◦ Φa : U1 → RdimM

Образом довiльного x ∈ U1 пiд дiєю цього вiдображення є

Ω(λa−1(Ψ(a exp xH))) = Ω(λa−1(a exp x · q)) = Ω(exp x · q) = Ω(χ(exp x)).

Зауважимо, що з exp x = Φ(x+0) ∈ U випливає, що exp x · q = χ(exp x) ∈
χ(U) ⊂ V за властивостями околiв. Таким чином, усi локальнi задан-
ня Ψ у обраних нами парах карт збiгаються з Ω ◦ χ ◦ exp, що є гладким
як комбiнацiя гладких (гладкiсть Ω випливає з того, що це дифеомор-
фiзм як координатне вiдображення карти гладкого многовида). Отже,
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Ψ – гладка бiєкцiя. Щоб довести, що це дифеоморфiзм, достатньо пере-
вiрити (чому?), що це локальний дифеоморфiзм в околi кожної точки
aH ∈ G/H, тобто що daHΨ: TaHG/H → Ta·qM – лiнiйний iзоморфiзм
для кожної a ∈ G. Оскiльки χ – субмерсiя, то за теоремою про про-
образ регулярного значення dimH = dim(χ−1(q)) = dimG− dimM , тоб-
то dimM = dimG − dimH = dimG/H. Тому достатньо перевiрити, що
лiнiйне вiдображення daHΨ сюр’єктивне. З комутативностi Ψ◦π = χ має-
мо daHΨ◦daπ = daχ за ланцюговим правилом. Оскiльки вiдображення χ
є субмерсiєю, його диференцiал daχ сюр’єктивний, тому для будь-якого
v ∈ Ta·qM iснує x ∈ TaG такий, що v = daχ(x) = daHΨ(daπ(x)), звiдки й
випливає сюр’єктивнiсть daHΨ, а отже дифеоморфнiсть Ψ.

Наслiдок 23.3. Усi гладкi структури на G/H, що побудованi у теоре-
мi 23.1, збiгаються.

Доведення. Застосуємо попередню теорему до однорiдного просто-
ру M = G/H i q = eH. Тодi χ(a) = a · q = aeH = aH = π(a) i Ψ(aH) =
a · q = aH для кожної a ∈ G, тобто χ = π, що є субмерсiєю за теоре-
мою 23.1 (тому умова теореми 23.2 виконується), i Ψ = idG/H . Таким
чином, тотожне вiдображення idG/H : G/H → G/H, де на двох копiях
G/H розглядаються будь-якi двi (можливо, рiзнi) гладкi структури, що
побудованi у теоремi 23.1, є дифеоморфiзмом, що й означає (чому?), що
цi структури збiгаються.

Приклад 23.2. В силу теореми 23.2, побудованi на просторах Rn, сфе-
рах Sn та дiйсних i комплексних проєктивних просторах RP n та CP n

згiдно з наслiдком 23.2, прикладами 22.7, 22.8, 22.9 i вправою 22.4 вiд-
повiдно гладкi структури однорiдних просторiв еквiвалентнi їхнiм поча-
тковим гладким структурам для усiх натуральних n, тобто мiж ними
iснують дифеоморфiзми. Дiйсно, розглянемо детальнiше один з цих ви-
падкiв, скажiмо, Sn. Як було зазначено вище, оскiльки це орбiта гладкої
дiї групи Лi O(n+ 1) на Rn+1 або оскiльки стабiлiзатор

H =

{(
A 0
0 1

) ∣∣∣∣∣ A ∈ O(n)

}
∼= O(n)

точки q = (0, . . . , 0, 1) є замкненою пiдгрупою (що випливає з пункту 1.
твердження 22.4 або перевiряється безпосередньо), Sn задовольняє умо-
вам наслiдку 23.2, отже на неї переноситься гладка структура з фа-
кторпростору. Ототожнивши H з O(n) за допомогою iзоморфiзма, що
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переводить
(
A 0
0 1

)
у A, можемо вважати, що цим факторпростором

є O(n + 1)/O(n). З iншого боку, для даних дiї та точки вiдображення χ
переводить довiльну матрицю з O(n + 1) у результат її множення на
вектор-стовпчик (0, . . . , 0, 1)T , тобто у останнiй стовпчик матрицi. Це вiд-
ображення є гладким як обмеження гладкої проєкцiї Mat(n + 1,R) →
Rn+1 на гладкий пiдмноговид O(n + 1). Його диференцiал у одиницi
dIχ : so(n + 1) → TqS

n має такий же вигляд, тобто переводить матрицю
{xij}n+1

i,j=1 ∈ so(n + 1) у вектор (x1n+1, . . . , xnn+1, 0), де TqSn ототожнює-
ться з пiдмножиною векторiв Rn+1, що ортогональнi до q = (0, . . . , 0, 1)
(перевiрте, що це випливає з рiвностi (5.1) та опису диференцiалiв у тер-
мiнах дотичних векторiв). Оскiльки це лiнiйне вiдображення має ранг n
(чому?), χ є субмерсiєю, тому виконанi умови теореми 23.2. Те ж вiрно
i для дiї групи SO(n + 1), що теж була описана у прикладi 22.8 (пере-
вiрте це). Таким чином, вiдображення Ψ для цих двох дiй встановлюють
наступнi дифеоморфiзми:

Sn ∼= O(n+ 1)/O(n) ∼= SO(n+ 1)/SO(n).

Аналогiчнi мiркування для описаних у прикладi 22.9 дiй O(n+1) i SO(n+
1) на RP n (проведiть їх) приводять до дифеоморфiзмiв

RP n ∼= O(n+ 1)/(O(n)×O(1)) ∼= SO(n+ 1)/O(n)

з урахуванням ототожнень пiдгруп за допомогою iзоморфiзмiв, що теж
описанi у прикладi 22.9. Пор. з прикладом 23.1 при m = 1 або m = n−1.
Нарештi, аналогiчнi, але зовсiм простi мiркування для дiї Rn на собi
з прикладу 22.7 (проведiть їх також або див. розбiр бiльш загального
випадку у прикладi 24.1 далi) дають дифеоморфiзм

Rn ∼= Rn/{0}.

Вправа 23.6. Дослiдити дiю, що була отримана у вправi 22.4, як у попе-
редньому прикладi, i знайти аналогiчний до нього опис CP n з точнiстю
до дифеоморфiзма (можливо, вiн не один?)

Вправа 23.7. Дослiдити рiзнi описи Gm(n) i G+
m(n) як факторпросторiв

з прикладу 23.1 i вправи 23.5 (якщо вони iснують) на дифеоморфнiсть
за допомогою теореми 23.2.

Вправа 23.8. Показати, що якщо для гладкої дiї групи Лi G на гладко-
му многовидi N ввести описаним способом топологiю i гладку структуру
на орбiтi G · q будь-якої точки q ∈ N (див. наслiдок 23.2), то вони бу-
дуть узгодженi з топологiєю i гладкою структурою N , тобто G · q буде
вкладеним пiдмноговидом у N .
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Якщо q, r ∈M – точки в однорiдному просторi M групи Лi G (зокре-
ма, для M = G/H та q = eH) i r = a · q для деякого a ∈ G (для
випадку M = G/H це буде r = aeH = aH), то для усiх b ∈ G маємо
b · r = ba · q = Ra(b) · q за означенням дiї. Отже, якщо розглянути вiд-
ображення χq : G→M : b 7→ b · q i χr : G→M : b 7→ b · r, то χr = χq ◦Ra.
Оскiльки Ra є дифеоморфiзмом за твердженням 3.1, звiдси випливає, що
χq є субмерсiєю тодi й тiльки тодi, коли χr є субмерсiєю, тобто з викона-
ння умови теореми 23.2 в однiй точцi M автоматично випливає її вико-
нання й у всiх iншiх. Якщо ця умова виконується, то для стабiлiзаторiв
H := Gq i F := Gr = Ca(Gq) = Ca(H) (див. лему 22.1) з теореми 23.2 ви-
пливають дифеоморфностi G/H ∼= M ∼= G/F (зокрема, G/H ∼= G/Ca(H)
для будь-яких замкненої пiдгрупи H ⊂ G i елемента a ∈ G). Це демон-
струє, що вибiр точки насправдi не є важливим: у однорiдних просторах
усi точки рiвноправнi!

В силу результатiв цього роздiлу, у подальшому ми, обмежившися
однорiдними просторами, для яких χ – субмерсiя, i бiльше не зменшуючи
загальнiсть, будемо розглядати для даної групи Лi G лише однорiднi
простори вигляду G/H (з точнiстю до дифеоморфiзма) для замкнених
пiдгруп H ⊂ G з описаними у теоремi 23.1 гладкими структурами.

24 Iнварiантнi метрики
та рiмановi однорiднi простори

У цьому роздiлi ми розглянемо два пiдходи до визначення поняття одно-
рiдного простору у рiмановiй геометрiї: можна або вводити iнварiантну
метрику на даному однорiдному просторi деякої групи Лi аналогiчно до
розглянутого у роздiлi 17 часткового випадку лiвоiнварiантної метрики
на групi Лi (див. приклад 24.1 нижче), або видiляти клас рiманових мно-
говидiв умовою транзитивностi дiї групи iзометрiй. Ми покажемо еквiва-
лентнiсть цих двох пiдходiв i навчимося описувати iнварiантнi метрики
у термiнах алгебр Лi, як у згаданому випадку лiвоiнварiантної метрики.
Як було зазначено наприкiнцi попереднього роздiлу, тут i далi вважає-
мо за замовчуванням, що однорiдний простiр групи Лi G є з точнiстю
до дифеоморфiзма факторпростором G/H за деякою замкненою пiдгру-
поюH ⊂ G (попередньо перевiривши, що описане у попередньому роздiлi
вiдображення χ є субмерсiєю). Також тут i в подальшому використовува-
тимемо тi ж позначення для рiманових метрик, що у роздiлi 17, зокрема,
саму метрику будемо позначати через 〈·, ·〉. Наступне означення мотиво-
ване наслiдком 17.1.
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Означення 24.1. Рiманова метрика на однорiдному просторi G/H гру-
пи Лi G зветься iнварiантною, якщо оператор дiї G на ньому λa : G/H →
G/H : bH 7→ abH є iзометрiєю для будь-якого a ∈ G.

Оскiльки усi λa є дифеоморфiзмами за твердженням 22.3, умова по-
переднього означення для метрики 〈·, ·〉 виконана тодi й тiльки тодi, ко-
ли усi диференцiали цих вiдображень є лiнiйними iзометрiями дотичних
просторiв з вiдповiдними значеннями 〈·, ·〉, тобто коли

〈ξ, η〉bH = 〈dbHλa(ξ), dbHλa(η)〉abH

для будь-яких a ∈ G, bH ∈ G/H i ξ, η ∈ TbHG/H

Приклад 24.1. Як зазначалося у прикладi 22.4, кожна група Лi G
є своїм власним однорiдним простором вiдносно дiї лiвими зсувами (бо
b = ba−1a = ba−1 ·a для будь-яких a, b ∈ G). Для такої дiї операторами λa
будуть лiвi зсуви La для усiх a ∈ G, а стабiлiзатором кожної точки b ∈ G
буде тривiальна пiдгрупа Gb = {a ∈ g | ab = b} = {e}, що є, зокрема,
замкненою, тому виконуються умови наслiдку 23.2. Крiм того, для будь-
якої b ∈ G вiдображення χ : a 7→ a · b = ab збiгається з правим зсувом
Rb : G → G, отже є дифеоморфiзмом за твердженням 3.1 i зокрема су-
бмерсiєю. Тодi G дифеоморфна факторпростору G/{e} за теоремою 23.2,
де дифеоморфiзм має вигляд Ψ: a 7→ a{e}. Попереднє означення у цьо-
му випадку перетвориться на критерiй лiвоiнварiантностi з наслiдку 17.1,
тому iнварiантнi метрики на G – це в точностi лiвоiнварiантнi метрики
на нiй. Якщо аналогiчним чином розглянути дiю правими зсувами (як на
початку прикладу 22.12), то операторами дiї будуть правi зсуви, а отже
iнварiантними метриками – в точностi правоiнварiантнi.

Нехай M – рiмановий многовид. Його iзометрiї a : M → M утво-
рюють групу Ĝ з операцiєю композицiї, оскiльки композицiї та обер-
ненi вiдображення iзометрiй є iзометрiями (а композицiя асоцiативна).
Одиницею Ĝ є тотожне вiдображення idM . Ця група природним чином
дiє на M : a · q = a(q) для a ∈ Ĝ i q ∈ M . Це дiйсно лiва дiя, бо
a · (b · q) = a(b(q)) = (a ◦ b)(q) = (a ◦ b) · q та idM · q = idM(q) = q

для усiх a, b ∈ Ĝ, q ∈M .

Означення 24.2. Рiмановий многовидM зветься рiмановим однорiдним
простором, якщо група його iзометрiй дiє на M транзитивно, тобто для
будь-яких точок q, r ∈M iснує iзометрiя a : M →M така, що a(q) = r.

Приклад 24.2. Будь-який однорiдний простiр G/H з iнварiантною ме-
трикою (зокрема, будь-яка група Лi з лiвоiнварiантною метрикою згiдно
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з прикладом 24.1) є рiмановим однорiдним простором, бо для будь-яких
aH, bH ∈ G/H (для a, b ∈ G) оператор дiї λba−1 є згiдно з означенням
iзометрiєю, i λba−1(aH) = ba−1 · aH = bH.

Виявляється, що усi рiмановi однорiднi простори мають такий вигляд,
як у попередньому прикладi, тобто є однорiдними просторами деяких
груп Лi з iнварiантними метриками, в силу наступної теореми.

Теорема 24.1 (Майєрс – Стiнрод). Нехай M – (гладкий) рiмановий мно-
говид, а Ĝ – група його iзометрiй. Тодi Ĝ є групою Лi, що дiє на M
гладко, а вiдображення χ : Ĝ → M : a 7→ a(q) є субмерсiєю для будь-якої
точки q ∈M .

Доведення. Див. оригiнальну роботу [36], де розглянутий, щоправ-
да, лише випадок зв’язного M (але, як побачимо далi, саме вiн буде
для нас суттєвим). Основна iдея полягає в наступному. Спочатку демон-
струється, що, аналогiчно до випадку евклiдового простору, у будь-якому
зв’язному n-вимiрному рiмановому многовидi M iснують точки q0, . . . , qn
”загального положення”, а саме такi, що якщо iзометрiя a : M → M збе-
рiгає їх усi (a(qi) = qi для кожного i = 0, n), то a = idM . Тому якщо
a(qi) = b(qi) для двох iзометрiй a i b та кожного i, то a = b (чому?), тобто
будь-яка iзометрiя однозначно визначається образами q0, . . . , qn. Таким
чином, вiдображення

Φ: Ĝ→Mn+1 =M × . . .×M︸ ︷︷ ︸
n+1

: a 7→ (a(q0), . . . , a(qn))

є iн’єкцiєю та задає ототожнення Ĝ з пiдмножиною гладкого многови-
да Mn+1. Далi доводиться, що ця пiдмножина є пiдмноговидом Mn+1,
а перенесена з неї на Ĝ гладка структура – структурою групи Лi. Твер-
дження про гладкiсть дiї та властивостi χ можна тодi вивести з опису
цiєї структури на Ĝ.

Твердження 24.1. Будь-який рiмановий однорiдний простiр є повним.

Доведення. Iдея: за теоремою Хопфа – Рiнова – Кон-Фоссена (див. [12,
с. 78-79]), потрiбно показати, що через довiльну точку q ∈ M у на-
прямку довiльного одиничного вектора ξ ∈ TqM можна провести повну
геодезичну γ : R → M , тобто γ(0) = q i γ′(0) = ξ (насправдi це до-
статньо показати для одної точки у кожнiй зв’язнiй компонентi). Во-
на при цьому буде натурально параметризованою. Вiдомо (див., напри-
клад, [12, с. 56-57]), що iснує таке ε > 0, що усi натурально параме-
тризованi геодезичнi γ з γ(0) = q визначенi принаймнi на (−ε, ε). Для
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кожної такої геодезичної в силу однорiдностi iснує iзометрiя a така, що
a(q) = γ( ε

2
). Побудуємо тодi геодезичну µ : (−ε, ε) →M таку, що µ(0) = q

i µ′(0) = (dqa)
−1(γ′( ε

2
)). Продовжимо γ на (−ε, 3ε

2
), довизначивши її на

( ε
2
, 3ε

2
) геодезичною s 7→ a ◦ µ(s − ε

2
). Аналогiчно продовжимо злiва, ви-

значивши таким чином геодезичну на (−3ε
2
, 3ε

2
). Iтеруючи цей процес,

отримаємо повну геодезичну аналогiчно до доведення твердження 6.1.

Означення 24.3. Пiдгрупа Ĝq = {a ∈ Ĝ | a(q) = q} групи iзометрiй Ĝ
рiманового многовида M для довiльної точки q ∈ M зветься групою
iзотропiї M у q.

Оскiльки дiя групи iзометрiй Ĝ на довiльному рiмановому многови-
дi M (не обов’язково однорiдному просторi) є гладкою за попередньою
теоремою, усi групи iзотропiї Ĝq для q ∈M є замкненими пiдгрупами Ĝ
за пунктом 1. твердження 22.4. Для однорiдного простору вони усi є iзо-
морфними за пунктом 2. того ж твердження. Крiм того, у цьому випадку
вони виявляються компактними за додаткової умови зв’язностi.

Твердження 24.2. Група iзотропiї зв’язного рiманового однорiдного
простору M у будь-якiй його точцi компактна.

Доведення. Iдея: для q ∈ M i Ĥ := Ĝq побудуємо гомоморфiзм
груп Лi Ψ: Ĥ → O(TqM, 〈·, ·〉q) : a 7→ dqa, де O(TqM, 〈·, ·〉q) ∼= O(dimM) за
вправою 12.3, а отже компактна (див. далi приклад 24.3). Вiн iн’єктивний,
бо у повному (за попереднiм твердженням) зв’язному рiмановому много-
видi iзометрiя однозначно визначена образом точки та диференцiалом у
нiй. Тому Ĥ ∼= Ψ(Ĥ) за вправою 23.4. При цьому Ψ(Ĥ) замкнена у ком-
пактнiй O(TqM, 〈·, ·〉q), бо границя послiдовностi диференцiалiв iзометрiй
є диференцiалом деякої iзометрiї в силу, наприклад, теореми Картана –
Амброуза – Хiкса (див. [15, с. 31-34]). Тому Ψ(Ĥ) i Ĥ компактнi.

Наслiдок 24.1. Якщо група Лi G дiє на деякому своєму зв’язному одно-
рiдному просторi G/H ефективно i на G/H iснує iнварiантна метрика,
то пiдгрупа H компактна.

Доведення. Iдея: тепер побудуємо гомоморфiзм груп Лi Ψ: H →
Ĥ : a 7→ λa. Вiн iн’єктивний в силу ефективностi дiї, тому H ∼= Ψ(H)

за вправою 23.4, де Ψ(H) замкнена (чому?) у компактнiй Ĥ, тому вона
i H компактнi.
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Оскiльки канонiчна проєкцiя π : G → G/H є, зокрема, неперервною
сюр’єкцiєю, для зв’язностi G/H достатньо зв’язностi G, але ця умова не
є необхiдною (див. приклад 24.3 нижче). Дiя є ефективною, зокрема, для
групи Лi G з лiвоiнварiантною метрикою, що розглядається як свiй вла-
сний однорiдний простiр (приклад 24.1), бо є вiльною, i у цьому випадку
одноточкова H = {e} звiсно є компактною незалежно вiд зв’язностi G.
Крiм того, група iзометрiй будь-якого рiманового многовида, зокрема
однорiдного простору з iнварiантною метрикою (приклад 24.2), завжди
дiє на ньому ефективно. У загальному випадку стабiлiзатор HG/H =
GG/H ⊂ H ⊂ G є нормальною замкненою пiдгрупою Лi G (а отже й H)
за пунктом 1. твердження 22.4, тому в силу вправи 23.3 визначенi фа-
кторгрупи Лi G∗ := G/GG/H i H∗ := H/GG/H .

Вправа 24.1. Вкласти H∗ в G∗ як замкнену пiдгрупу (тобто природним
чином ототожнити її з замкненою пiдгрупою G∗) так, що факторпростiр
G∗/H∗ дифеоморфний G/H. Показати, що дiя G∗ на G∗/H∗ ефективна.

Ця вправа означає, що будь-який однорiдний простiр групи Лi мо-
жна описати як однорiдний простiр, на якому група Лi дiє ефективно.
Запишемо тепер формально зроблене ранiше зауваження про те, що ко-
жний рiмановий однорiдний простiр є однорiдним простором групи Лi
з iнварiантною метрикою.

Твердження 24.3. Будь-який рiмановий однорiдний простiр M є одно-
рiдним простором своєї групи iзометрiй Ĝ, а його рiманова метрика
є iнварiантною метрикою. При цьому для будь-якої точки q ∈M мно-
говид M дифеоморфний факторпростору Ĝ/Ĥ, де Ĥ := Ĝq – група iзо-
тропiї M у q, так, що при цьому дифеоморфiзмi метрика M переходить
в iнварiантну метрику на Ĝ/Ĥ.

Доведення. Перше твердження випливає з означень i теореми 24.1,
бо у даному випадку λa = a для усiх a ∈ Ĝ. Оберемо якусь q ∈ M .
Оскiльки χ : a 7→ a(q) є субмерсiєю за теоремою 24.1, з теореми 23.2
випливає, що вiдображення

Ψ: Ĝ/Ĥ →M : aĤ 7→ a(q),

є дифеоморфiзмом. Перенесемо за його допомогою (точнiше, за допомо-
гою його кодиференцiала) рiманову метрику 〈·, ·〉 з M на Ĝ/Ĥ, тобто
покладемо

〈ξ, η〉aĤ := 〈daĤΨ(ξ), daĤΨ(η)〉a(q)
для будь-яких aĤ ∈ Ĝ/Ĥ i ξ, η ∈ TaĤĜ/Ĥ аналогiчно до побудови iндуко-
ваної метрики пiдмноговида. Це рiманова метрика, бо Ψ – дифеоморфiзм
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(перевiрте це). Якщо тепер позначити через λ стандартну дiю Ĝ на Ĝ/Ĥ,
то аналогiчно до мiркувань перед твердженням 23.1 маємо

Ψ(λa(bĤ)) = Ψ((a ◦ b)Ĥ) = a ◦ b(q) = a(b(q)) = a(Ψ(bĤ))

для усiх a ∈ Ĝ, bĤ ∈ Ĝ/Ĥ, тобто Ψ ◦ λa = a ◦ Ψ. Тому за побудовою
метрики на Ĝ/Ĥ i ланцюговим правилом

〈dbĤλa(ξ), dbĤλa(η)〉abĤ = 〈(dabĤΨ ◦ dbĤλa)(ξ), (dabĤΨ ◦ dbĤλa)(η)〉a(b(q)) =

= 〈dbĤ(Ψ◦λa)(ξ), dbĤ(Ψ◦λa)(η)〉a(b(q)) = 〈dbĤ(a◦Ψ)(ξ), dbĤ(a◦Ψ)(η)〉a(b(q)) =

= 〈(db(q)a ◦ dbĤΨ)(ξ), (db(q)a ◦ dbĤΨ)(η)〉a(b(q)) = 〈dbĤΨ(ξ), dbĤΨ(η)〉b(q) =

= 〈ξ, η〉bĤ
для будь-яких a ∈ Ĝ, bĤ ∈ Ĝ/Ĥ i ξ, η ∈ TbĤĜ/Ĥ, де передостання
рiвнiсть випливає з того, що a – iзометрiяM . Таким чином, перенесена на
Ĝ/Ĥ метрика дiйсно є iнварiантною. Зауважимо, що тепер Ψ є iзометрiєю
за побудовою цього перенесення.

Приклад 24.3. Групу iзометрiй сфери Sn, яка мiститься у евклiдовому
просторi En+1 та рiманова метрика якої iндукована включенням у нього,
складають тi iзометрiї En+1, що зберiгають Sn на мiсцi, тобто лiнiйнi (чо-
му?). Таким чином, отримуємо ототожнення Ĝ = O(n+ 1), причому дiя
є в точностi тiєю, що описана у прикладi 22.8. Як там встановлено, для
натуральних n групи iзотропiї Ĥ = O(n+1)q можна ототожнити з O(n),
тобто за попереднiм твердженням дифеоморфiзм Sn i O(n + 1)/O(n)
з прикладу 23.2 перетворюється на iзометрiю при перенесеннi рiмано-
вої метрики на O(n+ 1)/O(n), де вона також є iнварiантною. Також, як
у згаданих прикладах, можна розглянути дiю групи SO(n + 1) на Sn.
Вона теж транзитивно та ефективно дiє iзометрiями. Повторюючи до-
ведення попереднього твердження, отримаємо, що й дифеоморфiзм Sn

i SO(n+1)/SO(n) можна таким самим чином перетворити на iзометрiю.
Зауважимо, що тут O(n + 1) не є зв’язною за твердженням 4.2, але фа-
кторпростiр все одно зв’язний. Пiдрупи O(n) i SO(n) компактнi, як i
повинно бути за наслiдком 24.1. Дiйсно, для SO(n) це було встановле-
но у прикладi 19.6, а O(n) = SO(n) t O−(n) тодi є об’єднанням двох
дифеоморфних компактiв в силу твердження 4.2.

Крiм цього, Sn є унiверсальним накриттям дiйсного проєктивного
простору RP n, стандартна рiманова метрика на якому визначається так,
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що це накриття є локальною iзометрiєю в околi кожної точки (тобто є рi-
мановим накриттям). Звiдси випливає (чому?), що оператори дiї з при-
кладу 22.9 теж є iзометрiями, тобто дана метрика є iнварiантною. Тодi
так само для натуральних n дифеоморфiзми RP n i O(n+1)/(O(n)×O(1))
та SO(n + 1)/O(n) з прикладу 23.2 перетворюються на iзометрiї. Заува-
жимо, що знову ж O(n + 1) незв’язна, а RP n – так. Крiм того, як було
встановлено у прикладi 22.9, дiя O(n + 1) на RP n неефективна, а дiя
SO(n+ 1) ефективна тодi й тiльки тодi, коли n парне. Бiльш того, у ви-
падку парного n групу SO(n+1) можна ототожнити з групою iзометрiй
RP n (чому?). Але у будь-якому разi O(n) компактна, як було пояснено
вище, а тодi й O(n)×O(1) компактна, бо O(1) складається з двох точок
(приклад 4.2).

Вправа 24.2. Знайти якусь ефективну транзитивну дiю групи Лi на
RP n для непарних n (наприклад, описати його групу iзометрiй).

В силу попереднього твердження, далi завжди будемо говорити про
рiмановi однорiднi простори як про факторпростори груп Лi G/H з iн-
варiантними метриками. Як i у частковому випадку лiвоiнварiантних
метрик на групах Лi (приклад 24.1), уся iнформацiя про будь-яку iнва-
рiантну метрику 〈·, ·〉 на G/H мiститься у скалярному добутку 〈·, ·〉eH на
TeHG/H. Але не кожний скалярний добуток на TeHG/H задає таку ме-
трику (аналогiчно до бiiнварiантних метрик на групах Лi, див. резуль-
тати роздiлу 18), бо якщо λa(eH) = eH (що еквiвалентно належностi
a ∈ H), то диференцiали deHλa за означенням повиннi бути iзометрiями
цього скалярного добутку. Виявляється, що ця необхiдна умова є також
i достатньою.

Твердження 24.4. Вiдповiднiсть 〈·, ·〉 7→ 〈·, ·〉eH задає бiєкцiю мiж
множинами iнварiантних рiманових метрик на G/H та евклiдових
скалярних добуткiв на TeHG/H таких, що deHλa є iзометрiєю для будь-
якого a ∈ H.

Доведення. Iдея: щоб побудувати обернене вiдображення, покладе-
мо для будь-яких aH ∈ G/H та ξ, η ∈ TaHG/H

〈ξ, η〉aH := 〈daHλa−1(ξ), daHλa−1(η)〉

(аналогiчно до задання лiвоiнварiантної метрики на групi Лi форму-
лою (17.1)) i покажемо, що це коректно визначена iнварiантна метрика.

Для будь-яких групи Лi G, її замкненої пiдгрупи H i скалярного до-
бутку 〈·, ·〉 на алгебрi Лi g = TeG покладемо p := h⊥ вiдносно 〈·, ·〉, де
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h = TeH – алгебра Лi H. Згiдно з наслiдком 23.3 можна без обмежен-
ня загальностi вважати, що гладку структуру на однорiдному просторi
G/H ми будуємо за алгоритмом доведення теореми 23.1 виходячи саме
з такого пiдпростору p. Тодi, зокрема, обмеження диференцiала канонi-
чної проєкцiї (daπ)|p(a) : p(a) → TaHG/H (де p(a) = deLa(p)) є лiнiйним
iзоморфiзмом для кожної a ∈ G за наслiдком 23.1. Далi всюди будемо
вважати, що p = h⊥. Будемо говорити, що скалярний добуток 〈·, ·〉 є AdH-
iнварiантним, якщо оператор Ada приєднаного представлення G є його
iзометрiєю для кожного a ∈ H.

Твердження 24.5. Нехай G – група Лi, H – її замкнена пiдгрупа,
а 〈·, ·〉 – AdH-iнварiантний евклiдовий скалярний добуток на алгебрi Лi
g = TeG. Тодi умова 〈ξ, η〉 := 〈((deπ)|p)−1(ξ), ((deπ)|p)−1(η)〉 для ξ, η ∈
TeHG/H визначає евклiдовий скалярний добуток 〈·, ·〉 на TeHG/H та-
кий, що deHλa є iзометрiєю для будь-якого a ∈ H.

Доведення. Iдея: перевiряється безпосередньо з використанням ко-
мутативностi deHλa ◦ deπ = deπ ◦ Ada для кожного a ∈ H.

Твердження 24.6. Нехай G – група Лi, H – її замкнена пiдгрупа,
а 〈·, ·〉 – евклiдовий скалярний добуток на алгебрi Лi g = TeG.

1. Скалярний добуток 〈·, ·〉 є AdH-iнварiантним тодi й тiльки тодi,
коли для будь-якого a ∈ H правий зсув Ra є iзометрiєю лiвоiнварi-
антної рiманової метрики на G, що вiдповiдає 〈·, ·〉.

2. Якщо скалярний добуток 〈·, ·〉 є AdH-iнварiантним, то для будь-
якого x ∈ h = TeH оператор adx приєднаного представлення g
є антисамоспряженим вiдносно 〈·, ·〉, тобто ad ∗

x = −adx. Якщо
пiдгрупа H зв’язна, то вiрне й обернене твердження.

Доведення. Майже дослiвно повторюємо доведення вiдповiдних пун-
ктiв твердження 18.1, послаблюючи умови на 〈·, ·〉 i замiнюючи G на H
i g на h там, де це потрiбно (зробiть це).

Якщо для деякої рiманової метрики на G виконується умова з пун-
кту 1. попереднього твердження (тобто Ra є iзометрiєю для кожного
a ∈ H) ми будемо говорити, що така метрикаH-правоiнварiантна. Умова
на оператори приєднаного представлення з пункту 2. цього твердження
означає, що для будь-яких x, z ∈ g i y ∈ h

〈[x, y], z〉 = −〈adyx, z〉 = −〈x, ad ∗
y z〉 = 〈x, adyz〉 = 〈x, [y, z]〉
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i навпаки. Її можна назвати ”послабленою iнварiантнiстю” скалярного
добутку 〈·, ·〉 (пор. з наслiдком 18.1). Зокрема, обмеження 〈·, ·〉|h×h є iнва-
рiантним скалярним добутком на h. Помiтимо також, що якщо 〈·, ·〉 – лi-
воiнварiантна i H – правоiнварiантна метрика на G, то обмеження 〈·, ·〉|H
є бiiнварiантною метрикою на H (що, нагадаємо, є групою Лi в силу за-
мкненостi та теореми Картана) згiдно з наслiдком 17.1.

Твердження 24.7. Нехай G – група Лi, H – її компактна пiдгрупа Лi.
Тодi на алгебрi Лi g = TeG iснує AdH – iнварiантний скалярний добуток.

Доведення. Iдея: виберемо якийсь скалярний добуток 〈·, ·〉 на g i ана-
логiчно до конструкцiї бiiнварiантної метрики на G за допомогою усере-
днення з доведення твердження 19.7 покладемо для x, y ∈ g

〈x, y〉′ :=
∫
H

〈Adax,Aday〉 dV (a)

(iнтегруємо за правоiнварiантною формою об’єму або за правою мiрою
Хаара). Тодi так само встановлюється, що 〈·, ·〉′ – AdH – iнварiантний
скалярний добуток на g.

Зауважимо, що тут було б достатньо i компактностi образуH пiд дiєю
приєднаного представлення Ad(H) ⊂ GL(g), бо iнтегрування фактично
здiйснюється по ньому (це вiрно, зокрема, для H = G, тобто для побу-
дови бiiнварiантної метрики на G). Зберемо тепер отриманi результати
у спiльний набiр критерiїв.

Теорема 24.2. Нехай група Лi G ефективно дiє на зв’язному однорiдно-
му просторi G/H, де H – замкнена пiдгрупа в G. Тодi наступнi твер-
дження еквiвалентнi.

1. На G/H iснує iнварiантна рiманова метрика.

2. Пiдгрупа H компактна.

3. На групi G iснує лiвоiнварiантна i H-правоiнварiантна рiманова
метрика.

4. На алгебрi Лi g = TeG iснує AdH-iнварiантний скалярний добуток.

Якщо виконана будь-яка з цих умов, то на алгебрi Лi g = TeG iснує
скалярний добуток, вiдносно якого оператор adx приєднаного представ-
лення g є антисамоспряженим для будь-якого x ∈ h = TeH. Якщо ж
H зв’язна, то вiрне й обернене.
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Доведення. Iмплiкацiя 1. ⇒ 2. – це наслiдок 24.1.
Iмплiкацiя 2. ⇒ 4. – це твердження 24.7.
Iмплiкацiя 4. ⇒ 1. – це твердження 24.5 разом з твердженням 24.4.
Єквiвалентнiсть 4. ⇔ 3. – це пункт 1. твердження 24.6, а зв’язок мiж

умовою 4. та останньою умовою – це його ж пункт 2.

Лiвоiнварiантною iH-правоiнварiантною буде, зокрема, бiiнварiантна
метрика на G. Якщо виконана будь-яка з умов у попереднiй теоремi,
то на групi Лi H iснує бiiварiантна метрика: це випливає, наприклад,
з умови 2. за твердженням 19.7, або з умови 3. за наслiдком 17.1, як уже
зазначалося. Тому її алгебра Лi h є компактною згiдно з наслiдком 21.3.

Приклад 24.4. Розглянемо у групi Лi SL(n,R) при n ⩾ 3 пiдгрупу{(
A 0
0 1

) ∣∣∣∣∣ A ∈ SL(n− 1,R)

}
∼= SL(n− 1,R),

що є замкненою (чому?), а її iзоморфiзм на SL(n−1,R) будується аналогi-
чно до iзоморфiзму мiж стабiлiзатором точки та O(n−1) у прикладi 22.8.
Отже, визначений однорiдний простiр SL(n,R)/SL(n − 1,R) вимiрностi
(n2−1)− ((n−1)2−1) = 2n−1, що є зв’язним в силу зв’язностi SL(n,R).

Вправа 24.3. Перевiрити, що група SL(n,R) дiє на SL(n,R)/SL(n−1,R)
ефективно.

Оскiльки SL(n−1,R) некомпактна згiдно з прикладом 19.7 (або 21.1),
на її однорiдному просторi SL(n,R)/SL(n − 1,R) не iснує iнварiантної
метрики в силу теореми 24.2.

Вправа 24.4. Чи iснує на SL(n,R)/SL(n − 1,R) псевдорiманова iнварi-
антна метрика (аналогiчно до iснування псевдорiманової бiiнварiантної
метрики на SL(n,R), що обговорювалося пiсля прикладу 21.1)? Чи мо-
жна щось сказати про її iснування у загальному випадку за аналогiєю
з попереднiми твердженнями та теоремою 24.2?

Конструкцiя у твердженнi 24.5 описує побудову за скалярним добу-
тком на g скалярного добутку на TeHG/H, причому цi об’єкти знаходя-
ться у бiєктивних вiдповiдностях з метриками на G i на G/H вiдповiдно.
Враховуючи також твердження 24.4 та пункт 1. твердження 24.6, отри-
муємо наступне.
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Наслiдок 24.2. В умовах твердження 24.5 кожнiй лiвоiнварiантнiй
та H-правоiнварiантнiй метрицi 〈·, ·〉′ на групi Лi G (зокрема бiiнварi-
антнiй) однозначно вiдповiдає iнварiантна метрика 〈·, ·〉 на однорiдно-
му просторi G/H така, що 〈deπ(x), deπ(y)〉eH = 〈x, y〉′e для будь-яких
x, y ∈ p.

Це мотивує наступне загальне означення.

Означення 24.4. Нехай G – група Лi, а H – її замкнена пiдгрупа. Iн-
варiантну метрику 〈·, ·〉 на однорiдному просторi G/H будемо називати
спусканням лiвоiнварiантної та H-правоiнварiантної метрики 〈·, ·〉′ на G,
якщо 〈deπ(x), deπ(y)〉eH = 〈x, y〉′e для будь-яких x, y ∈ p, де p := h⊥ – ор-
тогональне доповнення до алгебри Лi h = TeH пiдгрупи H у алгебрi Лi
g = TeG групи G вiдносно 〈·, ·〉′e.

Твердження 24.8. Нехай G – група Лi, а H – її компактна пiдгрупа.
Для будь-якої iнварiантної метрики 〈·, ·〉 на G/H iснує лiвоiнварiантна
i H-правоiнварiантна метрика на G така, що 〈·, ·〉 – її спускання.

Доведення. Iдея: оскiльки H компактна, на g згiдно з тверджен-
ням 24.7 iснує деякий AdH-iнварiантний скалярний добуток 〈·, ·〉′. Тодi
h = TeH i p = h⊥ будуть AdH – iнварiантними пiдпросторами g = TeG.
З твердження 24.5 випливає, що 〈x, y〉′′ := 〈deπ(x), deπ(y)〉 задає AdH-
iнварiантний скалярний добуток на p. Покладемо тодi для будь-яких
x+ y, z + w ∈ g, де x, z ∈ p, y, w ∈ h

〈x+ y, z + w〉′′ := 〈x, z〉′′ + 〈y, w〉′.

Це AdH-iнварiантний скалярний добуток, i за побудовою спусканням вiд-
повiдної метрики G на G/H є 〈·, ·〉.

Тобто метрика на G є ”пiднiманням” метрики на G/H. Як видно з до-
ведення, на вiдмiну вiд спускання, ця конструкцiя не є однозначно ви-
значеною. У подальшому будемо вважати, що метрики на G i на G/H
узгодженi описаним вище способом.

Приклад 24.5. У випадку групи Лi G з лiвоiнварiантною метрикою 〈·, ·〉
(приклад 24.1) спусканням 〈·, ·〉 на G ∼= G/{e} буде вона сама (чому?).

Приклад 24.6. Евклiдовий простiр En, тобто Rn зi стандартною ев-
клiдовою метрикою, є рiмановим однорiдним простором, бо на ньому
транзитивно дiє група Rn паралельними перенесеннями, що є iзометрiя-
ми. Це окремий випадок попереднього прикладу, оскiльки цi паралельнi
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перенесення є лiвими (та правими) зсувами Rn, а евклiдова метрика –
бiiнварiантною (див. приклад 18.4). Як вже зазначалося у прикладi 23.2,
на Rn таким чином виникає тривiальна структура однорiдного просто-
ру Rn/{0}, а евклiдова метрика при цьому опускається в евклiдову ж
згiдно з попереднiм прикладом, тобто En не тiльки дифеоморфний, а й
iзометричний Rn/{0}.

Втiм, можна за аналогiєю з дослiдженням загального рiманового одно-
рiдного простору вище розглянути дiю на En його повної групи iзометрiй
E(n) = {x 7→ Ax + b | A ∈ O(n), b ∈ Rn} (вона має такий вигляд, бо усi
iзометрiї En на себе, як вiдомо, афiннi) або пiдгрупи iзометрiй, що збе-
рiгають орiєнтацiю E+(n) = {x 7→ Ax + b | A ∈ SO(n), b ∈ Rn}, що теж
дiє транзитивно та ефективно (чому?). Для цих груп пiдгрупи iзотропiї
будуть очевидним чином iзоморфними O(n) та SO(n) вiдповiдно. Тому
в силу твердження 24.3 маємо iзометрiї

En ∼= Rn/{0} ∼= E(n)/O(n) ∼= E+(n)/SO(n),

де метрики на факторпросторах переносяться з En, а отже евклiдовi.

Приклад 24.7. На сфери Sn ∼= SO(n + 1)/SO(n) та проєктивнi про-
стори RP n ∼= SO(n + 1)/O(n) для натуральних n ⩾ 2 можемо опустити
бiiнварiантну метрику з SO(n+1), скажiмо, лiвоiнварiантну метрику, що
вiдповiдає λK, де K – форма Кiллiнга so(n+1), а λ < 0 (згадаємо, що при
n 6= 3 згiдно з теоремою 19.1 та простотою SO(n+1) з пункту 2. твердже-
ння 19.3 будь-яка бiiнварiантна метрика на SO(n+1) має такий вигляд).
У наступному роздiлi ми покажемо, що це метрика постiйної кривини,
тобто Sn i RP n з такими метриками iзометричнi стандартним рiмановим
Sn i RP n, що розглядалися вище у прикладi 24.3 (де, нагадаємо, метрика
переносилася з цих многовидiв на SO(n+1)/SO(n) i SO(n+1)/O(n) вiдпо-
вiдно), можливо, з точнiстю до множення на константу. Це ж буде вiрно
й для iнших описiв Sn i RP n як однорiдних просторiв, що згадувалися
у прикладi 24.3.

Вправа 24.5. Побудувати аналогiчним чином iнварiантну метрику на
комплексному проєктивному просторi CP n з вправ 22.4 та 23.6 (див. та-
кож наступний роздiл).

Приклад 24.8. У описi грассманiана Gm(n) ∼= O(n)/(O(m)×O(n−m))
для натуральних 0 < m < n як однорiдного простору з прикладу 23.1
дiя не є ефективною, як було встановлено у прикладi 22.10. Крiм того,
група Лi O(n) незв’язна в силу твердження 4.2, що, втiм, не заважає
самому простору бути зв’язним.
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Вправа 24.6. Показати, що грассманiани Gm(n) (зi структурами мно-
говидiв з прикладу 23.1) зв’язнi.

Незважаючи на неефективнiсть дiї, оскiльки O(m) × O(n −m) ком-
пактна в силу компактностi ортогональних груп (див. приклад 24.3), на
Gm(n) повинна iснувати iнварiантна метрика за твердженнями 24.7, 24.5
та 24.4. Щоб її побудувати при n ⩾ 3 (при n = 2 єдиним нетривiальним
грассманiаном є проєктивна площинаG1(2) ∼= RP 2, яку ми вже розгляну-
ли у попередньому прикладi), так само опускаємо бiiнварiантну метрику
з O(n), як у попередньому прикладi. Хоча ця група i незв’язна, бiiнварi-
антна метрика на нiй також породжується скалярним добутком вигляду
λK, де K – форма Кiллiнга so(n), а λ < 0. Дiйсно, K = (n−2)Tr xy згiдно
з твердженням 19.2. Ця форма вiд’ємно визначена (приклад 19.6), тому
λK дiйсно є скалярним добутком. При цьому AdA є його iзометрiєю для
будь-якої матрицi A ∈ O(n), бо згiдно з прикладом 12.6

λK(AdAx,AdAy) = λ(n− 2)TrAxA−1AyA−1 = λ(n− 2)TrAxyA−1 =

= λ(n− 2)TrA−1Axy = λ(n− 2)TrAxy = λK(x, y)

для будь-яких x, y ∈ so(n) за властивостями слiду. Тому λK породжує
бiiнварiантну метрику за пунктом 1. твердження 18.1. Таким чином,
Gm(n) перетворюється на рiмановий однорiдний простiр.

Вправа 24.7. Побудувати аналогiчним чином iнварiантну метрику на
орiєнтованому грассманiанi G+

m(n) з вправ 22.7 та 23.5 (див. також на-
ступний роздiл).

25 Кривина iнварiантної метрики
У вiдповiдностi до отриманих у попереднiх роздiлах результатiв, да-
лi будемо розглядати однорiдний простiр G/H групи Лi G з iнварiан-
тною метрикою 〈·, ·〉, що є спусканням деякої лiвоiнварiантної та H-
правоiнварiантної метрики 〈·, ·〉 на G, яка, у свою чергу, задана AdH-
iнварiантним скалярним добутком 〈·, ·〉 на алгебрi Лi g = TeG. Тобто
для h = TeH ⊂ g та p = h⊥ i для будь-яких x, y ∈ p вiрно 〈x, y〉 =
〈deπ(x), deπ(y)〉eH , де π : G → G/H – канонiчна проєкцiя, диференцiал
якої deπ є лiнiйним iзоморфiзмом мiж p та TeHG/H. Бiльш того, для будь-
якого a ∈ G диференцiал daπ – лiнiйний iзоморфiзм мiж p(a) = deLa(p)
та TaHG/H згiдно з наслiдком 23.1, тобто для будь-яких ξ, η ∈ TaHG/H
iснують єдинi x, y ∈ p такi, що ξ = daπ(deLa(x)) = de(π ◦ La)(x) i η =
daπ(deLa(y)) = de(π ◦La)(y). За побудовою iнварiантних метрик, цей iзо-
морфiзм є iзометрiєю пiдпростору p(a) на TaHG/H для кожного a ∈ G.
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Твердження 25.1. Нехай G/H – однорiдний простiр групи Лi G з iн-
варiантною метрикою 〈·, ·〉, що є спусканням лiвоiнварiантної та H-
правоiнварiантної метрики на G, яка задана AdH-iнварiантним ска-
лярним добутком 〈·, ·〉 на алгебрi Лi g = TeG. Нехай a ∈ G та ξ, η ∈
TaHG/H – лiнiйно незалежнi. Покладемо x := daLa−1 ◦ (daπ|p(a))−1(ξ) ∈ p
та y := deL

−1
a ◦ (daπ|p(a))−1(η) ∈ p як вище. Нехай X := Xx та Y := Xy –

вiдповiднi лiвоiнварiантнi поля на G. Тодi секцiйна кривина метрики
〈·, ·〉 на G/H в точцi aH у напрямку площини, що породжена вектора-
ми ξ та η, дорiвнює

K(ξ, η) =
1

|X|2|Y |2 − 〈X,Y 〉2

(
1

4
|ad ∗

XY + ad ∗
YX|2 − 〈ad ∗

XX, ad
∗
Y Y 〉−

−3

4
|[X,Y ]p|2 − 1

2
〈[[X,Y ], Y ], X〉 − 1

2
〈[[Y,X], X], Y 〉

)
,

де (·)p – ортогональна проєкцiя на p в g.

Доведення. Iдея: це випливає з формули для секцiйної кривини лi-
воiнварiантної метрики у твердженнi 17.2, того, що згiдно з описом ви-
ще π в умовах даного твердження є рiмановою субмерсiєю та формули
О’Нейла кривини для рiманових субмерсiй (див. [15, с. 55-58]).

Тут, як i ранiше, ототожнюємо за необхiдностi лiвоiнварiантнi поля
на G з вiдповiдними елементами g в силу наслiдку 11.6, зокрема, будемо
писати X ∈ h i т. п. Нормуючий знаменник |X|2|Y |2 − 〈X,Y 〉2 за побу-
довою дорiвнює |ξ|2aH |η|2aH − 〈ξ, η〉2aH . Вектори x та y у побудовi (а отже
й поля X та Y ) залежать вiд вибору елемента a ∈ G, але вираз у правiй
частинi формули – нi в силу AdH-iнварiантностi 〈·, ·〉: якщо aH = bH, то
вiдповiднi вектори вiдрiзняються на дiю оператора Adba−1 , де ba−1 ∈ H.
Злiва у формулi часто пишуть теж K(X,Y ), як у формулi з твердже-
ння 17.2, хоча на G/H, взагалi кажучи, немає аналога iнварiантних ве-
кторних полiв чи розподiлiв (чому?).

Наслiдок 25.1. Секцiйнi кривини будь-якої iнварiантної рiманової ме-
трики на однорiдному просторi мають у всiх його точках одну й ту
саму множину значень, якою є деякий вiдрiзок. Зокрема, будь-яка така
метрика має обмежену зверху та знизу секцiйну кривину.

Доведення. Аналогiчно до часткового випадку в наслiдку 17.6.

Згiдно з пунктом 2. твердження 24.6 та обговоренням пiсля нього, з
AdH-iнварiантностi 〈·, ·〉 випливає, що ad ∗

X = −adX для X ∈ h, тобто

〈X, [Z, Y ]〉 − 〈[X,Z], Y 〉 = 0
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для будь-яких X,Y ∈ g та Z ∈ h. Визначимо вiдображення U : p× p → p
умовою

〈U(X,Y ), Z〉 = 1

2
(〈X, [Z, Y ]〉 − 〈[X,Z], Y 〉)

для будь-яких X,Y, Z ∈ p. Воно коректно визначене, бiлiнiйне та симе-
тричне. Зокрема, першi два доданки чисельника формули для K(ξ, η) у
твердженнi 25.1 можна переписати як |U(X,Y )|2 − 〈U(X,X), U(Y, Y )〉.

Означення 25.1. Однорiдний простiр (G/H, 〈·, ·〉) (у позначеннях твер-
дження 25.1) зветься природно редуктивним (а g = p ⊕ h – його реду-
ктивним розкладенням), якщо U = 0.

Означення 25.2. Однорiдний простiр (G/H, 〈·, ·〉) зветься нормальним,
якщо його iнварiантна метрика 〈·, ·〉 є спусканням деякої бiiнварiантної
метрики на групi Лi G.

Твердження 25.2. Нормальнi однорiднi простори природно редуктив-
нi, а їх секцiйна кривина задається формулою (у позначеннях твердже-
ння 25.1):

K(ξ, η) =
1

|X|2|Y |2〈X,Y 〉2

(
1

4
|[X,Y ]p|2 + |[X,Y ]h|2

)
,

де (·)h позначає ортогональну проєкцiю на h. Зокрема, вона невiд’ємна.

Доведення. Формула для кривини випливає з формули тверджен-
ня 25.1 з урахуванням бiiнварiантностi.

Iснує класифiкацiя однорiдних просторiв строго додатної секцiйної
кривини, що належить М. Берже, Н. Уоллечу та Л. Берар-Бержерi (див.
у хронологiчному порядку роботи [6], [49], та [4]).
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