
Нормальнi та головнi кривини гiперповерхнi

Нехай (M, r) – (гладка) гiперповерхня в (M, g). У то-
чцi p ∈ M фiксуємо один з двох одиничних нормаль-
них векторiв ν ∈ NpM (що може бути значенням ξp
у цiй точцi локального або глобального одиничного
нормального поля ξ). Отже gr(p)(ν, ν) = 1. Скалярна
друга ф.ф. bp у точцi визначається умовою Bp = bp ν.
За її властивостями, для будь-яких v, w ∈ TpM

bp(v, w) = gr(p)(Bp(v, w), ν) = gp(Aνv, w)

у позначеннях попереднього роздiлу.

def. Нормальною кривиною (M, r) (у точцi p) у на-
прямку v ∈ TpM , де v 6= 0, називають

kν(v) :=
bp(v, v)

gp(v, v)
.



Rem. Очевидно, kν(λ v) = kν(v) для будь-якого 0 6=
λ ∈ R, тобто kν дiйсно залежить саме вiд напрям-
ка, а не вiд вектора. Iншими словами, це функцiя
на P (TpM) – проєктивному просторi, що асоцiйо-
ваний з TpM . Вiн природним чином ототожнюється
з RPn−1, n = dimM , зокрема, є компактним.

def. Головними кривинами (M, r) у p називають вла-
снi значення k1, . . . , kn оператора Aν. При цьому ка-
жуть, що вектор v ∈ TpM , v 6= 0 має головний на-
прямок, що вiдповiдає ki, i = 1, n, якщо вiн власний:
Aνv = ki v.

Rem. З def. нормальної кривини i формули для bp

вище, при цьому ki = kν(v).



Rem. Нехай у локальних координатах G = (gij)
n
i,j=1,

A = (aij)
n
i,j=1 i (лише у цьому роздiлi) B = (bij)

n
i,j=1 –

матрицi gp, Aν i bp вiдповiдно. Як ми бачили ви-
ще, тодi aij = gik bkj для будь-яких i, j = 1, n, тобто
A = G−1B. Зокрема, головнi кривини – коренi хара-
ктеристичного полiнома det(A − k I) = det(G−1B −
k I). Домноживши на detG > 0, отримаємо рiвняння
det(B − kG) = 0.

Згадаємо, що Aν самоспряжений вiдносно gp:

Cor. 1. Iснують n дiйсних (з урахуванням кратностi)
головних кривин k1, . . . , kn.

2. Головнi напрямки, що вiдповiдають рiзним голов-
ним кривинам, ортогональнi.



3. Iснує ортонормований базис TpM з векторiв го-
ловних напрямкiв, i у ньому матриця Aν дiагоналiзу-
ється, тобто має виглядk1 0

. . .
0 kn

 .

Pr. (Формула Ейлера) Нехай {e1, . . . , en} – ортонор-
мований базис TpM з векторiв головних напрямкiв,
αi – кут мiж 0 6= v ∈ TpM i ei, i = 1, n. Тодi

kν(v) =
n∑

i=1

ki cos
2αi.

▶ Отже, Aνei = ki ei для i = 1, n. Оскiльки нормаль-
на кривина залежить лише вiд напрямку v, можемо



вважати його одиничним. Тодi v =
∑
i
cosαi ei, i тому

kν(v) =
bp(v, v)

gp(v, v)
= gp(Aνv, v) =

= gp

∑
i

cosαi ki ei,
∑
j

cosαj ej

 =
∑
i

cos2αi ki.

з означень i формули для bp. ◀

Rem. Для ортонормованого базиса
∑
i
cos2αi = 1.

Тому при n = 2 ця формула має вигляд kν(v) =

k1 cos2α1 + k2 sin2α1. Крiм того, звiдси випливає:

Cor. min
i=1,n

ki = min
06=v∈TpM

kν(v); max
i=1,n

ki = max
06=v∈TpM

kν(v).



Rem. Нормальна кривина приймає свої найменше
i найбiльше значення, бо це неперервна (чому?) фун-
кцiя на компактi P (TpM).

Впр. Чи є геометричний сенс у iнших ki?

Rem. Знаки головних i нормальних кривин залежать
вiд вибору ν та змiнюються (усi одночасно) при його
замiнi на протилежний.

Rem. З однiєї з Lem. попереднього роздiлу випливає,
що (скалярна) середня кривина у p дорiвнює

H(p) =
1

n
TrAν =

1

n
(k1 + . . .+ kn).



Впр. При n = 2 H(p) = 1
2(kν(v)+kν(w)) для будь-яких

ортогональних 0 6= v, w ∈ TpM .

def. Кривиною Гаусса – Кронекера (M, r) у p зветься

K(p) := detAν = k1 · . . . · kn.

Rem. У локальних координатах

K(p) = detA = det(G−1B) =
detB

detG
.

Тобто, якщо задавати ν = ξp для гладкого поля ξ на
U ⊂ M , K : U → R – гладка. Глобально вона ”визна-
чена з точнiстю до знака” (але коректно визначена
i не залежить вiд вибору ξ для парних n). При n = 2



K(p) збiгається з зовнiшньою (гауссовою для по-

верхнi в E3) кривиною Kext(p) =
b11 b22−b212
g11 g22−g212

в єдиному
можливому напрямку.

Rem. З означень i критерiїв минулих роздiлiв, ом-
бiлiчнiсть гiперповерхнi в p еквiвалентна k1 = . . . =

kn = H(p), зокрема, з геодезичностi в p випливає
k1 = . . . = kn = 0. Також аналогiчно до поверхонь
можна ввести поняття:

def. Точка p зветься:

– параболiчною, якщо Aν (а отже й bp) вироджений;

– елiптичною, якщо Aν (i bp) знаковизначений;



– гiперболiчною у всiх iнших випадках.

Rem. Тут знаковизначенiсть операторiв – вiдносно gp.
Зокрема,

– параболiчнiсть еквiвалентна K(p) = k1 · . . . ·kn = 0;

– елiптичнiсть еквiвалентна тому, що всi ki 6= 0 та
мають один й той самий знак, i те ж вiрно для kν:
kν(v) 6= 0 i мають один й той самий знак для усiх
0 6= v ∈ TpM ;

– гiперболiчнiсть еквiвалентна тому, що всi ki 6= 0

i серед них є числа рiзних знакiв.



При цьому у гiперболiчному випадку серед значень
kν(v) є додатнi, вiд’ємнi та нульовi, як випливає з
формули Ейлера.

При n = 2 цi умови еквiвалентнi K(p) = 0, K(p) > 0
i K(p) < 0 вiдповiдно (хоча в класичнiй теорiї повер-
хонь точки сплощення, тобто геодезичнi, виключа-
ють з параболiчних).

Rem. Також можна розглядати лiнiї кривини та асим-
птотичнi лiнiї довiльної гiперповерхнi аналогiчно до
класичної диференцiальної геометрiї.

Rem. Для довiльної ковимiрностi дослiвно так само
визначаються нормальнi та головнi кривини вiдно-
сно якогось фiксованого одиничного ν ∈ NpM .



Впр. Аналогiчно до класичного означення визначи-
ти нормальну кривину натурально параметризованої
кривої γ, що проходить через p, у гiперповерхнi (або
вiдносно фiксованого одиничного ν ∈ NpM для до-
вiльної ковимiрностi) як довжину зi знаком проєкцiї
(тобто скалярний добуток) ∇(r◦γ)′(r ◦γ)′ у точцi r(p)
на ν i показати що вона визначається напрямком
дотичного вектора γ′ (використати розкладення Га-
усса для кривої).



Пiдмноговиди з паралельним
полем середньої кривини

def. Говорять, що поле середньої кривини H (глад-
кого) пiдмноговида (M, r) у (M, g) паралельне, якщо
для будь-якого поля X на M похiдна ∇⊥

XH = 0 (далi
позначаємо цю умову ∇⊥H = 0).

Rem. Зокрема, X(g(H,H)) = 2g(∇⊥
XH,H) = 0 для

будь-якого X, тобто модуль |H| =
√
g(H,H) постiй-

ний на зв’язних компонентах M . Важливим окремим
випадком є мiнiмальнiсть:

def. Якщо H = 0, то (M, r) називають мiнiмальним.



Rem. Мiнiмальнi пiдмноговиди – це критичнi (ста-
цiонарнi) точки функцiонала об’єму, тобто мiнiмаль-
нiсть – це необхiдна умова мiнiмiзацiї об’єму ком-
пактних пiдмножин пiдмноговида вiдносно локаль-
них варiацiй. Докладнiше див., наприклад, Dajczer –
Tojeiro, глава 3, Амiнов, глава 7 та нижче. Схожа
варiацiйна умова вiрна й для пiдмноговидiв з пара-
лельним полем середньої кривини (там розглядаю-
ться варiацiї, що зберiгають обмежений пiдмногови-
дом об’єм).

Впр. Нагадаємо, що кривиною Рiччi n-вимiрного рi-
манового многовида (M, g) в p ∈ M у напрямку 0 6=
v ∈ TpM називають 1

n−1
Ricp(v,v)
gp(v,v)

, де Ric – тензор Рiччi

(M, g). Показати, що для мiнiмального (M, r) в мно-
говидi постiйної секцiйної кривизни c цi кривини не



перевищують c, i якщо в p ∈ M всi кривини Рiччi
пiдмноговида дорiвнюють c, то Bp = 0 (i навпаки).
Зокрема, для мiнiмального занурення многовида по-
стiйної секцiйної кривини c у многовид постiйної се-
кцiйної кривини c c ⩽ c, i c = c тодi й тiльки тодi,
коли це занурення цiлком геодезичне.

Згадаємо, що для цiлком омбiлiчного пiдмноговида
B = g H:

Cor. (M, r) цiлком геодезичний тодi й тiльки тодi,
коли вiн цiлком омбiлiчний та мiнiмальний.

Rem. У випадку гiперповерхнi поле середньої криви-
ни має вид H ξ, де ξ – одиничне нормальне поле, H –



скалярна середня кривина (взагалi кажучи, локаль-
но). Тодi умова паралельностi дає за властивiстю
нормального поля

0 = ∇⊥
X(H ξ) = X(H)ξ +H∇⊥

Xξ = X(H)ξ.

Cor. Поле середньої кривини гiперповерхнi паралель-
не тодi i тiльки тодi, коли її середня кривина H по-
стiйна на зв’язних компонентах M .

Rem. У таких випадках кажуть, що M – гiперповерх-
ня постiйної середньої кривини (CMC).

def. Цiлком омбiлiчний пiдмноговид з паралельним
полем середньої кривини називається зовнiшньою
сферою.



Ex. Цiлком геодезичнi пiдмноговиди, як ми бачили,
є зовнiшнiми сферами.

Rem. Тобто маємо наступнi класи пiдмноговидiв:

Pr.1. Будь-який цiлком омбiлiчний пiдмноговид у рi-
мановому многовидi постiйної секцiйної кривини є
зовнiшньою сферою.



2. Якщо (M, r) – зовнiшня сфера, то ∇⊥B = 0.

3. Якщо (M, r) – зовнiшня сфера, то R(X,Y )ξ =
R⊥(X,Y )ξ для будь-яких дотичних полiв X,Y та нор-
мального ξ.

▶ 1. випливає з останнього Pr. роздiлу про омбiлi-
чнiсть.

2. З Lem. роздiлу про омбiлiчнiсть, умова цiлком ом-
бiлiчностi дає ∇⊥

XB = g∇⊥
XH = 0 для будь-якого по-

ля X (це ми й позначили в умовi через ∇⊥B = 0).

3. З тiєї ж Lem., для цiлком омбiлiчного випадку
(R(X,Y )ξ)⊥ = R⊥(X,Y )ξ. При цьому дотична компо-
нента (R(X,Y )ξ)T = 0 в силу рiвняння Кодаццi та 2.
◀



Ex. Як ми бачили вище, гiперсфери радiуса R у En+1

цiлком омбiлiчнi й мають постiйну середню кривину
H = ±1

R (k1 = . . . = kn = ±1
R у кожнiй точцi). Тому це

приклад зовнiшньої сфери (i справедливостi Pr.1.)

Гiпотези площин i сфер Картана

def. Кажуть, що (n + q)-вимiрний рiмановий мно-
говид (M, g) задовольняє гiпотезу n-площин (вiд-
повiдно, n-сфер), якщо для будь-якої p ∈ M i для
будь-якого n-вимiрного пiдпростору σ ⊂ TpM iснує n-
вимiрний цiлком геодезичний пiдмноговид (вiдповiд-
но, n-вимiрна зовнiшня сфера) (M, r) i точка p ∈ M

така, що p = r(p) i σ = dpr(TpM).



Rem. Тобто у будь-якiй точцi у напрямку будь-якого
n-вимiрного пiдпростору дотичного простору можна
провести цiлком геодезичний пiдмноговид (вiдповiд-
но, зовнiшню сферу).

Rem. Оскiльки цiлком геодезичнi пiдмноговиди є зов-
нiшнiми сферами, якщо (M, g) задовольняє гiпоте-
зу n-площин, то вiн задовольняє й гiпотезу n-сфер
(тобто гiпотеза n-площин апрiорi сильнiша).

Ex.1. Гiпотеза n-площин тривiально вiрна при q = 0.

2. При n = 1 одновимiрнi цiлком геодезичнi пiдмно-
говиди – геодезичнi, тому гiпотеза 1-площин завжди
виконується за теоремою iснування геодезичних.



3. Для многовидiв (M, g) постiйної секцiйної криви-
ни виконана гiпотеза n-площин для будь-якого n, як
згадувалося в роздiлi про цiлком геодезичнi пiдмно-
говиди.

Th. (Картан) Нехай зв’язний рiмановий (M, g) за-
довольняє гiпотезу n-сфер для якогось n > 1 i ко-
вимiрностi q > 0. Тодi (M, g) має постiйну секцiйну
кривину.

▶ Для будь-якої p ∈ M нехай {u, v, w} – довiльна ор-
тонормована система з 3 векторiв у TpM (за умо-
вою вимiрнiсть M дорiвнює n + q ⩾ 3). В силу умо-
ви, iснує зовнiшня сфера (M, r) i p ∈ M такi, що
p = r(p), u = dpr(u), v = dpr(v) для деяких u, v ∈ TpM ,



i w ∈ NpM (доповнюємо u, v до базиса n-вимiрного
пiдпростора, що ортогональний w, i проводимо сфе-
ру у його напрямку). Тодi в силу Pr.3. вище

Rp(u, v)w = R⊥
p (u, v)w ∈ NpM.

Зокрема, gp(Rp(u, v)w, u) = 0. Для ортонормованої
{u, v, w} система {u, 1√

2
(v + w), 1√

2
(v − w)} також ор-

тонормована, тому для неї це теж виконується:

0 = gp

(
Rp

(
u,

1√
2
(v + w)

)
1√
2
(v − w), u

)
=

=
1

2

(
gp(Rp(u, v)v, u)− gp(Rp(u, v)w, u)+

+gp(Rp(u,w)v, u)− gp(Rp(u,w)w, u)
)
=



=
1

2

(
K(u, v)−K(u,w)

)
,

де другий i третiй доданки у передостаннiй суммi
нульовi за тим же фактом. Тут K(u, v) – секцiйна
кривина (M, g) у напрямку площини, що натягнута
на u та v, i використовується означення секцiйної
кривини.

Зауважимо, що для будь-яких площин σ, τ ⊂ TpM

iснує площина ρ ⊂ TpM така, що σ ⊥ ρ i τ ⊥ ρ у на-
ступному сенсi (див. мал. нижче): iснують ненульовi
вектори {u, v, w} такi, що σ ∩ ρ = {λu|λ ∈ R}, v ∈ σ,
w ∈ ρ, i u ⊥ v, u ⊥ w, v ⊥ w, i аналогiчно для τ i ρ

(Впр.)



Звичайно, усi цi вектори можна зробити одинични-
ми, отже вони утворять ортонормовану систему. В
силу доведеного, K(σ) = K(u, v) = K(u,w) = K(ρ),
i аналогiчно K(ρ) = K(τ). Тобто всi секцiйнi кри-
вини в p ∈ M збiгаються. В силу теореми Шура та
зв’язностi, (M, g) – постiйної секцiйної кривини. ◀

Cor. Те ж вiрно i для гiпотези n-площин.



Rem. Тобто гiпотези еквiвалентнi, i приклади вище
вичерпують усi випадки, коли вони виконуються.

Пiдмноговиди евклiдового простору

Нехай r : M → En+q – iзометричне занурення. Як
завжди, ототожнюємо для кожної p ∈ M дотичний
простiр Tr(p)Rn+q з Rn+q. Тодi dr(X) для поля X на
M – поле зi значеннями в Rn+q, тобто гладке вiд-
ображення M → Rn+q. Нехай r = (x1, . . . , xn+q), де
xa : M → R, a = 1, n+ q. Для локальних координат
(u1, . . . , un) на M нехай X = Xi ∂

∂ui
, тодi

dr(X) = Xi ∂x
a

∂ui
∂

∂xa
= X(xa)

∂

∂xa
= (X(x1), . . . , X(xn+q)),



де ми використали наше ототожнення. Позначимо
це поле через X(r). Нехай X = X

a ∂
∂xa i Y = Y

a ∂
∂xa

продовжують dr(X) i dr(Y ) вiдповiдно, тобто в то-
чках M виконується X

a = X(xa) i Y a = Y (xa) для усiх
a = 1, n+ q. Тодi, оскiльки зв’язнiсть En+q пласка,
формула коварiантного диференцiювання дає

∇XY = X
a ∂Y

b

∂xa
∂

∂xb
.

У точках M аналогiчно до конструкцiй розкладень
Гаусса i Вейнгартена (як само?) маємо:

∇XY = X(xa)
∂(Y (xb))

∂xa
∂

∂xb
= X(Y (xb))

∂

∂xb
=

= (X(Y (x1)), . . . , X(Y (xn+q))),

що позначаємо через X(Y (r)).



Ex. Повернемося до афiнної гiперсфери Sn
R(x0) = {x |

|x−x0| = R} ⊂ En+1. У цьому випадку r : Sn → En+1 –
вкладення (тобто включення), що задовольняє умо-
вi 〈r − x0, r − x0〉 = R2. Продиференцiюємо цю фун-
кцiональну рiвнiсть у напрямку довiльного поля X

на Sn:

2〈X(r)− 0, r − x0〉 = 0.

Тобто dr(X) ⊥ r − x0 (у En+1) для будь-якого X.
Звiдси, r − x0 – нормальне поле, i

ξ := ±
r − x0
|r − x0|

= ±
r − x0

R

є (глобальним) одиничним нормальним полем. Про-
дифференцюємо ще раз за полем Y на M :

〈Y (X(r)), r − x0〉+ 〈X(r), Y (r)〉 = 0;



〈∇YX,±Rξ〉 = −〈dr(X), dr(Y )〉 = −g(X,Y )

за означенням першої ф.ф. В силу розкладення Га-
усса злiва тут стоїть ±Rb(Y,X), тобто (враховую-
чи симетричнiсть) знову ж маємо b = ∓1

R g, отже
Sn
R(x0) – цiлком омбiлiчний iз середньою кривиною

H = ∓1
R (зовнiшня сфера).

Впр. Перевiрити, що для довiльної ковимiрностi q

афiнна n-вимiрна сфера S
n+q−1
R (x0)

⋂
σn+1 ⊂ En+q –

теж цiлком омбiлiчна, а отже повинна бути зовнi-
шньою сферою, знайти її поле середньої кривини
i переконатися у його паралельностi. Тут σn+1 –
афiнний (n + 1)-вимiрний пiдпростiр, що проходить
через x0 (наприклад, можна використати пару вкла-
день Sn → σn+1 → En+q, друге з яких цiлком геоде-
зичне, або додатковi умови на r).



Th. Нехай (M, r) – цiлком омбiлiчна гiперповерхня в
En+1. Тодi образи зв’язних компонент M мiстяться
у афiнних гiперплощинах або афiнних гiперсферах.

▶ З Pr.1., (M, r) – зовнiшня сфера, тобто має по-
стiйну середню кривину H (на зв’язних компонен-
тах) вiдносно одиничного нормального поля ξ (нам
воно важливе з точнiстю до множення на −1, тому
його локальний характер несуттєвий). Розглянемо
довiльну зв’язну компоненту (тому далi без обме-
ження загальностi вважаємо M зв’язним) i два ви-
падки для неї:

1. Якщо H = 0, то з цiлком омбiлiчностi маємо b = 0,
тобто (M, r) – цiлком геодезичний, а тому r(M), як



ми знаємо, є областю гiперплощини. Перевiримо та-
кож це аналiтично. Використаємо позначення як ви-
ще. Оскiльки ∇ пласка, для ξ = ξa ∂

∂xa (що теж в силу
ототожнення вважаємо полем в Rn+1) i довiльного
поля X на M аналогiчно до мiркувань вище маємо

∇Xξ = X(ξa)
∂

∂xa
= (X(ξ1), . . . , X(ξn+1)),

що позначаємо через X(ξ). Розкладення Вейнгарте-
на тодi має вигляд

X(ξ) = ∇Xξ = −dr(AξX) = −dr(H X) = 0.

Тобто ξ – постiйне. Оскiльки для будь-якого X

X〈r, ξ〉 = 〈X(r), ξ〉+ 〈r,X(ξ)〉 = 〈dr(X), ξ〉 = 0,

функцiя 〈r, ξ〉 постiйна, а отже r(M) мiститься у гi-
перплощинi з рiвнянням вигляду 〈x, ξ〉 = C.



2. Аналогiчно, якщо H 6= 0, то для будь-якого X

розкладення Вейнгартена виглядає як

X(ξ) = ∇Xξ = −dr(AξX) = −H dr(X).

Покладемо ρ := r + ξ
H : M → Rn+1. Тодi

X(ρ) = X(r) +
1

H
X(ξ) = dr(X)−

1

H
H dr(X) = 0.

Тобто вiдображення ρ постiйне. При цьому

|r − ρ| = | −
ξ

H
| =

1

|H|
постiйне, тобто r(M) мiститься у гiперсферi Sn

1
|H|

(ρ)

з центром у ρ. ◀



Кривина i опуклiсть
гiперповерхонь евклiдового простору

Критичнi точки i форма Гессе

Нехай M – гладкий многовид, f – гладка функцiя
на M . Згадаємо, що p ∈ M є критичною точкою f
тодi й тiльки тодi, коли dpf = 0, що еквiвалентне
v(f) = dpf(v) = 0 для будь-якого v ∈ TpM . У ло-
кальних координатах (x1, . . . , xn) це рiвносильно умо-
вi ∂f

∂xi
(p) = 0 для i = 1, n. Зокрема, усi точки локаль-

них мiнiмумiв та максимумiв f (у тому числi глобаль-
них) є критичними.

def. Нехай p – критична точка f . Формою Гессe f
у p називається

Hessp f : TpM × TpM → R : Hessp f(v, w) := v(X(f)),



де X – векторне поле, що продовжує w на деякий
окiл U 3 p (тобто Xp = w).

Pr. Hessp f коректно визначена i є симетричною бi-
лiнiйною формою на TpM .

▶ Нехай v, w ∈ TpM , а X,Y продовжують v, w вiдпо-
вiдно на вiдкриту U 3 p.

v(Y (f))− w(X(f)) = (X(Y (f))− Y (X(f)))(p) =

= ([X,Y ](f))(p) = [X,Y ]p(f) = 0,

оскiльки p – критична для f . Т.ч., v(Y (f)) = w(X(f)).
Оскiльки лiва частина тут не залежить вiд X, а пра-
ва – вiд Y , вони обидвi не залежать вiд X i Y (тiльки



вiд f , p, v i w). Це й означає коректнiсть. Звiдси i з
означення:

Hessp f(v, w) = Hessp f(w, v).

Бiлiнiйнiсть очевидно випливає з властивостей ди-
ференцiювання. ◀

Rem. У локальних координатах для i, j = 1, n:

(Hessp f)ij = Hessp f
(

∂

∂xi
,

∂

∂xj

)
=

=
∂

∂xi

(
∂f

∂xj

)
=

∂2f

∂xi ∂xj
(p).

Тобто локальна матриця форми – це матриця Гессе
локального задання f (а ї ї визначник – його гессiан).



З вiдомих фактiв про функцiї на Rn, що застосову-
ються до локального завдання f , тодi випливає:

Cor. Функцiя f має у p (строгий) локальний макси-
мум тодi й тiльки тодi, коли p – критична точка f

i Hessp f недодатно (вiдповiдно, вiд’ємно) визначена.

Функцiя f має у p (строгий) локальний мiнiмум тодi
й тiльки тодi, коли p – критична точка f i Hessp f
невiд’ємно (вiдповiдно, додатно) визначена.

Це, зокрема, вiдноситься до глобальних екстрему-
мiв, що є окремими випадками локальних.

Pr. Нехай (M, r) – (гладкий) компактний пiдмного-
вид у евклiдовому просторi En+q. Тодi iснують такi



p ∈ M i ν ∈ NpM , що оператор Aν строго знакови-
значений (вiдносно першої ф.ф. (M, r) у p).

▶ Визначимо f : M → R : f(p) := 〈r(p), r(p)〉. Очеви-
дно, вона гладка. Оскiльки M – компакт, iснує p –
точка глобального максимума f . Оскiльки p крити-
чна, для будь-якого v ∈ TpM аналогiчно мiркуванням
у попередньому роздiлi маємо

0 = v(f) = 2〈v(r), r(p)〉 = 2〈dpr(v), r(p)〉.

Тобто r(p) ∈ NpM . Покладемо ν := −r(p) (це не
нуль, бо iнакше пiдмноговид вироджується в точку).
Оскiльки p – точка максимума, для будь-якого v ∈
TpM

0 ⩾ Hessp f(v, v) = [продовжуємо v полем X] =



= v(X(f)) = v(2〈dr(X), r〉) = [див. попереднiй роздiл] =

= 2(〈∇XX, r〉+ 〈dr(X), dr(X)〉)(p) =

= 2(〈Bp(v, v),−ν〉+ 〈dpr(v), dpr(v)〉) =

= 2(−gp(Aνv, v) + gp(v, v))

за розкладенням Гаусса, зв’язком другої ф.ф. з опе-
ратором Вейнгартена i означенням першої ф.ф. Тоб-
то gp(Aνv, v) ⩾ gp(v, v). Оскiльки gp додатно визначе-
на, Aν – теж: gp(Aνv, v) ⩾ gp(v, v) > 0 для будь-якого
вектора 0 6= v ∈ TpM . ◀

Cor. В евклiдовому просторi не iснує компактних мi-
нiмальних пiдмноговидiв.



▶ Для p i ν з попереднього Pr.

〈Hp, ν〉 =
1

n
TrAν 6= 0,

тому Hp 6= 0. ◀

Rem. Iснує зв’язок мiж топологiєю многовида та iн-
дексами форм Гессе критичних точок функцiй на
ньому, що встановлюється теорiєю Морса. Див., на-
приклад, Хiрш, або Дж. Мiлнор, Теорiя Морса.

Локальна опуклiсть

Далi у цьому роздiлi (M, r) – (гладка) гiперповерхня
в евклiдовому просторi En+1, усi позначення стан-
дартнi. Як i ранiше, для p ∈ M вважаємо dpr(TpM)



пiдпростором Rn+1, але тепер перенесемо його в
r(p) (тобто розглянемо афiнний дотичний пiдпро-
стiр Tp(M, r)).

def. Назвемо гiперповерхню (M, r) локально опуклою
в p ∈ M , якщо dpr(TpM) – опорна гiперплощина мно-
жини r(M) ∩ U для деякої вiдкритої U 3 r(p) (тобто
r(M)∩U лежить в одному замкненому напiвпросто-
рi вiдносно dpr(TpM)). Якщо при цьому r(M) ∩ U ∩
dpr(TpM) = r(p), будемо звати (M, r) строго локаль-
но опуклою в p.



Pr. Нехай ν 6= 0 – нормальний вектор гiперповерхнi
(M, r) в p. (M, r) (строго) локально опукла в p то-
дi й тiльки тодi, коли Aν (строго) знаковизначений
(вiдносно першої ф.ф. гiперповерхнi у p).

▶ Отже, ν – вектор нормалi dpr(TpM). Тодi з попе-
реднього def., (M, r) (строго) локально опукла в p

тодi й тiльки тодi, коли функцiя f := 〈r − r(p), ν〉
(що, очевидно, є гладкою) має в p точку (строгого)



екстремума (також див. мал. нижче). Вiдповiдно до
результатiв попереднього пiдроздiлу, це еквiвален-
тне тому, що для будь-якого v ∈ TpM

0 = v(f) = 〈v(r)− 0, ν〉 = 〈dpr(v), ν〉

(це завжди вiрно, бо ν нормальний), а вираз

Hessp f(v, v) = v(X(f)) = v(〈dr(X), ν〉) =

= 〈∇XX, ν〉(p) = 〈Bp(v, v), ν〉 = gp(Aνv, v)

зберiгає знак (вiдповiдно, строго зберiгає знак при
v 6= 0), де, як i ранiше, X – це поле, що продовжує v.
Це i є потрiбна умова знаковизначеностi. ◀

Rem. Зокрема, строга локальна опуклiсть означає,
що точка p елiптична. Геометричний сенс знаку Aν

умовно проiлюстровано на малюнках:



Тобто: Aν ⩾ 0 ⇔ 0 – локальний мiнiмум f у p ⇔
f ⩾ 0 на околi V 3 p ⇔ ν напрямлений ”усередину
опуклостi”, тобто r(M) ∩ U лежить у напiвпросторi,
що задається вектором ν.

Aν ⩽ 0 ⇔ 0 – локальний максимум f у p ⇔ f ⩽ 0

на околi V 3 p ⇔ ν напрямлений ”назовнi опуклостi”,
тобто r(M)∩U лежить у напiвпросторi, що задається
вектором −ν.



I аналогiчно для випадкiв строгої локальної опукло-
стi у точцi.

Глобальна опуклiсть

def. Гiперповерхня (M, r) називається (глобально)
опуклою, якщо r(M) = ∂B, де B ⊂ En+1 – опукла
пiдмножина: для будь-яких x, y ∈ B вiдрiзок [x, y]

з кiнцями в цих точках мiститься у B.

Pr. Якщо гiперповерхня (M, r) опукла, то для будь-
якої p ∈ M (M, r) локально опукла в p.

▶ Отже, r(M) = ∂B = ∂B, де B опукла, а отже й
B опукла. Тодi для будь-якої p ∈ M iснує опорна



гiперплощина B у r(p) (це випливає з теореми Хана-
Банаха для скiнченновимiрного випадку). Зокрема,
це опорна гiперплощина r(M) ⊂ B. Тобто 0 = f(p) –
глобальний екстремум гладкої функцiї f := 〈r−r(p), ν〉,
де ν – вектор нормалi опорної гiперплощини. Звiд-
си, 0 = v(f) = 〈dpr(v), ν〉 для будь-якого v ∈ TpM

як у доведеннi попереднього Pr., тобто опорна гi-
перплощина збiгається з дотичною, а це й означає
опуклiсть у p. ◀

Rem. Локальна опуклiсть не обов’язково буде стро-
гою (див. перший з малюнкiв знизу). З локальної
опуклостi в будь-якiй точцi (навiть строгої), взага-
лi кажучи, не випливає опуклiсть, потрiбнi додатко-
вi умови. На другому з малюнкiв наведено приклад



строго локально опуклої в кожнiй точцi неопуклої
поверхнi в E3, що утворена перенесенням дуги кола
уздовж спiралi (або просто кола):

Rem. Далi будемо розглядати тiльки гiперповерхнi,
у яких iснує неперервне одиничне нормальне поле
(можна показати, що тодi iснує i гладке). В En+1

ця умова рiвносильна орiєнтовностi. Далi фiксуємо
таке поле ξ.



def. Нехай гiперповерхня (M, r) орiєнтовна, ξ : M →
En+1 – її одиничне (тобто |ξ| = 1) нормальне поле.
Переносячи початки векторiв ξp, p ∈ M , у 0, визначи-
мо Φ: M → Sn : Φ(p) := ξp ∈ Sn. Φ зветься гауссовим
вiдображенням (M, r).

Rem. Тут ξp ∈ Sn, бо |ξ| = 1. Iншими словами, за
побудовою ξ = ρ ◦ Φ, де ρ : Sn → En+1 – стандартне



вкладення сфери. Теорема Гаусса про площу сфе-
ричного образа у багатовимiрному випадку узагаль-
нюється наступним чином:

Th. (Гаусса про об’єм гауссового образа) Для орiєн-
тованої гiперповерхнi (M, r) i кубовної (тобто з ком-
пактним замиканням i границею мiри 0 за Жорда-
ном) D ⊂ M ∫

D

Φ∗dVh =
∫
D

|K|dVg,

де Φ∗dVh – дiя кодиференцiала гауссового вiдобра-
ження Φ на рiманову форму об’єму dVh стандартної
метрики (першої ф.ф.) h сфери Sn, dVg – рiманова
форма об’єму першої ф.ф. g гiперповерхнi, K – її
кривина Гаусса – Кронекера.



▶ Впр. ◀

Rem. Якщо Φ: D → Φ(D) – дифеоморфiзм, то∫
D

Φ∗dVh =
∫

Φ(D)

dVh = V ol(Φ(D)),

тобто злiва у формулюваннi Th. стоїть саме об’єм
гауссового образу множини D у сферi (Впр.).

Lem. Φ – локальний дифеоморфiзм у p ∈ M тодi й
тiльки тодi, коли Aξp невироджений.

▶ Отже, ξ = ρ ◦ Φ, де ρ : Sn → En+1 – вкладення.
Оскiльки ρ має максимальний ранг n у всiх точках,
Φ – локальний дифеоморфiзм у p тодi й тiльки тодi,



коли ξ має максимальний ранг n у p (як вiдображен-
ня в Rn+1). Це еквiвалентне тому, що dpξ(v) 6= 0 для
будь-якого 0 6= v ∈ TpM . Нехай у локальних коорди-
натах v = vi ∂

∂ui
i ξ = ξa ∂

∂xa. Тодi

0 6= dpξ(v) = vi
∂ξa

∂ui
(p)

∂

∂xa
= v(ξ) =

= [див. попереднiй роздiл] = ∇vξ =

= [розкладення Вейнгартена] = −dpr(Aξpv).

Оскiльки r – занурення, dpr – лiнiйна iн’єкцiя, тому
це еквiвалентне умовi Aξpv 6= 0 для будь-якого v 6= 0,
тобто невиродженостi Aξp. ◀

Th. (Адамар) Нехай (M, r) – орiєнтовна компактна
зв’язна гiперповерхня в En+1, де n ⩾ 2. Тодi наступнi
твердження еквiвалентнi:



1. (M, r) строго локально опукла в кожнiй точцi.

2. Гауссове вiдображення Φ: M → Sn – дифеомор-
фiзм.

3. Кривина Гаусса – Кронекера K(p) 6= 0 для будь-
якої p ∈ M .

Якщо виконана будь-яка з цих умов, то гiперповерх-
ня опукла.

Rem. Як ми знаємо з попереднього пiдроздiлу, умо-
ва 1. еквiвалентна тому, що для будь-яких p ∈ M

i 0 6= ν ∈ NpM оператор Aν строго знаковизначе-
ний, тобто визначений додатно чи вiд’ємно. Бiльш



того, для неперервного одиничного нормального по-
ля ξ вiдображення p 7→ signAξp неперервне (чому?).
Зi зв’язностi тодi випливає, що знак зберiгається на
усьому M : Aξp > 0 для будь-якого p або Aξp < 0 для
будь-якого p. Аналогiчно, в 3. зi зв’язностi витiкає,
що K > 0 на M або K < 0 на M . При парновимiрно-
му M зi знаковизначеностi усiх Aν тодi випливає, що
K > 0. Зокрема, при n = 2 три першi умови еквiва-
лентнi тому, що гауссова кривина поверхнi додатна.

▶ 1. ⇒ 2. Отже, нехай ξ – одиничне нормальне по-
ле. В силу мiркувань з Rem., Aξ зберiгає знак. Не-
хай для визначеностi Aξp < 0 для будь-якої p ∈ M .
В силу Lem., Φ – локальний дифеоморфiзм у кожнiй
p ∈ M , тобто iснують вiдкритi U 3 p (у M) i V 3 Φ(p)



(у Sn) такi, що Φ: U → V – дифеоморфiзм. Зокрема,
Φ(p) – внутрiшня точка Φ(M). Тобто Φ(M) вiдкрита
в Sn. З iншого боку, оскiльки M – компакт, Φ(M) –
компакт, тому Φ(M) замкнена. Отже, Φ(M) – не-
порожня вiдкритозамкнена пiдмножина зв’язної Sn,
тому Φ(M) = Sn, тобто Φ – сюр’єкцiя.

Нехай тепер q ∈ Sn. Покажемо, що її прообраз Φ−1(q)
скiнченний. Дiйсно, припустимо, що Φ−1(q) – нескiн-
ченна множина. Оскiльки M – компакт, у Φ−1(q)
тодi iснує гранична точка p0 ∈ Φ−1(q) (вона нале-
жить Φ−1(q), оскiльки ця множина замкнена). Тобто
(U\{p0})∩Φ−1(q) 6= ∅ для будь-якої вiдкритої U 3 p0.
Бiльш того, U\{p0} мiстить нескiнченну кiлькiсть то-
чок з Φ−1(q) (наприклад, використаємо локальнi ко-
ординати i розглянемо в якостi околiв прообрази ев-
клiдових куль, радiуси яких прямують до нуля). Тодi



Φ на U – не бiєкцiя. Але з локальної дифеоморфно-
стi Φ в p0 випливає, що iснує її окiл U такий, що
Φ: U → Φ(U) – дифеоморфiзм, протирiччя.

Отже, для будь-якої q ∈ Sn маємо прообраз Φ−1(q) =
{p1, ..., pm}. I для кожного i = 1,m iснують вiдкритi
Ui 3 pi, Vi 3 q такi, що Φ: Ui → Vi – дифеоморфiзм.

Покладемо V :=
m⋂

i=1
Vi, i Ũi := Φ−1(V ) ∩ Ui для ко-

жного i = 1,m.



Тодi Φ−1(V ) =
m
t

i=1
Ũi – диз’юнктне об’єднання вiд-

критих множин, i для кожного i Φ: Ũi → V – гомео-
морфiзм. Отже, Φ: M → Sn – (сюр’єктивне) накри-
ття. Оскiльки Sn однозв’язна (бо n ⩾ 2), Φ – бiєкцiя
(бiльш того, гомеоморфiзм). Звiдси i з локальної
дифеоморфностi в кожнiй точцi випливає, що Φ –
дифеоморфiзм.

2. ⇒ 3. Якщо Φ – дифеоморфiзм, то з Lem. для
будь-якої p ∈ M маємо, що Aξp невироджений, а тодi
K(p) = detAξp 6= 0.

3. ⇒ 1. Знову ж, оскiльки detAξp = K(p) 6= 0 для ко-
жної p ∈ M , Aξp невироджений. В силу одного з Pr.



вище, iснує p така, що Aξp знаковизначений (ξp колi-
неарний ν з цього Pr., оскiльки dimNpM = 1). Тодi
в силу зв’язностi знаковизначенiсть зберiгається на
усьому M (Впр. – використати, наприклад, локальнi
координати та критерiй Сiльвестра).

Опуклiсть. Отже, нехай тепер виконанi умови 1.-3.

Знову ж для визначеностi можемо вважати, що Aξp <

0 для будь-якої p ∈ M (з 1. i Rem.). Тодi з ре-
зультатiв попереднього пiдроздiлу випливає, що для
кожної p ∈ M (M, r) строго локально опукла в p,
i f := 〈r − r(p), ξp〉 має в p строгий локальний макси-
мум 0. Нехай q – якась точка локального максимума
цiєї функцiї. Тодi для будь-якого v ∈ TqM

0 = v(f) = 〈v(r)− 0, ξp〉 = 〈dqr(v), ξp〉,



тобто dqr(TqM) ⊥ ξp, а тодi ξq = ±ξp. I далi,

0 ⩾ Hessq f(v, v) = v(X(f)) = 〈(∇XX)q, ξp〉 =

= ±〈Bq(v, v), ξq〉 = ±gq(Aξqv, v)

для будь-якого v ∈ TqM (тут, як i ранiше, поле X про-
довжує v на деякий окiл q). Оскiльки Aξq < 0, тут по-
винен бути знак +. Тобто ξq = ξp, отже Φ(q) = Φ(p),
i в силу бiєктивностi Φ (з 2.) q = p. Таким чином,
p – єдина точка максимума, тобто 0 – строгий гло-
бальний максимум f . Зокрема, якщо r(q) = r(p), то
f(q) = 0, i тому q = p, тобто r iн’єктивне.

Оскiльки r – iн’єктивне занурення i M – компакт, r –
вкладення. З 2. випливає, що M гомеоморфний Sn.
Використаємо (n-вимiрну) теорему Жордана:



Th. (Жордан) Нехай (топологiчний) многовид M го-
меоморфний Sn, i r : M → Rn+1 – топологiчне вкла-
дення (тобто r : M → r(M) – гомеоморфiзм). Тодi
Rn+1\r(M) = B1 t B2, де B1 i B2 – вiдкритi лiнiйно
зв’язнi множини, r(M) = ∂B1 = ∂B2, i B1 – обмежена
множина (вона зветься внутрiшнiстю r(M)), а B2 –
нi (зовнiшнiсть r(M)).

Доведемо, що у нашому випадку B1 опукла (за озна-
ченням, це й буде опуклiсть (M, r)). Припустимо, що
це не так, тобто iснують x, y ∈ B1 такi, що [x, y] 6⊂
B1. В силу лiнiйної зв’язностi B1, iснує набiр точок
x0 = x, x1, . . . , xm−1, xm = y такий, що [xi−1, xi] ⊂ B1

для кожного i = 1,m (чому?). Тодi iснує i0 таке, що
[x, xi0−1] ⊂ B1, але [x, xi0] 6⊂ B1.





Позначимо x(t) := (1 − t)xi0−1 + txi0. Тодi мiж 0 i 1

iснує t0 := inf{t | [x, x(t)] 6⊂ B1}. Аналогiчно, позна-
чимо xt0(s) := (1 − s)x + sx(t0), тодi мiж 0 i 1 iснує
s0 := inf{s | xt0(s) /∈ B1}. За побудовою, xt0(s0) –
точка ∂B1 = r(M), тобто xt0(s0) = r(p) для деякої
p ∈ M .

За побудовою, iснує окiл U 3 r(p) такий, що усi то-
чки r(M)∩U лежать в одному замкненому напiвпро-
сторi вiдносно опорної dpr(TpM) (в силу локальної
опуклостi), i перетин U з доповнюючим вiдкритим
напiвпростором складається з точок B1. Бiльш то-
го, оскiльки Aξp < 0, ξp напрямлений саме в цей на-
пiвпростiр (див. попереднiй пiдроздiл), тобто r(p)+



λξp ∈ B1 для достатньо малих λ > 0. З iншого бо-
ку, B1 (i r(M) в силу компактностi) обмежена, то-
му r(p) + λξp ∈ B2 для достатньо великих λ. Тодi
у цьому вiдкритому променi мiститься точка межi
∂B1 = ∂B2 = r(M), тобто iснує λ0 > 0 таке, що
r(p)+λ0ξp = r(q) для деякої q ∈ M . Тодi f(q) = λ0 > 0
(де, як i ранiше, f = 〈r−r(p), ξp〉). Але вище ми пока-
зали, що 0 є глобальним максимумом f при Aξp < 0,
тобто f ⩽ 0, протирiччя. ◀

Rem. Знаковизначенiсть оператора Вейнгартена еквi-
валентна такiй же знаковизначеностi другої ф.ф. в
силу зв’язку мiж ними.

Впр. Показати, що аналогiчне твердження вiрне й
при n = 1 (для жорданової кривої, кривина якої збе-
рiгає знак).



Впр. Показати, що при n = 2 опуклiсть компактної
зв’язної орiєнтовної поверхнi в E3 буде випливати
з умови, що слабша за 3.: K ⩾ 0 на M та iснує така
p ∈ M , що K(p) > 0.


