
Варiант 1

1. Встановити, чи може пляшка Клейна накривати двовимiрний тор (побудувати на-
криття, якщо так, довести, що не може, якщо нi).

2. Довести, що комплексний проєктивний простiр CP n = S2n+1/S1 однозв’язний. Тут
S2n+1 – одинична сфера у просторi Cn+1, що ототожнюється з R2n+2, i група S1 комплекс-
них чисел модуля 1 дiє обертаннями: λ · x = λx.

Варiант 2

1. Нехай (X,Y, p) – накриття з компактним хаусдорфовим Y . Довести, що X ком-
пактний тодi й тiльки тодi, коли p скiнченнолистове (тобто шар над будь-якою точкою
скiнченний). Для якої з двох iмплiкацiй тут використовується хаусдорфовiсть?

2. Знайти фундаментальну групу простору RP n \ RPm.

Варiант 3

1. Довести, що якщо (X,Y, p) i (X ′, Y ′, p′) –накриття, то й (X × X ′, Y × Y ′, p × p′) –
накриття.

2. Довести, що не iснує ретракцiї проєктивної площини на проєктивну пряму.

Варiант 4

1. Нехай p : X → Y i q : Y → Z – накриття з лiнiйно зв’язними базами i просторами.
Довести, що якщо q – скiнченнолистове (тобто шар над будь-якою точкою скiнченний) то
i q ◦ p : X → Z – накриття.

2. Нехай X – пiдпростiр однозв’язного Y . Довести, що якщо неперервне f : X → Z
можна продовжити на Y , то для будь-якої x ∈ X гомоморфiзм f∗ : π1(X, x) → π1(Z, f(x))
тривiальний (тобто вiдображає будь-який елемент групи в одиницю).

Варiант 5

1. Встановити, чи може проєктивна площина накривати двовимiрний тор (побудувати
накриття, якщо так, довести, що не може, якщо нi).

2. Нехай X – топологiчний простiр, x, y ∈ X, f, g ∈ C(I,X) – шляхи, f(0) = g(0) = x,
f(1) = g(1) = y. Довести, що iзоморфiзми фундаментальних груп π1(X, x) и π1(X, y), що
визначенi шляхами f i g, збiгаються тодi i тiльки тодi, коли [f ∗ g] належить до центру
π1(X, x).

Варiант 6

1. Довести, що будь-яке дволистове (тобто таке, всi шари якого складаються з двох
точок) накриття з лiнiйно зв’язними i локально лiнiйно зв’язними базою i простором є
регулярним.

2. Довести, що не iснує ретракцiї замкненого листа Мебiуса на його межу.

Варiант 7

1. Довести, що якщо (X,Y, p) – накриття, простори X та Y хаусдорфовi та задоволь-
няють другiй аксiомi злiченностi, а X – многовид, то Y є многовидом тiєї ж вимiрностi.

2. Знайти фундаментальну групу об’єднання кола S1 = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 = 1} i
вiдрiзка {(x, y) ∈ R2|x = 0,−1 < y < 1}.


