
Iснування i єдинiсть занурень

Наступна теорема узагальнює теорему Бонне з те-
орiї поверхонь i демонструє значення рiвнянь Гаусса
i Кодаццi. Через M

m
c тут i далi будемо позначати

стандартний m-вимiрний простiр постiйної секцiйної
кривини c: евклiдовий простiр Em для c = 0, сфе-
ру Sm

1√
c

(з iндукованою з Em+1 метрикою) для c > 0

та гiперболiчний простiр (в моделi Пуанкаре)

Hm
c :=

Rm
+,−

1

c (xm)2

m∑
i=1

(dxi)2


для c < 0, де Rm

+ = {x ∈ Rm | xm > 0}.

Th. (Основна теорема теорiї гiперповерхонь у про-
сторах постiйної кривини)



1. Iснування. Нехай M – однозв’язний n-вимiрний
гладкий многовид, g – рiманова метрика на M , а b –
симетрична 2-форма на ньому. Нехай цi форми за-
довольняють рiвняння Гаусса i Кодаццi для гiперпо-
верхнi у M

n+1
c :

c(g(X,W )g(Y, Z)− g(X,Z)g(Y,W )) = g(R(X,Y )Z,W )−

−(b(X,W )b(Y, Z)− b(X,Z)b(Y,W )),

(∇Xb)(Y, Z) = (∇Y b)(X,Z)

(для будь-яких гладких полiв X,Y, Z,W на M), де ∇
i R – рiманова зв’язнiсть i тензор кривини g вiдпо-
вiдно. Тодi iснує занурення r : M → M

n+1
c таке, що g

i b – його перша i друга (вiдносно деякого глобаль-
ного одиничного нормального поля) фундаменталь-
нi форми вiдповiдно.



2. Єдинiсть. Нехай M – зв’язний n-вимiрний орiєн-
товний гладкий многовид, r, r̃ : M → M

n+1
c – його

занурення з першими i другими ф.ф. g, g̃ i b, b̃ вiдпо-
вiдно. Нехай g = g̃ i b = b̃ або b = −b̃ (тотожно). Тодi
iснує iзометрiя F : Mn+1

c → M
n+1
c така, що r̃ = F ◦ r.

▶ Див., наприклад, Dajczer – Tojeiro. ◀

Rem. Тут можна вважати многовиди i занурення k-
гладкими, де k ⩾ 3, g – (k − 1)-гладкою, b – (k − 2)-
гладкою. Умова орiєнтовностi в другiй частинi не-
суттєва i потрiбна лише для коректної визначеностi
глобальних скалярних других ф.ф. вiдносно деяких
глобальних одиничних нормальних полiв (iнакше до-
ведеться говорити про ”форми, визначенi з точнi-
стю до знака” або вводити векторне розшарування



ранга 1, що перетвориться на нормальне при за-
нуреннi). У першiй частинi вона не згадується, бо
випливає з однозв’язностi.

Rem. Справедливою є також версiя цiєї теореми для
довiльної ковимiрностi, що включає вже нормальну
зв’язнiсть i рiвняння Рiччi, див. формулювання i до-
ведення там же.

Iснують також теореми єдиностi, що включають ли-
ше першу ф.ф., наприклад, теорема Кон-Фоссена
для опуклих поверхонь у E3 та її узагальнення Пого-
рєловим на негладкi поверхнi. Вони ще звуться ”те-
оремами про жорсткiсть”: пiдмноговид не можна не-
тривiально iзометрично ”згинати”, лише рухати у то-
му просторi, до якого вiн занурений.



Основнi рiвняння у локальних координатах

Використовуємо всi тi ж локальнi позначення i до-
мовленостi, що й вище. Тензори (поля) R i R ло-
кально задаються розкладеннями

R
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∂
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∂

∂uk

)
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∂ul
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)
∂

∂xa
= Rd

abc
∂

∂xd

для i, j, k = 1, n, a, b, c = 1, n+ q вiдповiдно з функцiо-
нальними коефiцiєнтами. Згадаємо, що тензор Рiма-
на – це 4-форма, що визначена як R(X,Y, Z,W ) :=
g(R(X,Y )Z,W ) (аналогiчно для R) i має локальнi ко-
ефiцiєнти

Rijkl = R
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для i, j, k, l = 1, n. I аналогiчно

Rabcd = R
(

∂

∂xc
,

∂

∂xd
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∂

∂xb
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∂

∂xa

)
= gaeR

e
bcd

для a, b, c, d = 1, n+ q.

Запишемо рiвняння Гаусса для X = ∂
∂uk

, Y = ∂
∂ul

, Z =
∂

∂uj
, W = ∂

∂ui
, i, j, k, l = 1, n. Злiва маємо (згадуючи,

що dr
(

∂
∂ui

)
= ri = rai

∂
∂xa, де rai = ∂xa

∂ui
):
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У правiй частинi перший доданок дорiвнює, очеви-



дно, Rijkl. Для другого:

g

(
B

(
∂

∂uk
,

∂

∂ui

)
, B

(
∂

∂ul
,

∂

∂uj

))
=

= g
(
bαkiξα, b

β
ljξβ

)
=

q∑
α=1

bαik b
α
jl

в силу ортонормованостi базиса нормальних полiв.
I аналогiчно для третього.

Cor. (Локальний запис рiвнянь Гаусса) Для будь-
яких i, j, k, l = 1, n

rai r
b
j r

c
k r

d
l Rabcd = Rijkl−

q∑
α=1

(
bαik b

α
jl − bαil b

α
jk

)
.



Rem. Рiвняння для загальних полiв можна вивести
з цих за лiнiйнiстю.

Rem. Для гiперповерхнi справа буде вираз з коефi-
цiєнтами скалярної другої ф.ф. Rijkl−(bik bjl−bil bjk).

Rem. Для (M, g) постiйної секцiйної кривини c злiва
буде c(gik gjl − gil gjk) (з формул вище).

Rem. Згадаємо локальну формулу для секцiйної кри-
вини у напрямку площини σ, що натягнута на v =

vi ∂
∂ui

i w = wi ∂
∂ui

:

Kint(σ) =
Rijkl v

iwj vkwl

(gik gjl − gil gjk) viwj vkwl
.



Для зовнiшньої кривини з виведення локального за-
пису рiвняння Гаусса маємо:

Kext(σ) =

∑
α

(
bαik b

α
jl − bαil b

α
jk

)
viwj vkwl

(gik gjl − gil gjk) viwj vkwl
.

Rem. Для гiперповерхнi у En+1 маємо звичнi рiвня-
ння Гаусса:

Rijkl = bik bjl − bil bjk.

Зокрема, при n = 2 єдиним нетривiальним (з точнi-
стю до симетрiй) буде

R1212 = b11 b22 − b212,

звiдки, записуючи формулу секцiйної кривини для
v = ∂

∂u1
, w = ∂

∂u2
, отримуємо вираз для гауссової



(єдиної секцiйної i єдиної зовнiшньої у кожнiй точцi)
кривини

K =
b11 b22 − b212
g11 g22 − g212

.

Тепер запишемо рiвняння Кодаццi для X = ∂
∂uj

, Y =
∂

∂uk
, Z = ∂

∂ui
, i, j, k = 1, n. Домножимо також обидвi

частини на локальне базисне нормальне поле ξα =

ξaα
∂

∂xa, α = 1, q. Аналогiчно до рiвнянь Гаусса, злiва
маємо

g
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)
= ξaα rbi r

c
j r

d
k Rabcd.



Для виразiв справа за означенням маємо(
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γ=1

µβγ|j ξγ − Γl
jk b

β
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ji b
β
kl ξβ.

Домножаючи на ξα, в силу ортонормованостi отри-
маємо (

∂bαik
∂uj

− Γl
jk b

α
il − Γl

ij b
α
kl

)
+ b

β
ikµβα|j.



Суму перших трьох виразiв тут зазвичай позначають
через bαik,j (коварiантна похiдна bαik за uj).

Cor. (Локальний запис рiвнянь Кодаццi) Для будь-
яких i, j, k = 1, n, α = 1, q

ξaα rbi r
c
j r

d
k Rabcd = bαik,j − bαij,k + b

β
ikµβα|j − b

β
ijµβα|k.

Rem. Знову ж, рiвняння для загальних полiв можна
отримати з цих. Для гiперповерхнi справа залишає-
ться лише вираз bik,j − bij,k з коварiантних похiдних
коефiцiєнтiв скалярної другої ф.ф., частина з коефi-
цiєнтами скрута зникає. Для пiдмноговида у много-
видi постiйної секцiйної кривини злiва буде 0. Ком-
бiнуючи цi двi умови, отримуємо класичнi рiвняння
Кодаццi

bik,j = bij,k.



Нарештi запишемо рiвняння Рiччi для X = ∂
∂ui

, Y =
∂

∂uj
, ξ = ξβ, η = ξα, i, j = 1, n, α, β = 1, q. Аналогiчно

до рiвнянь Кодаццi, злiва маємо

g

(
R
(

∂

∂ui
,

∂

∂uj

)
ξβ, ξα

)
= ξaα ξbβ rci r

d
j Rabcd.

Задамо R⊥ локально розкладенням

R⊥
(

∂

∂ui
,

∂

∂uj

)
ξβ = (R⊥)αβij ξα.

Впр. Аналогiчно до формули для локальних коефi-
цiєнтiв тензора кривини перевiрити, що

(R⊥)αβij =
µβα|j
∂ui

−
µβα|i
∂uj

+
q∑

γ=1

(
µβγ|j µγα|i − µβγ|i µγα|j

)



для будь-яких i, j = 1, n, α, β = 1, q. Зокрема, цей
вираз кососиметричний за парами i, j i α, β.

Виписуючи локальний вираз розкладення Вейнгар-
тена, ми встановили, що

Aξα

(
∂

∂ui

)
= bαik g

kl ∂

∂ul
,

звiдки маємо

Aξβ

(
Aξα

(
∂

∂ui

))
= bαik g

klAξβ

(
∂

∂ul

)
= bαik g

kl b
β
lm gms ∂

∂us

для будь-яких α, β, i. Мiняючи тут α i β мiсцями,
отримаємо вираз для комутатора:[

Aξβ
, Aξα

] ∂

∂ui
=
(
bαik b

β
lm − b

β
ik b

α
lm

)
gkl gms ∂

∂us
.



Тому в правiй частинi рiвняння Рiччi маємо

g

([
Aξβ

, Aξα

] ∂

∂ui
,

∂

∂uj

)
=
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bαik b

β
lm − b

β
ik b

α
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)
gkl gms gsj =

=
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bαik b

β
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β
ik b

α
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)
gkl δmj =

(
bαik b

β
lj − b

β
ik b

α
lj

)
gkl.

Cor. (Локальний запис рiвнянь Рiччi) Для будь-яких
i, j = 1, n, α, β = 1, q

ξaα ξbβ rci r
d
j Rabcd = −gkl

(
bαik b

β
jl − b

β
ik b

α
jl

)
+ (R⊥)αβij.

Rem. I знову випадок загальних полiв можна отри-
мати з цього. Для гiперповерхнi обидвi частини ну-
льовi. Для пiдмноговида у многовидi постiйної се-
кцiйної кривини злiва 0, i отримуємо ”зовнiшню” фор-
мулу для (R⊥)αβij.



Цiлком геодезичнi пiдмноговиди

Розглянемо гладкий рiмановий многовид (M, g) з рi-
мановою зв’язнiстю ∇. Тут i далi вважаємо, що
гладкiсть та, що необхiдна для конкретної задачi.

Згадаємо, що регулярна (гладка) крива γ : (α, β) →
M є геодезичною (M, g), якщо для її натуральної
параметризацiї (тобто такої, що g(γ′, γ′) = 1, але
достатньо, щоб це була константа) ∇γ′γ

′ = 0. Тут,
щоб знайти ∇γ′γ

′(s0) для s0 ∈ (α, β), треба продов-
жити γ′ на деяку вiдкриту U ∋ γ(s0) полем X (тоб-
то для будь-якого s ∈ γ−1(U) γ′(s) = Xγ(s)), i тодi
∇γ′γ

′(s0) := (∇XX)γ(s0) (як у конструкцiї лiвої ча-
стини розкладень Гаусса i Вейнгартена, i аналогiчно



доводиться незалежнiсть вiд продовження; насправ-
дi це окремий випадок тiєї конструкцiї).

Нагадаємо також, що для будь-якої p ∈ M i для будь-
якого v ∈ TpM iснує i єдина геодезична γ : (−ε, ε) → M

для деякого ε > 0 така, що γ(0) = p i γ′(0) = v

(тобто випущена з p у напрямку v). Єдинiсть тут
бiльш точно означає, що для будь-яких двох геоде-
зичних γ, µ : (α, β) → M якщо iснує t0 ∈ (α, β) таке,
що γ(t0) = µ(t0) i γ′(t0) = µ′(t0), то γ = µ тотожно.
Зауважимо, що постiйнi кривi γ = p, що випущенi
у напрямку v = 0, теж вважають геодезичними.

Нехай тепер (M, r) – пiдмноговид у рiмановому мно-
говидi (M, g) з першою ф.ф. g, усi iншi пов’язанi
об’єкти теж позначаємо як ранiше.



Pr. (Розкладення Гаусса для кривої) Для будь-якої
гладкої кривої γ : (α, β) → M маємо у кожнiй точцi
кривої ортогональне розкладення на дотичну i нор-
мальну компоненти:

∇(r◦γ)′(r ◦ γ)′ = dr(∇γ′γ
′) +B(γ′, γ′).

Rem. Тобто це рiвнiсть полiв уздовж кривої γ зi зна-
ченнями у TM . Їх можна визначити як гладкi вiд-
ображення ζ : (α, β) → TM такi, що для усiх t ∈ (α, β)

ζ(t) ∈ T(r◦γ)(t)M . Зокрема, справа

dr(∇γ′γ
′)(t) := dγ(t)r

(
∇γ′γ

′(t)
)
∈ dγ(t)r(Tγ(t)M) ⊂ T(r◦γ)(t)M

i

B(γ′, γ′)(t) := Bγ(t)(γ
′(t), γ′(t)) ∈ Nγ(t)M ⊂ T(r◦γ)(t)M.



▶ Продовжимо γ′ полем X на окiл U ∋ γ(t0) як вище.
У свою чергу, продовжимо dr(X) на окiл V ∋ r(γ(t0))
полем X (де вважаємо r(U) ⊂ V ). Тодi для всiх t ∈
γ−1(U)

Xr(γ(t)) = dγ(t)r(Xγ(t)) = dγ(t)r(γ
′(t)) = (r ◦ γ)′(t),

тобто X продовжує (r ◦ γ)′. Запишемо розкладення
Гаусса:

∇XX = dr(∇XX) +B(X,X).

Для будь-якого t ∈ γ−1(U) тодi за означеннями злiва
маємо у γ(t)

(∇XX)γ(t) = (∇XX)r(γ(t)) = ∇(r◦γ)′(r ◦ γ)′(t),

а справа –

dγ(t)r
(
(∇XX)γ(t)

)
+B(X,X)γ(t) =



= dγ(t)r
(
∇γ′γ

′(t)
)
+Bγ(t)(γ

′(t), γ′(t)),

тобто якраз праву частину потрiбної формули у t. ◀

Cor. Якщо r◦γ – геодезична (M, g), то γ – геодезична
(M, g).

▶ Натурально параметризуємо γ. Тодi

g((r ◦ γ)′, (r ◦ γ)′) = g(dr(γ′), dr(γ′)) = g(γ′, γ′) = 1,

тобто r◦γ теж натурально параметризована. Оскiль-
ки злiва у розкладеннi Гаусса маємо ∇(r◦γ)′(r◦γ)′ = 0,
то й справа обидвi компоненти нульовi, зокрема,
dr(∇γ′γ

′) = 0, а тодi й ∇γ′γ
′ = 0, бо r – занурення. ◀



def. Пiдмноговид (M, r) у рiмановому (M, g) нази-
вається цiлком геодезичним, якщо для будь-яких
p ∈ M i v ∈ TpM будь-яка геодезична γ многовида
(M, g), що випущена з r(p) у напрямку dpr(v), лежить
у r(M), тобто iснує крива γ в M така, що γ = r ◦ γ.



Rem. При цьому γ – геодезична в (M, g) з Cor. Iнши-
ми словами, цiлком геодезичнi пiдмноговиди ”скла-
даються” з геодезичних (M, g), що у них також є гео-
дезичними. Зокрема, ми можемо побудувати прикла-
ди цiлком геодезичних пiдмноговидiв у стандартних
просторах постiйної кривини c, бо маємо опис усiх
геодезичних таких просторiв.

Ex.1. У M
n+q
0 = En+q геодезичнi – промiжки пря-

мих, тому афiннi пiдпростори (а також їхнi вiдкритi
пiдмножини) цiлком геодезичнi.

2. При c > 0 геодезичнi M
n+q
c = S

n+q
1√
c

(стандартної

гiперсфери радiуса 1√
c
у Rn+q+1) – промiжки великих



кiл (тобто перетинiв S
n+q
1√
c

∩σ, де σ – площина Rn+q+1,

що проходить через 0). Тому вiдкритi пiдмножини
великих сфер (перетинiв S

n+q
1√
c

∩ σ, де σ – пiдпростiр

Rn+q+1, що проходить через 0) цiлком геодезичнi.

3. При c < 0 геодезичнi Mn+q
c = H

n+q
c (гiперболiчно-

го простору у моделi Пуанкаре) – промiжки напiвкiл
i напiвпрямих у Rn+q

+ , що ортогональнi до абсолюта



(гiперплощини {xn+q = 0}), тому вiдкритi пiдмно-
жини напiвсфер i напiвпросторiв, що ортогональнi
до абсолюта, – цiлком геодезичнi.

4. Одновимiрнi цiлком геодезичнi пiдмноговиди у будь-
якому рiмановому многовидi – це геодезичнi.

def. Пiдмноговид (M, r) у рiмановому (M, g) будемо
називати геодезичним в p ∈ M , якщо для будь-якого
v ∈ TpM будь-яка геодезична γ многовида (M, g), що
випущена з r(p) в напрямку dpr(v), лежить у r(M).

Rem. Звичайно, пiдмноговид цiлком геодезичний то-
дi й тiльки тодi, коли вiн геодезичний у кожнiй точцi.



Pr. (Аналiтичний критерiй геодезичностi)

1. Якщо B = 0, то (M, r) цiлком геодезичний.

2. Якщо (M, r) геодезичний у p ∈ M , то Bp = 0.

▶ 1. Отже, маємо якiсь p ∈ M , v ∈ TpM . Випустимо
з p геодезичну γ многовида (M, g), що задовольняє
рiвнянню ∇γ′γ

′ = 0, в напрямку v: γ : (−ε, ε) → M ,
γ(0) = p, γ′(0) = v. Тодi ї ї параметр s ”майже нату-
ральний”: g(γ′, γ′) = gp(v, v) тотожно за властивiстю
паралельного поля γ′ уздовж кривої, тобто постiйне.
У розкладеннi Гаусса маємо

∇(r◦γ)′(r◦γ)
′(s) = dγ(s)r

(
∇γ′γ

′(s)
)
+Bγ(s)(γ

′(s), γ′(s)) = 0



для усiх s, бо γ – геодезична i B = 0. Оскiльки

g((r ◦ γ)′, (r ◦ γ)′) = g(γ′, γ′) = gp(v, v)

постiйне, це означає, що r ◦ γ : (−ε, ε) → M – геоде-
зична (M, g), i для неї (r ◦ γ)(0) = r(p), (r ◦ γ)′(0) =

dpr(v). В силу єдиностi, всi геодезичнi (M, g), що ви-
пущенi з r(p) у напрямку образiв векторiв TpM , ма-
ють такий вигляд (для значень параметра за межа-
ми (−ε, ε) просто розглянемо ту ж саму конструкцiю
у вiдповiднiй точцi).

2. Для довiльного v ∈ TpM нехай γ : (−ε, ε) → M –
геодезична (M, g) така, що γ(0) = r(p), γ′(0) = dpr(v).
За умовою геодезичностi у p, тодi γ = r◦γ. Оскiльки
r – занурення, воно є iн’єкцiєю на якомусь околi p.



Тодi, вибравши ε > 0 достатньо малим, отримаємо
з r(γ(0)) = γ(0) = r(p), що γ(0) = p. I з

dpr(v) = γ′(0) = (r ◦ γ)′(0) = dpr(γ
′(0))

та iн’єктивностi dpr отримуємо γ′(0) = v. Отже при
s = 0 у розкладеннi Гаусса маємо:

∇γ′γ
′(0) = dpr

(
∇γ′γ

′(0)
)
+Bp(γ

′(0), γ′(0)).

Лiворуч маємо 0 (знову можемо вважати параметр
”майже натуральним” для обох кривих з тих же мiр-
кувань, що вище), тому праворуч обидва доданки
нульовi (оскiльки це дотична i нормальна компонен-
ти). Тобто для будь-якого v ∈ TpM Bp(v, v) = 0,
а тодi з симетричностi Bp(v, w) = 0 для будь-яких
v, w ∈ TpM . ◀



Rem. У 2. обернена iмплiкацiя, взагалi кажучи, не-
вiрна: у цилiндра над графiком кубiчної функцiї у E3,
що задається вiдображенням r(s, t) = (s, s3, t), у то-
чцi (0,0) другi похiднi r нульовi, тому b(0,0) = 0, але
геодезичностi у цiй точцi немає: дотична до графiку
не лежить у поверхнi.



Cor. Пiдмноговид цiлком геодезичний тодi й тiльки
тодi, коли його друга ф.ф. нульова.

Ex. Для (вiдкритих пiдмножин) афiнних пiдпросто-
рiв En+q у афiнних координатах другi похiднi rij = 0
(бо координатнi функцiї лiнiйнi), тому B = 0.

Pr. (Єдинiсть цiлком геодезичних пiдмноговидiв) Не-
хай (M, r) i (M̃, r̃) – цiлком геодезичнi повнi зв’язнi
пiдмноговиди у рiмановому (M, g) (тобто многовиди
M i M̃ зв’язнi, а рiмановi (M, g) i (M̃, g̃) з вiдповiд-
ними першими ф.ф. – повнi у сенсi повноти внутрi-
шньої метрики). Якщо iснують такi p ∈ M , p̃ ∈ M̃ , що
r(p) = r̃(p̃) i dpr(TpM) = dp̃r̃(Tp̃M̃), то r(M) = r̃(M̃).
Зокрема, якщо цi многовиди вкладенi, то вони еквi-
валентнi.



▶ З повноти i зв’язностi (M, g) та теореми Хопфа –
Рiнова випливає, що для будь-якої q ∈ M точки p

i q можна з’єднати найкоротшою. Її, у свою чергу,
в силу повноти можна продовжити до натурально
параметризованої геодезичної γ : R → M такої, що
γ(s0) = p i γ(s1) = q. Оскiльки (M, r) цiлком геодези-
чний, з розкладення Гаусса аналогiчно до доведень
вище маємо, що r ◦ γ – (натурально параметризова-
на) геодезична (M, g). При цьому (r ◦ γ)(s0) = r(p) =
r̃(p̃), i

(r ◦ γ)′(s0) = dpr(γ
′(s0)) ∈ dpr(TpM) = dp̃r̃(Tp̃M̃).

Тому з того, що (M̃, r̃) цiлком геодезичний, за озна-
ченням випливає, що iснує γ̃ : R → M̃ така, що r◦γ =
r̃ ◦ γ̃. Зокрема,

r(q) = r(γ(s1)) = r̃(γ̃(s1)) ∈ r̃(M̃).



Отже, r(M) ⊂ r̃(M̃). Аналогiчно доводиться r̃(M̃) ⊂
r(M). ◀

Rem. Це узагальнення теореми про єдинiсть геоде-
зичних.

Ex. Зокрема, у прикладах Ex.1.–3. вище через кожну
точку у напрямку кожного пiдпростора дотичного
простора можна провести цiлком геодезичний пов-
ний зв’язний вкладений пiдмноговид, що належить
до описаних там сiмейств. (Впр. Перевiрити це.) Це
означає, що з точнiстю до еквiвалентностi усi та-
кi пiдмноговиди належать до описаних (i є їхнiми
зв’язними вiдкритими пiдмножинами, якщо прибра-
ти вимогу повноти). Довiльнi повнi зв’язнi многови-
ди постiйної секцiйної кривини за теоремою Карта-
на – Кiллiнга отримуються з M

n+q
c факторизацiєю



за дiєю дискретної групи iзометрiй (що зберiгає ло-
кальнi конструкцiї), тому повний опис цiлком геоде-
зичних пiдмноговидiв можна отримати i для них.

Rem. Якщо Bp = 0 (зокрема, для геодезичного в p

пiдмноговида), рiвняння Гаусса дає для усiх u, v, w, z ∈
TpM

gr(p)(Rr(p)(dpr(u), dpr(v))dpr(w), dpr(z)) =

= gp(Rp(u, v), w, z).

Зокрема, для будь-якої площини σ ⊂ TpM маємо
K(dpr(σ)) = Kint(σ). З цим пов’язане наступне гео-
метричне визначення секцiйної кривини.



Для будь-яких q ∈ M i площини τ ⊂ TqM випусти-
мо з q рiзноманiтнi геодезичнi у напрямках векторiв
iз τ . Вони утворюють локально 2-вимiрний пiдмно-
говид (поверхню) (M, r) (чому?), що за побудовою
є геодезичною у p = r−1(q). Тодi K(τ) – це гауссова
кривина цiєї поверхнi у p.



Омбiлiчнiсть

Тут знову (M, r) – (гладкий) пiдмноговид вимiрно-
стi (тут i далi) ⩾ 2 у рiмановому (M, g). Згадаємо,
що у кожнiй p ∈ M оператор Вейнгартена A пiдм-
ноговида визначає бiлiнiйне Ap : NpM × TpM → TpM
таке, що для будь-яких поля X i нормального по-
ля ξ (на околi p) (AξX)p = (Ap)ξpXp. Зокрема, для
будь-якого ν ∈ NpM , фiксуючи його у якостi нор-
мального аргумента, визначаємо лiнiйний оператор
Aν := (Ap)ν(·): TpM → TpM – оператор Вейнгартена
у p, що вiдповiдає ν. З властивостей A випливає, що
Aν самоспряжений вiдносно gp.

def. (M, r) називають омбiлiчним у точцi p ∈ M (або
говорять, що p – омбiлiчна точка (M, r)), якщо для
будь-якого ν ∈ NpM iснує λ ∈ R таке, що Aν = λ idTpM .



Rem. Тут λ залежить вiд p i ν.

def. (M, r) називають цiлком омбiлiчним, якщо вiн
омбiлiчний у будь-якiй p ∈ M .

Ex. Якщо (M, r) геодезичний у p, то Bp = 0, тому
Ap = 0, отже Aν = 0 для будь-якого ν, i (M, r) омбi-
лiчний у p. Зокрема, цiлком геодезичнi пiдмноговиди
є цiлком омбiлiчними. У класичнiй диференцiальнiй
геометрiї поверхонь геодезичнi точки (точки спло-
щення) виключають з омбiлiчних. Наступне твер-
дження вiрне для будь-яких пiдмноговидiв:

Lem. Для будь-яких p ∈ M i ν ∈ NpM

gr(p)(Hp, ν) =
1

n
TrAν,



де n = dimM , H – поле середньої кривини пiдмного-
вида.

▶ Нехай {e1, . . . , en} – ортонормований базис TpM .
Тодi

gr(p)(Hp, ν) = gr(p)

1

n

n∑
i=1

Bp(ei, ei), ν

 =

=
1

n

∑
i

gp(Aν(ei), ei) =
1

n
TrAν

за зв’язком другої ф.ф. i оператора Вейнгартена та
з означення слiда лiнiйного оператора. ◀

Pr. (M, r) омбiлiчний у p тодi й тiльки тодi, коли
виконана одна з двох еквiвалентних умов:



1. Aν = gr(p)(Hp, ν) idTpM для будь-якого ν ∈ NpM ;

2. Bp(·, ·) = gp(·, ·)Hp.

▶ Еквiвалентнiсть омбiлiчностi i 1. випливає з Lem.
i того, що для дiагонального оператора Aν = λ idTpM

коефiцiєнт λ = 1
n TrAν.

Якщо виконується 1., то для будь-яких v, w ∈ TpM

маємо за зв’язком мiж другою ф.ф. i оператором
Вейнгартена

gr(p)(Bp(v, w), ν) = gp(Aνv, w) = gp(gr(p)(Hp, ν)v, w) =

= gr(p)(Hp, ν)gp(v, w) = gr(p)(gp(v, w)Hp, ν)



для будь-якого ν ∈ NpM , звiдки випливає 2. Якщо ж
виконується 2., то аналогiчним способом отримує-
мо, що для будь-якого ν

gp(Aνv, w) = gp(gr(p)(Hp, ν)v, w)

для будь-яких v, w ∈ TpM , звiдки маємо 1. ◀

Cor. (M, r) цiлком омбiлiчний тодi й тiльки тодi, коли
виконана одна з двох еквiвалентних умов:

1. AξX = g(H, ξ)X для будь-яких X, ξ;

2. B(X,Y ) = g(X,Y )H для будь-яких X,Y .

▶ Застосовуємо Pr. до значень цих полiв у кожнiй
точцi M . ◀



Rem. Для гiперповерхнi з (локальним) одиничним
нормальним полем ξ, якому вiдповiдають скалярна
друга ф.ф. b (B = b ξ) i середня кривина H (поле
середньої кривини H ξ), умови з Cor. набувають ви-
гляду вiдповiдно AξX = H X i b(X,Y ) = H g(X,Y )

(i так само для кожної точки).

Ex. Для гiперсфери радiуса R у En+1 маємо b = ±1
R g

(див. вище), тому вона цiлком омбiлiчна (i з постiй-
ною середньою кривиною H = ±1

R).

Lem. Нехай (M, r) – цiлком омбiлiчний. Тодi для будь-
яких полiв X,Y, ξ

1. ∇⊥
XB = g∇⊥

XH;



2. (R(X,Y )ξ)⊥ = R⊥(X,Y )ξ.

▶ 1. За означенням i попереднiм Cor.,

(∇⊥
XB)(Y, Z) = ∇⊥

XB(Y, Z)−B(∇XY, Z)−B(Y,∇XZ) =

= ∇⊥
X(g(Y, Z)H)− g(∇XY, Z)H − g(Y,∇XZ)H =

= g(Y, Z)∇⊥
XH+(X(g(Y, Z))− g(∇XY, Z)− g(Y,∇XZ))︸ ︷︷ ︸

0

H,

бо ∇ – рiманова зв’язнiсть g.

2. У правiй частинi рiвняннi Рiччi [Aξ, Aη] = 0, оскiль-
ки за Cor. Aξ i Aη ”дiагональнi” (точнiше, у кожнiй
p ∈ M оператори (Ap)ξp i (Ap)ηp пропорцiйнi тото-
жним), тому там залишається лише оператор кри-
вини нормальної зв’язностi. ◀



Pr. Нехай (M, r) – цiлком омбiлiчний пiдмноговид
у многовидi з постiйною секцiйною кривиною. То-
дi R⊥ = 0 i для будь-якого поля X на M ∇⊥

XH = 0.

▶ У цьому випадку в лiвих частинах рiвняня Кодаццi
та Рiччi маємо нулi, зокрема, рiвняння Рiччi та 2. в
Lem. вище тодi дають R⊥ = 0.

Iз рiвняння Кодаццi та 1. там же маємо для будь-
яких X,Y, Z на M

g(Y, Z)∇⊥
XH = g(X,Z)∇⊥

YH.

У кожнiй p ∈ M замiсть значень Y, Z пiдставимо (ко-
ректнiсть випливає з лiнiйностi) v, w ∈ TpM вiдповiд-
но такi, що w⊥Xp вiдносно gp i v = w ̸= 0 (нагадаємо,
що тут всюди вимiрнiсть M не менша за 2). Отри-
маємо (∇⊥

XH)p = 0. ◀


