










Основнi рiвняння геометрiї пiдмноговидiв

Почнемо з k-гладкого рiманового многовида (M, g),
де k ⩾ 3, а вимiрнiсть ⩾ 2. Як завжди, нехай ∇ – рiма-
нова зв’язнiсть g. Нагадаємо, що тензор (оператор)
кривини (M, g) визначається як вiдображення

R : X k−1(M)×X k−1(M)×X k−1(M) → X k−3(M):

X,Y, Z 7→ R(X,Y )Z := ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z.

Цей вираз є 3-лiнiйним вiдносно додавання i множе-
ння на функцiї з Ck−1(M), тобто, наприклад,

R(fX + hY, Z)W = fR(X,Z)W + hR(Y, Z)W,



i аналогiчно для iнших аргументiв. Звiдси випливає
його ”тензорнiсть”: для будь-якої p ∈ M i для будь-
яких полiв X,Y, Z на M вектор (R(X,Y )Z)p однозна-
чно визначений векторами Xp, Yp, Zp. Iншими слова-
ми, визначене 3-лiнiйне вiдображення

Rp : TpM × TpM × TpM → TpM

таке, що

(R(X,Y )Z)p = Rp(Xp, Yp)Zp

для будь-яких X,Y, Z.

Тензор кривини використовується для визначення
усього, що пов’язане з кривиною рiманових много-
видiв. Виникає природне питання: як, аналогiчно до



метрики i зв’язностi, перенести кривину на пiдмно-
говид? Отже, нехай (M, r) – k-гладкий пiдмноговид у
(M, g) вимiрностi n ⩾ 2. Усi пов’язанi з ним об’єкти
позначаємо як ранiше: g, ∇, B i т.д. Нехай тепер
X,Y, Z – гладкi поля на M . Позначимо

R(X,Y )Z : p ∈ M 7→ Rr(p)(dpr(Xp), dpr(Yp))dpr(Zp) ∈ Tr(p)M.

Це поле на M зi значеннями у TM ((k − 3)-гладке).
Щоб його знайти, для кожної p ∈ M продовжимо, як
ранiше, поля dr(X), dr(Y ), dr(Z) на деякий окiл r(p)
полями X,Y , Z вiдповiдно. В силу властивостей R,
тодi маємо

(R(X,Y )Z)p = (R(X,Y )Z)r(p).

За означенням,

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z =



= ∇X

(
∇Y Z

)
−∇Y

(
∇XZ

)
−∇

[X,Y ]
Z,

оскiльки за побудовою ∇Y Z продовжує ∇Y Z, ∇XZ

продовжує ∇XZ, i, як ми показали у одному з до-
ведень попереднього роздiлу, [X,Y ] продовжує поле
dr([X,Y ]). Тому для точок r(M) звiдси випливає

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,

де у перших двох членах ми застосовуємо ∇X i ∇Y

вiдповiдно до полiв на M зi значеннями у TM так са-
мо, як ми це робили ранiше з дотичними i нормаль-
ними полями; коректнiсть такого позначення дово-
диться аналогiчно до Lem.1. i 2. вище. При цьому
до цих полiв ми можемо застосувати розкладення
Гаусса, зокрема,

∇Y Z = dr(∇Y Z) +B(Y, Z).



Сума продовжень дотичного i нормального доданкiв
продовжує ∇Y Z (це не обов’язково те ж продовжен-
ня, що вище, але в силу коректностi це не важливо):(

∇Y Z
)
= ∇Y Z +B(Y, Z).

Тодi у точках r(M) з лiнiйностi, розкладень Гаусса
i Вейнгартена маємо

∇X∇Y Z = ∇X(∇Y Z) +∇X(B(Y, Z)) =

= dr (∇X∇Y Z)+B(X,∇Y Z)−dr
(
AB(Y,Z)X

)
+∇⊥

XB(Y, Z).

Мiняємо мiсцями X та Y :

∇Y∇XZ = dr (∇Y∇XZ) +B(Y,∇XZ)−

−dr
(
AB(X,Z)Y

)
+∇⊥

YB(X,Z).



Нарештi, розкладення Гаусса дає

∇[X,Y ]Z = dr
(
∇[X,Y ]Z

)
+B([X,Y ], Z).

Позначимо через R тензор кривини (M, g):

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z.

Тодi з формул вище робимо висновок:

Cor. Для будь-яких гладких полiв X,Y, Z на M

R(X,Y )Z = dr
(
R(X,Y )Z −AB(Y,Z)X +AB(X,Z)Y

)
+

+B(X,∇Y Z)−B(Y,∇XZ)−B([X,Y ], Z)+

+∇⊥
XB(Y, Z)−∇⊥

YB(X,Z).



Рiвняння Гаусса

Ортогонально спроєктуємо (R(X,Y )Z)p на dpr(TpM)

у кожнiй p ∈ M , отримавши дотичну компоненту

(R(X,Y )Z)T = dr
(
R(X,Y )Z −AB(Y,Z)X +AB(X,Z)Y

)
.

Iнколи цю рiвнiсть i звуть рiвнянням Гаусса, але ча-
сто її множать (вiдносно g) у точках r(M) на dr(W )

для деякого поля W на M . Тодi справа маємо

g
(
dr

(
R(X,Y )Z −AB(Y,Z)X +AB(X,Z)Y

)
, dr(W )

)
=

= g
(
R(X,Y )Z −AB(Y,Z)X +AB(X,Z)Y,W

)
=

= g(R(X,Y )Z,W )−g(B(X,W ), B(Y, Z))+g(B(Y,W ), B(X,Z))

за означенням g i зв’язком A з B.



Cor. (Рiвняння Гаусса) Для будь-яких гладких полiв
X,Y, Z,W на M

g(R(X,Y )Z, dr(W )) = g(R(X,Y )Z,W )−

− (g(B(X,W ), B(Y, Z))− g(B(X,Z), B(Y,W ))) .

Згадаємо, що для p ∈ M i 2-вимiрного векторного
пiдпростора (площини) σ ⊂ TpM секцiйною криви-
ною (M, g) (у p) у напрямку σ зветься

K(σ) =
gp(Rp(v, w)w, v)

gp(v, v)gp(w,w)− gp(v, w)2
,

де v, w – якась пара лiнiйно незалежних векторiв з σ;
це число не залежить вiд v, w, тiльки вiд σ i геометрiї
многовида.



Тут ми будемо цю секцiйну кривину звати внутрi-
шньою кривиною пiдмноговида (M, r) у напрямку σ

i позначати Kint(σ).

def. Зовнiшньою кривиною пiдмноговида (M, r) у на-
прямку площини σ ⊂ TpM зветься

Kext(σ) :=
gr(p)(Bp(v, v), Bp(w,w))− gr(p)(Bp(v, w), Bp(v, w))

gp(v, v)gp(w,w)− gp(v, w)2
,

де v, w ∈ σ – лiнiйно незалежнi вектори.

Впр. Вираз справа не залежить вiд вибору v, w, тiль-
ки вiд σ i геометрiї пiдмноговида (можна, наприклад,
довести це як для секцiйної кривини, перевiривши,
що g(B(X,W ), B(Y, Z))−g(B(X,Z), B(Y,W )) має тi ж



симетрiї, що й тензор Рiмана g(R(X,Y )Z,W ) много-
вида (M, g), за X,Y, Z,W ).

Cor. (Теорема Гаусса про кривину) Нехай p ∈ M

i σ ⊂ TpM – площина. Тодi секцiйна кривина (M, g)

у напрямку dpr(σ) ⊂ dpr(TpM) ⊂ Tr(p)M (це площина,
бо r – занурення) дорiвнює

K(dpr(σ)) = Kint(σ)−Kext(σ).

▶ Запишемо рiвняння Гаусса у p i пiдставимо v, w,w, v

(для лiнiйно незалежних v, w ∈ σ) замiсть значень
X,Y, Z,W вiдповiдно:

gr(p)(Rr(p)(dpr(v), dpr(w))dpr(w), dpr(v)) = gp(Rp(v, w)w, v)−

−
(
gr(p)(Bp(v, v), Bp(w,w))− gr(p)(Bp(v, w), Bp(v, w))

)
.



Подiливши на нормуючий знаменник

gr(p)(dpr(v), dpr(v))gr(p)(dpr(w), dpr(w))−gr(p)(dpr(v), dpr(w))2 =

= gp(v, v)gp(w,w)− gp(v, w)2

(за означенням g), отримаємо вирази для кривин. ◀

Rem. У випадку гiперповерхнi доданки, що мiстять
другу ф.ф., можна переписати з використанням вiд-
повiдної скалярної форми (для (локального) одини-
чного нормального поля ξ):

g(B(X,W ), B(Y, Z)) = g(b(X,W )ξ, b(Y, Z)ξ) = b(X,W )b(Y, Z),

i аналогiчно для другого. Так само зовнiшня криви-
на має вигляд:

Kext(σ) =
bp(v, v)bp(w,w)− bp(v, w)2

gp(v, v)gp(w,w)− gp(v, w)2
.



Rem. Нехай (M, g) має постiйну секцiйну кривину c.
Тодi, як вiдомо,

R(X,Y )Z = c(g(Y , Z)X − g(X,Z)Y ),

звiдки у точках r(M)

R(X,Y )Z = c(g(dr(Y ), dr(Z))dr(X)−g(dr(X), dr(Z))dr(Y )) =

= c(g(Y, Z)dr(X)− g(X,Z)dr(Y )).

Cor. (Рiвняння i теорема Гаусса для пiдмноговида
у просторi постiйної секцiйної кривини c) Для будь-
яких гладких полiв X,Y, Z,W на M

c(g(X,W )g(Y, Z)− g(X,Z)g(Y,W )) = g(R(X,Y )Z,W )−

− (g(B(X,W ), B(Y, Z))− g(B(X,Z), B(Y,W ))) .



Для будь-якої p ∈ M i площини σ ⊂ TpM

Kint(σ)−Kext(σ) = c.

Rem. Тобто зовнiшнi кривини однозначно визначенi
рiмановою геометрiєю (M, g) i зберiгаються при його
iзометрiях. Зокрема, при c = 0 Kint = Kext. У E3

при n = dimM = 2 (коли зовнiшня кривина, як i
секцiйна, у кожнiй точцi одна – гауссова кривина) це
i є оригiнальна теорема Гаусса (theorema egregium).

Ex. Розглянемо гiперсферу з центром x0 радiуса R

Sn
R(x0) := {x | 〈x− x0, x− x0〉 = R2} ⊂ En+1,



що задана (∞-гладким) вкладенням r : Sn → En+1

стандартної сфери. Нехай (u1, . . . , un) – якiсь локаль-
нi координати на U ⊂ Sn. Тодi, диференцiюючи умо-
ву з означення сфери

〈r − x0, r − x0〉 = R2

за ui, отримаємо (як i ранiше, тут всюди використо-
вуємо ототожнення TxRn+1 з Rn+1)

2〈ri, r − x0〉 = 0

для усiх i = 1, n, що означає 0 6= r − x0 ⊥ dpr(TpSn)
для усiх p ∈ U (а отже i для усiх p ∈ Sn, оскiль-
ки ця умова не залежить вiд локальних координат).
Тобто можна обрати (глобальне) гладке одиничне
нормальне поле двома способами:

ξ := ±
r − x0
|r − x0|

= ±
r − x0

R
.



Диференцiюємо попередню рiвнiсть ще раз за uj:

〈rij, r − x0〉+ 〈ri, rj〉 = 0,

тобто

bij = 〈rij, ξ〉 = ±
1

R
〈rij, r − x0〉 = ∓

1

R
〈ri, rj〉 = ∓

1

R
gij

для усiх i, j = 1, n. Тобто незалежно вiд локальних
координат b = ∓1

R g на Sn. Зокрема, з теореми Гаусса
тодi для будь-якої p ∈ Sn i площини σ ⊂ TpSn

Kint(σ) = Kext(σ) =
bp(v, v)bp(w,w)− bp(v, w)2

gp(v, v)gp(w,w)− gp(v, w)2
=

1

R2
,

тобто g – метрика на Sn постiйної секцiйної кривини
1
R2 (1 для стандартного вкладення).



Рiвняння Кодаццi

Тепер випишемо нормальну компоненту R(X,Y )Z,
проєктуючи його ортогонально на NpM у кожнiй то-
чцi p ∈ M :

(R(X,Y )Z)⊥ = ∇⊥
XB(Y, Z)−∇⊥

YB(X,Z)+

+B(X,∇Y Z)−B(Y,∇XZ)−B([X,Y ], Z) =

=
(
∇⊥

XB(Y, Z)−B(∇XY, Z)−B(Y,∇XZ)
)
−

−
(
∇⊥

YB(X,Z)−B(∇YX,Z)−B(X,∇Y Z)
)
.

Тут використали вiдсутнiсть скрута: ∇XY −∇YX =

[X,Y ].



def. Коварiантною похiдною другої ф.ф. B у напрям-
ку поля X ∈ X k−1(M) зветься вiдображення ∇⊥

XB

з X k−1(M)×X k−1(M) у (k − 2)-гладкi нормальнi по-
ля на M , що визначене рiвнiстю

(∇⊥
XB)(Y, Z) := ∇⊥

XB(Y, Z)−B(∇XY, Z)−B(Y,∇XZ).

Rem. Це аналог коварiантного диференцiювання (ска-
лярних) форм.

Pr. X,Y, Z 7→ (∇⊥
XB)(Y, Z) – симетричне за Y, Z i 3-

лiнiйне вiдносно додавання i множення на функцiї
(зокрема, ∇⊥

XB має тi ж властивостi, що B).

▶ Симетричнiсть та лiнiйнiсть вiдносно додавання
очевидно випливають iз властивостей B, ∇ i ∇⊥, як



i лiнiйнiсть вiдносно множення X на функцiї. Для Y :

(∇⊥
XB)(fY, Z) = ∇⊥

X(fB(Y, Z))−B(X(f)Y +f∇XY, Z)−

−B(fY,∇XZ) = f
(
∇⊥

XB(Y, Z)−B(∇XY, Z)−B(Y,∇XZ)
)
+

+X(f)B(Y, Z)−X(f)B(Y, Z) = f(∇⊥
XB)(Y, Z).

Аналогiчно (або випливає з симетрiї) i для Z. ◀

Rem. Така похiдна визначена i задовольняє Pr. не ли-
ше для B, але i для будь-якої ”форми зi значеннями
у нормальних полях”, що має тi ж властивостi.

Cor. (Рiвняння Кодаццi) Для будь-яких гладких по-
лiв X,Y, Z на M

(R(X,Y )Z)⊥ = (∇⊥
XB)(Y, Z)− (∇⊥

YB)(X,Z).



Rem. Для гiперповерхнi з (локальним) одиничним
нормальним полем ξ маємо B = b ξ, тому

(∇⊥
XB)(Y, Z) = ∇⊥

X(b(Y, Z)ξ)−b(∇XY, Z)ξ−b(Y,∇XZ)ξ =

= (X(b(Y, Z))− b(∇XY, Z)− b(Y,∇XZ)) ξ+b(Y, Z)∇⊥
Xξ.

Оскiльки ∇⊥
Xξ = 0 (див. вище), це дорiвнює добутку

(∇Xb)(Y, Z)ξ, де ∇Xb – ”звичайна” коварiантна по-
хiдна форми. Домножаючи на ξ рiвняння Кодаццi,
тодi отримаємо:

Cor. (Рiвняння Кодаццi для гiперповерхнi) Для будь-
яких гладких полiв X,Y, Z на гiперповерхнi M з оди-
ничним нормальним полем ξ

g(R(X,Y )Z, ξ) = (∇Xb)(Y, Z)− (∇Y b)(X,Z).



Rem. Якщо (M, g) має постiйну секцiйну кривину c,
то, як ми бачили,

R(X,Y )Z = c(g(Y, Z)dr(X)− g(X,Z)dr(Y ))

є дотичним полем, тобто його нормальна проєкцiя
нульова.

Cor. (Рiвняння Кодаццi для пiдмноговида у просторi
постiйної секцiйної кривини c) Для будь-яких глад-
ких полiв X,Y, Z на M

(∇⊥
XB)(Y, Z) = (∇⊥

YB)(X,Z).



Рiвняння Рiччi

Аналогiчно до R(X,Y )Z для (k − 1)-гладких полiв
X,Y i (k − 1)-гладкого нормального поля ξ на M

(тут – не обов’язково одиничного) визначимо

R(X,Y )ξ : p ∈ M 7→ Rr(p)(dpr(Xp), dpr(Yp))ξp ∈ Tr(p)M.

Це ((k − 3)-гладке) поле на M зi значеннями у TM .
З мiркувань, аналогiчних до доведення рiвняння Га-
усса, отримуємо, що

R(X,Y )ξ = ∇X∇Y ξ −∇Y∇Xξ −∇[X,Y ]ξ,

де ми знову використовуємо ”узагальненi” на довiль-
нi поля на M зi значеннями у TM ∇X i ∇Y . Знову ж,



аналогiчно до мiркувань вище, з розкладень Гаусса
i Вейнгартена маємо

∇Y ξ = −dr(AξY ) +∇⊥
Y ξ,

i тому

∇X∇Y ξ = −dr
(
∇X(AξY )

)
−B(X,AξY )−

−dr

(
A∇⊥

Y ξ
X

)
+∇⊥

X∇⊥
Y ξ.

Переставимо X i Y :

∇Y∇Xξ = −dr
(
∇Y (AξX)

)
−B(Y,AξX)−

−dr

(
A∇⊥

Xξ
Y

)
+∇⊥

Y∇⊥
Xξ.

Крiм того, з розкладення Вейнгартена:

∇[X,Y ]ξ = −dr(Aξ[X,Y ]) +∇⊥
[X,Y ]ξ.



Комбiнуючи цi вирази, отримуємо R(X,Y )ξ.

Впр. Дотична компонента R(X,Y )ξ збiгається з ви-
разом, що можна отримати з рiвняння Кодаццi i си-
метрiї R:

g(R(X,Y )ξ, dr(Z)) = −g(R(X,Y )Z, ξ).

Проєктуємо на нормальнi простори:

(R(X,Y )ξ)⊥ = −B(X,AξY ) +B(Y,AξX)+

+∇⊥
X∇⊥

Y ξ −∇⊥
Y∇⊥

Xξ −∇⊥
[X,Y ]ξ.

def. Оператором кривини нормальної зв’язностi ∇⊥

зветься вiдображення (гладких) полiв

R⊥ : X,Y, ξ 7→ R⊥(X,Y )ξ := ∇⊥
X∇⊥

Y ξ−∇⊥
Y∇⊥

Xξ−∇⊥
[X,Y ]ξ.



Впр. R⊥ має властивостi аналогiчнi до R (або R): 3-
лiнiйнiсть за всiма аргументами вiдносно додавання
i множення на функцiї (зокрема, це означає визна-
ченiсть R⊥

p у кожнiй p ∈ M), а також симетрiї

R⊥(X,Y )ξ = −R⊥(Y,X)ξ,

g(R⊥(X,Y )ξ, η) = −g(R⊥(X,Y )η, ξ)

для будь-яких полiв X,Y i нормальних полiв ξ, η на M .

Домножимо тепер праву частину (R(X,Y )ξ)⊥ на до-
вiльне нормальне (теж не обов’язково одиничне) по-
ле η. В силу зв’язку мiж A i B, першi два доданки
дають

−g(B(X,AξY ), η) + g(B(Y,AξX), η) =



= −g(AηX,AξY ) + g(AηY,AξX),

що, в силу ”самоспряженостi” Aξ i Aη, дорiвнює

−g(AξAηX,Y )+g(Y,AηAξX) = −g((Aξ◦Aη−Aη◦Aξ)X,Y ).

Далi позначаємо [Aξ, Aη] := Aξ ◦ Aη − Aη ◦ Aξ – ”опе-
раторний коммутатор”.

Cor. (Рiвняння Рiччi) Для будь-яких гладких полiв
X,Y i гладких нормальних полiв ξ, η на M

g(R(X,Y )ξ, η) = −g([Aξ, Aη]X,Y ) + g(R⊥(X,Y )ξ, η).

Rem. Для гiперповерхонь нормальнi простори одно-
вимiрнi, тому локально в околi кожної точки M зав-
жди ξ = fη або η = fξ для деякої функцiї f . В силу



симетрiй R, R⊥ (з Впр. вище) i кососиметричностi
[Aξ, Aη] за ξ, η, злiва i справа маємо нулi:

g(R(X,Y )ξ, ξ) = g(R⊥(X,Y )ξ, ξ) = g([Aξ, Aξ]X,Y ) = 0.

Rem. Для (M, g) постiйної секцiйної кривини c ана-
логiчно до мiркувань вище маємо

R(X,Y )ξ = c(g(dr(Y ), ξ)dr(X)− g(dr(X), ξ)dr(Y )) = 0.

Cor. (Рiвняння Рiччi для пiдмноговида у просторi по-
стiйної секцiйної кривини c) Для будь-яких гладких
полiв X,Y i гладких нормальних полiв ξ, η на M

g(R⊥(X,Y )ξ, η) = g([Aξ, Aη]X,Y ).


