
Задача 0.1. Побудуйте індикатрису дотичних для наступних плоских кри-
вих: 
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Опишіть індикатрису дотичних як траєкторію точки, що рухається по 
одиничному колу. 

 



Розв’язання: 
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*Задача 0.2. Побудуйте індикатрису дотичних для овалу Кассіні 
((x1 – 1)2 + (x2)2) ((x1 + 1)2 + (x2)2)  – c2 = 0 

Проаналізуйте залежність форми індикатриси від параметру с. 
 
Розвязання: 
Якщо 0 < | c |< 1, то овал Кассіні утворений з двох овалів. 
Для кожного з овалів індикатрисою дотичних є однократно вкрите коло. 

 
 



Якщо | c |=1, то овал Кассіні – це лемніската Бернуллі. 
Лемніската Бернуллі з виколотою точкою самоперетину (точка перегину 

для гілок кривої) розпадається на дві компоненти.  
Для кожної з цих компонент індикатриса дотичних представляє собою ¾ 

однократно вкритого кола. 
 

 
 



Якщо 1<| c |< 2, то овал Кассіні має чотири точки перегину. 
Якщо виколоти точки перегину, то овал Кассіні розпадається на чотири 

компоненти. 
Для кожної з цих компонент овалу Кассіні індикатриса дотичних предста-

вляє собою дугу кола, кінці якої визначається напрямками дотичної в гранич-
них точках перегину. 

 



В граничному випадку | c |= 2 пари точок перегину овалу Кассіні співпа-
дуть так, що на овалі Кассіні залишаться дві точки перегину. 

Якщо виколоти точки перегину, то овал Кассіні розпадається на дві ком-
поненти. 

Для кожної з цих компонент овалу Кассіні індикатриса дотичних предста-
вляє собою півколо. 

 
 
 



Якщо | c |> 2 , то овал Кассіні не містить точок перегину і є замкнутою 
опуклою кривою. Індикатриса дотичних представляє собою однократно вкри-
те коло. 

 



Зауваження. Для неявно заданої регулярної кривої 
F(x,y)=0 

кривина обчислюється за формулою 
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Як наслідок, точки перегину (k=0) неявно задано регулярної кривої зна-
ходяться з наступною системи: 
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Задача 0.3. Побудуйте індикатрису дотичних, індикатрису головних нор-
малей і індикатрису бінормалей для гвинтової лінії 
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Розв’язання: Згадаємо базис Френе: 
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Індикатриса дотичних:    
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Індикатриса головних нормалей:     
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Задача 0.4. Обчисліть інтегральну кривину зі знаком  для наступних 

плоских кривих: 
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Задача 0.5. Обчисліть інтегральну кривину зі знаком  для наступних 

плоских кривих: 
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де 1) m= – 1, 2) m=1, 3) m= – 1, 4) m= – 1, 5) m=– 5, 6) m= – 1, 
 



*Задача 0.6. Розглянемо регулярну криву γ в IR 3, задану натуральними рі-
вняннями 

k=k(s), κ=κ(s), 0 < s < L. 
Проаналізуйте регулярність та обчисліть довжину індикатриси дотичних, 

індикатриси головних нормалей і індикатриси бінормалей кривої γ. 
 
Розв’язання: 
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Задача 1. Розглянемо вертикальну пряму x1=r>0 в площині х1х3. Яка по-
верхня утворюється в IR 3 обертанням вказаної прямої навколо осі х3? Запишіть 
параметричне задання цієї поверхні і перевірте її регулярність. 

 

Задача 2. Розглянемо ланцюгову лінію 

⎩
⎨
⎧

=
=

tx
trx

3

1 cosh  

Яка поверхня утворюється в IR 3 обертанням цієї лінії навколо осі х3?  
Запишіть параметричне задання цієї поверхні і перевірте її регулярність. 
 



Задача 3. Розглянемо поверхню в IR 3, утворену обертанням кривої γ  
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навколо осі х3. Запишіть параметричне задання цієї поверхні, перевірте її ре-
гулярність та зробіть висновок про те, коли на поверхні обертання можуть ви-
никнути особливі точки (де порушується умова регулярності). 

Розв’язання. Поверхня обертання задається у вигляді 
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 ,    a < t < b,  α < φ < β. 
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Задача 4. Розглянемо циліндричну поверхню F, твірні прямі якої парале-
льні вертикальній координатні прямій х3, а базова крива лежить в площині х1х2 
і задається параметрично у вигляді 
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Запишіть параметричне задання поверхні F і перевірте її регулярність. 
 
Задача 5. Розглянемо криву γ на одиничній сфері S2 в IR 3, задану радіус-

вектором )(tx ξ
rr = . Розглянемо конічну поверхню F, утворену прямими,що про-

ходять через центр сфери і через точки кривої γ.  
Запишіть радіус-вектор конічної поверхні F і перевірте її регулярність. 


