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Лекція 8. Теорема про чотири вершини овалу.Інтегральна кри-
вина і нерівність Фенхеля. 

 

8.1. Теорема про чотири вершини овалу. 
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Твердження. Нехай γ – регулярна (класу С2) замкнута крива  в IR 2.  
Припустимо, що: 

1) крива γ не має точок самоперетину, 
2) кривина k > 0.  

Тоді крива γ є овалом. 
 
 



Нехай γ – регулярна (класу С2) крива в IR 2.  
 
Визначення. Вершиною кривої γ називається така її точка Р, в якій кри-

вина k має локальний мінімум або локальний максимум, тобто k'(P)=0 і при 
переході через точку Р похідна k' змінює знак. 

 

 
 
Теорема. Нехай γ – регулярна (класу С3) замкнута крива в IR 2, що не 

має точок самоперетину і точок перегину.  
 Тоді на кривій γ є щонайменше 4 вершини. 
 
 
 



 
 
 



 

 



 
 
 



 



 



 



Інтерпретація. Нехай γ – регулярна (класу С3) замкнута крива в IR 2, 
що не має точок самоперетину і точок перегину.  

 Тоді на еволюті кривої  γ є щонайменше 4 сингулярних точки. 
 

 
 

Уточнення. Нехай γ – регулярна (класу С3) замкнута крива в IR 2, що 
не має точок самоперетину і точок перегину.  

Припустимо, що крива  γ  має сталу ширину. 
Тоді крива γ має щонайменше 6 вершин. 

 



8.2. Індикатриса дотичних регулярної кривої в IR 3 

 

 
 



 
 
 
 
 



 
 

 





 
 
 
 
 



Задача.  
1. Доведіть, що якщо до кривої γ застосувати паралельний перенос або 

гомотетію, то її індикатриса дотичних γ# не зміниться.  
2. Доведіть, що якщо до кривої γ застосувати обертання, то таке ж обер-

тання буде застосовуватись і до її індикатриси дотичних γ#.  
3. Доведіть, що якщо на кривій γ змінити орієнтацію (напрям руху), то до 

індикатриси дотичних γ#  потрібно застосувати відображення сфери S2, яке ві-
дображає точки сфери в їх діаметрально протилежні точки. 
 
 
 



 
 
 
 
 



 
 



 
 



 



 



8.3. Індикатриса дотичних – випадок плоских кривих
 

Нехай γ – регулярна крива в площині IR 2.  
Індикатриса дотичних γ# кривої γ – це параметризація одиничного кола S1. 
 

Крива γ 
 

Індикатриса дотичних γ# 
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Приклади 1 
 

 
 
 



Приклад 2 

 
 
 
Приклад 3 
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Індикатриса дотичних γ# кривої γ, як траєкторія точки, що рухається по 
колу S1, представляється  функцією  

α=α(s) 
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Точкам перегину на кривій γ відповідають сингулярні точки на індикатри-
сі дотичних.  

Зміна знаку кривини k* при переході через точку перегину на кривій γ від-
повідає зміна напрямку рух по колу при побудові індикатриси дотичних γ#. 

 
Наслідок. Інтегральна кривина кривої γ дорівнює довжині індикатриси до-

тичних γ # з врахуванням кратності (пройдений шлях): 
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А інтегральна кривина зі знаком кривої γ дорівнює отриманий приріст ку-
та (переміщення) на індикатриси дотичних γ # : 
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