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Пiдмноговиди рiманового многовида
i перша фундаментальна форма

Тут i далi зазвичай будемо розглядати k-гладкий рi-
мановий многовид (M, g), k ⩾ 1 (де g – (k−1)-гладка
рiманова метрика), dimM = n+ q. Нехай (M, r) – k-
гладкий n-вимiрний пiдмноговид у M , тобто r : M →
M – k-гладке занурення. Тодi для кожної p ∈M dpr –
лiнiйна iн’єкцiя, а отже dpr : TpM → dpr(TpM) – лiнiй-
ний iзоморфiзм.

def. Нормальним простором (до) (M, r) (або просто
до M) у точцi p ∈ M називається ортогональне до-
повнення до dpr(TpM) в Tr(p)M (вiдносно gr(p)):

NpM := dpr(TpM)⊥.



Rem. Тобто у кожнiй p ∈ M маємо ортогональне
розкладення

Tr(p)M = dpr(TpM)
⊥⊕

gr(p)

NpM.



Rem. У спрощених позначеннях (якщо ототожнити
p з r(p), а TpM – з dpr(TpM)) воно має вигляд TpM =
TpM ⊕NpM .

Rem. Для M = Rn+q можна ототожнити Tr(p)M з
Rn+q, тодi NpM ⊂ Rn+q.

Rem. dimNpM = q. Якщо q = 1, (M, r) (або про-
сто M) називається гiперповерхнею у M ; q зветься
ковимiрнiстю пiдмноговида M у M : q = dimM −
dimM .

Впр. Аналогiчно до TM побудувати структури (k −
1)-гладких многовидiв на

TMM :=
∪
p∈M

Tr(p)M ⊂ TM



та

NM :=
∪
p∈M

NpM ⊂ TMM.

Rem. Їхнi вимiрностi дорiвнюють 2n+ q та n+ q вiд-
повiдно.

def. NM зветься нормальним розшаруванням пiдм-
ноговида (M, r) у (M, g).

def. Векторним полем на M зi значеннями в TM бу-
демо називати

η : M → TMM : p 7→ ηp ∈ Tr(p)M



Ex. Для векторного поля X на M визначимо поле
dr(X) наступним чином:

dr(X)p := dpr(Xp) ∈ dpr(TpM) ⊂ Tr(p)M

для кожної p ∈M . Це буде поле на M зi значеннями
в TM , а точнiше – зi значеннями у dr(TM) ⊂ TMM .

def. Нормальним векторним полем на M називається

ξ : M → NM : p 7→ ξp ∈ NpM.

Впр. Сформулювати локальнi критерiї гладкостi для
таких полiв аналогiчно до векторних полiв та форм.

Rem. Далi всi поля i форми вважаємо максимальної
можливої гладкостi k − 1, якщо не вказано iнше.



def. Нехай (M, r) – k-гладкий пiдмноговид у рiмано-
вому (M, g). Першою фундаментальною (квадрати-
чною) формою (M, r) зветься 2-форма g на M , що
визначається наступним чином:

g(X,Y ) := g(dr(X), dr(Y ))

для будь-яких полiв X,Y ∈ X k−1(M).

Rem. В означеннi записана рiвнiсть функцiй на M .
Вона означає, що для кожної точки p ∈M

g(X,Y )(p) = gr(p)(dpr(Xp), dpr(Yp)).

Звiдси випливає, що для будь-яких v, w ∈ TpM

gp(v, w) = gr(p)(dpr(v), dpr(w)).



Rem. Локально: нехай {gab}
n+q
a,b=1 – коефiцiєнти g у

локальних координатах (x1, . . . , xn+q) на V ⊂ M , а
(u1, . . . , un) – локальнi координати на U ⊂ M . У то-
чках p ∈ U ∩ r−1(V ) для i, j = 1, n маємо:

gij(p) = gp

(
∂

∂ui
,
∂

∂uj

)
= gr(p)

(
dpr

(
∂

∂ui

)
, dpr

(
∂

∂uj

))
=

= gr(p)

(
∂xa

∂ui
(p)

∂

∂xa
,
∂xb

∂uj
(p)

∂

∂xb

)
= gab(r(p))

∂xa

∂ui
(p)

∂xb

∂uj
(p),

де ∂xa

∂ui
(p) – частиннi похiднi координатного задан-

ня r у вiдповiдних локальних координатах. Тут за
iндексами a i b сума вiд 1 до n+q. Далi будемо позна-
чати (як ми вже робили для пiдмноговидiв у Rn+q)
для i = 1, n

ri := dr

(
∂

∂ui

)
=
∂xa

∂ui
∂

∂xa
.



Це поля, що заданi на координатному околi, i значе-
ння яких утворюють базиси dpr(TpM) у кожнiй його
точцi p ∈M .

Ex. Для (M, g) = En+q, тобто Rn+q з евклiдовою
метрикою в декартових координатах:

gab = δab =

[
1, a = b,
0, a 6= b.

Тому

gij = δab
∂xa

∂ui
∂xb

∂uj
=

n+q∑
a=1

∂xa

∂ui
∂xa

∂uj
= 〈ri, rj〉

для i, j = 1, n.



Pr. g – рiманова метрика на M .

▶ За лiнiйнiстю dr i бiлiнiйнiстю g у кожнiй точцi,
g – 2-форма, з вигляду локальних коефiцiєнтiв ви-
ще, вона (k − 1)-гладка. Симетричнiсть випливає з
симетричностi g:

g(Y,X) = g(dr(Y ), dr(X)) = g(dr(X), dr(Y )) = g(X,Y ).

Додатна визначенiсть: у будь-якiй p ∈M

gp(v, v) = gr(p)(dpr(v), dpr(v)) > 0

для будь-якого 0 6= v ∈ TpM , оскiльки dpr – лiнiйна
iн’єкцiя, отже dpr(v) 6= 0, i g додатно визначена. ◀

Cor. На будь-якому k-гладкому многовидi M iснує
(k − 1)-гладка рiманова метрика.



▶ З теореми про вкладення, iснує k-гладке вкладен-
ня r : M → RN для деякого натурального N . Введемо
на RN евклiдову метрику i розглянемо першу фун-
даментальну форму g на M . ◀

Rem. g ще називають метрикою, що iндукована на
M метрикою g (i зануренням r). Вiдображення рiма-
нових многовидiв r : (M, g) → (M, g) в цьому випадку
(тобто коли g – перша ф.ф.) називається iзометри-
чним зануренням.

Впр. Занурення r є iзометричним тодi й тiльки тодi,
коли воно переводить кусково гладкi шляхи (M, g) у
шляхи (M, g) тiєї ж довжини: lg(γ) = lg(r ◦ γ).



Аналогiчно до теорем про вкладення iснують (сут-
тєво складнiшi) теореми про iснування iзометричних
вкладень:

Th.1. (Дж. Неш) Для будь-якого k-гладкого рiма-
нового (M, g), де k ≥ 3, iснує k-гладке iзометричне
вкладення r : (M, g) → EN для деякого N .

2. (Дж. Неш – К. Кейпер) Для будь-якого ∞-гладкого
n-вимiрного рiманового (M, g) i для будь-якого ε >

0 iснує 1-гладке iзометричне вкладення r : (M, g) →
Bε(0) ⊂ E2n (тобто у 2n-вимiрну вiдкриту евклiдову
кулю радiуса ε).



Розшарування одиничних векторiв i теорема Уiтнi

def. Розшаруванням одиничних векторiв рiманового
многовида (M, g) називають

T1M := {(p, v) ∈ TM | gp(v, v) = 1}.

Ex. Для S2 (зi стандартною метрикою, iндукова-
ною вкладенням S2 → E3) T1S

2 можна ототожни-
ти з SO(3) – групою ортогональних 3 × 3-матриць
з визначником 1. Дiйсно, для кожного (p, v) iснує
рiвно один рух, що зберiгає орiєнтацiю тривимiрно-
го простору i переводить фiксовану пару векторiв
(p0, v0) у дану (p, v). Тодi елемент SO(3), що вiдпо-
вiдає (p, v), – матриця цього руху.



У свою чергу, SO(3) можна ототожнити з тривимiр-
ним проєктивним простором RP3, наприклад, насту-
пним чином. За теоремою Шаля, будь-яка матриця
з SO(3) задає обертання навколо (орiєнтованої) осi
l на кут α ∈ [−π, π]. Вiдмiтимо на l точку з координа-
тою α. Отримаємо точки замкненої кулi D3

π радiуса π
з центром у початку координат, причому цей центр



буде вiдповiдати тотожному руху (одиничнiй матри-
цi), а дiаметрально протилежнi точки на границi кулi
вiдповiдають одному й тому ж руху i таким чином
склеюються. Отже отримуємо ототожнення SO(3) з
факторпростором D3

π/∼
∼= RP3, де ∼ – вiдношення

еквiвалентностi, що ототожнює дiаметрально про-
тилежнi точки на границi кулi.

Отже, T1S2 ∼= RP3. Можна показати, що це дифе-
оморфiзм для ∞-гладкої структури на T1S

2, яку ми
зараз опишемо.

Rem. Для будь-якої p ∈ M пiдмножина Sp := {v ∈
TpM | gp(v, v) = 1} дифеоморфна сферi Sn−1 ⊂ En

(де n = dimM). Наприклад, можна ввести локальнi



координати (x1, . . . , xn), обчислити власнi значення
(λ1)p, . . . , (λn)p матрицi gp i побудувати стиснення з
коефiцiєнтами 1

(λ1)p
, . . . , 1

(λn)p
вiдносно головних осей

(тобто власних напрямкiв, що вiдповiдають цим зна-
ченням). Нехай ψp : Sp → Sn−1 – цей дифеоморфiзм.

Впр. Записати ψp у локальних координатах явно i
переконатися, що воно гладко залежить вiд p.

Згадаємо стандартний атлас Sn−1: вiн має вигляд
{(Sn−1

N , χN), (Sn−1
S , χS)}, де точки N = (0, . . . ,0,1),

S = (0, . . . ,0,−1) – полюси сфери, носiї карт Sn−1
N(S) :=

Sn−1\{N}({S}), а χN(S) : S
n−1
N(S) → Rn−1 – стереогра-

фiчнi проєкцiї.



Нехай {(Uα, φα)}α∈A – атлас M ; π : T1M → M – як
вище: (p, v) 7→ p (канонiчна проєкцiя). Тодi

π−1(Uα) =
∪

p∈Uα
Sp.

Покладемо для кожного iндекса α

VαN :=
∪

p∈Uα
ψ−1
αp (S

n−1
N ),

VαS :=
∪

p∈Uα
ψ−1
αp (S

n−1
S ),

де ψαp : Sp → Sn−1 – дифеоморфiзм, що побудова-
ний, як описано вище, з використанням локальних
координат карти (Uα, φα). Таким чином, π−1(Uα) =

VαN ∪ VαS.



Як i у випадку TM , побудуємо ”кандидатiв” у коор-
динатнi вiдображення: для кожного α

ΩαN : VαN → R2n−1 : (p, v) 7→ (φα(p), χN(ψαp(v))).

Зауважимо, що φα(p) ∈ Rn, а χN(ψαp(v)) ∈ Rn−1. Ана-
логiчно будуємо ΩαS : VαS → R2n−1.

Впр. Виписати вiдображення переходу (разом з їхнi-
ми областями визначення i значень) та аналогiчно
до TM переконатися в iснуваннi (k−1)-гладкої стру-
ктури (2n− 1)-вимiрного многовида на T1M .

Rem. Це приклад не векторного розшарування (з
шаром Sn−1).



Нехай тепер (M, r) – пiдмноговид у RN (занурений),
g – перша ф.ф., що iндукована евклiдовою структу-
рою на RN . Трошки модифiкуємо вiдображення, яке
ми побудували ранiше:

F : T1M → SN−1 ⊂ RN : (p, v) 7→ dpr(v).

Зауважимо, що оскiльки це iзометричне занурення,
довжина вектора v зберiгається: |dpr(v)| = 1. Як ми
бачили вище, композицiя проєкцiї на ν⊥ i r теж буде
зануренням тодi й тiльки тодi, коли ν /∈ F (T1M).

Впр. Перевiрити гладкiсть F .

Таким чином, з Th. Сарда випливає, що при 2n−1 <
N −1 такий вектор ν iснує, i за його допомогою мо-
жна побудувати занурення M у RN−1. Так можна ро-
бити (також забезпечуючи до передостаннього кро-
ку вкладенiсть за iншою конструкцiєю; об’єднання



образiв F та вiдображення G з цiєї конструкцiї – та-
кож мiри 0 за Th. Сарда), поки не стане 2n − 1 =

N − 1, тобто N = 2n. Це завершує доведення (слаб-
кого формулювання) Th. Уiтнi.



Розкладення Гаусса i Вейнгартена.
Друга фундаментальна форма

Як i ранiше, нехай (M, g) – (n+ q)-вимiрний рiмано-
вий многовид. У цьому роздiлi його гладкiсть k ⩾ 2.
Нехай (M, r) – k-гладкий n-вимiрний пiдмноговид у
M , g – його перша ф.ф.

Позначимо через ∇ рiманову зв’язнiсть g (зв’язнiсть
Левi-Чiвiта), що однозначно визначена метрикою.
Згадаємо її означення. Це вiдображення

∇ : X k−2(M)×X k−1(M) → X k−2(M): X,Y 7→ ∇XY

таке, що



− ∇fX+hY Z = f∇XZ + h∇Y Z,

− ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,
− ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y,
− ∇XY −∇YX = [X,Y ],
− X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)

для будь-яких векторних полiв X,Y, Z i функцiй f, h

на M вiдповiдних гладкостей. При цьому ∇XY нази-
вається коварiантною похiдною поля Y за X.

Rem. Далi для простоти будемо брати X i Y одна-
кової гладкостi k−1. Згадаємо, що першi три умови
тут означають, що ∇ – це афiнна зв’язнiсть, четвер-
та – що це зв’язнiсть без скрута, п’ята – що вона
узгоджена з g.



Виникає природне питання: як ”перенести” цю стру-
ктуру на пiдмноговид M за аналогiєю з першою ф.ф.?

Для полiв X,Y ∈ X k−1(M) розглянемо як у попере-
дньому роздiлi dr(X), dr(Y ) ∈ Ck−1(M,TMM) – поля
на M зi значеннями у TM (або TMM). Продовжи-
мо їх полями X,Y на деякому околi точки r(p) для
p ∈M i знайдемо ∇XY :

Lem.1. Для будь-якого поля X ∈ X l(M) на M (0 ⩽ l ⩽
k − 1) i для будь-якої точки p ∈ M iснують вiдкрита
V 3 r(p) у M та поле X ∈ X l(V ) таке, що для всiх
q ∈ r−1(V )

Xr(q) = dqr(Xq)



(у цьому випадку будемо говорити, що X продовжує
dr(X) на V ).

2. Нехай X,Y ∈ X k−1(M), p ∈M , V 3 r(p) – вiдкрита,
X i X продовжують dr(X) на V , а Y i Y продовжують



dr(Y ) на V в сенсi п.1. Тодi

(∇XY )r(p) = (∇
X
Y )r(p).

Тобто значення ∇XY у r(p) не залежить вiд вибору
продовжень, а лише вiд самих X та Y (i, звичайно,
вiд структури (M, g) i занурення).

▶ В силу Th. про ранг вiдображення, можемо вва-
жати, що в околах p та r(p) обранi локальнi систе-
ми координат (u1, . . . , un) та (x1, . . . , xn+q) вiдповiд-
но такi, що r локально має вигляд (u1, . . . , un) 7→
(u1, . . . , un,0, . . . ,0).

1. В якостi V виберемо носiй другої з цих систем
(або будь-який вiдкритий окiл r(p) в ньому). Нехай



X = Xi ∂
∂ui

. Тодi dr(X) = Xi ∂
∂xi

(тут суми вiд 1 до n).
Покладемо:

X
a(x1, . . . , xn+q) :=

[
Xa(x1, . . . , xn), a = 1, n,

0, a = n+1, n+ q.

Тодi в точках r(M) (тобто з координатами вигляду
(x1, . . . , xn,0, . . . ,0)) X := X

a ∂
∂xa збiгається з dr(X) за

побудовою.

2. Локальнi координати обираємо як вище. Нехай
X = Xi ∂

∂ui
, X = X

a ∂
∂xa i X = X

a ∂
∂xa (на перетинi V

та вiдповiдного координатного околу). Аналогiчно,
нехай Y = Y i ∂

∂ui
, Y = Y

a ∂
∂xa i Y = Y

a ∂
∂xa. Тут всюди i

сумується вiд 1 до n, а a – вiд 1 до n+q (i аналогiчнi
умови будемо використовувати для iнших iндексiв).



Умова продовження: X = X = dr(X) у точках r(M).
Локально це означає, що для будь-яких (u1, . . . , un)

X
a(u1, . . . , un,0, . . . ,0) = X

a
(u1, . . . , un,0, . . . ,0) =

=

[
Xa(u1, . . . , un), a = 1, n,

0, a = n+1, n+ q.

Аналогiчно для Y , Y i Y . Згадаємо формулу для
коварiантної похiдної у локальних координатах:

∇XY = X
a
(
∂Y

c

∂xa
+ΓcabY

b
)

∂

∂xc
,

тут сума за a, b, c вiд 1 до n+q,
{
Γcab

}n+q
a,b,c=1

– символи

Крiстоффеля, що визначаються умовами Γcab
∂
∂xc =

∇ ∂
∂xa

∂
∂xb

. c-та координата цього розкладення у довiль-



нiй точцi r(M) має вигляд

(∇XY )c(u1, . . . , un,0, . . . ,0) =

= X
a(u1, . . . , un,0, . . . ,0)

(
∂Y

c

∂xa
(u1, . . . , un,0, . . . ,0)+

+Γcab(u
1, . . . , un,0, . . . ,0)Y b(u1, . . . , un,0, . . . ,0)

)
=

= Xi(u1, . . . , un)

(
∂Y

c

∂xi
(u1, . . . , un,0, . . . ,0)+

+Γcij(u
1, . . . , un,0, . . . ,0)Y j(u1, . . . , un)

)
.

Тут ми використали умови продовження, замiни iн-
дексiв означають вiдповiднi замiни границь додаван-
ня. Зауважимо, що для i = 1, n з умов продовження



i означення частинної похiдної випливає

∂Y
c

∂xi
(u1, . . . , un,0, . . . ,0) =

= lim
δ→0

Y
c(u1, . . . , ui+ δ, . . . , un,0, . . . ,0)− Y

c(u1, . . . , un,0, . . . ,0)

δ
=

=

 lim
δ→0

Y c(u1,...,ui+δ,...,un)−Y c(u1,...,un)
δ , c = 1, n,

0, c = n+1, n+ q.
=

=

[
∂Y c

∂ui
(u1, . . . , un), c = 1, n,

0, c = n+1, n+ q.

Отже,

(∇XY )(u1,...,un,0,...,0) = Xi(u1, . . . , un)
∂Y j

∂ui
(u1, . . . , un)

∂

∂xj
+



Xi(u1, . . . , un)Y j(u1, . . . , un)Γcij(u
1, . . . , un,0, . . . ,0)

∂

∂xc

не залежить вiд координат X i Y , тобто для X i Y
має такий же вигляд. ◀

def. Коварiантною похiдною Y за X в M (вiдносно ∇)
будемо називати поле

∇XY : p ∈M 7→ (∇XY )p := (∇XY )r(p) ∈ Tr(p)M,

де X,Y – деякi продовження dr(X), dr(Y ) вiдповiдно
на окiл r(p).

Rem. За побудовою це поле на M зi значеннями в
TM . З Lem. випливає коректнiсть цього означення,
а з ї ї доведення – що це поле (k − 2)-гладке для
(k − 1)-гладких X та Y .



Rem. Ми нiде не використовували зв’язок ∇ з метри-
кою (або вiдсутнiсть скрута). Ця конструкцiя пра-
цює для будь-якої афiнної зв’язностi ∇.

Rem. Згадаємо, що у кожнiй p ∈ M маємо ортого-
нальне розкладення

Tr(p)M = dpr(TpM)
⊥
⊕NpM.

Будемо позначати через (·)T та (·)⊥ ортогональнi
проєкцiї на вiдповiднi (дотичний i нормальний) ком-
поненти цього розкладення.

def. Нехай X,Y ∈ X k−1(M). Позначимо для p ∈M

(∇XY )p := (dpr)
−1(((∇XY )p)

T ) ∈ TpM,



B(X,Y )p := ((∇XY )p)
⊥ ∈ NpM.

Тодi вiдображення ∇ : X,Y 7→ ∇XY називається iнду-
кованою зв’язнiстю пiдмноговида (M, r), а B : X,Y 7→
B(X,Y ) – другою фундаментальною (квадратичною)
формою (M, r).

Rem. Тут використали iн’єктивнiсть dpr у кожнiй p.
За побудовою, ∇XY – поле на M , а B(X,Y ) – нор-
мальне поле, (k−2)-гладкi для (k−1)-гладких X i Y .

Впр. Перевiрити це, тобто переконатися, що орто-
гональнi проєкцiї не знижують гладкiсть.

Cor. (Розкладення Гаусса) Для будь-якої p ∈M

(∇XY )p = dpr((∇XY )p) +B(X,Y )p



– ортогональне розкладення на елементи з dpr(TpM)

i NpM вiдповiдно.

Rem. Або простiше, переходячи вiд запису у точцi
до рiвностi полiв на M зi значеннями у TM :

∇XY = dr(∇XY ) +B(X,Y ).

У спрощеному запису (див. вище) це буде ∇XY =

∇XY +B(X,Y ).

Lem.1. Нехай ξ – l-гладке нормальне векторне поле
на M (0 ⩽ l ⩽ k−1), p ∈M . Iснують вiдкрита V 3 r(p)

у M та поле ξ, l-гладке на V i таке, що для будь-якої
q ∈ r−1(V )

ξr(q) = ξq



(у цьому випадку будемо говорити, що ξ продовжує
ξ на V ).

2. Нехай X – поле на M , ξ – нормальне поле ((k−1)-
гладкi), V 3 r(p) – вiдкрита, X i X продовжують



dr(X) на V у сенсi минулої леми, ξ i ξ продовжують
ξ на V у сенсi п.1.). Тодi

(∇Xξ)r(p) = (∇
X
ξ)r(p).

Тобто ∇Xξ у r(p) не залежить вiд вибору продов-
жень, а лише вiд самих X та ξ, структури (M, g) i
занурення.

▶ Аналогiчно попереднiй Lem. (Впр.) ◀

def. Коварiантною похiдною ξ за X в M (вiдносно ∇)
будемо називати поле

∇Xξ : p ∈M 7→ (∇Xξ)p := (∇Xξ)r(p) ∈ Tr(p)M,

де X, ξ – деякi продовження dr(X), ξ вiдповiдно на
окiл r(p).



Rem. Як i минулого разу, це поле на M зi значення-
ми в TM , коректнiсть означення випливає з Lem.,
(k − 2)-гладкiсть ∇Xξ – з її доведення (Впр.), i ва-
жливо лише те, що ∇ – афiнна зв’язнiсть (взагалi,
аналогiчна Lem. вiрна для будь-яких полiв на M зi
значеннями в TM – Впр.).

def. Нехай X – поле на M , ξ – нормальне поле на M ,
(k − 1)-гладкi. Позначимо для p ∈M

(AξX)p := −(dpr)
−1(((∇Xξ)p)

T ) ∈ TpM,

(∇⊥
Xξ)p := ((∇Xξ)p)

⊥ ∈ NpM.

Тодi A : ξ,X 7→ AξX називається оператором Вейн-
гартена пiдмноговида (M, r), а ∇⊥ : X, ξ 7→ ∇⊥

Xξ –
нормальною зв’язнiстю (M, r).



Rem. За побудовою, AξX – поле на M , а ∇⊥
Xξ – нор-

мальне поле на M ((k − 2)-гладкi – Впр.).

Cor. (Розкладення Вейнгартена) Для кожної p ∈M

(∇Xξ)p = −dpr((AξX)p) + (∇⊥
Xξ)p

– ортогональне розкладення на елементи з dpr(TpM)

i NpM вiдповiдно.

Rem. Або простiше для полiв:

∇Xξ = −dr(AξX) +∇⊥
Xξ.

У спрощених позначеннях маємо ∇Xξ = −AξX+∇⊥
Xξ.


