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Лекція 7. Еволюта і евольвента плоскої кривої 
 

Розглядаємо регулярну (класу С2) параметрично задану криву γ в IR 2, па-
раметризовану натуральним параметром: 
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В кожній точці кривої γ обчислюється модифікований базис Френе f ′=
rrτ , 

, який є ортонормованим і додатно орієнтованим базисом в IR nr 2. 
Також в кожній точці кривої γ обчислюється кривина: 
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і кривина зі знаком  

k* = ±  k , 
знак якої визначається тим, чи є базис Френе τr , νr  додатно або від’ємно орієн-
тованим відповідно. 
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7.1. Щільнодотичне коло 
 

Зафіксуємо точку P(s0) на кривій γ, що не є точкою перегину  
 

Розглянемо коло SP, яке має такі властивості: 
1) коло SP проходить через точку Р, 
2) коло SP дотикається в точці Р дотичної прямої кривої γ  в точці Р і роз-

ташоване відносно цієї прямої в тій же півплощині, що і крива γ, 

3) радіус кола SP дорівнює 
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Твердження. 1. Базиси Френе кривої γ і кола SP в точці Р співпадають. 
2. Кривини кривої γ і кола SP в точці Р співпадають. 

 

Доведення.  
1. Крива γ і коло SP мають однакову дотичну 

пряму в точці Р. Значить, за умови однакової оріє-
нтованості, одиничні дотичні вектори γτ

r  і Sτ
r  кри-

вої γ і кола SP , як одиничні напрямні вектори спі-
льної дотичної прямої, співпадають.   

З ортонормованості базисів Френе випливає, що одиничні вектори γν
r  і Sν

r , ор-
тогональні до γτ

r = Sτ
r  , співпадають з точністю до знаку. А оскільки крива γ і коло 

SP  лежать по одну сторону від спільної дотичної прямої в точці Р, і саме в цю 
сторону спрямовані γν

r  і Sν
r  , то отримуємо  γν

r  = Sν
r . Отже базиси Френе кривої γ і 

кола SP  в точці Р співпадають. 

2. Кривина кола обернено пропорційна радіусу. Оскільки радіус 
γk

r 1
=  , то 

кривина кола  SP дорівнює кривині кривої γ в точці Р. 
 
 



Наслідок. Розкладання в ряд Тейлора для кривої γ і кола SP в точці Р спів-
падають з точністю до членів другого порядку.  

 

Доведення. Будемо вважати, що крива γ параметризована натуральним пара-
метром, що відраховується від точки Р.  

Аналогічним чином параметризуємо коло SP. 
Маємо розкладання Тейлора: 
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Оскільки крива γ і коло SP проходять через точку Р, мають однаковий базис 
Френе і однакову кривину в цій точці Р, то і їх розкладання Тейлора в точці Р 
співпадають з точністю до членів другого порядку. 

 
Висновок. Для кривої γ : 
– дотична пряма кривої γ в точці Р є наближенням першого порядку, 
– коло SP  є наближенням другого порядку. 
 
 
 
 
 



Визначення.  
Коло SP  називається щільнодотичним колом кривої γ в точці Р. 

Радіус кола SP називається радіусом кривини кривої γ в точці Р:  
k

r 1
=  . 

Центр кола SP називається центром кривини кривої γ в точці Р. 
 

 
 
Зауваження 1. В кожній точці кривої γ, що не є точкою перегину, щільнодо-

тичне коло (центр кривини і радіус кривини) визначається однозначно. В різ-
них точках кривої – різні (взагалі кажучи) щільнодотичні кола. 

 
Зауваження 2. В точках перегину, де k=0,  роль щільно дотичного кола віді-

грає дотична пряма. 



Приклади. 
 
1. Якщо  γ – коло, то для будь-якої його точки Р щільнодотичне коло SP спів-

падає з самим колом γ. 
 
2. Нехай γ – еліпс. Тоді в кожній точці Р буде своє щільнодотичне коло SP
 

 
Чим більша кривина кривої, тим менше радіус щільнодотичного кола. 
Чим менша кривина кривої, тим більше радіус щільнодотичного кола. 
 



Радіус-вектор центра кола SP , тобто, радіус-вектор центра кривини СР: 
 

)(
)(

1)( 0
0

0 s
sk

sfx νr
rr +=  

 

 
 



7.2. Еволюта 
 
Визначення. Еволютою регулярної (класу С2) кривої γ в IR 2 називається 

геометричне місце її центрів кривини. 
 
Позначення еволюти – γ○

 
Якщо крива γ параметризована натуральним параметром і задається раді-

ус-вектором 
)(sfx

rr =  , 
то її еволюта γ○ задається радіус-вектором  
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Задача. Запишіть радіус-вектор  еволюти в довільній параметризації на кривій γ . 
 



Приклади. 

 
 



 
Проаналізуємо регулярність еволюти γ○. Для цього продиференціюємо 

радіус-вектор еволюти: 
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Маємо: 
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Як наслідок, отримуємо:     2
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Висновок. Якщо на кривій γ немає екстремальних точок кривини (k' ≠ 0), 
то її еволюта γ○ є регулярною кривою.  

Якщо ж на кривій γ є екстремальна точка Р для функції кривини (k' = 0), 
на еволюті γ○ виникає сингулярна точка, яка є центром кривини СР кривої γ в 
точці Р. 

 
 



Приклади. 

 
 
 
 



Еволюта як огинаюча 
З формули  
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витікає, що нормальні прямі кривої γ є дотичними прямими еволюти γ○. 
Інакше кажучи, якщо намалювати усі нормальні прямі кривої γ, то еволюта 

γ○ буде огинаючою кривою (обгорткою) цієї сім’ї нормальних прямих кривої γ. 

 

 



 
 

 
 
 
 
 
 



 
 



 
 
 



 
 



 
 



 
 
 



 
 
 



 



 
 



 
 



 
 



 



 



 


