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Лекція 6. Формули Френе. Основна теорема теорії кривих. 
 

Розглядаємо регулярну (класу С3) параметрично задану криву γ в IR  3, па-
раметризовану натуральним параметром: 

),(),( bassfx ∈=
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Для кривої γ обчислюється кривина: 
|| fk ′′=

r
  . 

 

В точках, де k≠0, для кривої γ обчислюється скрут: 

2
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Таким чином, кожній регулярній кривій γ в IR  3, що не має точок перегину, 
відповідає пара функцій 

k = k(s)>0  ,   κ = κ(s). 
 

Мета лекції – показати, що вказану відповідність можна обернути, тобто, 
для кожної пари функцій k = k(s) >0, κ = κ(s) існує і є єдиною (з точністю до 
рухів у просторі) регулярна крива γ, для якої k = k(s) і κ = κ(s) є функціями 
кривини і скруту, вираженими через натуральний параметр s. 
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6.1. Формули Френе для кривих в IR  3
 
Нехай крива γ не має точок перегину, тобто кривина k = k(s) >0 . 
 
В кожній точці на кривій γ визначено базис Френе 
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і елементи тригранника Френе 
 

 
 



 
 
 
 
 



 
 
 
 

 



 
Допоміжні формули 

 

 
Тобто, маємо:  
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Перша формула Френе 
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Друга формула Френе 
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Помножимо скалярно на τr   : 
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Отже, маємо: 
A = – k. 

 

Аналогічно, помножимо скалярно на  νr : 
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Отже, маємо: 
В = 0 
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Нарешті, помножимо скалярно на  : 
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Отже, маємо: 
С = κ 

 
формулуТаким чином, отримали другу  Френе: 
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Третя формула Френе 
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Отже, маємо: 
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Отже, маємо:  
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Нарешті, помножимо скалярно на  β
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З іншого боку, маємо:  
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Отже, маємо: 
 

0~ =C  

 
Таким чином, отримали третю формулу Френе: 
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Теорема (формули Френе)   
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Теорема (формули Френе в матричному вигляді) 
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Додаткове пояснення (самостійно): 

 

V V T = Id 
V’ V T + V V T’ = 0 

V’= ΩV              ↓               V T’ = V T Ωt

ΩV V T + V V T Ω T = 0 
Ω + Ω T = 0 



6.2. Приклад застосування формул Френе 
 

Формули Френе – один з основних технічних засобів в теорії кривих. 
 

Теорема. Нехай γ – регулярна класу С3 параметрично задана крива в IR  3. 
Припустимо, що крива γ не має точок перегину, тобто, кривина k>0 . 

Крива γ є плоскою кривою тоді, і тільки тоді, коли скрут кривої γ є нульо-
вим: κ≡0.  

 

Доведення.  
⇒) Нехай крива γ з радіус-вектором )(sfx

rr =  належить деякій площині П, 
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⇐) Припустимо, що крива γ має нульовий скрут κ≡0.  
З третьої формули Френе  

νκβ r
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отримуємо, що 0
r

r

=
ds
dβ , тому 0ββ

rr
≡  .  

З визначення вектора бінормалі отримуємо  
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Звідси випливає, що  
cf >≡< 0, β

rr
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Це і означає, що крива γ належить площині в IR  3, що задається рівнянням 
cx >=< 0,β

rr  . 
 
 
 
 
 
 
 



6.3. Основна теорема теорії кривих в IR  3 

 

 



 



 
 



 
 
 
 



 
 



 
 
 



 
Крім того, змішаний добуток 1),,( ±=cba rrr . Оскільки при s=0 маємо 1 і до-

буток змінюється неперервно, то 1),,( ≡cba rrr .  



 
 



 



 
 

 



 
 



 
 



6.3. Основна теорема теорії кривих в IR  2 

 
 

Розглядаємо регулярну (класу С3) параметрично задану криву γ в IR  2, па-
раметризовану натуральним параметром: 
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Для кривої γ обчислюється кривина:  
|| fk ′′=

r
  . 

 

В кожній точці, що не є точкою перегину, визначається базис Френе: 
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Ми можемо розглядати криву γ як плоску криву в IR  3, що лежить в гори-
зонтальній координатній площині. 

 
Скрут плоскої кривої γ є тотожно нульовим: κ ≡0. 
Усі шільнодотичні площини плоскої кривої γ співпадають з горизонталь-

ною площиною, в якій лежить крива γ. А бінормалі паралельні вертикальній 
координатній прямій.  

В кожній точці на кривій γ , що не є точкою перегину, визначається базис 
Френе τr  , νr  , 0ββ

rr
≡  : 

Мають місце формули Френе, як для кривої в IR  3: 
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Теорема (формули Френе для плоских кривих) 
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Основна теорема теорії кривих (варіант для плоских кривих) 
)(ˆ sНехай задано неперервно диференційовну функцію  .  k

Тоді в IR  2 існує і єдина (з точністю до рухів в IR  2) регулярна класу гладко-
сті С3 крива γ, для якої )(ˆ s  – це кривина, задана як функція натурального па-
раметру s на кривій γ. 
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Модифікація базиса Френе, формул Френе і основної теореми  
 

Розглядаємо регулярну (класу С2) параметрично задану криву γ в IR 2, па-
раметризовану натуральним параметром: 
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Для кривої γ обчислюється кривина:  
|| fk ′′=

r
  . 

В кожній точці, що не є точкою перегину, визначається базис Френе: 

f ′=
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k
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Також в кожній точці кривої визначається модифікований базис Френе, 
f ′=
rrτ , nr , 

що є ортонормованим додатно орієнтованим базисом в площині IR 2. 
 

 
 



Маємо: 
νrr ±=n  

Введемо функцію k*(s) так, що  
νrr knk =* ,  

тобто,  
k*

  := k , якщо νrr =n ,  
еквівалентно – якщо базис Френе τr ,  νr  є додатно орієнтованим, 

k*
 := – k , якщо νrr −=n ,  

еквівалентно – якщо базис Френе τr ,  νr  є від’ємно орієнтованим, 
k*

 := 0  в точках перегину.  
 
Величина k* називається кривиною зі знаком кривої γ. 
 

 



Зауваження 1. Якщо крива γ в IR 2 задана параметрично 

⎩
⎨
⎧

=
=

)(
)(

tyy
txx

   , 

то маємо: 

( )322 )()(

||

yx

yxyxk
′+′

′′′−′′′
=           ,             

( )322

*

)()( yx

yxyxk
′+′

′′′−′′′
=  

 
Зауваження 2. Якщо на кривій γ змінити орієнтацію (напрямок руху), то 

кривина k не зміниться, а кривина k* змінить знак. 
Доведіть самостійно, застосувавши заміну параметра tt ~−= . 

 
Зауваження 3. Модифікований базис Френе τr , nr , визначається незалежно 

від присутності точок перегину на кривій. 

 



Теорема (модифіковані формули Френе для плоских кривих) 
 

nk
ds
d r
r

*=
τ

 

τr
r

*k
ds
nd

−=  

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
nk

k
nds

d
r

r

r

r ττ

0
0

*

*
 

 
Доведення. Застосувати формули Френе 
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Основна теорема теорії кривих (варіант для плоских кривих) 
Нехай задано неперервну функцію  .  )(ˆ* sk
Тоді в IR  2 існує і єдина (з точністю до власних рухів в IR  2) регулярна класу 

гладкості С2 крива γ, для якої  – це кривина зі знаком, задана як функція 
натурального параметру s на кривій γ. 
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Схема доведення – аналогічно випадку кривих в IR 2, але застосувати не 
формули Френе, а модифіковані формули Френе: 
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Рекомендація – спробувати повторити  доведення самостійно. 
 
 
 



Натуральне рівняння плоскої кривої 
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Визначає форму і розміри кривої, не визначає розташування на площині. 
 
 
Приклад 1. *k ≡ 0   →  γ – пряма 
 

Приклад 2. *k ≡ с   →  γ – коло радіуса 
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1
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Приклад 3. *k ≡ as+b   →  γ – ? 



6.4. Конструктивний методі відновлення кривої в IR  2 за заданою фун-
кцією кривини 

Розглядаємо регулярну (класу С2) параметрично задану криву γ в IR 2, па-
раметризовану натуральним параметром: 
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має одиничну довжину: 
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Тому ми можемо записати 
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Відповідно, для вектора nr  маємо: 
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Обчислимо похідну τ ′r  і застосуємо модифіковану формулу Френе: 
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Звідси, отримуємо: 
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Алгоритм відновлення кривої γ в площині IR 2 за заданою функцією кривини 
зі знаком k*(s) 
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Вибір константи α0  відповідає обертанню на кут α0  в площині IR 2. 
 
Вибір констант ( )2

0
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0 , ff  відповідає паралельному переносу в площині IR 2 . 

 
Задача. Які умови на функцію k*(s) є необхідними і достатніми для того, 

щоб відновлений радіус-вектор )(sf
r

 кривої γ був періодичною вектор-
функцією з періодом L, тобто, щоб γ була замкнутою кривою довжини L? 

 



 
Приклад 1. *k ≡ 0   →  γ – пряма 
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Приклад 2. *k ≡ с   →  γ – коло радіуса 
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Приклад 3. *k ≡ as+b   →  γ – ? 
 
Проаналізувати самостійно 
 
Приклад 4. *k ≡ es   →  γ – ? 
 
Проаналізувати самостійно 
 

 


