
Лекція 3. Кут між кривими. Довжина кривої і натуральна пара-
метризація. Щільнодотична площина. 

 

Розглянемо параметрично задану крива γ в IR n з радіус-вектором 
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Будемо вважати, що крива γ є регулярною: 
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В кожній точці  P(t0) на кривій γ існує і є єдиною дотична пряма – вона 

проходить через точку P(t0) в напрямку вектора :)( 0tdt
fd
r

 

 



Визначення. Якщо дві регулярні криві γ1 і γ2 перетинаються в деякій точці 
Р, то кутом між кривими γ1 і γ2 в точці Р називають кут між дотичними пря-
мими кривих γ1 і γ2 в точці  Р. 
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Кут  визначається формулою 
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Розглянемо параметрично задану криву γ в IR n з радіус-вектором 
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Будемо вважати, що крива γ є регулярною: 

1) 1,)( ≥∈ mCtf mr
 

2) .0≠
dt
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Довжина кривої γ  обчислюється / визначається за формулою 
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3.1. Натуральна параметризація 

 
 
 
 
 



 
 
 
 

 



 
 



 
 
Схема доведення.   
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3.2. Характерна властивість дотичної прямої 
 

Розглянемо регулярну параметрично задану криву γ в IR n, параметризо-
вану натуральним параметром  

),(),( bassfx ∈=
rr  

Зафіксуємо точку Р(s0) на кривій γ і проведемо через цю точку пряму Е з 
одиничним напрямним вектором er .  

Для довільної точки Q(s) на кривій позначимо h відстань від точки Q(s) до 
прямої Е: 
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Проаналізуємо поведінку функції h(s) при s→s0.  
 

Маємо: 
h(s0) = 0 
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де φ – кут між )( 0s
ds
fd
r

 та er , тобто, кут між прямою Е і дотичною прямою кри-

вої γ в точці Р. 
 

 
 
 



 
Наслідок.     h(s) = sin φ ·(s – s0) + o(s – s0) 
 
Наслідок.     h(s) = o(s – s0) тоді, і тільки тоді, коли Е – дотична пряма 

кривої γ в точці Р.  
 
 

 
 
 
 
 
 



3.3. Щільнодотична площина кривої 
 

Розглянемо регулярну (класу С2) параметрично задану криву γ в IR n з ра-
діус-вектором 
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Зафіксуємо довільну точку Р кривої γ  і розглянемо пару векторів  
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Якщо ці вектори є лінійно неза-

лежними, 0],[ 2
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 , то через точку Р 

можна провести однозначно визначену 
площину, натягнуту на вказані вектори.  
  

 

Ця площина називається щільнодотичною площиною кривої γ в точці Р. 
 



Зауваження 1. Визначення є змістовним при n ≥ 3.  
У випадку n=2 щільнодотична площина в довільній точці кривої γ просто 

співпадає з обхопною площиною IR  2. 
 
Зауваження 2. Визначення є коректним і не залежить від вибору параме-

тризації на регулярній кривій.  Якщо зробити регулярну заміну )~(ttt =  і запи-
сати радіус-вектор кривої в новій параметризації: 
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Отже, при регулярній заміні параметру на кривій щільно дотична пло-
щина не змінюється, змінюється лише базис в цій площині. 



Зауваження 3. Для регулярної параметрично заданої кривої γ з радіус-
вектором 
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якщо записати розкладання Тейлора  в довільній точці Р(t0),  
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то наближенням першого порядку буде дотична пряма кривої γ в точці Р: 
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а наближенням другого порядку буде якась крива, що належить щільнодотич-
ній площині кривої γ в точці Р: 
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Рівняння щільнодотичної площини 
 

Параметричне задавання (при довільному n≥3) 
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Неявне задавання (при n=3) 

 

N1· (x 1 – f 1(t0) ) + N2· (x 2 – f 2(t0) ) + N3· (x 3 – f 3(t0) ) = 0, 
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Твердження. Щільнодотична площина кривої γ в точці Р містить до-
тичну пряму кривої γ в точці Р. 

 
 Доведення.  
 

  
 



Щільнодотична площина як границя січних площин 
Розглянемо регулярну (класу С2) параметрично задану криву γ в IR n з ра-

діус-вектором 
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Зафіксуємо довільну точку Р(t0) кривої γ. 

Візьмемо дотичну пряму кривої γ в точці Р, її напрямний вектор )( 0tdt
fd
r

. 
 

Для довільної точки Q(t) кривої γ побудуємо двомірну площину П, що 
містить дотичну пряму кривої γ в точці Р і проходить через точку Q. 

 



Яким буде граничне положення площини П, коли точка Q(t) прямує по 
кривій γ  до точки Р(t0)? 

Ідея розв’язання. Зважаючи на розкладання Тейлора 
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площина П буде натягнута на вектори  
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, тобто, щільнодотичну площину кривої γ в точці Р. 



Характерна властивість щільно дотичної площини 
Розглянемо регулярну параметрично задану криву γ в IR n, параметризо-

вану натуральним параметром  
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rr  
Зафіксуємо точку Р(s0) на кривій γ і проведемо через цю точку довільну 

двомірну площину Е , натягнуту на пару ортонормованих векторів 1e
r , .  2er

Для довільної точки Q(s) на кривій позначимо h відстань від точки Q(s) до 
площини Е 

 
 

Задача. Перевірте, що h(s) = o((s-s0)2) тоді, і лише тоді, коли площина Е є 
щільнодотичною площиною кривої γ в точці Р. 

 



Нормальна пряма кривої в IR 2
 
Розглянемо регулярну параметрично задану криву γ в IR 2 з радіус-вектором 
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Зафіксуємо точку Р на кривій γ. 
Пряма, що проходить через точку Р ортогонально до дотичної прямої кри-

вої γ в точці Р, називається нормальною прямою кривої γ  в точці Р. 
 

 
 

Задача. Запишіть рівняння нормальної прямої в термінах радіус-вектора 
кривої γ. 

 
 
 
 



 
Тригранник Френе кривої в IR 3
 
Розглянемо регулярну параметрично задану криву γ в IR 2 з радіус-вектором 
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Зафіксуємо точку Р на кривій γ. 
Площина, що проходить через точку Р ортогонально до дотичної прямої 

кривої γ в точці Р, називається нормальною площиною кривої γ  в точці Р. 
 

 
 

Задача. Запишіть рівняння нормальної площини в термінах радіус-вектора 
кривої γ. 
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  в точці Р,  то в точці Р є ще шільнодотична площина: 

 
Пряма, що є перетином шільнодотичної і нормальної площин кривої γ в 

точці Р, називається головною нормаллю кривої γ в точці Р. 
 
Задача. Запишіть рівняння головної нормалі в термінах радіус-вектора кри-

вої γ. 



Пряма в нормальній площині кривої γ в точці Р, яка проходить через точ-
ку Р ортогонально до головної нормалі кривої γ в точці Р, називається бінор-
маллю кривої γ в точці Р. 

 
Задача. Запишіть рівняння бінормалі в термінах радіус-вектора кривої γ. 



Площина, що проходить через дотичну пряму і бінормаль кривої γ в точці 
Р, називається спрямною площиною кривої γ в точці Р. 

 
Задача. Запишіть рівняння спрямної площини  в термінах радіус-вектора 

кривої γ. 


