
Повнiстю нелiнiйнi рiвняння: приклад

{
ux1ux2 − 4(x1 + x2)

2 = 0,
u(x1, 0) = x2

1

Рiвняння має вигляд: F (p1, p2, x1, x2, z) = 0, де F (p1, p2, x1, x2, z) = p1p2−
−4(x1 + x2)

2, p1 = ux1 , p2 = ux2

Початковi умови: Γ = {(y, 0), y ∈ R}; u(y, 0) = y2.
Похiднi вiд F :

Fp1 = p2, Fp2 = p1, Fx1 = Fx2 = −8(x1 + x2), Fz = 0

Звiдси – характеристичнi рiвняння:

ẋ1 = p2(= Fp1),

ẋ2 = p1(= Fp2),

ṗ1 = 8(x1 + x2)(= −Fx1 − Fzp1),

ṗ2 = 8(x1 + x2)(= −Fx2 − Fzp2),

ż = 2p1p2(= Fp1p1 + Fp2p2).

Початковi умови:

z(0; y) = y2, x1(0; y) = y, x2(0; y) = 0

Стосовно початкових умов для градiєнта:
(i) p1(0) вираховується з початкової умови для u(x1, 0):

p1(0; y) = ux1(y, 0) = (y2)y = 2y;

(ii) p2(0) вираховується з самого диф. рiвняння, приймаючи до уваги, що
p1(0) вже визначено:

0 = p1(0; y)p2(0; y)− 4(x1(0, y) + x2(0, y))
2,

звiдки p2(0; y) =
4y2

2y
= 2y.

Рiвняння для характеристичних кривих – зв’язана система рiвнянь
для x1, x2 та p1, p2. Але для суми psum := p1+p2 отримуємо одне рiвняння
(але – другого порядку):

p̈sum(s) = 16psum
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з двома початковими умовами:

psum(0; y) = p1(0; y) + p2(0; y) = 4y,

ṗsum(0; y) = ṗ1(0; y) + ṗ2(0; y) = 16(x1(0; y) + x2(0; y)) = 16y.

Розв’язок для psum(s):

psum(s) = C1e
4s + C2e

−4s.

Пiдствляючи у початковi умови, знаходимо: C1 = 4y, C2 = 0.
Отже, p1(s; y)+p2(s; y) = 4ye4s. З iншого боку, для рiзницi p1−p2 маємо

рiвняння d
ds
(p1(s; y) − p2(s; y)) = 0 з нульовим початковим значенням:

p1(0; y)− p2(0; y) = 0, звiдки p1(s; y) = p2(s; y); отже,

p1(s; y) = p2(s; y) = 2ye4s.

Тепер це можна пiдставити у диф. рiвняння для x1(s; y) i x2(s; y), що
дає

ẋ1(s; y) = 2ye4s, x1(0; y) = y ⇒ x1(s; y) =
y

2
e4s +

y

2
,

ẋ2(s; y) = 2ye4s, x2(0; y) = 0 ⇒ x2(s; y) =
y

2
e4s − y

2
.

Зокрема, x1(s; y) + x2(s; y) = ye4s.
Тепер – визначимо z(s; y):

ż = 2p1p2 = 8y2e8s, z(0; y) = y2 ⇒ z(s; y) = y2e8s.

Загальний пiдхiд до побудови u(x1, x2):

u(x1, x2) = z(s; y)

∣∣∣∣
s=s(x1,x2)
y=y(x1,x2)

Але, помiчаючи, що

y2e8s = (x1(s; y) + x2(s; y))
2,

отримуємо кiнцевий результат:

u(x1, x2) = (x1 + x2)
2.
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