
Напiвлiнiйнi рiвняння: ще один приклад

{
ut + (x+ t)ux = 0,
u(0, x) = f(x)

Тут коефiцiєнти: a = (1, x+ t),
Γ = {(0, y), y ∈ R}.

(i) Рiвняння для характеристичних кривих: рiвняння для t = t(s; y) i
x = x(s; y) – диференцiальнi рiвняння вiдносно s, де y вiдiграє роль
параметра (тобто, мова йде про багато рiвнянь: для кожного y – своє
рiвняння i своя початкова умова), плюс початкова умова.

Диференцiальнi рiвняння:{
dt
ds
(s; y) = 1

dx
ds
(s; y) = x(s; y) + t(s; y)

Початковi умови: {
t(0; y) = 0
x(0; y) = y

Розв’язання: рiвняння для t = t(s; y) розв’язується тривiально: t(s; y) =
s (для всiх y); пiдставляється у рiвняння для x = x(s; y), яке набуває
вигляду

dx

ds
(s; y) = x(s; y) + s.

Це - лiнiйне неоднорiдне рiвняння; його можна розв’язати методом
варiацiї постiйної:
1. Розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння dx

ds
= x:

x0(s) = Ces,

де C – будь-яка стала.
2. Розв’язок неоднорiдного рiвняння dx

ds
= x+s шукаємо у виглядi x(s) =

C(s)es. Пiдставляючи у рiвняння для x, отримуємо рiвняння для C(s):
dC
ds

= se−s, звiдки

C(s) = C(0) +

∫ s

0

ξe−ξdξ = C(0) + 1− e−s(s+ 1)
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3. Зважаючи на початкову умову x(0) = y, отримуємо C(0) = y, i розв’язок
x(s; y) приймає остаточний вигляд:

x(s; y) = (y + 1)es − s− 1.

4. Отже, рiвняння характеристик мають вигляд:{
t(s; y) = s

x(s; y) = (y + 1)es − s− 1 .

Цi рiвняння можна розв’язати вiдносно s = s(t, x) i y = y(t, x):{
s(t, x) = t

y(t, x) = (x+ t+ 1)e−t − 1.

(ii) У випадку напiвлiнiйних рiвнянь, диференцiальне рiвняння для розв’язку
вихiдного РЧП вздовж характеристик пишеться окремо. У даному ви-
падку, воно має вигляд

dz

ds
(s; y) = 0; z(0; y) = f(y).

Його розв’язок – стала (вiдносно s, але залежить вiд параметра y!):

z(s; y) = z(0; y) = [з початкової умови] = f(y)

(iii) Нарештi, розв’язок РЧП: u(t, x) = z(s, y)|s=s(t,x),y=y(t,x). У даному
випадку,

u(t, x) = z(s, y)|s=s(t,x),y=y(t,x) = z(0, y)|y=y(t,x) = f(y)|y=y(t,x) = f
(
(x+ t+ 1)e−t − 1

)
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