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Теорема Кошi-Ковалевської

проблема з методом характеристик: не працює для систем
РЧП;
Теорема Кошi-Ковалевської (ТКК): працює для систем
РЧП; аналог теореми Пiкара (Пiкара-Лiнделефа) в теорiї
ЗДР;
обмеження на застосування ТКК: працює з (дiйсно)
аналiтичними функцiями;
“не розрiзняє” додатний та вiд’ємний напрямок часу у
рiвняннi теплопровiдностi (задача Кошi);
не працює для крайовх задач (для багатьох РЧП – бiльш
важливi з точки зору застосувань)
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Теорема Кошi-Ковалевської
Ряд Тейлора функцiї f ∈ C∞(U), U ⊂ Rn у точцi x0 ∈ U:

f (x) =
∑
α∈Nn

fα(x − x0)
α, fα =

∂αf (x0)

α!

(α = (α1, . . . , αn) мультиiндекс)

Визначення
Функцiя є дiйсно-аналiтичною у деякiй областi, якщо вона
зображується рядом Тейлора, що (абсолютно) збiгається в
околi кожної точки области

якщо коефiцiєнти РЧП – дiйсно-аналiтичнi, то можна
спробувати застосувари само рiвняння для (рекурсивного)
визначення всiх похiдних (а значить, i ряду Тейлора)
розв’язку;
може працювати тiльки в малому околi ⇒ локальний
характер результатiв.
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Теорема Кошi-Ковалевської
Розглянемо задачу Кошi для системи квазiлiнiйних рiвнянь
першого порядку:

n∑
k=1

Ak(x , u)uxk + b(x , u) = 0, u(y) = g(y), y ∈ Γ

Тут u(x) = (u1(x), ..., um(x)) – вектор, Ak – матриця m ×m
(рiвнянь – стiльки, скiльки є невiдомих функцiй), b(x , u) –
вектор (m).

Припущення: Γ – дiйсно-аналiтична поверхня: у малiй
вiдкритiй множинi U ⊆ Rn,

Γ = {x ∈ U|xn = γ(x1, ..., xn−1)}
де функцiя γ – дiйсно-аналiтична (якщо треба –
переставимо координати).

Зробимо Γ ”прямою” за допомогою замiни координат

y := (x1, ..., xn−1, xn − γ(x1, ..., xn−1),

яка перетворює Γ у гiперплощину yn = 0.
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Теорема Кошi-Ковалевської

Рiвняння у нових координатах – знову квазiлiнiйне, з
коефiцiєнтами

Ãk =

{
Ak , 1 ≤ k < n

An =
∑m−1

l=1 Al∂lγ, k = n

b̃ = b

Стосовно початкової поверхнi, можна вважати що
Γ = {x ∈ U|xn = 0}; x = (x , xn) ∈ Rn, x = (x1, ..., xn−1)
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Теорема Кошi-Ковалевської

Ми збираємося розв’язувати задачу, вираховуючи члени ряду
Тейлора у деякiй заданiй точцi y0 ∈ Γ (без обмеження
загальностi: y0 = 0).
З початкових умов маємо:

u(0) = g(0), ux1(0) = gx1(0) · ... · uxn−1(0) = gxn−1(0).

Треба: вирахувати похiднi, що залишилися: uxn(0) (нагадую: u
– вектор)
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Теорема Кошi-Ковалевської

Щоб мати можливiсть вирахувати цi похiднi – має
виконуватися умова нехарактеристичностi

det(An(0, g(0))) ̸= 0

У випадку m = 1: det(An) = An = an ̸= 0, що спiв падає зi
скалярним випадком.
Якщо умова нехарактеристичностi виконана, то задача
зводиться до

uxn =
n−1∑
k=1

Ak(x , u)uxk + b(x , u), u(x , 0) = g(x)
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Теорема Кошi-Ковалевської

Теорема

Припустимо, що в задачi (загального вигляду)

n∑
k=1

Ak(x , u)uxk + b(x , u) = 0; u(y) = g(y), y ∈ Γ (∗)

ккоефiцiєнти Ak , b, поверхня Γ i початкова умова g
–дiйсно-аналiничнi функцiї у околi точки x0 ∈ Γ. Нехає виконана
умова нехарактеристичностi

det(
n∑

k=1

νk(x0)Ak(x0, g(x0)) ̸= 0,

где ν(x0) – вектор нормалi до Γ в точцi x0.
Тодi початкова задача (*) має єдиний дiйсно-аналiтичний
розв’язок в околi x0.
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Теорема Кошi-Ковалевської

Доведення. Не зменшуючи загальностi, можна (i) ”випрямити”
поверхню з початковими умовами та (ii) спростити рiвняння:

uxn =
n−1∑
k=1

Ak(x , u)uxk+b(x , u), u(x , 0) = g(x) (x = (x1, ..., xn−1))

Далi, можна позбавитися залежностi коефiцiєнтiв вiд xn,
добавив залежну змiнну um+1: um+1

xn = 1, um+1(x , 0) = 0.
Нарештi, роблячи замiну u → u − g , можна вважати (без
втрати загальностi), що g = 0. Також вважаємо, що x0 = 0.
Тодi: можна вирахувати всi похiднi (∂αu)(0), рекурсивно
використовуючи РЧП. Наприклад, це можна зробити
iндукцiєю за числом r прохiдних за xn.
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Теорема Кошi-Ковалевської

Iндукцiя за числом r прохiдних за xn:
(i) якщо r = αn = 0, то (∂αu)(0) = 0, бо тут – тiльки похiднi

вiд g (а у нас g ≡ 0).
(ii) якщо αn = r + 1: запишемо ∂αu = ∂β(∂xnu), де βn = r , i

пiдставимо сюди диференцiальне рiвняння (замiсть ∂xnu).
Тобто, можна виразити (∂αu)(0) в терминах похiдних, якi
мають не бiльше, нiж r похiдних за xn.
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Теорема Кошi-Ковалевської

Тож, можемо написати ряд Тейлора для u. Питання: чому вiн
збiгається?
Ряд Тейлора φ(x) =

∑
α cα(x − x0)

α, де cα = ∂αφ(x0)
α! , α –

мультиiндекс.

Визначення
Аналiтична в точцi x0 функцiя

g̃(x) =
∑
α

g̃α(x − x0)
α

є мажорантою iншої аналiтичної функцiї мажоранта другой
аналитической функции в точцi x0: g(x) =

∑
α gα(x − x0)

α,
якщо ∀α : |gα| ≤ g̃α.
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Теорема Кошi-Ковалевської

Нехай Ãk i b̃ – мажоранти для Ak i b. Тодi, якщо U(x) є
розв’язком задачi

Uxn =
n−1∑
k=1

Ãk(x̄ ,U)xk + b̃(x̄ ,U), U(x , 0) = 0,

кожна компонента U i є мажорантою для ui (випливає з того,
що на кожному кроцi, вираз для похiдної U мажорує
вiдповiдний вираз для u.)
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Теорема Кошi-Ковалевської
Приклад мажоранти: Нехай g(x) =

∑
gαxα; a = (a1, ..., an) – точка з областi

збiжностi ряда, причому |aj | > 0. Тодi iснує M > 0:

∀α : |gα| · |a1|α1 · ... · |an|αn ≤ M.

Нехай a0 = min{|a1|, ..., |an|}.

Пропозицiя

g̃(x) = Ma0
a0−(x1+...+xn

= M

1− x1+...+xn
a0

– мажоранта для g(x).

Розкладемо у степеневий ряд (збiгається в |x1 + ...+ xn| < a0):

g̃(x) = M
∞∑
k=0

(x1 + ...+ xn−1 + xn)k

ak0
= M

∞∑
k=0

1
ak0

∑
k1...kn

k=k1+...kn

k!

k1! · ... · kn!
xk11 ·...·xkn−1

n−1 xknn

=
∞∑
k=0

∑
|α|=k

Mk!

ak0α!
xα ⇒ g̃α =

Mk!

ak0α!

(використано: (x1 + ...+ xn−1 + xn)k =
∑

k=k1+...+kn
k!

k1!·...·kn!
xk11 · ... · xkn−1

n−1 xknn ).
Тут α = (α1, . . . , αn) (мультиiндекс), xα = xα1

1 . . . xαn
n , |α| = α1 + · · ·+ αn,

α! = α1! . . . αn!
З iншого боку, оцiнка для |gα|:

|gα| ≤
M

ak0
≤

[
k!

α!
≥ 1

]
≤

Mk!

ak0α!
= g̃α 13 / 31



Теорема Кошi-Ковалевської
У паралелограмi R((r , ...r)), у якому збiгаються усi ряди для Aij

k
i bi , можна вибрати загальну мажоранту (для всiх коефiцiєнтiв):

Ãij
k (x , u) = b̃i (x , u) :=

Mr

r − (x1 + ...+ xn−1 + u1 + ...+ um)

Вiдповiдне диференцiальне рiвняння для мажоранти приймає
вигляд:

U i
xn =

Mr

r − (x1 + ...+ xn−1 + U1 + ...+ Um)
(

m∑
j=1

n−1∑
k=1

U j
xk

+ 1)

Є розв’язок: U i (x) = V (x1 + ..+ xn, xn), якщо V (y , t) –
розв’язок задачi

Vt =
Mr

r − y −mV
(1+m(n−1)Vy ), V (y , 0) = 0 (y ∈ R1, t ∈ R1)

(*)
У свою чергу, задача (*) розв’язується методом характеристик:

V (y , t) =
1
mn

(r − y −
√

(r − y)2 − 2mnMrt).
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Теорема Кошi-Ковалевської

Чому побудована u розв’язує вихiдну задачу?
за конструкцiєю, усi x̄ похiднi дорiвнюють 0, тому u
задовольняє початкову умову;
якщо вставити u до диф. рiвняння (лiва частина), то
отримаємо певну дiйсно-аналiтичну функцiю в околi 0;
за конструкцiєю, усi похiднi у 0 дорiвнюють 0; вiдповiдно,
ця дiйсно-аналiтична функцiя дорiвнює 0 тотожньо, тобто,
u є розв’язком диф. рiвняння.
якщо задано початковi умови у кожнiй точцi Γ, то принцип
єдиного аналiтичного продовження забезпечує наявнiсть
розв’язку в околi Γ

Проблема: у застосуваннях, треба мати розв’язок у певнiй
заданiй областi, а не лише в околi ї ї межi.
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Теорема Кошi-Ковалевської

ТКК забезпечує єдинiсть розв’язку лише у класi
дiйсно-аналiтичних функцiй.
Holmgren: для лiнiйних рiвнянь, є теорема єдиностi у класi C 1

функцiй.
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Приклад застосування ТКК: рiвняння Кошi-Рiмана

{
vx = −wy

wx = vy
або:

(
1 0
0 1

)
·
(
vx
wx

)
+

(
0 1
−1 0

)
·
(
vy
wy

)
= 0

Умова нехактеристичностi: ν = (ν1, ν2) – нормаль до
якої-небудь поверхнi.

ν1

(
1 0
0 1

)
+ ν2

(
0 1
−1 0

)
=

(
ν1 ν2
−ν2 ν1

)

det

(
ν1 ν2
−ν2 ν1

)
= ν2

1 + ν2
1 ̸= 0 завжди

⇒ всi поверхнi – нехарактеристичнi.
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Приклад застосування ТКК: рiвняння Кошi-Рiмана

Нехай Γ = {y = 0}; початковi умови:

{
v(x , 0) = g(x)

w(x , 0) = h(x)
.

Спробуємо шукати розв’язок згiдно з ТКК, тобто шукати
розв’язок у виглядi ряда Тейлора в (0, 0).
Для вираховування парних/непарних похiдних за y , зазначимо,
що

vyy = −vxx , wyy = −wxx

(vxx + vyy = 0, або ∆v = 0;wxx + wyy = 0, або ∆w = 0).
Тому

∂m
x ∂n

y v(0, 0) =

{
(−1)kg (m+n)(0), n = 2k
(−1)kh(m+n)(0), n = 2k + 1

∂m
x ∂n

yw(0, 0) =

{
(−1)kh(m+n)(0), n = 2k
−(−1)kg (m+n)(0), n = 2k + 1
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Приклад застосування ТКК: рiвняння Кошi-Рiмана
Ряд Тейлора для v :

v(x , y) =
∑
m,n

∂m
x ∂n

y v(0, 0)

m!n!
xmyn =

∞∑
m=0

∞∑
k=0

(−1)k

m!2k!

(
g (m+2k)(0)+

+h(m+2k+1)(0) ·
y

2k + 1

)
xmy2k =

∞∑
k=0

(−1)k

2k!

(
g (2k)(x) + h(2k+1)(x)

y

2k + 1

)
y2k .

Бiльш компактно, це можна записати, використовуючи (формально) комплексну
змiнну:

v(x , y) =
g(x + iy) + g(x − iy)

2
+

h(x + iy)− h(x − iy)

2i
= Re(g(x + iy)− ih(x + iy))

= Im(h(x + iy) + ig(x + iy)).

(коефiцiєнти в рядах для g i h – дiйснi).
Аналогiчно,

w(x , y) =
∞∑

m=0

∞∑
k=0

(−1)k

m!(2k)!
(h(m+2k)(0)− g (m+2k+1)(0)

y

2k + 1
)xmy2k

= Re(h(x + iy) + ig(x + iy)).

Це узгоджується з тим, що якщо h(x) + ig(x) – значення на межi y = 0 певної
функцiї, аналiтичної як функцiї z := x + iy у напiвплощинi y > 0, то ця
аналiтична функцiя i є розв’язком задачi (знайти аналiтичну функцiю за її
значеннями на межi): u(x , y) := w + iv = h(x + iy) + ig(x + iy).
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Приклад застосування ТКК: рiвняння Кошi-Рiмана

Умови Кошi-Рiмана можна трактовати як рiвняння переносу з
комплексною швидкiстю:

ux + iuy = 0.

З iншого боку, якщо визначимо z := x + iy i ∂
∂z := ∂

∂x + i ∂
∂y , то

рiвняння ux + iuy = 0 набуває вигляду:

∂

∂z
u = 0

(умова того, що функцiя u – аналiтична)
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Приклад: система рiвнянь, що зводяться до рiвняння
теплопровiдностi

{
ut = vx

ux = v
⇒ ut(t, x) = uxx(t, x) або:(

0 0
−1 0

)
·
(
ut
vt

)
+

(
1 0
0 1

)
·
(
ux
vx

)
−
(
v
0

)
= 0.

Умова нехарактеристичностi:

ν1

(
0 0
−1 0

)
+ ν2

(
1 0
0 1

)
=

(
ν2 0
−ν1 ν2

)
= ν2

2

⇒ якщо ν2 ̸= 0, то поверхня – нехарактеристична.
Наприклад, Γ = {x = 0} (тут ν = (0, 1));

початковi умови:

{
u(t, 0) = g(t)

v(t, 0) = h(t)
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Приклад: система рiвнянь, що зводяться до рiвняння
теплопровiдностi

Для розшуку розв’язку у виглядi ряду, зауважимо:

∂n
x u = ∂n−1

x v = ∂n−2
x ut = ∂t∂

n−2
x u ⇒

⇒ ∂n
x u(0, t) =

{
g (m)(t), n = 2m
h(m)(t), n = 2m + 1

⇒ ряд Тейлора:

u(t, x) =
∞∑

m=0

g (m)(t)

(2m)!
x2m +

∞∑
m=0

h(m)(t)

(2m + 1)!
x2m+1 =

∞∑
m,n=0

g (m+n)(0)
(2m)!n!

x2mtn +
∞∑

m,n=0

h(m+n)(0)
(2m + 1)!n!

x2m+1tn
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Приклад: система рiвнянь, що зводяться до рiвняння
теплопровiдностi

АЛЕ: типовою умовою для рiвняння теплопровiдностi є
початкова умова, тобто

Γ = {t = 0}; п.умова: u(0, x) = f (x)

АЛЕ: ця поверхня – характеристична в кожнiй точцi! ⇒ ТКК не

може бути застосована. (
(

0 0
−1 0

)
- не має зворотної).

АЛЕ: саме рiвняння дозволяє вирахувати всi похiднi в x = 0
(наприклад), якщо задана u(0, x) = f (x):
ut(0, 0) = uxx(0, 0) = f ′′(0); ux(0, 0) = f ′(0);
utx(0, 0) = uxxx(0, 0) = f ′′′(0);
utt(0, 0) = utxx(0, 0) = uxxxx(0, 0) = f (iv)(0), . . .
АЛЕ: це не означає, що iснує дiйсно-аналiтичний розв’язок: ряд
може не збiгатися.
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Приклад: система рiвнянь, що зводяться до рiвняння
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Приклад: система рiвнянь, що зводяться до рiвняння
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АЛЕ: ця поверхня – характеристична в кожнiй точцi! ⇒ ТКК не

може бути застосована. (
(

0 0
−1 0

)
- не має зворотної).

АЛЕ: саме рiвняння дозволяє вирахувати всi похiднi в x = 0
(наприклад), якщо задана u(0, x) = f (x):
ut(0, 0) = uxx(0, 0) = f ′′(0); ux(0, 0) = f ′(0);
utx(0, 0) = uxxx(0, 0) = f ′′′(0);
utt(0, 0) = utxx(0, 0) = uxxxx(0, 0) = f (iv)(0), . . .
АЛЕ: це не означає, що iснує дiйсно-аналiтичний розв’язок: ряд
може не збiгатися.
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Приклад: система рiвнянь, що зводяться до рiвняння
теплопровiдностi

Розв’язок у виглядi ряду Тейлора (якщо збiгається!):

u(t, x) =
∞∑

m,n=0

f (m+2n)

m!n!
xmtn

Приклад 1: f (x) = xk .

u(t, x) ≡ Pk(t, x) :=

[k/2]∑
n=0

k!

(k − 2n)!n!
xk−2ntn

Розв’язок – полiном (heat polynomials).
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Приклад: система рiвнянь, що зводяться до рiвняння
теплопровiдностi

Приклад 2: f (x) = 1
1+x2 .{
f (2n)(0) = (−1)n(2n)!
f (2n+1)(0) = 0

⇒ u(t, 0) =
∑∞

n=0
(2n)!
n! (−t)n

Радiус збiжностi дорiвнює нулю! (ряд всюди розбiгається).
! Розв’язки рiвняння теплопровiдностi типово iснують тiльки
для додатного часу
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Приклад: система рiвнянь, що зводяться до хвильового
рiвняння

{
vx = wt

wx = vt

⇒ vtt = vxx ,wtt = wxx (хвильовi рiвняння)

У виглядi системи рiвнянь:
(

1 0
0 1

) (
vx
wx

)
−
(

0 1
1 0

) (
vt
wt

)
=0

Умова нехарактеристичностi:

ν1

(
1 0
0 1

)
− ν2

(
0 1
1 0

)
=

(
ν1 −ν2
−ν2 ν1

)
det

(
ν1 −ν2
−ν2 ν1

)
= ν2

1 − ν2
2 = (ν1 − ν2)(ν1 + ν2) ̸= 0

⇒ характеристичнi прямi: Γ = {x = t}, Γ = {x = −t}
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Приклад: система рiвнянь, що зводяться до хвильового
рiвняння

Нехай Γ = (t = 0) (нехарактеристична)
Початковi умови: {

v(0, x) = g(x)

w(0, x) = h(x)

Зв’язок мiж похiдними за x i t – схожий на приклад з
рiвняннями Кошi-Рiмана, але без чередування знака.

∂m
x ∂n

t v(0, 0) =

{
g (m+n)(0), n = 2k
h(m+n)(0), n = 2k + 1

⇒

v(t, x) =
∞∑

m=0

∞∑
k=0

1
m!(2k)!

(g (m+2k)(0)+h(m+2k+1)(0)
t

2k + 1
)xmt2k

=
∞∑
k=0

g (2k)(x)

(2k)!
t2k +

∞∑
k=0

h(2k+1)(x)

(2k + 1)!
t2k+1

=
g(x + t) + g(x − t)

2
+

h(x + t)− h(x − t)
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Приклад: система рiвнянь, що зводяться до хвильового
рiвняння

Аналогiчно, w(t, x) = g(x+t)−g(x−t)
2 + h(x+t)+h(x−t)

2
Хвильове рiвняння – гiперболiчне: 2 характеристичних
напрямки (2 сiм’ї характеристичних прямих)
——————————
У розглянутих прикладах, або не було характеристичних
напрямкiв (елiптична система рiвнянь), або був 1
характеристичний напрямок (параболiчна система рiвнянь),
або було 2 характеристичних напрямки (гiперболiчна система
рiвнянь).
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