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Рiвняння бiльш високого порядку

Питання: чи можна прилаштувати метод характеристик
для рiвнянь бiльш високого (бiльше, нiж першого)
порядку?
здавалось би що так, бо рiвняння бiльш високого порядку
(2,3,...) можна записати у виглядi системи рiвнянь першого
порядку
але метод характеристик не працює для систем рiвнянь!
тож чи є iнший метод (для початкових задач – задач
Кошi), який працює для систем рiвнянь першого порядку?
у випадку звичайних диф. рiвнянь: теорема Пiкара працює.
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Рiвняння другого порядку
Квазiлiнiйнi рiвняння другого порядку:

A11(x , y)uxx + 2A12(x , y)uxy + A22(x , y)uyy + b(x , y , ux , uy ) = 0

Якщо задана початкова поверхня (крива) Γ, то можна спробувати задати
на нiй початковi умови.

Так как рiвняння - другого порядку, можна очiкувати, що треба задавати на
Γ i саму функцiю u, i ї ї першi похiднi.

Але: похiднi у напрямку, дотичному до Γ у вiдповiднiй точцi, вираховуються
зi значень u на Γ. Тож, задавати потрiбно лише похiдну у напрямку,
нормальному (ортогональному) до Γ (i саму функцiю):

u|Γ = g ,
∂u

∂ν

∣∣∣∣
Γ

= h,

де ν – (одинична) нормаль до Γ, ∂u
∂ν

:= ν · ∇u – нормальна похiдна.

У випадку рiвнянь першого порядку, саме умова нехарактеристичностi
забезпечивала можливiсть вирахувати нормальну похiдну з самого РЧП.

У випадку рiвнянь другого порядку: можна очiкувати, що теж iснують
умови, за яких можна вирахувати усi похiднi другого порядку
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Рiвняння другого порядку

Для дослiдження питання задавання початкових умов, зручно
мати пряму початкову криву.
Розпрямлення кривої – замiна координат. Якщо
Γ = {(x , y) : y = γ(x)} (або навпаки – x = γ(y)): введемо новi
незалежнi змiннi (координати)

x̃ = x , ỹ = y − γ(x)

Тодi нова початкова крива – пряма: Γ̃ = {(x̃ , ỹ) : ỹ = 0}, а РЧП
у нових змiнних зберiгає свою форму, з коефiцiєнтами

Ã11 = A11, Ã12 = A12 − γ′A11, Ã22 = A22 − 2γ′A12 + (γ′)2A11

Тож, без втрати загальностi, можна вважати, що
Γ = {(x , y) : y = 0}, i тодi початковi умови мають вигляд

u(x , 0) = g(x), uy (x , 0) = h(x).
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Рiвняння другого порядку
Стосовно iнших похiдних:

ux(x , 0) = g ′(x),

uxx(x , 0) = g ′′(x), uxy (x , 0) = h′(x),

а для uyy (x , 0) – маємо рiвняння, що походить з РЧП:

A11(x , 0)g ′′(x) + 2A12(x , 0)h′(x) + A22(x , 0)uyy (x , 0)

+b(x , 0, g ′(x), h(x)) = 0.

Тож, для того, щоб мати можливiсть вирахувати похiдну
uyy (x , 0), необхiдно, щоб

A22(x , 0) ̸= 0.

Можна продовжити вираховувати похiднi бiльш високого
порядку, диференцюючи РЧП (якщо коефiцiєнти РЧП –
достатньо гладкi).
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Рiвняння другого порядку
! Умова A22(x , 0) ̸= 0 виявляється достатньою, щоб мати
змогу вираховувати вищi похiднi;
тож, можна спробувати отримати розв’язок вихiдної
початкової задачi у виглядi ряду Тейлора у заданiй точцi
на Γ.
це i є стратегiєю теореми Кошi-Ковалевської.

Умова A22(x , 0) ̸= 0 грає роль умови нехарактеристичностi для
рiвняння 2-го порядку (у випадку Γ = {(x , y) : y = 0}).
Для загальної поверхнi Γ: повертаючись назад, до РЧП з
коефiцiєтнами без тiльд, умова нехарактеристичностi приймає
форму

ν · Aν = A11ν
2
1 + 2A12ν1ν2 + A22ν

2
2 ̸= 0

ν – вектор нормалi до кривої.
Як i у випадру рiвнянь першого порядку, умова
нехарактеристичностi залежить вiд точки на Γ. В силу
неперервностi коефiцiєнтiв: якщо виконується в однiй точцi, то
виконується i у околi цiєї точки.
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Рiвняння другого порядку

I навпаки:
крива Γ називається характеристикою, якщо умова
нехарактеристичностi не виконується всюди на Γ.

У випадку рiвнянь 1-го порядку, через дану точку проходить
лише одна характеристична крива. У випадку рiвнянь 2-го
порядку, кiлькiсть характеристичних напрямiв залежить вiд
сигнатури квадратичної форми, що асоцiйована з A.

якщо A – додатно або вiд’ємно визначена, (дiйсних)
характеристичних напрямкiв немає; елiптичне рiвняння

якщо A =

(
A11 A12
A12 A22

)
має одне додатне i одне вiд’ємне

власнi значення, iснує 2 характеристичних напрямка;
гiперболiчне рiвняння
якщо одне з власних значень A є 0: параболiчне рiвняння
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Рiвняння другого порядку
Замiна змiнних: може звести РЧП до бiльш простої форми.
Лiнiйнi рiвняння з постiйними коефiцiєнтами:

A11uxx + 2A12uxy + A22uyy + b1ux + b2uy + cu = 0.

обертання: диагоналiзує A; можна ввжали, що перше
власне значення дорiвнює 1
замiна u = e−b1x/2v дозволяє вилучити член з ux

масштабування y : друге власне значення — або ±1 (i тодi
аналогiчно вилучається член з uy ), або 0, i тодi можна
зробити b2 = −1, c = 0.

Отримуємо стандартнi форми:
елiптичне рiвняння uxx + uyy + cu = 0
гiперболiчне рiвняння uxx − uyy + cu = 0
параболiчне рiвняння uxx − uy = 0
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Рiвняння другого порядку

Спроба задавати початковi данi на характеристичнiй кривiй
веде до проблем. Розглянемо приклад:

uxy = 0.

Характеристичнi напрями: (1, 0), (0, 1). Характеристичнi кривi –
прямi: x = const, y = const.

Нехай початкова крива – пряма (x , 0). Умови на нiй:
u(x , 0) = f (x), uy (x , 0) = g(y).
З iншого боку, загальний розв’язок рiвняння (без
додаткових умов): u(x , y) = ϕ(x) + ψ(y).
Питання: чи допоможе задання f (x) та g(x) визначити
конкретнi ϕ(x) та ψ(y)?
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Рiвняння другого порядку

u(x , 0) = ϕ(x) + ψ(0) = f (x) ⇒ ϕ(x) визначається за f (x) з
точнiстю до константи ψ(0).
З iншого боку, uy (x , 0) = ψ′(0) = g(y), звiдки випливає, що:

функцiю g(x) не можна задавати довiльно: вона має
дорiвнювати константi;
функцiю ψ(y) не має звiдки брати. Зокрема, вже uyy (x , 0)
не можна вирахувати з даних задачi (uxx(x , 0)
вираховується з початкових умов: uxx(x , 0) = f ′′(x)).
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Лiричний вiдступ

Початковi задачi (або задачi Кошi) – не єдинi, якi має сенс
ставити для РЧП. Приклад з нашої з вами iсторiї (спектральна
теорiя рiвняння Штурма-Лiувiлля; оператори перетворення):
задачi Гурса для гiперболiчних рiвнянь. Тут задається значення
тiльки самої функцiї на характеристиках (як ми бачили вище,
задання нормальної похiдної на характеристиках i неможливе
довiльно, i не допомагає просунутися в конструкцii розв’язку).
Але тут початкова крива складається з 2 характеристик, з
рiзних сiмей характеристик.

Kxx(x , y)− Kyy (x , y) + q(x)K (x , y) = 0, x > 0,−x < y < x

K (x , x) = f (x), K (x ,−x) = g(x), x > 0.

Тут f (x) i g(x) можна задавати довiльно (лише з умовою
неперервностi f (0) = g(0).
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Рiвняння мiшаного типу
Рiвняння мiшаного типу: змiнюють тип в залежностi вiд
областi.
Рiвняння Трiкомi:

uxx + xuyy = 0.

Рiвняння для характеристичних напрямкiв:

0 = ν · Aν = (ν1, ν2)

(
1 0
0 x

)(
ν1
ν2

)
= ν2

1 + xν2
2 .

x < 0 : гiперболiчне рiвняння
x > 0 : елiптичне рiвняння
x = 0 : параболiчне рiвняння

Характеристичнi лiнiї у гiперболiчнiй областi (x < 0): якщо
γ = (x(s), y(s)) – характеристична, то нормальний вектор
ν(s) = (ẏ(s),−ẋ(s)) має задавольняти характеристичне
рiвняння

(ẏ(s))2 + x(s)(ẋ(s))2 = 0.
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Рiвняння мiшаного типу

Або (
ẏ

ẋ

)2

= −x(s) ⇒ y ′(x) = ±
√
−x .

Звiдси – двi сiм’ї характеристичних кривих:

ξ(x , y) = y +
2
3
(−x)3/2, η(x , y) = y − 2

3
(−x)3/2

Переходячи до змiнних (ξ, η)): v(ξ, η) := u(x , y),

vξη −
vξ − vη
6(ξ − η)

= 0.
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Рiвняння мiшаного типу

В елiптичнiй областi (x < 0), дiйсних характеристик немає; але
можна привести рiвняння Трiкомi до канонiчної форми, узявши
за новi координати дiйсну та уявну частини "комплексних
змiнних"з гiперболiчного випадку:

ξ(x , y) = y , η(x , y) =
2
3
x3/2.

Тодi рiвняння Трикомi (в елiптичнiй областi) набуває вигляду

vξξ + vηη +
vη
3η

= 0.
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Якщо змiнних бiльше, нiж 2
Якщо змiнних бiльше, нiж 2: бiльше можливостей для власних
значень A. Стандартнi випадки:

всi власнi значення A – одного знаку; елiптичнi рiвняння
всi власнi значення A, крiм одного – одного знаку (а
останнє – протилежного знаку); гiперболiчнi рiвняння
всi власнi значення A, крiм одного – одного знаку, а
останнє дорiвнює 0; параболiчнi рiвняння

Загальний елiптичний диференцiальний оператор:

Lu(x) := −
n∑

j ,k=1

Ajk(x)∂xjxku(x) +
n∑
j

bj(x)∂xju(x) + c(x)u(x),

де A(x) – додатно визначена матриця.
Елiптичнi рiвняння: Lu = 0.
Параболiчнi рiвняння: ut = −Lu.
Гiперболiчнi рiвняння: utt = −Lu.
(змiнна t видiлена, бо вiдповiдає багатьом застосуванням, де t
– час, а iншi змiннi – простiр).
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Приклад

Задача Кошi

uxx + y2uyy = 2u, u(x , 0) = 0, uy (x , 0) = 0.

тривiальний розв’язок: u(x , y) ≡ 0.
перевiримо умову нехарактеристичностi:

Γ = {(x , 0) : x ∈ R} ⇒ ν = (0, 1)

ν · A|(x ,y)∈Γν = (0, 1)
(

1 0
0 0

)(
0
1

)
= 0,

тобто, Γ – характеристична, i тому накладенi умови не
видiляють єдиний розв’язок (iснують нетривiальнi
розв’язки).

Наприклад, u(x , y) = y2.
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