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Метод характеристик: квазiлiнiйнi рiвняння

Рiвняння типу “законiв збереження”:{
ut + F (u)x = 0
u(0, x) = g(x),

F ∈ C 2(R) -задана функцiя

Iнша форма рiвняння: ut + F ′(u) · ux = 0
Iнтерпретацiя: u(t, x) – щiльнiсть “чогось”.

Тодi
b∫
a
u(t, x)dx – кiлькiсть “чогось”, що знаходиться у областi

(iнтервалi) x ∈ [a, b].
Якщо припустити, що це “щось” не може зникати або виникати
(у певному мiсцi простору) само по собi, то змiна (з часом)
кiлькостi пов’язана тiльки з потоками всередину (назовнi) через
межу.
У нас межа – це точки x = a i x = b; потiк через межу:
v(t, a)u(t, a)− v(t, b)u(t, b), де v – швидкiсть втiкання/
витiкання.
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Метод характеристик: квазiлiнiйнi рiвняння
Якщо ця швидкiсть є функцiєю щiльностi, то F (u) := v(u) · u називається
потоком (flux).
Отже, закон “змiна кiлькостi тiльки за рахунок потокiв” дає:

d

dt

b∫
a

u(t, x)dx = F (u(t, a))− F (u(t, b)).

Змiнюючи порядок диференцiювання та iнтегрування (злiва) та зобразивши
праву частину у виглядi iнтеграла вiд похiдної (правило Ньютона), отримуємо
закон збереження в iнтегральнiй формi:

b∫
a

(ut(t, x) + (F (u(t, x))x )dx = 0.

Тепер з того, що a, b – довiльнi, випливає диференцiальна форма закону
збереження.
Бiльш загальна ситуацiя: F = F (t, x , u) ⇒

ut + F (t, x , u)x = ut + Fx (t, x , u) + Fu(t, x , u)ux = 0.

Приклад. Якщо v(u) = C = const, то F (u) = C · u; i закон збереження стає
рiвнянням переносу ut + Cux = 0.
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Метод характеристик: квазiлiнiйнi рiвняння

Питання: чи можна застосувати метод характеристик до
рiвнянь виду

a(x , u) · ∇u = −c(x , u)

(коефiцiєнты залежать вiд невiдомої функцiї u: квазiлiнiйне
рiвняння)
Характеристичнi рiвняння + рiвняння вздовж характеристик:

ẋ = a(x , z), ż = −c(x , z)

! на вiдмiну вiд попереднього випадку: зв’язана система
рiвнянь.
Умови нехарактеристичностi:

ν(x)0 · a(x0, g(x0)) ̸= 0

! залежать не тiльки вiд поверхнi Γ, а й вiд початкової умови
g(x0).

4 / 21



Метод характеристик: квазiлiнiйнi рiвняння

Теорема

Нехай a ∈ C 1(Rn+1,R), c ∈ C 1(Rn+1,R) i нехай Γ ∈ Rn –
(n − 1) - вимiрна гладка (C 1) поверхня, а g ∈ C 1(Γ) – така, що
виконується умова нехарактеристичностi ν(x0) · a(x0, g(x0)) ̸= 0
у деякiй точцi x0 ∈ Γ.
Тодi квазiлiнiйне рiвняння

a(x , u) · ∇u = −c(x , u)

має єдиний розв’язок u у достатньо малому околi U0 точки x0,
який задовiльняє початкову умову u|Γ = g . Цей розв’язок
можна отримати, розв’язуючи систему характеристичних
диференцiальних рiвнянь

ẋ = a(x , z), ż = −c(x , z).
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Метод характеристик: квазiлiнiйнi рiвняння

Зокрема, у випадку рiвняння збереження з початковою умовою (при t = 0){
ut + F ′(u)ux = 0
u(0, x) = g(x)

маємо
a = (1,F ′(u))

Γ = (0, y), y ∈ R ⇒ ν = (1, 0)

}
⇒ ν · a = (1, 0) · (1,F ′(u)) = 1 ⇒

умова нехарактеристичностi виконана.
Характеристиченi рiвняння: t = t(s, x0),x = x(s, x0), z = z(s, x0)

{
ṫ = 1, ẋ = F ′(z), ż = 0
t(0) = 0, x(0) = x0, z(0) = g(x0)

⇒


t(s) = s,

x(s) = x0 + F ′(g(x0))s

z(s) = g(x0)

Розв’язок РЧП (неявна форма): u(t, x) = z(s, x0) = g(x0) = g(x − F ′(u(t, x)t)

! На вiдмiну вiд випадку напiвлiнiйних рiвнянь, характеристики
можуть перетинатися
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Рiвняння Бюргерса: ut + u · ux = 0
Швидкiсть пропорцiйна щiльностi: F ′(u) = u, F (u) = u2

2 .
Розглянемо задачу з початковими умовами:

g(x) =


1, x ≤ 0
1 − x , 0 < x < 1
0, x ≥ 1

(тут початковi умови – не є гладкими, але їх можна загладити)
Характеристики: t(s) = s, x(s) = x0 + g(x0) · s

1) x > 1: u(t, x) = 0
2) x ≤ t: u(t, x) = 1
3) t < x < 1: u = g(x − ut) =
1 − x + ut
⇒ u = 1−x

1−t
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Рiвняння Бюргерса: ut + u · ux = 0

коли t → 1, розв’язок “взривається” (blowup): похiдна → ∞
гладка початкова умова: той самий ефект blowup;
неможливо продовжити розв’язок (у класичному сенсi) за
t = 1;
аналiтичне продовження: “багатозначнi розв’язки”
(перекидання хвилi)
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Закони збереження: слабкi розвязки

Певнi початковi умови ведуть до формування розривiв у
розв’язку або сингулярностей у похiдних. Спостереження:
розриви, пiсля того, як сформувалися, розповсюджуються
вздовж певних траєкторiй. Для того, щоб надати сенс таким
розв’язкам: слабкi розв’язки.
1. Тестовi функцiї: гладкi, з фiнiтним носiєм.
2. Домножити РЧП на тестову функцiю; проiнтегрувати по всiм
змiнним; за допомогою iнтегрування по частинах, перенести
похiднi з РЧП на тест. функцiю (понизити порядок похiдних або
зовсiм позбавитися похiдних).
3. Поняття слабкого розв’язку: рiвняння виконується для всiх
тестових функцiй.
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Закони збереження: слабкi розвязки

Для рiвнянь типу закону збереження ut + F (u)x = 0,
u(0, x) = g(x), тестовi функцiї:

ϕ ∈ C∞
c ([0,∞)× R,R)

Рiвняння:∫ ∞

0

∫
R
(ut(t, x) + F (u(t, x))x)ϕ(t, x)dxdt = 0.

Iнтегрування по частинах:

∫ ∞

0

∫
R
(u(t, x)ϕt(t, x)+F (u(t, x)))ϕx(t, x)dxdt+

∫
R
g(x)ϕ(0, x)dx = 0.

За визначенням, слабкий розв’язок u(t, x) – локально
iнтегровна функцiя, така, що рiвняння вище виконується для
всiх тестових функцiй ϕ ∈ C∞

c ([0,∞)× R,R).
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Закони збереження: слабкi розвязки
Приклад: для рiвняння переносу (F (u) = au), для будь-якої
локально iнтегровної g(x), слабким розвязком є
u(t, x) = g(x − at) (вправа).
Зокрема, якщо g(x) має розрив у певнiй точцi x = x0, то вiн, з
часом, буде змiщуватися вздовж прямої x = γ(t) = x0 + at.
Быльш загальна ситуацiя: припустимо, що слабкий розв’язок
має розрив вздовж кривої

Γ = {(t, x) : x = γ(t), t ≥ t0}.

Питання: як можуть бути пов’язанi значення розв’язку u+ та
u− (з двох бокiв, U+ та U−, вiд Γ), значення F (u±) та γ?

u±(t, γ(t)) = lim
x→γ(t)
x∈U±

u(t, x)
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Закони збереження: слабкi розвязки
Iнтегрування по частинах у зворотньому напрямку: залишає
iнтеграли вздовж обох бокiв Γ

0 =

∫ ∞

0

∫
R
(uϕt + F (u)ϕx)dxdt +

∫
R
g(x)ϕ(0, x)dx =

= −
∫ ∫

U−

(ut + F (u)x)ϕdxdt −
∫ ∫

U+

(ut + F (u)x)ϕdxdt

+

∫
∂U−

(u−ν1 + F (u−)ν2)ϕdS +

∫
∂U+

(u+ν1 + F (u+)ν2)ϕdS

Тут – вектор одиничної нормалi до Γ у точцi (t, γ(t)). У областi
гладкостi розв’язку маємо ut + F (u)x = 0, тож залишиться

0 =

∫
Γ
((u+ − u−)ν1 + (F (u+)− F (u−))ν2)ϕdS

звiдки, в силу довiльностi ϕ, отримуємо умову
Rankine-Hugoniot:

F (u+)− F (u−) = γ̇(u+ − u−), (t, x) ∈ Γ.
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Закони збереження: слабкi розвязки

1. Приклад з рiвнянням Бюргерса ut + u · ux = 0: слабкий
розв’язок, отриманий вище для 0 < t < 1, можна продовжити
для t > 1 як розривну функцiю (ударна хвиля, shock wave)

u(t, x) =

{
1, x < γ(t),

0, x > γ(t)

де γ(t) := 1+t
2 (вправа: перевiрити, що умова Rankine-Hugoniot

виконується).
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Закони збереження: слабкi розвязки
2. Ще один приклад з рiвнянням Бюргерса, але з початковою
умовою

g(x) =

{
0, x < 0,
1, x > 0

(a) розривний розв’язок: γ(t) := t
2 ,

u(t, x) =

{
0, x < γ(t),

1, x > γ(t)

(б) неперервний розв’язок (для якого умова Rankine-Hugoniot є
тривiальною): rarefaction wave (хвиля розрiдження)

u(t, x) =


0, x < 0,
x
t , 0 < x < t,

1, x > t

! для забезпечення єдиностi слабкого розв’язку рiвняння
Бюргерса, необхiдна додаткова умова
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Повнiстю нелiнiйне рiвняння: F (∇u, u, x) = 0
Та сама iдея: “вирахувати розв’язок вздовж характеристик”
x(s). Але: у систему характер. рiвнянь добавляються рiвняння
для похiдних.

z(s) := u(x(s)), p(s) := (∇u)(x(s))

Продиференцiюємо: (1) ż =
∑n

k=1 uxk ẋk =
∑n

k=1 pk ẋk
(2) ṗj =

∑n
k=1 uxjxk ẋk

Питання: як позбавитися похiдних другого порядку i отримати
ситему диференцiальних рiвнянь для (x , z , p)?
Диференцiюємо РЧП за xj :
(3)

∑n
k=1 Fpk (∇u, u, x)uxkxj + Fz(∇u, u, x)uxj + Fxj (∇u, u, x) = 0

Нехай ẋj = Fpj (p, z , x) (це погоджується з ẋj = aj у

напiвлiнiйному випадку). Тодi з (2) та (3) ⇒
ṗj = −Fxj (p, z , x)− Fz(p, z , x)pj .

(1) ⇒ ż =
n∑

k=1

pkFpk (p, z , x) . У рамках – шукана система
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Рiвняння Гамiльтона-Якобi: ut + H(∇xu, x) = 0

Вiдповiдає: F (t, x , u, ut ,∇u) = 0, де F (t, x , z , r , p) така, що
Ft = 0, Fz = 0, Fr = 1.
Характеристичнi рiвняння для x i p := ∇xu:{

ẋ = ∇pH(p, x)

ṗ = −∇xH(p, x)
гамiльтоновi рiвняння класичної механiки

(гамiльтонiан H). Тут ṫ = 1 ⇒ t = s.
Нехай r(s) := ut(s, x(s)). Тодi ṙ = 0 (з того, що Fz = 0 (H не
залежить явно вiд u) i Ft = 0 (H не залежить явно вiд t)) ⇒

r(t) = r(0) = ut(0, x(0)) = −H(p(0), x(0))

Але r(t) = −H(p(t), x(t)) ⇒ гамiльтонiан зберiгається вздовж
траєкторiй.
Рiвняння для z :

ż = r · 1 + p · ∇pH
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Теорема Якобi (обернений погляд на рiвняння ГЯ та
гамiльтоновi рiвняння):
Якщо вiдомий розв’язок рiвняння ГЯ, що залежить вiд n
параметрiв, то можна отримати розв’язки гамiльтонових
рiвнянь .
Рiвняння ейконала (геометрична оптика)

|∇u| = n(x) (n − коефiцiєнт рефракцiї )

або: ∇u · ∇u = n2(x), або: F (∇u, u, x) = 0, де
F (p, z , x) = 1

2(|p|
2 − n2(x))

Характеристики:
ẋ = ∇pF = p
ż = p · ∇pF = p · p = |p|2 = n(x)
ṗ = −∇xF = n(x)∇n(x)
Виключаючи p: ẍ = 1

2∇(n2(x)) ⇒ якщо n(x) ≡ const, то
характеристики – прямi лiнiї.
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Приклад: рiвняння Гамiльтона-Якобi для гармонiчного
осцилятора I

ut + H(ux , x) = 0

з гамiльтонiаном H(p, x) = p2+x2

2 .
Початковi умови: u(0, y) = g(y)(= p0y), y ∈ R (y - параметр
на прямiй x).
Нехай p = ux i r = ut . Тодi F (t, x , z , r , p) = r + H(p, x) ⇒

Ft = 0,Fx = x ,Fp = p, Fz = 0, Fr = 1
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Приклад: рiвняння Гамiльтона-Якобi для гармонiчного
осцилятора II

Рiвняння характеристик: початковi умови:

ṫ = Fr = 1
ẋ = Fp = p

ż = p · Fp + r · Fr = p2 + r

ṙ = Ft = 0
ṗ = −Fx = −x



t(0) = 0
x(0) = y

z(0) = g(y)

r(0) = − (g ′(y))2+y2

2

p(0) = g ′(y)
Розглянемо рiвняння для x i p:

{
ẋ = p, x(0) = y

ṗ = −x , p(0) = g ′(y)
⇒ ẍ+x = 0 ⇒


x(s) = A cos s + B sin s

x(0) = y

ẋ(0) = −g ′(y)

Розв’язок:

x(s) = y cos s + g ′(y) sin s, p(s) = g ′(y) cos s − y sin s
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Приклад: рiвняння Гамiльтона-Якобi для гармонiчного
осцилятора III

Рiвняння для t i r : t(s) = s, r(s) = r(0).
Пiдставимо отримане у рiвняння для z .{

ż = (g ′)2 cos2 s + y2 sin2 s − 2yg ′(y) sin s cos s − (g ′(y))2+y2

2

z(0) = g(y)

Розв’язок:

z(s) = g(y) +
(g ′(y)2 − y2

4
sin 2s − y · g ′(y) sin2 s (∗)

Якщо g(y) = p0y : виразимо y з рiвняння x = y cos s + p0 sin s

y =
x

cos t
− p0 tg t
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Приклад: рiвняння Гамiльтона-Якобi для гармонiчного
осцилятора IV

i пiдставимо в (*):

u(t, x) =
p0x

cos t
− p2

0 + x2

2
tg t.

Перевiримо початкову умову:

u(0, x) = p0x .
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