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”Рiвняння з частинними похiдними” — не є унiфiкованим
роздiлом математики, а, скорiше, є сукупнiстю численних
напрямкiв дослiджень, кожен з яких – зi своїми джерелами
задач, мотивацiями та цiлями.
Iдея курсу (щонайменше, його початку) — дещо повернутися до
классичних теорiй, на рiвнi застосування математичного аналiзу
(функцiї кiлькох змiнних; менше функцiонального аналiзу).
План:

1 Рiвняння першого порядку. Метод характеристик.
1 Напiвлiнiйнi рiвняння
2 Квазилiнiйнi рiвняння
3 Слабкi розв’язки
4 Повнiстю нелiнiйнi рiвняння

2 Теорема Кошi-Ковалевської (системи першого порядку;
рiвняння другого порядку)

3 Метод роздiлення змiнних (рiвняння теплопровiдностi для
тонкої балки; рiвняння реакцiї-дифузiї; хвильове рiвняння
струни; ...)
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4 Перетворення Фур’є та рiвняння на прямiй (рiвняння
теплопровiдностi, хвильове рiвняння; ...)

5 Рiвняння Лапласа
6 ...
7 Операторнi напiвгрупи
8 Нелiнiйнi еволюцiйнi рiвняння
9 Нелiнiйне рiвняння Шредiнгера

Лiтература:
1 Gerald Teschl, Partial Differential Equations
2 Walter Craig, A Course on Partial Differential Equations,

AMS, 2018.
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Найпростiшi РЧП

1 мiнiмальна кiлькiсть незалежних змiнних — 2
2 мiнiмальний порядок рiвняння (порядок старшої похiдної)

— 1
3 кiлькiсть невiдомих — 1 (є ще системи рiвнянь)
4 залежнiсть вiд похiдних та самої невiдомої функцiї —

лiнiйна
5 коефiцiєнти рiвняння — сталi (не залежать вiд незалежних

змiнних)
aux + buy + cu = 0

де
u = u(y , x); (y , x) ∈ R2

ux =
∂

∂x
; uy =

∂

∂y
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Найнайпростiше РЧП

Окремий випадок: a = 0, c = 0 (b ̸= 0):

uy (y , x) = 0

тобто, u не залежить вiд y (не змiнюється, якщо зафiксувати x ,
а y – змiнювати).
Всi розв’язки: u(y , x) = g(x) для довiльної g(x).

1 розв’язок залежить вiд довiльної функцiї (у вiпадку
звичайного диф. рiвняння, розв’язок залежить вiд чисел
(напр., початкових умов))

2 для однозначного визначення розв’язку треба задати
додатковi умови на ”одновимiрнiй множинi у двовимiрному
просторi” (напр., на прямiй чи кривiй)

Напр., умова: u(0, x) = g(x) для всiх x ∈ R. Тодi розв’язок –
єдиний: u(y , x) = g(x).
! Пiдiйде не будь-яка крива
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Крива на малюнку - не дуже гарна (для задання початкових
умов для даного рiвняння): на iнтервалi [A,B] неможливо
задати u довiльним чином; на ньому u має бути сталою (в силу
рiвняння uy (y , x) = 0).
Проблема: одна з характеристичних прямих (прямих, вздовж
яких розв’язок не змiнюється), має бiльш нiж 1 точку перетину
з кривою, на якiй задається умова на розв’язок диф. рiвняння.
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Рiвняння ut + aux = 0

Быльш загальна ситуацiя: c = 0, але a ̸= 0.
Перепозначим змiну y : нехай вона зветься t (має сенс часу, у
прикладаннях). Маємо рiвняння перенесення (transport
equation)

ut + aux = 0

Лiва частина – похiдна за напрямком (1, a).

1 ∇u(x1, . . . , xn) :=
(

∂u
∂x1

, . . . , ∂u
∂xn

)
вектор градiєнта

2 у нашому випадку, ∇u = (ut , ux)

3 диф. рiвняння можна записати у виглядi (1, a) · ∇u = 0
(скалярний додаток).

Тобто, u не змiнюється, якщо рухатись (у площинi (t, x)) у
напрямку вектора (1, a): якщо u(t0, x0) = u0, то

u(t0 + s, x0 + as) = u0 для всiх s ∈ R.
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Якщо накласти умову u(t0, x) = g(x), x ∈ R, то для того, щоб
отримати значення u(t, x) для довiльного t, треба “вiдкрутити
час назад” вздовж характеристичної прямої, яка проходить
через (t, x), доки час не стане дорiвнювати t0 (для якого
заначення u задане).

u(t, x) = u(t+s, x+as) задовiльняє диф. рiвняння для будь-якого s

u(t, x) = u(t+s, x+as)|s=t0−t = u(t0, x−a(t−t0)) = g(x−a(t−t0)).

Тобто, ефект дiї рiвняння перенесення: задана початкова
функцiя змiщується (переноситься) на вiдстань a(t − t0)
(вправо, якщо a > 0; влiво, якщо a < 0).
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Важливо, щоб характеристична крива, що проходить через
задану точку (t, x), перетинала криву, на якiй задається
початкова умова, тiльки в однiй точцi.

Якщо не ставити початковi умови: будь-який розв’язок має
вигляд u(t, x) = g̃(x − at), де g̃(x) – довiльна функцiя
однiєї змiнної.

9 / 27



Рiвняння ut + aux + cu = 0
Тепер розглянемо ситуацiю з c ̸= 0:

ut + aux + cu = 0.

u вже не буде сталою функцiєю вздовж характеристик;
але ми можемо знайти, як u змiнюється вздовж
характеристик: РЧП зведеться до звичайного диф.
рiвняння (ЗДР) вздовж характеристики.

Введемо функцiю однiєї змiнної

z(s) := u(t + s, x + as).

Тодi
dz

ds
= ut + ux

∂(x + as)

∂s
= ut + aux ,

i ми з РЧП отримаємо ЗДР

ż = −cz (ż ≡ dz

ds
)

Розв’язок ЗДУ (залежить вiд початкової умови – числа z(s0)):

z(s) = z(s0)e
−c(s−s0)
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Знову вiдкручуємо час назад вздовж характеристики
(t + s, x + as):

t + s0 = t0 ⇒ s0 = t − t0

u(t, x) = z(0) = z(s0)e
cz0 = u(t0, x + as0)e

cz0 =

= u(t0, x − a(t − t0))e
−c(t−t0) = g(x − a(t − t0))e

−c(t−t0)

(нагадаємо, що u(t0, x) = g(x) (початкова умова)).
Питання: для яких (бiльш загальних) рiвнянь можна
застосовувати (узагальнюючи, за потреби) такий пiдхiд?

якщо c – довiльна функцiя: c = c(t, x , u) (коефiцiєнт a
залишається константою)

Введемо z(s) аналогiчним чином. Тодi ЗДР для z(s) буде мати
вигляд:

ż = −c(t + s, x + as, z)

(вiдносно незалежної змiнної s; тут t та x – параметри).
Тобто задача знову зведеться до розв’язання ЗДР (але бiльш
складного – можливо, нелiнiйного).
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Напiвлiнiйнi рiвняння
А якщо коефiцiєнти при похiдних – не константи?

a1(x)ux1 + · · ·+ an(x)uxn + c(x , u) = 0

Означення:

x ∈ Rn : x = (x1, . . . , xn); uxj =
∂u

∂xj
;∇u = (ux1 , . . . , uxn)

Напiвлiнiйне рiвняння:
лiнiйне вiдносно найстарших похiдних
коефiцiєнти при похiдних – функцiї незалежних змiнних
x = (x1, . . . , xn)

вiльний член може залежати вiд u та нижчих похiдних
РЧП можна трактувати як задавання похiдної за напрямом:

a(x) · ∇u = −c(x , u), a(x) = (a1(x), . . . , an(x))

якщо c = 0: лiнiї рiвня для u (кривi, вздовж яких u не
змiнюється) є дотичними до векторного поля a.
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Напiвлiнiйнi рiвняння

Характеристичнi кривi – iнтегральнi кривi x(s) векторного поля
a:

ẋ = a(x)

(було ранiше:
(
dt
ds ,

dx
ds

)
= (1, a) ⇒ (t(s), x(s)) = (t0 + s, x0 + as))

Та сама iдея: вираховувати розв’язок u вздовж
характеристичних кривих
Так само: введемо z(s) як значення u вздовж
характеристичної кривої
Тодi з РЧП знову вийде ЗДР

ż = [похiдна складної функцiї] = ∇u · ẋ(s)

= ∇u(x(s)) · a(x(s)) = [РЧП] = −c(x(s), z).
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Напiвлiнiйнi рiвняння

Початковi умови: на n − 1-вимiрнiй поверхнi Γ ⊂ Rn:

Γ = {h(y)|y ∈ V }, V ⊂ Rn−1непуста вiдкрита множина

(параметричне завдання Γ)).
Будемо припускати: a ∈ C 1(U,Rn), c ∈ C 1(U × R,Rn);
h ∈ C 1(V , Γ) – диференцiйований гомоморфiзм, причому

матриця Якобi ∂h
∂y :=

(
∂hi
∂yj

)n−1

i .j=1
має обернену ∀y ∈ V .

Зокрема, дотичнi вектори ∂h
∂yj

, 1 ≤ j ≤ n − 1 є лiнiйно
незалежними.
Початкова умова: u|x∈Γ = g(h(y)).
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Напiвлiнiйнi рiвняння
Алгоритм розв’язання:

визначити характеристичну криву ξ(s, y), яка проходить
через точку h(y) на Γ:{

dx
ds = a(x)

x(0, y) = h(y) (y−параметр для ЗДР)

Розв’язок: x = ξ(s, y) (a ∈ C 1(U,Rn) ⇒ за теоремою
Пiкара-Лiндельофа, iснує щонайменше локально для s у
околi 0).
розв’язати ЗДР вздовж характеристичної кривої, з
вiдповiдною початковою умовою:{

ż = −c(ξ(s, y), z)
z(0) = g(h(y))

розв’язати (нелiнiйну) систему рiвнянь ξ(s, y) = x вiдносно
(s, y): s = s(x), y = y(x) та пiдставити розв’язок у
u(x) = z(s, y).
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Напiвлiнiйнi рiвняння
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Напiвлiнiйнi рiвняння

Теорема (метод характеристик для напiвлiнiйних рiвнянь)
Нехай a ∈ C 1(Rn,Rn) i c ∈ C 1(Rn+1,R).
Нехай Γ ⊂ Rn – гладка (C 1) n − 1-вимiрна поверхня така, що у
деякiй точцi x0 ∈ Γ виконується умова нехарактеристичностi
поверхнi:

ν(x0) · a(x0) ̸= 0

(де ν(x0)– нормаль до Γ у точцi x0).
Тодi рiвняння

a1(x)ux1 + · · ·+ an(x)uxn + c(x , u) = 0

має єдиний розв’язок для будь-якої заданої початкової умови
g ∈ C 1(Γ ∩ U0), який можна отримати, слiдуючи алгоритму,
наведеному вище.
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Напiвлiнiйнi рiвняння

Доведення. По-перше зазначимо, що матриця Якобi для ξ(s, y)
у точцi (0, y0) (де x0 = h(y0)), яка має вигляд

∂ξ

∂(s, y)
(0, y0) =

(
a(x0),

∂h

∂y1
(y0), . . . ,

∂h

∂yn−1
(y0)

)
має обернену в силу нехаректеристичної умови. Тому, в силу
теореми про обернену функцiю, ξ(s, y) є дифеоморфiзмом у
околi (−ε, ε)× V (y0) 7→ U(x0). Геометрично: характеристична
крива не повинна “залишатися” на Γ.
Отож, для будь-якого x ∈ U(x0) можна знайти вiдповiдну
(s, y) ∈ (−ε, ε)× V (y0) таку, що характеристична крива ξ(·, y)
починається у h(y) ∈ Γ i досягає x = ξ(s, y).
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Напiвлiнiйнi рiвняння
Далi,
u = z(s(x), y(x)) ⇒ ∂u

∂xi
= dz

ds ·
∂s
∂xi

+
∑n−1

j=1
∂z
∂yj

∂yj
∂xi

, i = 1, . . . , n
Треба довести, що

n∑
i=1

∂u

∂xi
· ai (x) =

dz

ds
(s(x), y(x)) (∗)

(бо вже маємо ż = −c). Маємо
n∑

i=1

∂u

∂xi
· ai (x) =

dz

ds

n∑
i=1

∂s

∂xi
ai +

n∑
i=1

n−1∑
j=1

∂z

∂yj

∂yj
∂xi

ai =

=
dz

ds

n∑
i=1

∂s

∂xi
ai +

n−1∑
j=1

∂z

∂yj

n∑
i=1

∂yj
∂xi

ai .

(*) буде доведено, якщо ми покажемо, що:
(i)
∑n

i=1
∂s
∂xi

ai = 1;

(ii)
∑n

i=1
∂yj
∂xi

ai = 0 для всiх j = 1, . . . , n − 1.
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Напiвлiнiйнi рiвняння
Зазначимо, що ∂s

∂xi
, ∂yj
∂xi

є елементами матрицi Якобi ∂(s,y)
∂x . Але

ця матриця є оберненою до матрицi Якобi ∂x
∂(s,y) , яка має вигляд

∂x

∂(s, y)
=


∂x1
∂s

∂x1
∂y1

. . . ∂x1
∂yn−1

. . . . . . . . . . . .
∂xn
∂s

∂xn
∂y1

. . . ∂xn
∂yn−1

 =

 a1
∂x1
∂y1

. . . ∂x1
∂yn−1

. . . . . . . . . . . .

an
∂xn
∂y1

. . . ∂xn
∂yn−1


Вiдповiдно, ∂(s,y)

∂x
∂x

∂(s,y) = In (одинична матриця); тобто,
∂s
∂x1

∂s
∂x2

. . . ∂s
∂xn

∂y1
∂x1

∂y1
∂x2

. . . ∂y1
∂xn

. . . . . . . . . . . .
∂yn−1
∂x1

∂yn−1
∂x2

. . . ∂yn−1
∂xn


 a1

∂x1
∂y1

. . . ∂x1
∂yn−1

. . . . . . . . . . . .

an
∂xn
∂y1

. . . ∂xn
∂yn−1

 =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1


звiдки (i) елемент (11):

∑n
i=1

∂s
∂xi

ai = 1;

(ii) елементи (21), . . . , (n1):
∑n

i=1
∂yj
∂xi

ai = 0 для j = 1, . . . , n − 1.
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Напiвлiнiйнi рiвняння: приклад 1

{
ux1 + x1ux2 + x1u = 0, (x1, x2) ∈ R2

u(y , y2) = 1

Тобто тут a(x) = (1, x1),
Γ = {(x1, x2) : x2 = x2

1} = {x1 = y , x2 = y2}.

Вектор нормалi: ν(y , y2) =

(
∂(x2−x2

1 )
∂x1

∂(x2−x2
1 )

∂x2

)
|x1=y ,x2=y2 =(

−2x1
1

)
|x1=y ,x2=y2 =

(
−2y

1

)
Перевiрка нехарактеристичностi Γ:

ν(y , y2)·a(y , y2) = (−2y , 1)·(1, y) = −2y+y = −y ̸= 0, якщо y ̸= 0.
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Напiвлiнiйнi рiвняння: приклад 1
(i) Рiвняння для характеристичних кривих:{

ẋ1 = dx1
ds = 1, dx2

ds = x1
x1(0) = y , x2(0) = y2

Розв’язок: x1 = ξ1(y , s), x2 = ξ2(y , s), де

ξ1(y , s) = y + s, ξ2(y , s) = y2 +

∫ s

0
(y + s ′)ds ′ = y2 + ys +

s2

2

(ii) ЗДР вздовж характеристичної кривої:

dz

ds
= −x1z ; z(0) = 1

(з початкової умови). Розв’язок:

z(s) = e−
∫ s
0 (y+s′)ds′ = e−ys− s2

2 .

Розв’язок РЧП: u(x) = z(s, y)|s=s(x),y=y(x).
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Напiвлiнiйнi рiвняння: приклад 1

(iii) Виразимо s i y через x = (x1, x2):{
y + s = x1

y2 + ys + s2

2 = x2
⇒

y = x1 − s

(x1 − s)2 + (x1 − s)s + s2

2 = x2

Друге рiвняння – квадратне вiдносно s. Його розв’язок:

s = x1 ±
√

2x2 − x2
1 . Тодi з першого рiвняння:

y = ∓
√

2x2 − x2
1 ⇒ −ys − s2

2 = x2 − x2
1 . Пiдставляємо у вираз

для z(s):

u(x) = e−ys− s2
2 = ex2−x2

1
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Напiвлiнiйнi рiвняння: приклад 1

Зауваження.
(1) Дiйснi характеристики – тiльки в областi x2 ≥ x2

1
2 . З iншого

боку, отримана формула дає розв’язок РЧП для всiх (x1, x2).
(2) Характеристики перетинають Γ двiчi ⇒ проблематично
задавати умови у обох точках перетину.
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Напiвлiнiйнi рiвняння: приклад 1

Наприклад, якщо задати умову u(y , y2) = y на
Γ+ = Γ ∩ {x1 > 0}, то розв’язок –

u+(x) =
√

2x2 − x2
1 e

x2−x2
1 ,

а якщо задати умову u(y , y2) = y на Γ− = Γ ∩ {x1 < 0}, то
розв’язок –

u+(x) = −
√

2x2 − x2
1 e

x2−x2
1

(в областi x2 ≥ x2
1/2).
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Напiвлiнiйнi рiвняння: приклад 2

Приклад 2: рiвняння Лiувiлля

ut + vux +
1
m
F (x)uv = 0,

u(0, x , v) = g(x , v),

де u(t, x , v) – щiльнiсть ансамбля iдентичник частинок маси m
у фазовому просторi (x , v) ∈ R2 (координата та швидкiсть).
Характеристичнi рiвняння

ṫ = 1, ẋ = v , v̇ =
1
m
F (x), ż = 0.

Тобто, щiльнiсть не змiнюється вздовж траєкторiй
iндивiдуальних частинок, що задаються другим законом
Ньютона

mẍ = F (x).
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Отже,
метод характеристик зводить РЧП до системи ЗДР
якщо ми можемо розв’язати цю систему, то отримуємо
розв’язок РЧП у неявнiй формi
якщо ми можемо розв’язати вiдповiдну (нелiнiйну) систему
рiвнянь, то отримуємо розв’язок РЧП у явнiй формi
отримуємо, взагалi кажучи, локальний розв’язок; але це не
повинно дивувати, бо ЗДР теж не мають, у звагальнiй
ситуацiї, глобальних розв’язкiв
навiть якщо система ЗДР має глобальний розв’язок, метод
характеристик може “не дотягуватись” до всiх точок
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