
Варiант 1

1. Довести, що якщо для пiдмножини A топологiчного простору x ∈ A′ i x /∈ A, то
x ∈ ∂A.

2. Довести, що вiдображення топологiчних просторiв f : X → Y замкнене тодi й тiльки
тодi, коли f(A) ⊃ f(A) для будь-якої пiдмножини A ⊂ X.

Варiант 2

1. Довести, що для будь-яких пiдмножин A i B топологiчного простору A \B ⊂ A \B.
Показати, що обернене включення, взагалi кажучи, невiрне.

2. Побудувати гомеоморфiзм мiж пiдпросторами X = {(x, y)|x ⩾ 0} i Y = {(x, y)|0 ⩽
y < 1} площини R2.

Варiант 3

1. Нехай {Bα}α∈A – сукупнiсть пiдмножин топологiчного простору. Довести, що

∩
α∈A

IntBα ⊃ Int

(∩
α∈A

Bα

)
.

Навести приклад, який демонструє, що включення в цьому виразi не може бути замiнене
рiвнiстю.

2. Нехай f : X → Y – вiдображення топологiчних просторiв. Тодi пiдмножина Γf ⊂
X × Y вигляду

Γf = {(x, y) | y = f(x)}
називається графiком вiдображення f . Довести, що графiки всiх неперервних вiдображень
одного й того ж простору гомеоморфнi мiж собою.

Варiант 4

1. Нехай {Bi}ni=1 – скiнченна сукупнiсть пiдмножин топологiчного простору. Довести,

що ∂

(
n∪

i=1

Bi

)
⊂

n∪
i=1

∂Bi. Показати, що це не так для довiльної кiлькостi множин i що

обернене включення невiрне (у загальному випадку).
2. Побудувати гомеоморфiзм мiж пiдпросторами X = {(x, y)|x ⩾ 0} i Y = {(x, y)|0 ⩽

x < 1, 0 ⩽ y < 1} площини R2.

Варiант 5

1. Нехай f, g : [0, 1] → R – iнтегровнi функцiї. Позначимо

ρ(f, g) =

1∫
0

|f(x)− g(x)| dx.

Чи буде ρ метрикою

- на множинi iнтегровних на [0, 1] функцiй?

- на множинi неперервних на [0, 1] функцiй?

2. Нехай X – замкнений квадрат у площинi зi стандартною топологiєю, Y – одна з його
сторiн, f : X → Y – ортогональне проектування. Показати, що f неперервне, вiдкрите i
замкнене.



Варiант 6

1. Побудувати гомеоморфiзм мiж пiдпросторами X = {(x, y)|x ⩾ 0} i Y = {(x, y)|x ⩾
0, y ⩾ 0} площини R2.

2. Нехай X – топологiчний простiр, A ⊂ X. Неперервне вiдображення f : X → A
називається ретракцiєю, якщо обмеження f на A є тотожнiм вiдображенням. Множина A
у цьому випадку називається ретрактом X. Довести, що будь-який ретракт хаусдорфового
простору замкнений.

Варiант 7

1. Пiдмножина A топологiчного простору називається канонiчно замкненою, якщо A =
IntA. Показати, що замикання вiдкритої множини канонiчно замкнене.

2. Нехай f1 : X1 → Y1, f2 : X2 → Y2 – вiдображення топологiчних просторiв. Тодi вiдо-
браження f : X1 ×X2 → Y1 × Y2, що визначене формулою

f(x1, x2) = (f1(x1), f2(x2)),

позначається f1 × f2 i називається прямим добутком вiдображень, а самi вiдображення –
множниками. Довести, що f1×f2 вiдкрите тодi й тiльки тодi, коли вiдкритi його множники.

Варiант 8

1. Довести, що межа вiдкритої множини нiде не щiльна.
2. Нехай X i Y – топологiчнi простори, A ⊂ X, B ⊂ Y . Показати, що в X ×Y A× B =

A× B. Вивести з цього, що прямий добуток сепарабельних просторiв сепарабельний.

Варiант 9

1. Нехай A i B – пiдмножини топологiчного простору, A вiдкрита i A∩B = ∅. Довести,
що тодi A ∩ IntB = ∅.

2. Побудувати гомеоморфiзм мiж просторами Rn \ Rk i Sn−k−1 × Rk+1.

Варiант 10

1. Пiдмножина A топологiчного простору називається канонiчно вiдкритою, якщо A =
IntA. Довести, що для канонiчно вiдкритих A i B включення A ⊂ B еквiвалентне A ⊂ B.

2. Побудувати гомеоморфiзм мiж пiдпросторами X = {(x, y)|x ⩾ 0} i Y = {(x, y)|0 <
x < 1, 0 ⩽ y < 1} площини R2.

Варiант 11

1. Нехай {Bα}α∈A – сукупнiсть пiдмножин топологiчного простору. Довести, що(∪
α∈A

Bα

)
=

(∪
α∈A

Bα

)
.

2. Побудувати гомеоморфiзм мiж елiпсоїдом
{
(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 |

n+1∑
i=1

(xi)2

(ai)2
= 1

}
i n-

вимiрною сферою Sn.



Варiант 12

1. Пiдмножина A топологiчного простору називається канонiчно вiдкритою, якщо A =
IntA. Довести, що внутрiшнiсть замкненої множини канонiчно вiдкрита.

2. Довести, що метрика ρ : X × X → R є неперервним вiдображенням (на X розгля-
дається метрична топологiя, а на X ×X – топологiя прямого добутку).

Варiант 13

1. Нехай {Bi}ni=1 – скiнченна сукупнiсть пiдмножин топологiчного простору X. Довести,

що
(

n∪
i=1

Bi

)′

=
n∪

i=1

B′
i. Чи вiрно це для довiльної кiлькостi множин?

2. Нехай f : X → Y – вiдображення топологiчних просторiв. Тодi пiдмножина Γf ⊂
X × Y вигляду

Γf = {(x, y) | y = f(x)}

називається графiком вiдображення f . Довести, що f неперервне тодi й тiльки тодi, коли
обмеження канонiчної проекцiї pX : X × Y → X на Γf є гомеоморфiзмом.

Варiант 14

1. Нехай ρ – метрика на множинi X. Довести, що ρ′(x, y) = min{ρ(x, y), 1} також задає
метрику на X, i їхнi метричнi топологiї спiвпадають. Тому будь-який метричний простiр
гомеоморфний метричному простору скiнченного дiаметра.

2. Нехай X – топологiчний простiр, A ⊂ X. Неперервне вiдображення f : X → A
називається ретракцiєю, якщо обмеження f на A є тотожнiм вiдображенням. Множина A
у цьому випадку називається ретрактом X. Довести, що A є ретрактом X тодi й тiльки
тодi, коли для будь-якого топологiчного простору Y будь-яке неперервне вiдображення
f : A → Y може бути продовжене на весь простiр X.

Варiант 15

1. Нехай {Bi}ni=1 – скiнченна сукупнiсть пiдмножин топологiчного простору. Довести,

що ∂

(
n∩

i=1

Bi

)
⊂

n∪
i=1

∂Bi. Показати, що це не так для довiльної кiлькостi множин i що

обернене включення невiрне (у загальному випадку).
2. Довести, що бiєктивне вiдображення топологiчних просторiв f : X → Y є гомеомор-

фiзмом тодi й тiльки тодi, коли f(IntA) = Int f(A) для будь-якої пiдмножини A ⊂ X.

Варiант 16

1. Нехай {Bα}α∈A – сукупнiсть пiдмножин топологiчного простору. Довести, що

Int

(∩
α∈A

Bα

)
= Int

(∩
α∈A

IntBα

)
.

2. Показати, що для бiєктивного вiдображення f : (X, T ) → (Y,S) гомеоморфнiсть
еквiвалентна кожнiй з умов:

- T – найслабша з топологiй на X, для яких вiдображення f неперервне;

- S – найсильнiша з топологiй на Y , для яких вiдображення f неперервне.



Варiант 17

1. Пiдмножина A топологiчного простору називається канонiчно вiдкритою, якщо A =
IntA. Показати, що перетин двох канонiчно вiдкритих множин канонiчно вiдкритий, а
об’єднання двох канонiчно вiдкритих множин може не бути канонiчно вiдкритим.

2. Нехай f : X → Y – вiдображення топологiчних просторiв. Тодi пiдмножина Γf ⊂
X × Y вигляду

Γf = {(x, y) | y = f(x)}
називається графiком вiдображення f . Довести, що f : X → Y неперервне тодi й тiльки
тодi, коли неперервне вiдображення h : X → Γf , що визначене умовою h(x) = (x, f(x)).

Варiант 18

1. Довести, що в Q з евклiдовою метрикою вiдкрита куля є замкненою множиною тодi й
тiльки тодi, коли її радiус iррацiональний. Чи вiрне аналогiчне твердження для замкненої
кулi, що є вiдкритою множиною?

2. Нехай X – вiдкритий квадрат у площинi зi стандартною топологiєю, Y – одна з його
сторiн, f : X → Y – ортогональне проектування. Показати, що f неперервне, вiдкрите, але
не замкнене.

Варiант 19

1. Пiдмножина A топологiчного простору називається канонiчно замкненою, якщо A =
IntA. Довести, що для канонiчно замкнених A i B включення A ⊂ B еквiвалентне IntA ⊂
IntB.

2. Нехай f : X → Y – вiдображення топологiчних просторiв. Тодi пiдмножина Γf ⊂
X × Y вигляду

Γf = {(x, y) | y = f(x)}
називається графiком вiдображення f . Довести, що якщо Y хаусдорфовий i f : X → Y
неперервне, то Γf замкнена в X × Y .

Варiант 20

1. Показати, що наступнi двi метрики породжують рiзнi топологiї на C([0, 1]). Чи є
якась iз них сильнiшою за iншу?

ρ1(f, g) =

1∫
0

|f(x)− g(x)|dx, ρ2(f, g) = max{|f(x)− g(x)||x ∈ [0, 1]}.

2. Нехай f, g : X → Y – неперервнi вiдображення топологiчних просторiв, Y хаусдор-
фовий i A ⊂ X всюди щiльна. Довести, що якщо f |A = g|A, то f = g.

Варiант 21

1. Пiдмножина A топологiчного простору називається канонiчно замкненою, якщо A =
IntA. Показати, що об’єднання двох канонiчно замкнених множин канонiчно замкнене, а
перетин двох канонiчно замкнених множин може не бути канонiчно замкненим.

2. Побудувати гомеоморфiзм мiж пiдпросторами X = {(x, y)|x ⩾ 0, y ⩾ 0} i Y =
{(x, y)|x ⩾ y ⩾ 0} площини R2.

Варiант 22

1. Довести, що пiдмножина U топологiчного простору X вiдкрита тодi й тiльки тодi,
коли для будь-якої точки x ∈ X iснує вiдкрита V ∋ x така, що U ∩ V вiдкрита у V (як у
пiдпросторi X).

2. Нехай X – хаусдорфовий топологiчний простiр, i f : X → X неперервне. Довести,
що пiдмножина A = {x ∈ X | f(x) = x} замкнена в X.



Варiант 23

1. Пiдмножина A топологiчного простору називається канонiчно вiдкритою, якщо A =
IntA, i канонiчно замкненою, якщо A = IntA. Показати, що множина канонiчно замкнена
тодi й тiльки тодi, коли її доповнення канонiчно вiдкрите.

2. Довести, що бiєктивне вiдображення топологiчних просторiв f : X → Y є гомеомор-
фiзмом тодi й тiльки тодi, коли f(A) = f(A) для будь-якої пiдмножини A ⊂ X.

Варiант 24

1. Нехай {Bα}α∈A – сукупнiсть пiдмножин топологiчного простору. Довести, що

∪
α∈A

Bα ⊂

(∪
α∈A

Bα

)
.

Навести приклад, який демонструє, що включення в цьому виразi не може бути замiнене
рiвнiстю.

2. Побудувати гомеоморфiзм мiж пiдпросторами X = R2 \ {(0, 0)} i Y = {(x, y)|a <
x2 + y2 < b} (для будь-яких 0 ⩽ a < b) площини R2.

Варiант 25

1. Нехай ρ – метрика на множинi X. Довести, що ρ′(x, y) = ρ(x,y)
ρ(x,y)+1

також задає мет-
рику на X, i їхнi метричнi топологiї спiвпадають. Тому будь-який метричний простiр
гомеоморфний метричному простору скiнченного дiаметра.

2. Нехай f1 : X1 → Y1, f2 : X2 → Y2 – вiдображення топологiчних просторiв. Тодi вiдо-
браження f : X1 ×X2 → Y1 × Y2, що визначене формулою

f(x1, x2) = (f1(x1), f2(x2)),

позначається f1 × f2 i називається прямим добутком вiдображень, а самi вiдображення –
множниками. Довести, що f1 × f2 неперервне тодi й тiльки тодi, коли неперерервнi його
множники.

Варiант 26

1. Побудувати гомеоморфiзм мiж пiдпросторами X = R2\{(0, 0)} i Y = {(x, y)|x2+y2 >
1} площини R2.

2. Довести, що вiдображення топологiчних просторiв f : X → Y вiдкрите тодi й тiльки
тодi, коли f(IntA) ⊂ Int f(A) для будь-якої пiдмножини A ⊂ X.

Варiант 27

1. Довести, що для будь-яких пiдмножин A i B топологiчного простору A \B ⊂ A \B.
Показати, що обернене включення, взагалi кажучи, невiрне.

2. Побудувати гомеоморфiзм мiж пiдпросторами X = {(x, y)|x ⩾ 0} i Y = {(x, y)|0 ⩽
y < 1} площини R2.

Варiант 28

1. Нехай {Bi}ni=1 – скiнченна сукупнiсть пiдмножин топологiчного простору. Довести,

що ∂

(
n∪

i=1

Bi

)
⊂

n∪
i=1

∂Bi. Показати, що це не так для довiльної кiлькостi множин i що

обернене включення невiрне (у загальному випадку).
2. Побудувати гомеоморфiзм мiж пiдпросторами X = {(x, y)|x ⩾ 0} i Y = {(x, y)|0 ⩽

x < 1, 0 ⩽ y < 1} площини R2.



Варiант 29

1. Побудувати гомеоморфiзм мiж пiдпросторами X = {(x, y)|x ⩾ 0} i Y = {(x, y)|x ⩾
0, y ⩾ 0} площини R2.

2. Нехай X – топологiчний простiр, A ⊂ X. Неперервне вiдображення f : X → A
називається ретракцiєю, якщо обмеження f на A є тотожнiм вiдображенням. Множина A
у цьому випадку називається ретрактом X. Довести, що будь-який ретракт хаусдорфового
простору замкнений.

Варiант 30

1. Довести, що межа вiдкритої множини нiде не щiльна.
2. Нехай X i Y – топологiчнi простори, A ⊂ X, B ⊂ Y . Показати, що в X ×Y A× B =

A× B. Вивести з цього, що прямий добуток сепарабельних просторiв сепарабельний.

Варiант 31

1. Пiдмножина A топологiчного простору називається канонiчно вiдкритою, якщо A =
IntA. Довести, що для канонiчно вiдкритих A i B включення A ⊂ B еквiвалентне A ⊂ B.

2. Побудувати гомеоморфiзм мiж пiдпросторами X = {(x, y)|x ⩾ 0} i Y = {(x, y)|0 <
x < 1, 0 ⩽ y < 1} площини R2.

Варiант 32

1. Нехай ρ – метрика на множинi X. Довести, що ρ′(x, y) = min{ρ(x, y), 1} також задає
метрику на X, i їхнi метричнi топологiї спiвпадають. Тому будь-який метричний простiр
гомеоморфний метричному простору скiнченного дiаметра.

2. Нехай X – топологiчний простiр, A ⊂ X. Неперервне вiдображення f : X → A
називається ретракцiєю, якщо обмеження f на A є тотожнiм вiдображенням. Множина A
у цьому випадку називається ретрактом X. Довести, що A є ретрактом X тодi й тiльки
тодi, коли для будь-якого топологiчного простору Y будь-яке неперервне вiдображення
f : A → Y може бути продовжене на весь простiр X.

Варiант 33

1. Пiдмножина A топологiчного простору називається канонiчно вiдкритою, якщо A =
IntA. Довести, що внутрiшнiсть замкненої множини канонiчно вiдкрита.

2. Довести, що метрика ρ : X × X → R є неперервним вiдображенням (на X розгля-
дається метрична топологiя, а на X ×X – топологiя прямого добутку).

Варiант 34

1. Нехай {Bα}α∈A – сукупнiсть пiдмножин топологiчного простору. Довести, що

Int

(∩
α∈A

Bα

)
= Int

(∩
α∈A

IntBα

)
.

2. Показати, що для бiєктивного вiдображення f : (X, T ) → (Y,S) гомеоморфнiсть
еквiвалентна кожнiй з умов:

- T – найслабша з топологiй на X, для яких вiдображення f неперервне;

- S – найсильнiша з топологiй на Y , для яких вiдображення f неперервне.



Варiант 35

1. Довести, що в Q з евклiдовою метрикою вiдкрита куля є замкненою множиною тодi й
тiльки тодi, коли її радiус iррацiональний. Чи вiрне аналогiчне твердження для замкненої
кулi, що є вiдкритою множиною?

2. Нехай X – вiдкритий квадрат у площинi зi стандартною топологiєю, Y – одна з його
сторiн, f : X → Y – ортогональне проектування. Показати, що f неперервне, вiдкрите, але
не замкнене.

Варiант 36

1. Показати, що наступнi двi метрики породжують рiзнi топологiї на C([0, 1]). Чи є
якась iз них сильнiшою за iншу?

ρ1(f, g) =

1∫
0

|f(x)− g(x)|dx, ρ2(f, g) = max{|f(x)− g(x)||x ∈ [0, 1]}.

2. Нехай f, g : X → Y – неперервнi вiдображення топологiчних просторiв, Y хаусдор-
фовий i A ⊂ X всюди щiльна. Довести, що якщо f |A = g|A, то f = g.

Варiант 37

1. Довести, що пiдмножина U топологiчного простору X вiдкрита тодi й тiльки тодi,
коли для будь-якої точки x ∈ X iснує вiдкрита V ∋ x така, що U ∩ V вiдкрита у V (як у
пiдпросторi X).

2. Нехай X – хаусдорфовий топологiчний простiр, i f : X → X неперервне. Довести,
що пiдмножина A = {x ∈ X | f(x) = x} замкнена в X.

Варiант 38

1. Нехай {Bα}α∈A – сукупнiсть пiдмножин топологiчного простору. Довести, що

∪
α∈A

Bα ⊂

(∪
α∈A

Bα

)
.

Навести приклад, який демонструє, що включення в цьому виразi не може бути замiнене
рiвнiстю.

2. Побудувати гомеоморфiзм мiж пiдпросторами X = R2 \ {(0, 0)} i Y = {(x, y)|a <
x2 + y2 < b} (для будь-яких 0 ⩽ a < b) площини R2.

Варiант 39

1. Нехай f, g : [0, 1] → R – iнтегровнi функцiї. Позначимо

ρ(f, g) =

1∫
0

|f(x)− g(x)| dx.

Чи буде ρ метрикою

- на множинi iнтегровних на [0, 1] функцiй?

- на множинi неперервних на [0, 1] функцiй?

2. Нехай X – замкнений квадрат у площинi зi стандартною топологiєю, Y – одна з його
сторiн, f : X → Y – ортогональне проектування. Показати, що f неперервне, вiдкрите i
замкнене.



Варiант 40

1. Нехай {Bα}α∈A – сукупнiсть пiдмножин топологiчного простору. Довести, що

∩
α∈A

IntBα ⊃ Int

(∩
α∈A

Bα

)
.

Навести приклад, який демонструє, що включення в цьому виразi не може бути замiнене
рiвнiстю.

2. Нехай f : X → Y – вiдображення топологiчних просторiв. Тодi пiдмножина Γf ⊂
X × Y вигляду

Γf = {(x, y) | y = f(x)}

називається графiком вiдображення f . Довести, що графiки всiх неперервних вiдображень
одного й того ж простору гомеоморфнi мiж собою.

Варiант 41

1. Пiдмножина A топологiчного простору називається канонiчно замкненою, якщо A =
IntA. Довести, що для канонiчно замкнених A i B включення A ⊂ B еквiвалентне IntA ⊂
IntB.

2. Нехай f : X → Y – вiдображення топологiчних просторiв. Тодi пiдмножина Γf ⊂
X × Y вигляду

Γf = {(x, y) | y = f(x)}

називається графiком вiдображення f . Довести, що якщо Y хаусдорфовий i f : X → Y
неперервне, то Γf замкнена в X × Y .

Варiант 42

1. Нехай {Bi}ni=1 – скiнченна сукупнiсть пiдмножин топологiчного простору. Довести,

що ∂

(
n∩

i=1

Bi

)
⊂

n∪
i=1

∂Bi. Показати, що це не так для довiльної кiлькостi множин i що

обернене включення невiрне (у загальному випадку).
2. Довести, що бiєктивне вiдображення топологiчних просторiв f : X → Y є гомеомор-

фiзмом тодi й тiльки тодi, коли f(IntA) = Int f(A) для будь-якої пiдмножини A ⊂ X.

Варiант 43

1. Пiдмножина A топологiчного простору називається канонiчно вiдкритою, якщо A =
IntA. Показати, що перетин двох канонiчно вiдкритих множин канонiчно вiдкритий, а
об’єднання двох канонiчно вiдкритих множин може не бути канонiчно вiдкритим.

2. Нехай f : X → Y – вiдображення топологiчних просторiв. Тодi пiдмножина Γf ⊂
X × Y вигляду

Γf = {(x, y) | y = f(x)}

називається графiком вiдображення f . Довести, що f : X → Y неперервне тодi й тiльки
тодi, коли неперервне вiдображення h : X → Γf , що визначене умовою h(x) = (x, f(x)).



Варiант 44

1. Нехай {Bα}α∈A – сукупнiсть пiдмножин топологiчного простору. Довести, що(∪
α∈A

Bα

)
=

(∪
α∈A

Bα

)
.

2. Побудувати гомеоморфiзм мiж елiпсоїдом
{
(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 |

n+1∑
i=1

(xi)2

(ai)2
= 1

}
i n-

вимiрною сферою Sn.

Варiант 45

1. Нехай {Bi}ni=1 – скiнченна сукупнiсть пiдмножин топологiчного простору X. Довести,

що
(

n∪
i=1

Bi

)′

=
n∪

i=1

B′
i. Чи вiрно це для довiльної кiлькостi множин?

2. Нехай f : X → Y – вiдображення топологiчних просторiв. Тодi пiдмножина Γf ⊂
X × Y вигляду

Γf = {(x, y) | y = f(x)}

називається графiком вiдображення f . Довести, що f неперервне тодi й тiльки тодi, коли
обмеження канонiчної проекцiї pX : X × Y → X на Γf є гомеоморфiзмом.

Варiант 46

1. Нехай A i B – пiдмножини топологiчного простору, A вiдкрита i A∩B = ∅. Довести,
що тодi A ∩ IntB = ∅.

2. Побудувати гомеоморфiзм мiж просторами Rn \ Rk i Sn−k−1 × Rk+1.


