
Варiант 1

1. Показати, що дивергенцiя поля X на рiмановому многовидi (M, g) з рiмановою зв’я-
знiстю ∇ локально має вигляд

divX =
n∑

i=1

g(∇Ei
X,Ei),

де {Ei}ni=1 – довiльний локальний ортонормований репер.
2. Показати, що n-вимiрний тор Клiффорда r : T n → S2n−1, що заданий

(ρ ◦ r)(u1, . . . , un) =
1√
n
(cosu1, sinu1, . . . , cosun, sinun),

є мiнiмальним пiдмноговидом у (2n−1)-вимiрнiй сферi. Тут (u1, . . . , un) – локальнi коорди-
нати на T n = S1×· · ·×S1, що є кутовими параметрами вiдповiдних кiл, а ρ : S2n−1 → E2n –
стандартне вкладення.

Варiант 2

1. Показати, що на сферi Sn при n > 1 не iснує набору гладких полiв {Ei}ni=1, що
утворюють глобальний голономний репер, тобто лiнiйно незалежнi в кожнiй точцi i такi,
що [Ei, Ej] = 0 для будь-яких i, j = 1, n. Навести приклад гладких полiв E1, E2 на S3,
лiнiйно незалежних в кожнiй точцi i таких, що [E1, E2] = 0.

2. Показати, що якщо поверхня обертання

r : (a, b)× S1 → E3 : (u, eiv) 7→ (f(u) cos v, f(u) sin v, u)

є мiнiмальною, то це область на катеноїдi.

Варiант 3

1. Показати, що для будь-якого кососиметричного (2, 1)-тензорного поля T на гладкому
многовидi M (тобто такого, що T (X, Y ) = −T (Y,X) для будь-яких полiв X i Y ) iснує
афiнна зв’язнiсть зi скрутом T . Чи буде вона єдиною?

2. Перевiрити, що гауссова кривина метрики g = e2ω(u,v)(du2 + dv2) двовимiрного рiма-
нового многовида в iзотермiчних координатах дорiвнює K = −e−2ω∆ω (де ∆ = ∂2

∂u2 + ∂2

∂v2

позначає евклiдiв лапласiан). Вивести з цього формулу для гауссової кривини мiнiмаль-
ної поверхнi, що задана представленням Веєрштрасса-Еннепера за допомогою функцiй
комплексної змiнної f i g:

K = − 4|g′z|2

|f |2 (1 + |g|2)4
.

Варiант 4

1. Нехай (M, g) – орiєнтований рiмановий многовид, (x1, . . . , xn) – локальнi координати
(що вiдповiдають орiєнтацiї), G – вiдповiдна локальна матриця Грама метрики g, 1-форма
γ = Γi

ji dx
j – слiд матрицi форм рiманової зв’язностi у цих координатах. Показати, що

γ = d ln
√
detG. Вивести з цього, що коварiантна похiдна (у рiмановiй зв’язностi) рiманової

форми об’єму у напрямку будь-якого поля дорiвнює нулю.
2. Показати, що якщо лiнiйчата поверхня

r : (a, b)× R → E3 : (s, t) 7→ γ(s) + tµ(s)

є мiнiмальною, то це область на гелiкоїдi або у площинi (тут можна вважати, наприклад,
що крива µ лежить у сферi, тобто ⟨µ, µ⟩ = 1, i що параметр s натуральний для µ).



Варiант 5

1. Показати, що якщо афiнна зв’язнiсть ∇ на гладкому многовидi M має нульовi срут
i кривину, то вона пласка, тобто у околi кожної точки M iснують локальнi координати,
у яких символи Крiстоффеля ∇ нульовi. Це можна зробити, наприклад, використавши
формулу перетворення матрицi форм зв’язностi:

ω̃ = C−1 dC + C−1 ω C.

А саме, нехай ω – матриця форм зв’язностi ∇ у деяких локальних координатах (x1, . . . , xn)
на околi p ∈ M . Показати, що умови dC = −ω C i dD = Dω задають у цьому випадку
сумiснi системи диференцiальних рiвнянь з невiдомими компонентами матриць C i D, i
що для розв’язкiв цих рiвнянь d(DC) = 0; вивести, що можна обрати початковi умови
так, що DC = I; перевiрити, що, у свою чергу, система ∂x̃i

∂xj = Di
j, i, j = 1, n є сумiсною,

її розв’язки (x̃1, . . . , x̃n) є локальними координатами на деякому околi p, i у них символи
Крiстоффеля ∇ нульовi.

2. Показати, що якщо зв’язна мiнiмальна поверхня в E3 має постiйну гауссову кривину,
то це область на площинi.

Варiант 6

1. Нехай {Ei}ni=1 – локальний репер на пiдмножинi U гладкого многовида M , i [Ei, Ej] =
0 для будь-яких i, j = 1, n. Показати, що на U iснує афiнна зв’язнiсть ∇ така, що ∇XEi = 0
для будь-яких поля X i i = 1, n. Чому дорiвнюють скрут i кривина цiєї зв’язностi?

2. На нормалях поверхнi M в E3 вiдкладаються вiдрiзки постiйної довжини a. Мно-
жина кiнцiв таких вiдрiзкiв утворює поверхню M̃ , паралельну M (вважаємо, що вона
регулярна). Нехай M мiнiмальна, не має точок сплощення, i a2 < − 1

K
, де K – гауссова

кривина M . Показати, що при цьому площа будь-якої кубовної пiдмножини D в M буде
не меншою за площу вiдповiдної пiдмножини D̃ у M̃ .

Варiант 7

1. Вивести з другої тотожностi Бiанкi для форм i умови нульового скрута афiнної
зв’язностi ∇ на гладкому многовидi M , що її тензор кривини R задоволняє умовi

(∇XR)(Y, Z)W + (∇YR)(Z,X)W + (∇ZR)(X, Y )W = 0

для будь-яких полiв X, Y , Z i W на M .
2. Нехай мiнiмальна поверхня у E3 задана представленням Веєрштрасса-Еннепера за

допомогою функцiй комплексної змiнної f i g. Показати, що для будь-якого значення
α функцiї eiαf i g задають мiнiмальну поверхню, що iзометрична данiй (вона зветься
асоцiйованою з нею). Виписати рiвняння сiмества поверхонь, асоцiйованих з поверхнею
Еннепера (у представленнях брати z0 = 0, c1 = c2 = c3 = 0).

Варiант 8

1. Нехай (M,∇) – многовид з афiнною зв’язнiстю, {Ei}ni=1 i {Ẽi}ni=1 – локальнi репери
на U ⊂ M , що пов’язанi спiввiдношеннями Ẽi = Cj

i Ej, i = 1, n, C = (Cj
i )i,j=1,n – вiдповiдна

матриця перехода, ω i ω̃ – матрицi форм зв’язностi ∇ у цих реперах, Ω = dω + ω ∧ ω i
Ω̃ = dω̃ + ω̃ ∧ ω̃ – вiдповiднi матрицi форм кривини. Показати, що

ω̃ = C−1 dC + C−1 ω C.

Вивести з цього, що Ω̃ = C−1ΩC.
2. Показати, що узагальнений гелiкоїд r : Rn+1 → En+k+1, що заданий

r(u1, . . . , un+1) = (u1 cosun+1, u1 sinun+1, . . . , uk cosun+1, uk sinun+1, uk+1, . . . , un+1),

є мiнiмальним пiдмноговидом у En+k+1.


