
Варiант 1

1. Нехай ω – невироджена зовнiшня 2-форма на парновимiрному гладкому многови-
дi M . Аналогiчно до рiманової метрики визначимо операцiю (·)[ : X (M) → Ω1(M) : X 7→
ω(X, ·) i обернену (·)] : Ω1(M)→ X (M). Дужкою Пуассона, що вiдповiдає ω, зветься бiлi-
нiйне кососиметричне вiдображення {·, ·} : C∞(M) × C∞(M) → C∞(M) : f, g 7→ {f, g} :=
ω(df ], dg]). Показати, що ω замкнена (є симплектичною формою) тодi i тiльки тодi, коли
{·, ·} задовольняє тотожнiсть Якобi

{{f, g}, h}+ {{g, h}, f}+ {{h, f}, g} = 0

для будь-яких f, g, h ∈ C∞(M). Для цього можна, наприклад, використати локальнi коор-
динати (x1, . . . , xn): якщо у них ω = ωij dx

i ∧ dxj, то {f, g} = aij ∂f
∂xi

∂g
∂xj , де aij – компоненти

матрицi, що обернена до матрицi ω = (ωij)
n
i,j=1 (перевiрити це).

2. Вiдомо, що непарновимiрний дiйсний проективний простiр RP 2k−1 – орiєнтовний
(компактний зв’язний гладкий) многовид. Знайти степiнь канонiчної проекцiї π : S2k−1 →
RP 2k−1 : (x1, . . . , x2k) 7→ (x1 : · · · : x2k).

Варiант 2

1. Перевiрити безпосередньо, що вираз для лапласiана

∆f = gij
(

∂2f

∂xi∂xj
− Γk

ij

∂f

∂xk

)
не залежить вiд вибору локальних координат.

2. Перевiрити, що вiдображення f : Sn → Sn, що переводить точки

(cosx1 . . . cosxn, cosx1 . . . cosxn−1 sinxn, cosx1 . . . cosxn−2 sinxn−1, . . . , cosx1 sinx2, sinx1)

у точки

(cosx1 . . . cos kxn, cosx1 . . . cosxn−1 sin kxn, cosx1 . . . cosxn−2 sinxn−1, . . . , cosx1 sinx2, sinx1),

де k ∈ Z, коректно визначене, гладке i має степiнь k.

Варiант 3

1. Вiдомо, що якщо гладке вiдображення сфер f : Sn → Sn непарне (тобто для кожної
точки x ∈ Sn переводить дiаметрально протилежнi точки x, −x у дiаметрально протиле-
жнi: f(−x) = −f(x)), то воно iндукує ненульове вiдображення в n-тих когомологiях сфери.
Вивести з цього, що для будь-якого гладкого g : Sm → Rn+1, де m > n, iснує y ∈ Sm така,
що g(y) = g(−y) (це одне з формулювань теореми Борсука-Улама).

2. Встановити, чи iснує гладке вiдображення f : Rn → Rn таке, що f(x) 6= 0 для x 6= 0
i x ⊥ f(x) для будь-якого x.

Варiант 4

1. Обчислити когомологiї пляшки Клейна. Пересвiдчитися у тому, що дуальнiсть Пу-
анкаре, взагалi кажучи, невiрна для компактних неорiєнтовних многовидiв.

2. Нехай гладке вiдображення сфер f : Sn → Sn має непарний степiнь. Показати, що
iснує пара дiаметрально протилежних точок x, −x ∈ Sn, якi пiд дiєю цього вiдображення
переходять у дiаметрально протилежнi: f(−x) = −f(x).



Варiант 5

1. Обчислити когомологiї проективної площини RP 2 (наприклад, за допомогою послi-
довностi Маєра-Вiєторiса i розбиття RP 2 на диск i лист Мебiуса або за допомогою кого-
мологiй Чеха). Пересвiдчитися у тому, що дуальнiсть Пуанкаре, взагалi кажучи, невiрна
для компактних неорiєнтовних многовидiв.

2. Показати, що якщо гладке вiдображення f : S1 → S1 непарне (тобто для кожної
точки x ∈ S1 переводить дiаметрально протилежнi точки x, −x у дiаметрально протиле-
жнi: f(−x) = −f(x)), то воно має непарний степiнь. Вивести з цього (гладку) теорему
Борсука-Улама: не iснує непарного гладкого f : Sn → S1 при n > 1.

Варiант 6

1. Побудувати покриття Лере S2, нервом якого є тетраедр, i обчислити його когомологiї
Чеха.

2. Нехай f, g : X → Sn – неперервнi вiдображення з деякого топологiчного простору у
сферу. Показати, що якщо для будь-якого x ∈ X f(x) i g(x) не є дiаметрально протиле-
жними, то цi вiдображення гомотопнi, а якщо f i g гладкi (а X – гладкий многовид), то
гладко гомотопнi.

Варiант 7

1. Показати, що якщо гладке вiдображення f : M → N орiєнтованих компактних зв’я-
зних гладких многовидiв однакової вимiрностi (гладко) гомотопне постiйному, то у нього
є критичнi точки.

2. Встановити, чи iснує на сферi Sn гладке парне векторне поле X (тобто таке, що
Xx = X−x для кожної точки x ∈ Sn, де −x – дiаметрально протилежна до неї точка), що
в жоднiй точцi не дорiвнює 0.

Варiант 8

1. Нехай ω – невироджена зовнiшня 2-форма на 2m-вимiрному гладкому многовидi M ,
що має у локальних координатах (x1, . . . , x2m) вигляд ωij dx

i ∧ dxj. Показати, що її m-тий
зовнiшнiй ступiнь у цих координатах дорiвнює

ω ∧ · · · ∧ ω︸ ︷︷ ︸
m

= (−1)
m(m−1)

2
1

m!
Pf ω dx1 ∧ · · · ∧ dx2m,

де Pf ω – пфаффiан кососиметричної локальної матрицi ω = (ωij)
2m
i,j=1 цiєї форми. Вивести

з цього, що M орiєнтовний.
2. Нехай M1,M2, N1, N2 – орiєнтованi компактнi зв’язнi гладкi многовиди, dimM1 =

dimN1, dimM2 = dimN2, f1 : M1 → N1, f2 : M2 → N2 – гладкi вiдображення. Показати, що
deg(f1 × f2) = deg f1 deg f2, де f1 × f2 : M1 ×M2 → N1 ×N2 : (p1, p2) 7→ (f1(p1), f2(p2)).


