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Äèñòàíöiÿ Ãàóñäîðôà

Íåõàé X � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Íàãàäà¹ìî, ùî âiäñòàííþ âiä

òî÷êè x ∈ X äî íåïîðîæíüî¨ ïiäìíîæèíè A ⊂ X íàçèâà¹òüñÿ

÷èñëî ρ(x ,A) = infa∈A ρ(x ,a). Çàçíà÷èìî, ùî òî÷êà x ∈ A òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè ρ(x ,A) = 0.
Îäíîñòîðîííüîþ äèñòàíöi¹þ Ãàóñäîðôà (F. Hausdor�) ìiæ íå-

ïîðîæíiìè ìíîæèíàìè A,B ⊂ X íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

ρ̃H(A,B) = sup
b∈B

ρ(b,A),

à äèñòàíöi¹þ Ãàóñäîðôà ìiæ A,B ⊂ X íàçèâà¹òüñÿ

ρH(A,B) = max {ρ̃H(A,B), ρ̃H(B,A)} .

Çàóâàæåííÿ. Äèñòàíöiÿ Ãàóñäîðôà ìiæ äâîìà ìíîæèíàìè òà

æ ñàìà, ÿê i ìiæ çàìèêàííÿìè öèõ ìíîæèí: ρH(A,B) = ρH(A,B).
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Äèñòàíöiÿ Ãàóñäîðôà

Ïîçíà÷èìî bc(X ) ñiì'þ âñiõ íåïîðîæíiõ îáìåæåíèõ çàìêíåíèõ

ïiäìíîæèí ïðîñòîðó X .

Òåîðåìà 1. Äèñòàíöiÿ Ãàóñäîðôà çàäà¹ ìåòðèêó íà bc(X ).

Äîâåäåííÿ. Ïîäðîáèöi íà �äîøöi�. 2
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Ëåìè ïðî ïîâíîòó

Ëåìà 1. Íåõàé X � ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, εn > 0 ç∑
n∈N

εn <∞.

Òîäi áóäü-ÿêà ïîñëiäîâíiñòü (xn) ⊂ X , äëÿ ÿêî¨ ρ(xn, xn+1) <
εn, n = 1,2, . . ., ìà¹ ãðàíèöþ.

Äîâåäåííÿ. Çà öi¹¨ óìîâè (xn) � ïîñëiäîâíiñòü Êîøi. Ïîäðîáèöi
íà �äîøöi�. 2

Ëåìà 2. ßêùî Z � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, εn > 0 ç
∑

n∈N εn <∞, i

ïðîñòið Z ìà¹ òàêó âëàñòèâiñòü: áóäü-ÿêà ïîñëiäîâíiñòü (zn) ⊂
Z , äëÿ ÿêî¨ ρ(zn, zn+1) < εn, n = 1,2, . . ., ìà¹ ãðàíèöþ. Òîäi Z
� ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið.
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Ëåìè ïðî ïîâíîòó

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (xn) � ïîñëiäîâíiñòü Êîøi â Z . Ìè áóäåìî

êîðèñòóâàòèñÿ òàêèì çàãàëüíèì ôàêòîì, ùî äëÿ äîâåäåííÿ

çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi Êîøi äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî âîíà ìi-

ñòèòü çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü.

Îñêiëüêè (xn) � ïîñëiäîâíiñòü Êîøi, iñíó¹ íîìåð n1 ∈ N òàêèé,

ùî ρ(xk , xj) < ε1 äëÿ âñiõ k , j > n1. Àíàëîãi÷íî, iñíó¹ íîìåð

n2 > n1 òàêèé, ùî ρ(xk , xj) < ε2 äëÿ âñiõ k , j > n2; iñíó¹ íîìåð

n3 > n2 òàêèé, ùî ρ(xk , xj) < ε3 äëÿ âñiõ k , j > n3, òîùî.

Òîäi ïîñëiäîâíiñòü xn1 , xn2 , xn3 , . . . çàäîâîëüíÿ¹ âèìîãó

ρ
(
xnk , xnk+1

)
< εk , k = 1,2, . . . ,

òîáòî, âiäïîâiäíî äî óìîâ Ëåìè, ìà¹ ãðàíèöþ. 2
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Òåîðåìà ïðî ïîâíîòó

Òåîðåìà 2. ßêùî X � ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, òî (bc(X ), ρH)
òàêîæ ïîâíèé.

Äîâåäåííÿ. Êîðèñòóâàòèìåìîñÿ ëåìîþ 2. Çàôiêñó¹ìî ÿêóñü

ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë εn > 0 ç
∑

n∈N εn < ∞ òà ðîçãëÿíåìî

ïîñëiäîâíiñòü (An) ⊂ bc(X ), äëÿ ÿêî¨ ρH(An,An+1) < εn, n =
1,2, . . .

Ïîçíà÷èìî A ìíîæèíó âñiõ òèõ x ∈ X , äëÿ ÿêèõ iñíó¹ âiäïîâiä-

íà ïîñëiäîâíiñòü xn ∈ An ç lim
n→∞

xn = x , òàêà, ùî ρ(xn, xn+1) <

εn ïðè âñiõ n ∈ N. Íàøà ìåòà � äîâåñòè, ùî A = lim
n→∞

An.

Äëÿ öüîãî ïîòðiáíî äîâåñòè äâà ñïiââiäíîøåííÿ:

lim
n→∞

ρ̃H(An,A) = 0, lim
n→∞

ρ̃H(A,An) = 0.
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Òåîðåìà ïðî ïîâíîòó

Äëÿ ïåðøîãî ñïiââiäíîøåííÿ

lim
n→∞

ρ̃H(An,A) = 0

ïîêàæåìî, ùî äëÿ âñiõ n ∈ N

ρ̃H(An,A) 6
∞∑

k=n

εk ,

òîáòî äëÿ êîæíîãî x ∈ A ìà¹ìî ρ(x ,An) 6
∑∞

k=n εk .

( Ïîäðîáèöi íà �äîøöi�. )
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Òåîðåìà ïðî ïîâíîòó

Äëÿ äðóãîãî ñïiââiäíîøåííÿ

lim
n→∞

ρ̃H(A,An) = 0

ïîêàæåìî, ùî äëÿ âñiõ n ∈ N

ρ̃H(A,An) 6
∞∑

k=n

εk ,

òîáòî äëÿ êîæíîãî y ∈ An ìà¹ìî ρ(y ,A) 6
∑∞

k=n εk .

( Ïîäðîáèöi íà �äîøöi�. ) 2
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Òåîðåìà ïðî ïîâíîòó

Ïîçíà÷èìî comp(X ) ïiäïðîñòið ïðîñòîðó bc(X ), ùî ñêëàäà¹-

òüñÿ ç êîìïàêòíèõ ìíîæèí. Iíøèìè ñëîâàìè, comp(X ) � öå

ñiì'ÿ âñiõ íåïîðîæíiõ êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèí ïðîñòîðó X , ç

äèñòàíöi¹þ Ãàóñäîðôà â ÿêîñòi ìåòðèêè.

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî X � ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, òî comp(X )
� çàìêíåíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó bc(X ), òîáòî comp(X ) òàêîæ
ïîâíèé.
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Ñàìîïîäiáíi ìíîæèíè

Íåõàé X � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, Si : X → X , i = 1,2, . . . ,n � ñòè-

ñêàëüíi âiäîáðàæåííÿ. Ïiäìíîæèíà E ∈ comp(X ) íàçèâà¹òüñÿ
ñàìîïîäiáíîþ âiäíîñíî ñiì'¨ ñòèñêiâ {Si}ni=1, ÿêùî

E =
n⋃

i=1

Si(E).

Òåîðåìà 1. ßêùî X � ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, òî äëÿ áóäü-

ÿêî¨ ñiì'¨ ñòèñêiâ {Si}ni=1 iñíó¹ ¹äèíà ñàìîïîäiáíà âiäíîñíî

{Si}ni=1 ïiäìíîæèíà E ∈ comp(X ).

Äîâåäåííÿ. Ïîäðîáèöi íà �äîøöi�.

2



11 / 11

Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ñàìîïîäiáíi ìíîæèíè

Ïðèêëàäè ïîáóäîâè íà �äîøöi�: êàíòîðîâà ìíîæèíà; òðèêó-

òíèê Ñåðïèíñüêîãî.


	 
	  
	  
	 

