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Çìiñò ëåêöi¨

Ñòèñêàëüíi âiäîáðàæåííÿ

Iòåðàöiéíèé ìåòîä íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ. Îöiíêà

ïîõèáêè

Òåîðåìà ïðî ìàëå çáóðåííÿ îäèíè÷íîãî îïåðàòîðà

Ñàìîïîäiáíi ìíîæèíè � îçíà÷åííÿ òà ïðèêëàäè

Äèñòàíöiÿ Ãàóñäîðôà
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Íåõàé íà ìíîæèíi X çàäàíî âiäîáðàæåííÿ f : X → X . Åëåìåíò
x ∈ X íàçèâà¹òüñÿ íåðóõîìîþ òî÷êîþ âiäîáðàæåííÿ f , ÿêùî

f (x) = x .

Äî çàäà÷i ïîøóêó íåðóõîìèõ òî÷îê ìîæíà çâåñòè áàãàòî äóæå

íåñõîæèõ íà ïåðøèé ïîãëÿä çàäà÷ ç ðiçíèõ ãàëóçåé ìàòåìàòè-

êè. Òîìó êîæíà ç òåîðåì ïðî iñíóâàííÿ íåðóõîìèõ òî÷îê, ùî

âèêëàäà¹òüñÿ â îñòàííié ÷àñòèíi íàøîãî êóðñó, ìà¹ ÷èñëåííi i

÷àñòî äóæå âèòîí÷åíi çàñòîñóâàííÿ.
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Ñòèñêàëüíi âiäîáðàæåííÿ

Íåõàé X � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Ôóíêöiÿ f : X → X íàçèâà¹òüñÿ

âiäîáðàæåííÿì ñòèñêó àáî ñòèñêàëüíèì âiäîáðàæåííÿì, ÿêùî

iñíó¹ òàêà ñòàëà C ∈ [0,1), ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ x1, x2 ∈ X

ρ (f (x1), f (x2)) 6 Cρ (x1, x2) .

Ïèòàííÿ. Ñòèñêàëüíå âiäîáðàæåííÿ íåïåðåðâíå. ×îìó?
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Ñòèñêàëüíi âiäîáðàæåííÿ

Òåîðåìà Áàíàõà ïðî ñòèñêàëüíå âiäîáðàæåííÿ. Íåõàé X � ïîâ-

íèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, f : X → X � âiäîáðàæåííÿ ñòèñêó. Òîäi

ó âiäîáðàæåííÿ f iñíó¹ ¹äèíà íåðóõîìà òî÷êà x0 ∈ X .

Áiëüøå òîãî, äëÿ áóäü-ÿêîãî y0 ∈ X ïîñëiäîâíiñòü iòåðàöié

(yn), ùî çàäà¹òüñÿ ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ yn = f (yn−1), çái-
ãà¹òüñÿ äî x0.

Äîâåäåííÿ. Ïî÷íåìî ç ¹äèíîñòi. Íåõàé x0, x1 ∈ X � íåðóõîìi

òî÷êè âiäîáðàæåííÿ f . Òîäi

ρ (x0, x1) = ρ (f (x0), f (x1)) 6 Cρ (x0, x1) ,

äå C < 1 � ñòàëà ç îçíà÷åííÿ ñòèñêàëüíîãî âiäîáðàæåííÿ.

Íåðiâíiñòü ρ (x0, x1) 6 Cρ (x0, x1) ìîæå âèêîíóâàòèñü, òiëüêè

ÿêùî ρ (x0, x1) = 0.
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Ñòèñêàëüíi âiäîáðàæåííÿ

Ïåðåéäåìî äî âëàñòèâîñòåé ïîñëiäîâíîñòi yn. Ââåäåìî ïîçíà-

÷åííÿ d = ρ (y0, y1). Ïîñëiäîâíî ïiäñòàâëÿþ÷è â îöiíêó

ρ (yn, yn+1) = ρ (f (yn−1), f (yn)) 6 Cρ (yn−1, yn)

çíà÷åííÿ n = 1, 2, ..., îòðèìà¹ìî, ùî
ρ (y1, y2) 6 Cd , ρ (y2, y3) 6 C2d , . . . , ρ (yn, yn+1) 6 Cnd .
Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêèõ n < m ìà¹ìî:

ρ (yn, ym) 6 ρ (yn, yn+1) + ρ (yn+1, yn+2) + ...+ ρ (ym−1, ym) 6

6
(

Cn + Cn+1 + ...
)

d =
Cnd

1− C
−−−−−→
n,m→∞

0.
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Ñòèñêàëüíi âiäîáðàæåííÿ

Ç îãëÿäó íà ïîâíîòó ïðîñòîðó öå îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü

(yn) çáiãà¹òüñÿ. Ïîçíà÷èìî ãðàíèöþ öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi ÷åðåç

x0. Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî x0 � íåðóõîìà òî÷êà âiäîáðàæåí-

íÿ f . Ñïðàâäi,

ρ (x0, f (x0)) 6 ρ (x0, f (yn)) + ρ (f (yn), f (x0)) 6

6 ρ (x0, yn+1) + Cρ (yn, x0) −−−→n→∞
0,

òîáòî ρ (x0, f (x0)) = 0, i x0 = f (x0). 2

Çàïàì'ÿòà¹ìî îòðèìàíó îöiíêó

ρ (yn, ym) 6
Cnd

1− C
:

âîíà íàì çíàäîáèòüñÿ íà íàñòóïíîìó ñëàéäi.
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Iòåðàöiéíèé ìåòîä íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ. Îöiíêà ïîõèáêè

Îöiíêà øâèäêîñòi íàáëèæåííÿ yn äî íåðóõîìî¨ òî÷êè x0:

ρ(yn, x0) 6
Cnd

1− C
, (1)

äå C � êîíñòàíòà ñòèñêàííÿ, à d = ρ (y0, y1).

(Ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ íà �äîøöi�).

Âïðàâà 23.1. Íàâåäiòü ïðèêëàä ñòèñêàëüíîãî âiäîáðàæåííÿ íà

ïðÿìié, äëÿ ÿêîãî îöiíêà íå ïîêðàùó¹òüñÿ.
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Òåîðåìà ïðî ìàëå çáóðåííÿ îäèíè÷íîãî îïåðàòîðà

Ïðèêëàä. Íåõàé X � íîðìîâàíèé ïðîñòið. Äëÿ òîãî, ùîá ëi-

íiéíèé îïåðàòîð T : X → X çäiéñíþâàâ âiäîáðàæåííÿ ñòèñêó,

íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà ‖T‖ < 1. Ùî

áóäå â öüîìó âèïàäêó ç íåðóõîìîþ òî÷êîþ?

Çàñòîñóâàííÿ: Òåîðåìà ïðî ìàëå çáóðåííÿ îäèíè÷íîãî îïåðà-

òîðà.

Íåõàé X � áàíàõîâèé ïðîñòið, T ∈ L(X ) i ‖T‖ < 1. Òîäi îïå-
ðàòîð I − T îáîðîòíèé.
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Òåîðåìà ïðî ìàëå çáóðåííÿ îäèíè÷íîãî îïåðàòîðà

Âïðàâè

23.2. Âëàñòèâiñòü áóòè âiäîáðàæåííÿì ñòèñêó â íîðìîâàíîìó

ïðîñòîði ìîæå ïîðóøóâàòèñü ïðè çàìiíi âèõiäíî¨ íîðìè

íà åêâiâàëåíòíó. Íàâåäiòü ïðèêëàä.

23.3. Îïèøiòü âiäîáðàæåííÿ f : R2 → R2, ÿêi ¹ ñòèñêàëüíèìè â

óñiõ íîðìàõ íà R2.

23.4. Íåõàé X � ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, K � êîìïàêò i

íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ F : K × X → X ¹ ðiâíîìiðíî

ñòèñêàëüíîþ çà äðóãîþ çìiííîþ: iñíó¹ òàêà ñòàëà

C ∈ [0,1), ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ x1, x2 ∈ X i áóäü-ÿêîãî t ∈ K
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ρ (F (t , x1),F (t , x2)) 6 Cρ (x1, x2).
Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ K iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x
ðiâíÿííÿ F (t , x) = x ïðè÷îìó öåé ðîçâ'ÿçîê x(t)
íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä t .
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Ñàìîïîäiáíi ìíîæèíè � îçíà÷åííÿ òà ïðèêëàäè

Íåõàé X � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, Si : X → X , i = 1,2, . . . ,n ñòè-

ñêàëüíi âiäîáðàæåííÿ. Íåïîðîæíÿ çàìêíåíà ïiäìíîæèíà E ⊆
X íàçèâà¹òüñÿ ñàìîïîäiáíîþ âiäíîñíî ñiì'¨ ñòèñêiâ {Si}ni=1,

ÿêùî

E =
n⋃

i=1

Si(E).
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Ñàìîïîäiáíi ìíîæèíè � îçíà÷åííÿ òà ïðèêëàäè
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Ñàìîïîäiáíi ìíîæèíè � îçíà÷åííÿ òà ïðèêëàäè



13 / 16

Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ñàìîïîäiáíi ìíîæèíè � îçíà÷åííÿ òà ïðèêëàäè

Êîâ¼ð Ñåðïèíñêîãî
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Ñàìîïîäiáíi ìíîæèíè � îçíà÷åííÿ òà ïðèêëàäè

Ãóáêà Ìåíãåðà
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Äèñòàíöiÿ Ãàóñäîðôà

Íåõàé X � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Íàãàäà¹ìî, ùî âiäñòàííþ âiä

òî÷êè x ∈ X äî íåïîðîæíüî¨ ïiäìíîæèíè A ⊂ X íàçèâà¹òüñÿ

÷èñëî ρ(x ,A) = infa∈A ρ(x ,a). Çàçíà÷èìî, ùî òî÷êà x ∈ A òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè ρ(x ,A) = 0.
Îäíîñòîðîííüîþ äèñòàíöi¹þ Ãàóñäîðôà (F. Hausdor�) ìiæ íå-

ïîðîæíiìè ìíîæèíàìè A,B ⊂ X íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

ρ̃H(A,B) = sup
b∈B

ρ(b,A),

à äèñòàíöi¹þ Ãàóñäîðôà ìiæ A,B ⊂ X íàçèâà¹òüñÿ

ρH(A,B) = max {ρ̃H(A,B), ρ̃H(B,A)} .

Çàóâàæåííÿ. Äèñòàíöiÿ Ãàóñäîðôà ìiæ äâîìà ìíîæèíàìè òà

æ ñàìà, ÿê i ìiæ çàìèêàííÿìè öèõ ìíîæèí: ρH(A,B) = ρH(A,B).
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Äèñòàíöiÿ Ãàóñäîðôà

Ïîçíà÷èìî bc(X ) ñiì'þ âñiõ íåïîðîæíiõ îáìåæåíèõ çàìêíåíèõ

ïiäìíîæèí ïðîñòîðó X .

Òåîðåìà 1. Äèñòàíöiÿ Ãàóñäîðôà çàäà¹ ìåòðèêó íà bc(X ).

Äîâåäåííÿ. Ïîäðîáèöi íà �äîøöi�. 2
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