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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Âëàñíi ÷èñëà i âëàñíi âåêòîðè

×èñëî λ íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì ÷èñëîì îïåðàòîðà T ∈ L(H),
ÿêùî iñíó¹ òàêèé íåíóëüîâèé åëåìåíò x ∈ H, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ

âëàñíèì âåêòîðîì, ùî âiäïîâiäà¹ ÷èñëó λ, ùî Tx = λx .

Â íàñ âæå áóâ ïðèêëàä ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà áåç âëà-

ñíèõ ÷èñåë: îïåðàòîð T ∈ L (L2 [0,1]), ÿêèé äi¹ çà ïðàâèëîì

(Tx)(t) = tx(t).

Ïðèêëàä êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà áåç âëàñíèõ ÷èñåë. Îïåðàòîð

T ∈ L (L2 [0,1]), ÿêèé äi¹ çà ïðàâèëîì (Tx)(t) =
∫ t

0 x(τ)dτ .
Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ âëàñíå ÷èñëî λ iç âëàñíèì âåêòîðîì x .
Òîäi ∫ t

0 x(τ)dτ = λx(t) ìàéæå ñêðiçü.

Ó âèïàäêó λ 6= 0 ç öüîãî âèïëèâà¹ íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ x ,
ïîòiì ç íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ ïiä iíòåãðàëîì � äèôåðåíöiéîâ-

íiñòü ôóíêöi¨ x â óñiõ òî÷êàõ, i, îòæå, x(t) = λx ′(t) , x(0) = 0.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Âëàñíi ÷èñëà i âëàñíi âåêòîðè

Ó òàêî¨ çàäà÷i Êîøi ¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x ≡ 0, òîáòî â îïå-

ðàòîðà T íåìà¹ íåíóëüîâèõ âëàñíèõ ÷èñåë. Ó âèïàäêó λ = 0
óìîâà ∫ t

0 x(τ)dτ = λx(t) ìàéæå ñêðiçü.

ïåðåïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi
∫ t

0 x(τ)dτ = 0 ìàéæå ñêðiçü. Ç òåîðå-

ìè ïðî ïîõiäíó iíòåãðàëà ÿê ôóíêöi¨ âåðõíüî¨ ìåæi iíòåãðóâà-

ííÿ îòðèìó¹ìî, ùî x = 0 ìàéæå ñêðiçü. 2

Ìè äîâåäåìî, ùî ÿêùî îïåðàòîð âîäíî÷àñ ñàìîñïðÿæåíèé i

êîìïàêòíié, òî âëàñíi ÷èñëà iñíóþòü. Áiëüøå òîãî, âëàñíèõ

âåêòîðiâ íàñòiëüêè áàãàòî, ùî ìîæíà ïîáóäóâàòè îðòîíîðìî-

âàíèé áàçèñ óñüîãî ïðîñòîðó ëèøå ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðà-

òîðà T . Òàêèé áàçèñ çíà÷íî ñïðîùó¹ ðîáîòó ç îïåðàòîðîì,

çîêðåìà, ïîëåãøó¹ ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿíü òèïó Tx = b.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ìàòðèöÿ îïåðàòîðà

Íåõàé X ,Y � ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè, îïåðàòîð T ∈ L(X ,Y ),
{en} i {gm} � îðòîíîðìîâàíi áàçèñè â X i Y âiäïîâiäíî. Îïå-

ðàòîð çàäàíî, ÿêùî âiäîìi îáðàçè Ten âñiõ åëåìåíòiâ áàçèñó,

îñêiëüêè ëiíiéíà îáîëîíêà áàçèñó � ùiëüíà ïiäìíîæèíà â X ,

à îïåðàòîð T íåïåðåðâíèé. Êîæåí åëåìåíò ïðîñòîðó Y çî-

áðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi ðÿäó y =
∑∞

m=1 〈y ,gm〉gm, çîêðåìà,

Ten =
∑∞

m=1 〈Ten,gm〉gm. Îòæå, ÷èñëà tm,n = 〈Ten,gm〉 öiëêîì
âèçíà÷àþòü îïåðàòîð T .

Íàáið ÷èñåë tm,n = 〈Ten,gm〉, n,m ∈ N íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ

îïåðàòîðà T â áàçèñàõ {en}, {gm}. Ó öèõ ïîçíà÷åííÿõ Ten =∑∞
m=1 tm,ngm, òîáòî, òàê ñàìî, ÿê i â êóðñi ëiíiéíî¨ àëãåáðè n-

íèé ñòîâï÷èê ìàòðèöi îïåðàòîðà ñêëàäà¹òüñÿ ç êîåôiöi¹íòiâ

ðîçêëàäó åëåìåíòà Ten çà áàçèñîì {gm}.
Ó âèïàäêó îäíîãî ïðîñòîðó H, òîáòî X = Y = H, çàçâè÷àé

áåðóòü îäèí áàçèñ {en} çàìiñòü äâîõ, i âèçíà÷àþòü ìàòðèöþ

îïåðàòîðà T ∈ L(H) ôîðìóëîþ tm,n = 〈Ten,em〉
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ìàòðèöÿ îïåðàòîðà

Âïðàâà 22.1. Íåõàé â ÿêîìóñü îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi {en}
ïðîñòîðó H ìàòðèöÿ îïåðàòîðà T ∈ L(H) ìà¹ äiàãîíàëüíèé

âèãëÿä. Äîâåäiòü, ùî òîäi en ¹ âëàñíèìè âåêòîðàìè, à äiàãî-

íàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi � âëàñíèìè ÷èñëàìè îïåðàòîðà T .
Ñôîðìóëþéòå i äîâåäiòü çâîðîòíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé T � ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð â ãiëüáåðòîâî-

ìó ïðîñòîði H. Òîäi âñi âëàñíi ÷èñëà îïåðàòîðà T � öå äiéñíi

÷èñëà.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âëàñíå ÷èñëî λ iç âëàñíèì âåêòîðîì

x . Òîäi Tx = λx . Ïîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè íà x :

λ‖x‖2 = λ 〈x , x〉 = 〈Tx , x〉 ∈ R.

Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî λ ∈ R. 2



6 / 15

Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Iíâàðiàíòíi ïiäïðîñòîðè

Íåõàé λ � âëàñíå ÷èñëî îïåðàòîðà T ∈ L(H). Âëàñíèì ïiäïðî-

ñòîðîì, âiäïîâiäíèì âëàñíîìó ÷èñëó λ, íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

Ker (T−λI). Iíøèìè ñëîâàìè, âëàñíèé ïiäïðîñòið, âiäïîâiäíèé
âëàñíîìó ÷èñëó λ, ñêëàäà¹òüñÿ âåêòîðiâ, ùî çàäîâîëüíÿþòü

ðiâíÿííÿ Tx = λx , òîáòî ç âëàñíèõ âåêòîðiâ, ùî âiäïîâiäàþòü
âëàñíîìó ÷èñëó λ, i íóëüîâîãî âåêòîðà.

Ïiäïðîñòið Y ⊂ H íàçèâà¹òüñÿ iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì

îïåðàòîðà T ∈ L(H), ÿêùî T (Y ) ⊂ Y .

Âëàñíèé ïiäïðîñòið � öå î÷åâèäíèé ïðèêëàä iíâàðiàíòíîãî

ïiäïðîñòîðó. Íàâïàêè, çíàííÿ iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ ìî-

æå äîïîìîãòè ïðè ïîøóêó âëàñíèõ âåêòîðiâ i âëàñíèõ ÷èñåë.

Íàïðèêëàä, ÿêùî â îïåðàòîðà T ∈ L(X ) ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèé
iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið Y , òî îáìåæåííÿ îïåðàòîðà T íà öåé

ïiäïðîñòið � öå âæå îïåðàòîð ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði,

i â öüîìó ïiäïðîñòîði â îïåðàòîðà ¹ âëàñíi âåêòîðè.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Iíâàðiàíòíi ïiäïðîñòîðè

Òåîðåìà 2. ßêùî X � iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið ñàìîñïðÿæåíîãî

îïåðàòîðà A, òî îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ X⊥ öüîãî ïiäïðîñòî-

ðó òàêîæ áóäå iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ. Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà

y ∈ X⊥ éîãî îáðàç Ay òàêîæ ëåæèòü â X⊥. Äëÿ öüîãî òðå-

áà ïåðåâiðèòè, ùî 〈x ,Ay〉 = 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ X . Àëå

〈x ,Ay〉 = 〈Ax , y〉, à 〈Ax , y〉 = 0, îñêiëüêè Ax ∈ X (iíâàðiàí-

òíiñòü ïiäïðîñòîðó X ), à y ∈ X⊥. 2
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ñïåêòðàëüíà òåîðåìà äëÿ êîìïàêòíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ

Òåîðåìà 3. Íåõàé X1 = Ker (A− λ1I), X2 = Ker (A− λ2I) �

âëàñíi ïiäïðîñòîðè ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà A, âiäïîâiäíi
äâîì ðiçíèì âëàñíèì ÷èñëàì λ1 6= λ2. Òîäi X1⊥X2.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ áóäü-ÿêèõ x1 ∈ X1, x2 ∈ X2 ìà¹ìî

λ1 〈x1, x2〉 = 〈Ax1, x2〉 = 〈x1,Ax2〉 = λ2 〈x1, x2〉 ,

ùî ìîæëèâî òiëüêè ïðè 〈x1, x2〉 = 0. 2

Òåîðåìà 4. Íåõàé λ � âëàñíå ÷èñëî îïåðàòîðà T ∈ L(H). Òîäi
|λ| 6 ‖T‖.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âëàñíèé âåêòîð x ∈ H \ {0}, âiäïîâiä-
íèé ÷èñëó λ. Òîäi |λ| = ‖λx‖

‖x‖ = ‖Tx‖
‖x‖ 6 ‖T‖. 2
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ñïåêòðàëüíà òåîðåìà äëÿ êîìïàêòíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ

Òåîðåìà 4. Íåõàé T � êîìïàêòíèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð

â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H. Òîäi iñíó¹ âëàñíå ÷èñëî λ îïå-

ðàòîðà T ç |λ| = ‖T‖. Òîáòî ‖T‖ äîðiâíþ¹ ìàêñèìàëüíîìó

ìîæëèâîìó çíà÷åííþ ìîäóëÿ âëàñíèõ ÷èñåë.

Äîâåäåííÿ. Ó âèïàäêó ‖T‖ = 0 íåìà ÷îãî äîâîäèòè: îïåðàòîð

äîðiâíþ¹ íóëþ â óñiõ òî÷êàõ, òîáòî óñi íåíóëüîâi åëåìåíòè

ïðîñòîðó � öå âëàñíi âåêòîðè ç âëàñíèì ÷èñëîì 0. Òîìó ó

ïîäàëüøîìó ‖T‖ 6= 0. Íàãàäà¹ìî, ùî

‖T‖ = sup
x∈SH

|〈Tx , x〉| ,

Îáåðåìî òàêó ïîñëiäîâíiñòü xn ∈ SH , ùî∣∣∣ lim
n→∞

〈Txn, xn〉
∣∣∣ = ‖T‖.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ñïåêòðàëüíà òåîðåìà äëÿ êîìïàêòíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ

Îñêiëüêè âñi çíà÷åííÿ 〈Tx , x〉 � öå äiéñíi ÷èñëà, ìà¹ìî äâà

ìîæëèâi âèïàäêè:

limn→∞ 〈Txn, xn〉 = ‖T‖, àáî æ limn→∞ 〈Txn, xn〉 = −‖T‖.

Äðóãèé âèïàäîê ìîæíà çâåñòè äî ïåðøîãî çàìiíîþ îïåðàòîðà

T íà −T . Òîìó áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæåìî ââàæàòè,

ùî

lim
n→∞

〈Txn, xn〉 = ‖T‖.

Çà îçíà÷åííÿì êîìïàêòíîãî îïåðàòîðó, ïîñëiäîâíiñòü âåêòîðiâ

Txn ìiñòèòüñÿ ó ïåðåäêîìïàêòi T (SH), òîáòî â ïîñëiäîâíîñòi

xn ìîæíà çíàéòè òàêó ïiäïîñëiäîâíiñòü yn, ùî çíà÷åííÿ Tyn
ìàþòü ãðàíèöþ. Ïîçíà÷èìî y = limn→∞ Tyn. Ìà¹ìî

‖T‖ > ‖Tyn‖ > 〈Tyn, yn〉 −−−→n→∞
‖T‖,

òîáòî ‖T‖ = limn→∞ ‖Tyn‖ = ‖y‖.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ñïåêòðàëüíà òåîðåìà äëÿ êîìïàêòíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ

Äàëi,

‖Tyn − ‖T‖yn‖2 = ‖Tyn‖2 − 2‖T‖ 〈Tyn, yn〉+ ‖T‖2 ‖yn‖2 ,

òîáòî

‖Tyn − ‖T‖yn‖2 −−−→n→∞
0. (1)

Îñêiëüêè

Tyn −−−→n→∞
y , (2)

Ç (1) âèïëèâà¹, ùî yn −−−→n→∞
y

‖T‖ . Âiäïîâiäíî, Tyn −−−→n→∞
Ty
‖T‖ .

Ïîðiâíÿâøè ç (2), îòðèìó¹ìî Ty = ‖T‖y , òîáòî y � âëàñíèé

âåêòîð, à ‖T‖ � âëàñíå ÷èñëî. 2



12 / 15

Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ñïåêòðàëüíà òåîðåìà äëÿ êîìïàêòíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ

Òåîðåìà 5. Íåõàé T ∈ L(H) � êîìïàêòíèé ñàìîñïðÿæåíèé îïå-
ðàòîð ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H. Òîäi àáî T ìà¹ ñêií÷åííó

êiëüêiñòü âëàñíèõ ÷èñåë, àáî æ âëàñíi ÷èñëà óòâîðþþòü ïî-

ñëiäîâíiñòü, ùî ïðÿìó¹ äî íóëÿ.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ íåâiðíå. Òîäi iñíó¹

ε > 0 òà äåÿêà ïîñëiäîâíiñòü ïîïàðíî ðiçíèõ âëàñíèõ ÷èñåë

λn ∈ R, n = 1,2, . . ., ç |λn| > ε. Îáåðåìî äëÿ êîæíîãî λn
âiäïîâiäíèé âëàñíèé âåêòîð xn ∈ SH . Òîäi, ç îäíîãî áîêó, â

ïîñëiäîâíîñòi Txn ìiñòèòüñÿ ÿêàñü çáiæíà ïiäïîñëiäîâíiñòü, à ç

iíøîãî áîêó ïîïàðíi âiäñòàíi ìiæ âåêòîðàìè Txn âiäîêðåìëåíi

âiä íóëÿ: ‖Txn − Txm‖ = ‖λnxn − λmxm‖ =
√
λ2

n + λ2
m >

√
2ε.

Ïðîòèði÷÷ÿ. 2
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ñïåêòðàëüíà òåîðåìà äëÿ êîìïàêòíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ

Òåîðåìà 6. Íåõàé T ∈ L(H) � êîìïàêòíèé îïåðàòîð â ãiëüáåð-

òîâîìó ïðîñòîði H. Òîäi âëàñíi ïiäïðîñòîðè, âiäïîâiäíi íåíó-

ëüîâèì âëàñíèì ÷èñëàì, ñêií÷åííîâèìiðíi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Y � âëàñíèé ïiäïðîñòið, âiäïîâiäíèé ÷èñëó

λ. Ç îãëÿäó íà òå, ùî îáìåæåííÿ îïåðàòîðà T íà ïiäïðîñòið Y
äîðiâíþ¹ îïåðàòîðó λIY , îòðèìó¹ìî êîìïàêòíiñòü îäèíè÷íîãî
îïåðàòîðó IY íà ïðîñòîði Y . Îäèíè÷íèé îïåðàòîð â íåñêií-

÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði íå êîìïàêòíèé, òîáòî Y ìà¹ áóòè

ñêií÷åííîâèìiðíèì. 2
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Ñïåêòðàëüíà òåîðåìà äëÿ êîìïàêòíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ

Òåîðåìà 7. Íåõàé H � ñåïàðàáåëüíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, T ∈
L(H) � êîìïàêòíèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð. Âèáåðåìî â êî-

æíîìó ç âëàñíèõ ïiäïðîñòîðiâ îïåðàòîðà T ïî îðòîíîðìîâà-

íîìó áàçèñó i âèïèøåìî âñi öi áàçèñè â ¹äèíó ïîñëiäîâíiñòü

{en}∞n=1. Òîäi {en}∞n=1 � îðòîíîìîâàíèé áàçèñ ïðîñòîðó H. Òîá-

òî iñíó¹ îðòîíîìîâàíèé áàçèñ, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âå-

êòîðiâ îïåðàòîðà T .

Äîâåäåííÿ. Âñi en � öå âëàñíi âåêòîðè îïåðàòîðà T , ïðè÷îìó ç
îãëÿäó íà òåîðåìó 3 âîíè óòâîðþþòü îðòîíîðìîâàíó ñèñòåìó.

Äîâåäåìî ïîâíîòó öi¹¨ ñèñòåìè. Ïîçíà÷èìî X := Lin {en}∞n=1.

Ïiäïðîñòið X iíâàðiàíòíèé äëÿ T i ìiñòèòü âñi éîãî âëàñíi

âåêòîðè. Îòæå, ïiäïðîñòið X⊥ òàêîæ áóäå iíâàðiàíòíèì. ßêáè

X⊥ áóâ íåíóëüîâèì, çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó 4 äî îáìåæåííÿ

îïåðàòîðà T íà X⊥ ìè á îòðèìàëè iñíóâàííÿ ÿêîãîñü âëàñíîãî

âåêòîðà â X⊥, àëå æ âñi âëàñíi âåêòîðè ìiñòÿòüñÿ â X ! Öå

îçíà÷à¹, ùî ïiäïðîñòið X⊥ ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç íóëÿ, òîáòî

X = H. 2
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ñïåêòðàëüíà òåîðåìà äëÿ êîìïàêòíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ

Íàðåøòi, çáåðåìî äëÿ çðó÷íîñòi ùîéíî äîâåäåíi îñíîâíi âëà-

ñòèâîñòi â îäíó òåîðåìó, ÿêó çàçâè÷àé íàçèâàþòü ñïåêòðàëü-

íîþ òåîðåìîþ äëÿ êîìïàêòíîãî ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà.

Òåîðåìà 9. Íåõàé H � ñåïàðàáåëüíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið,

T ∈ L(H) � êîìïàêòíèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð. Òîäi

1. Âñi âëàñíi ÷èñëà îïåðàòîðà T � öå äiéñíi ÷èñëà, ùî

ìiñòÿòüñÿ íà âiäðiçêó [−‖T‖, ‖T‖].
2. Ïðèíàéìíi îäíî ç ÷èñåë −‖T‖, ‖T‖ ¹ âëàñíèì ÷èñëîì

îïåðàòîðà T .
3. Âëàñíèõ ÷èñåë àáî ñêií÷åíà êiëüêiñòü, àáî æ âîíè

óòâîðþþòü ïîñëiäîâíiñòü, ùî ïðÿìó¹ äî íóëÿ.

4. Iñíó¹ îðòîíîìîâàíèé áàçèñ, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ

âåêòîðiâ îïåðàòîðà T . 2


	    
	 
	 
	     

