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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Âëàñòèâîñòi êîìïàêòíèõ îïåðàòîðiâ

Òåîðåìà 5 ïîïåðåäíüî¨ ëåêöi¨. Ìíîæèíà êîìïàêòíèõ îïåðàòî-

ðiâ K (H1,H2) ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

(1) K (H1,H2) � ëiíiéíèé ïiäïðîñòið â L (H1,H2).

(2) K (H1,H2) � îïåðàòîðíèé iäåàë, òîáòî ÿêùî

T ∈ K (H1,H2), òî äîáóòêè AT i TU êîìïàêòíi äëÿ

áóäü-ÿêèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ A,U, äëÿ ÿêèõ ìàþòü

ñåíñ âiäïîâiäíi êîìïîçèöi¨.

(3) Ìíîæèíà K (H1,H2) çàìêíåíà â L (H1,H2) â ñåíñi
çáiæíîñòi çà íîðìîþ1.

1Çâåðòà¹ìî óâàãó, ùî çàìêíåíîñòi â ñåíñi ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi òóò

íåìà¹.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Âëàñòèâîñòi êîìïàêòíèõ îïåðàòîðiâ

Äîâåäåííÿ. (1). Ñòiéêiñòü ùîäî ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð î÷åâèäíà,

à ñòiéêiñòü ùîäî äîäàâàííÿ âèïëèâà¹ çi ñïiââiäíîøåííÿ

(T1 + T2)(BH1) ⊂ T1(BH1) + T2(BH1)

i òîãî, ùî ñóìà ïåðåäêîìïàêòiâ � ïåðåäêîìïàêò.

(2). Íåõàé U ∈ L (Z ,H1). Òîäi áóäü-ÿêà îáìåæåíà ïiäìíîæè-

íà ïðîñòîðó Z ïiä äi¹þ îïåðàòîðà U ïåðåõîäèòü â îáìåæåíó

ìíîæèíó, ÿêó, ó ñâîþ ÷åðãó, îïåðàòîð T ïåðåâîäèòü ó ïåðåä-

êîìïàêò. Òîìó îïåðàòîð TU êîìïàêòíèé.

Íåõàé òåïåð A ∈ L (H2,Z ). Òîäi áóäü-ÿêà îáìåæåíà ïiäìíîæè-
íà ïðîñòîðó H1 ïåðåõîäèòü ïiä äi¹þ îïåðàòîðà T â ïåðåäêîì-

ïàêò, ÿêèé, ó ñâîþ ÷åðãó, ïåðåâîäèòüñÿ îïåðàòîðîì A òàêîæ ó

ïåðåäêîìïàêò.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Âëàñòèâîñòi êîìïàêòíèõ îïåðàòîðiâ

(3). Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü êîìïàêòíèõ îïåðàòîðiâ Tn çáiãà¹òüñÿ

çà íîðìîþ äî îïåðàòîðà T : lim
n→∞

‖T − Tn‖ = 0. Ïîòðiáíî äîâå-
ñòè êîìïàêòíiñòü ãðàíè÷íîãî îïåðàòîðà. Äëÿ öüîãî çàôiêñó-

¹ìî ε > 0 i ïîáóäó¹ìî ïåðåäêîìïàêòíó ε-ñiòêó äëÿ T (BH1).
Âèáåðåìî òàêèé íîìåð n, ùî ‖T − Tn‖ < ε. Ðîçãëÿíåìî ïåðå-
äêîìïàêò K = Tn

(
BH1

)
. Äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ BH1 ìà¹ìî

‖Tx − Tnx‖ 6 ‖T − Tn‖ · ‖x‖ < ε.

Îòæå, K óòâîðþ¹ øóêàíó ε-ñiòêó. 2
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Âëàñòèâîñòi êîìïàêòíèõ îïåðàòîðiâ

Îñêiëüêè ñêií÷åííîâèìiðíi îïåðàòîðè ¹ êîìïàêòíèìè, ïîïå-

ðåäíÿ òåîðåìà çîêðåìà êàæå, ùî ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü ñêií÷åí-

íîâèìiðíèõ îïåðàòîðiâ Tn çáiãà¹òüñÿ çà íîðìîþ äî îïåðàòîðà

T , òî T êîìïàêòíèé. Íàñòóïíà òåîðåìà ïîêàçó¹, ùî çâîðîòíå

òâåðäæåííÿ òàêîæ ìà¹ ìiñöå, òîáòî íàáëèæóâàíiñòü ñêií÷åí-

íîâèìiðíèìè � öå õàðàêòåðèñòè÷íà âëàñòèâiñòü êîìïàêòíèõ

îïåðàòîðiâ.

Òåîðåìà. Íåõàé H1,H2 � ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè, T ∈ K (H1,H2)
� êîìïàêòíèé îïåðàòîð, ε > 0. Òîäi iñíó¹ ñêií÷åííîâèìiðíèé
îïåðàòîð Tε ∈ K (H1,H2) ç ‖T − Tε‖ 6 ε.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Âëàñòèâîñòi êîìïàêòíèõ îïåðàòîðiâ

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè T (BH1) � ïåðåäêîìïàêò, öå ñåïàðàáåëü-

íà ìíîæèíà, òîáòî T (H1) òàêîæ ñåïàðàáåëüíèé. Çàìiíèâøè,

ÿêùî ïîòðiáíî, H2 íà çàìèêàííÿ îáðàçó îïåðàòîðà T , ìîæåìî
çâåñòè çàäà÷ó äî âèïàäêó, êîëè H2 � ñåïàðàáåëüíèé ïðîñòið.

ßêùî dimH2 < ∞, òî ñàì îïåðàòîð T áóäå ñêií÷åííîâèìið-

íèì i ïèòàííÿ âæå ðîçâ'ÿçàíå. Òîáòî çàëèøà¹òüñÿ ðîçãëÿíó-

òè îñíîâíèé âèïàäîê, êîëè H2 � íåñêií÷åííîâèìiðíèé ñåïàðà-

áåëüíèé ïðîñòið. Ó öüîìó âèïàäêó â H2 iñíó¹ îðòîíîðìîâà-

íèé áàçèñ {en}∞1 . Äëÿ ïåðåäêîìïàêòà T (BH1) â H2 çàñòîñó¹-

ìî Òåîðåìó 3 ç ïîïåðåäíüîãî ðîçäiëó i çíàéäåìî òàêèé íîìåð

n = n(ε), ùî
∞∑

k=n+1
|x̂k |2 < ε2 äëÿ âñiõ x =

∞∑
k=1

x̂kek ∈ T (BH1).

Òîáòî,
∞∑

k=n+1

∣∣∣T̂hk

∣∣∣2 < ε2

äëÿ âñiõ h ∈ BH1 .
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Âëàñòèâîñòi êîìïàêòíèõ îïåðàòîðiâ

Ïîçíà÷èìî Pn îðòîïðîåêòîð ïðîñòîðó H2 íà lin{ek}nk=1. Ïî-

êàæåìî, ùî ó ÿêîñòi øóêàíîãî ñêií÷åííîâèìiðíîãî îïåðàòîðà

ìîæíà âçÿòè Tε = PnT . Ïî-ïåðøå, Tε íàñïðàâäi ñêií÷åííîâè-

ìiðíèé, áî éîãî îáðàç ëåæèòü â lin{ek}nk=1. Äàëi, äëÿ äîâiëüíî-

ãî h ∈ BH1 çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó ðîçêëàäó çà îðòîíîðìîâàíèì

áàçèñîì i ôîðìóëó äëÿ îðòîïðîåêòîðà:

Th =
∞∑

k=1

T̂hkek , Tεh = Pn(Th) =
n∑

k=1

T̂hkek .

Âiäïîâiäíî, ìà¹ìî îöiíêó

‖(T − Tε)h‖2 =

∥∥∥∥∥∥
∞∑

k=n+1

T̂hkek

∥∥∥∥∥∥
2

=
∞∑

k=n+1

∣∣∣T̂hk

∣∣∣2 < ε2.

Òîáòî ‖T − Tε‖ = sup
h∈BH1

‖(T − Tε)h‖ 6 ε. 2
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Îïåðàòîðè Ãèëüáåðòà�Øìiäòà (ôàêóëüòàòèâíî)

Öÿ ÷àñòèíà íå âõîäèòü äî ïðîãðàìè åêçàìåíó, àëå âèêîíàâøè

íàâåäåíi âïðàâè ÷èòà÷ çðîçóìi¹ áàãàòî ðå÷åé, ùî ¹ êîðèñíèìè

â çàñòîñóâàííÿõ.

Íàãàäà¹ìî, ùî çàâäÿêè òåîðåìi ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíî-

ãî ôóíêöiîíàëó â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði, H∗1 îòîòîæíþ¹òüñÿ

ç H1, à H∗2 îòîòîæíþ¹òüñÿ ç H2, òîìó â òåîði¨ ãiëüáåðòîâèõ

ïðîñòîðiâ ñïðÿæåíèé îïåðàòîð âèçíà÷àþòü ÿê îïåðàòîð T ∗,
ùî äi¹ ç H2 â H1 i çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü 〈Tx , y〉 = 〈x ,T ∗y〉 äëÿ
âñiõ x ∈ H1, y ∈ H2.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Îïåðàòîðè Ãèëüáåðòà�Øìiäòà (ôàêóëüòàòèâíî)

Íåõàé H1,H2 � ñåïàðàáåëüíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè. Íàçâåìî

ãiëüáåðò - øìiäòîâîþ íîðìîþ îïåðàòîðà T ∈ L(H1,H2) âåëè-
÷èíó

‖T‖H-S =

( ∑
n,m∈N

|〈Ten,gm〉|2
)1/2

,

äå {en}∞1 , {gn}∞1 � ôiêñîâàíà ïàðà îðòîíîðìîâàíèõ áàçèñiâ

ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ H1 i H2 âiäïîâiäíî. Îïåðàòîð íàçâåìî

ãiëüáåðò-øìiäòîâèì, ÿêùî ‖T‖H-S <∞.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Îïåðàòîðè Ãèëüáåðòà�Øìiäòà (ôàêóëüòàòèâíî)

Âïðàâè. Äîâåäiòü, ùî:

21.1. ‖T‖ 6 ‖T‖H-S.

21.2.

(∑
n∈N
‖T ∗gn‖2

)1/2

= ‖T‖H-S =

(∑
n∈N
‖Ten‖2

)1/2

.

21.3. Ãiëüáåðò-øìiäòåâiñòü îïåðàòîðà i çíà÷åííÿ ‖T‖H-S íå çà-
ëåæàòü âiä âèáîðó áàçèñiâ {en}∞1 , {gn}∞1 , i ‖T‖H-S = ‖T ∗‖H−S.

21.4. Çàñòîñóéòå ïîïåðåäíþ âïðàâó äëÿ äîâåäåííÿ òàêîãî ôà-

êòó: íåõàé U � ôiêñîâàíèé åëiïñî¨ä ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó åâ-

êëiäîâîìó ïðîñòîði. Òîäi âñi ïðÿìîêóòíi ïàðàëåëåïiïåäè, îïè-

ñàíi íàâêîëî U, ìàþòü îäíàêîâi äiàìåòðè. Çàçíà÷èìî, ùî íà-

âiòü â òðèâèìiðíîìó âèïàäêó äîâåñòè öåé ôàêò ìåòîäàìè àíà-

ëiòè÷íî¨ ãåîìåòði¨ çîâñiì íåïðîñòî.

21.5. Êîæåí ãiëüáåðò-øìiäòîâèé îïåðàòîð êîìïàêòíèé. Äîâå-

äiòü öå çà äîïîìîãîþ íàáëèæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèìè îïåðà-

òîðàìè.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð i éîãî êâàäðàòè÷íà ôîðìà

Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið. Îïåðàòîð T ∈ L(H) íàçèâà¹òüñÿ
ñàìîñïðÿæåíèì, ÿêùî 〈Tx , y〉 = 〈x ,Ty〉 äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåí-
òiâ x , y ∈ H.

Íàñòóïíà òåîðåìà ïîäà¹ íåòðèâiàëüíi ïðèêëàäè ñàìîñïðÿæå-

íèõ îïåðàòîðiâ.

Òåîðåìà. Äëÿ ïðîåêòîðà P ∈ L (H) òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(1) P � ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð;

(2) P � îðòîïðîåêòîð.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè P � ïðîåêòîð, òî ïðîñòið H ðîçêëàäà-

¹òüñÿ ó ïðÿìó ñóìó H = H1 ⊕ H2, äå H1 � ÿäðî ïðîåêòîðà,

à H2 � îáðàç. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó iìïëiêàöiþ (1)⇒(2), òîáòî,

ÿêùî P � ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð, òî H1 ⊥ H2. Ñïðàâäi, íå-

õàé h1 ∈ H1 i h2 ∈ H2. Òîäi

〈h1,h2〉 = 〈h1,Ph2〉 = 〈Ph1,h2〉 = 0.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð i éîãî êâàäðàòè÷íà ôîðìà

Äîâåäåìî òåïåð îáåðíåíó iìïëiêàöiþ (2)⇒(1), òîáòî, ÿêùî

H1 ⊥ H2, òî P � ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð. Äëÿ öüîãî âiçüìåìî

åëåìåíòè x , y ∈ H i çàïèøåìî ¨õíié ðîçêëàä

x = x1 + x2, y = y1 + y2,

äå x1, y1 ∈ H1, x2, y2 ∈ H2. Ìà¹ìî

〈Px , y〉 = 〈x2, y〉 = 〈x2, y2〉 = 〈x , y2〉 = 〈x ,Py〉 . 2

Íåõàé T � ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð.

Áiëiíiéíîþ ôîðìîþ îïåðàòîðà T íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ

F (x , y) = 〈Tx , y〉.
Êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ îïåðàòîðà T íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ

g (x) = 〈Tx , x〉.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð i éîãî êâàäðàòè÷íà ôîðìà

Çàçíà÷èìî, ùî

g(x) = 〈Tx , x〉 = 〈x ,Tx〉 = 〈Tx , x〉 = g(x),

òîìó êâàäðàòè÷íà ôîðìà ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà

íàáóâà¹ òiëüêè äiéñíi çíà÷åííÿ. Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî

Re 〈Tx , y〉 = 1
4
(
〈T (x + y), (x + y)〉 − 〈T (x − y), (x − y)〉

)
=

1
4
(
g(x + y)− g(x − y)) .

Àíàëîãi÷íî ìîæíà çíàéòè é óÿâíó ÷àñòèíó ôîðìè 〈Tx , y〉,
òîáòî áiëiíiéíà ôîðìà îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ çà êâàäðàòè-

÷íîþ.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð i éîãî êâàäðàòè÷íà ôîðìà

Ó ñâîþ ÷åðãó, áiëiíiéíà ôîðìà îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ ñàì îïå-

ðàòîð (öå íåñêëàäíà, àëå êîðèñíà âïðàâà: ó ðàçi, ÿêùî äëÿ

îïåðàòîðiâ T1, T2 êâàäðàòè÷íi ôîðìè äîðiâíþþòü îäíà îäíié,

òî ñàìi îïåðàòîðè òàêîæ ñïiâïàäàþòü: T1 = T2).

Îòæå, âñþ iíôîðìàöiþ ïðî ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð ìîæíà

îäåðæàòè, çíàþ÷è âëàñòèâîñòi éîãî êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè. ßê

ïðèêëàä íàâåäåìî êîðèñíó ôîðìóëó äëÿ íîðìè ñàìîñïðÿæå-

íîãî îïåðàòîðà.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð i éîãî êâàäðàòè÷íà ôîðìà

Òåîðåìà. Íåõàé T � ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð. Òîäi

‖T‖ = sup
x∈SH

|〈Tx , x〉| . (1)

Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ q = supx∈SH
|〈Tx , x〉|. Äëÿ

áóäü-ÿêîãî z ∈ SH ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà |〈Tz, z〉| 6 q ‖z‖2. Çà
îäíîðiäíiñòþ, öÿ îöiíêà çáåðiãà¹òüñÿ i äëÿ áóäü-ÿêîãî z ∈ H.

Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî ‖T‖ = q. Ìà¹ìî:

‖T‖ = sup
x∈SH

‖Tx‖ 6 sup
x ,y∈SH

Re 〈Tx , y〉

= sup
x ,y∈SH

1
4
(〈T (x + y), (x + y)〉 − 〈T (x − y), (x − y)〉)

6 sup
x ,y∈SH

q
4

(
‖x + y‖2 + ‖x − y‖2

)
= sup

x ,y∈SH

2q
4

(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
= q,

òîáòî ‖T‖ 6 q.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð i éîãî êâàäðàòè÷íà ôîðìà

Îáåðíåíå ñïiââiäíîøåííÿ âiäðàçó âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi Êî-

øi�Áóíÿêîâñüêîãî:

q = sup
x∈SH

|〈Tx , x〉| 6 sup
x∈SH

‖Tx‖ = ‖T‖ . 2

Âïðàâè.

21.6. ×è ìîæå äëÿ íåíóëüîâîãî îïåðàòîðà ôóíêöiÿ g (x) =
〈Tx , x〉 áóòè òîòîæíèì íóëåì? ×è çìiíèòüñÿ âiäïîâiäü, ÿêùî

ðîçãëÿäàòè ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë?

21.7. Ïåðåâiðòå, ùî äîáóòîê ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ ¹ ñà-

ìîñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îïåðàòîðè

êîìóòóþòü.

21.8. ßê ïîâèííi áóòè ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ïiäïðîñòîðè H1,H2 ⊂
H, ùîá îðòîïðîåêòîðè P1,P2 íà öi ïiäïðîñòîðè êîìóòóâàëè?
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