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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ïðèêëàä îïåðàòîðà áåç âëàñíèõ âåêòîðiâ.

Îïåðàòîð ìíîæåííÿ íà íåçàëåæíó çìiííó

T : L2[0,1]→ L2[0,1], (Tx)(t) = tx(t).

Âïðàâè.

20.1. Çà ÿêî¨ óìîâè íà ôóíêöiþ g : [0,1]→ C ôîðìóëà

(Tx)(t) = g(t)x(t)
çàäàâàòèìå íåïðåðâíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð T : L2[0,1]→ L2[0,1]?
×îìó äîðiâíþ¹ íîðìà öüîãî îïåðàòîðà ìíîæåííÿ íà ôóíêöiþ?

20.2. Çà ÿêî¨ óìîâè íà ôóíêöiþ g : [0,1] → C îïåðàòîð ç

ïîïåðåäíüî¨ âïðàâè ìàòèìå âëàñíi âåêòîðè?

20.3. Íåõàé g : [0,1]→ R íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, ùî íå ¹ ñòàëîþ.

×è ìîæå ìíîæèíà âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà ç âïðàâè 20.1

áóòè ïîâíîþ ñèñòåìîþ?
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Êîìïàêòè â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði

Íåõàé X � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, A,C ⊂ X , ε > 0. Íàãàäà¹ìî, ùî
ìíîæèíà C íàçèâà¹òüñÿ ε-ñiòêîþ äëÿ A, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî

a ∈ A iñíó¹ x ∈ C ç ρ(x ,a) < ε. Iíøèìè ñëîâàìè, ìíîæèíà

C ¹ ε-ñiòêîþ äëÿ A òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêîãî

a ∈ A ρ(a,C) < ε. Ïiäìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó X
íàçèâà¹òüñÿ ïåðåäêîìïàêòîì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 ó A
iñíó¹ ñêií÷åííà ε-ñiòêà.

Íàãàäà¹ìî î÷åâèäíi âëàñòèâîñòi ïåðåäêîìïàêòiâ: ÿêùî A ⊃ B
i A � ïåðåäêîìïàêò, òî i B � ïåðåäêîìïàêò; îá'¹äíàííÿ ñêií-

÷åííîãî ÷èñëà ïåðåäêîìïàêòiâ � ïåðåäêîìïàêò. Êîæåí ïåðåä-

êîìïàêò � îáìåæåíà ìíîæèíà, òîáòî ìiñòèòüñÿ â äåÿêié êóëi

ñêií÷åííîãî ðàäióñà (äëÿ öüîãî äîñèòü íàâiòü iñíóâàííÿ ñêií-

÷åííî¨ ε-ñiòêè ïðè äåÿêîìó îäíîìó ôiêñîâàíîìó çíà÷åííi ε).
Ìíîæèíà â ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði Rn àáî Cn ¹ ïåðåä-

êîìïàêòîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà îáìåæåíà.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Êîìïàêòè â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði

Òàê ñàìî, ÿê i â äîâiëüíîìó ïîâíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði,

äëÿ çàìêíåíî¨ ïiäìíîæèíè A ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H òàêi

óìîâè åêâiâàëåíòíi:

� A � êîìïàêòíà ìíîæèíà;

� A � ïåðåäêîìïàêò;

� ç áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi åëåìåíòiâ ìíîæèíè A ìîæíà

âèäiëèòè çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü.

Òàêîæ íàãàäà¹ìî íàñòóïíó çðó÷íó âëàñòèâiñòü:

Íåõàé äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 ìíîæèíà A ìà¹ ïåðåäêîìïàêòíó

ε-ñiòêó. Òîäi A � ïåðåäêîìïàêò.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Êîìïàêòè â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði

Òåîðåìà 1.

(a) ÿêùî A,B � ïåðåäêîìïàêòè â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði, òî

A + B � ïåðåäêîìïàêò;

(b) ÿêùî A ⊂ H1 � ïåðåäêîìïàêò, T ∈ L(H1,H2), òî T (A) �
ïåðåäêîìïàêò â H2;

(c) çîêðåìà, ïåðåäêîìïàêòíiñòü çáåðiãà¹òüñÿ ïðè ìíîæåííi

íà ñêàëÿð.

Äîâåäåííÿ. (a) Íåõàé A1,B1 � ñêií÷åííi
ε
2 -ñiòêè ìíîæèí A i B

âiäïîâiäíî. Òîäi A1 + B1 � ñêií÷åííà ε-ñiòêà ìíîæèíè A + B.
(b) ßêùî A1 � ñêií÷åííà ε

‖T‖ -ñiòêà ìíîæèíè A, òî T (A1) �

ñêií÷åííà ε-ñiòêà ìíîæèíè T (A).
(c) Ìíîæåííÿ íà ôiêñîâàíèé ñêàëÿð � íåïåðåðâíèé ëiíiéíèé

îïåðàòîð. 2
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Êîìïàêòè â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði

Òåîðåìà 2. Íåõàé A � îáìåæåíà ïiäìíîæèíà â ãiëüáåðòîâîìó

ïðîñòîðó H i äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ ñêií÷åííîâèìiðíèé

ïiäïðîñòið Y ⊂ H ÿêèé óòâîðþ¹ ε-ñiòêó äëÿ A. Òîäi A � ïåðå-

äêîìïàêò.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0 Íåõàé ïiäïðîñòið Y ⊂
H ñêií÷åííîâèìiðíèé i ¹ ε-ñiòêîþ äëÿ A. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç r
òàêå ÷èñëî, ùî A ⊂ rBH . Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó (r + ε)BY . Öå

îáìåæåíà ïiäìíîæèíà ñêií÷åííîâèìiðíîãî ïðîñòîðó Y , îòæå,

âîíà � ïåðåäêîìïàêò. Îñêiëüêè Y � ε-ñiòêà äëÿ A, äëÿ áóäü-

ÿêîãî x ∈ A iñíó¹ y ∈ Y ç ‖x − y‖ < ε. Àëå y ëåæèòü â

(r + ε)BY :

‖y‖ 6 ‖x‖+ ‖y − x‖ < r + ε.

Îòæå, ìíîæèíà (r + ε)BY � öå òåæ ε-ñiòêà äëÿ A. Òîáòî äëÿ

áóäü-ÿêîãî ε > 0 ìè çíàéøëè äëÿ A ïåðåäêîìïàêòíó ε-ñiòêó,
ùî îçíà÷à¹ ïåðåäêîìïàêòíiñòü ìíîæèíè A. 2
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Êîìïàêòè â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði

Òåîðåìà 3. Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið ç îðòîíîðìîâàíèì

áàçèñîì {en}∞1 . Äëÿ òîãî, ùîá îáìåæåíà ïiäìíîæèíà D ⊂ H
áóëà ïåðåäêîìïàêòîì, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá äëÿ áóäü-

ÿêîãî ε > 0 iñíóâàâ òàêèé íîìåð n(ε), ùî
∞∑

k=n(ε)
|x̂k |2 6 ε äëÿ

âñiõ x =
∞∑

k=1
x̂kek ∈ D.

Äîâåäåííÿ. Ïî÷íåìî ç äîñòàòíîñòi. Çàôiêñó¹ìî ε > 0 i îáåðå-

ìî âiäïîâiäíèé íîìåð m = n(ε2) ç óìîâ òåîðåìè. Ùîá äîâå-

ñòè ïåðåäêîìïàêòíiñòü ìíîæèíè D ñêîðèñòó¹ìîñÿ Òåîðåìîþ

2. Ïîçíà÷èìî Y = lin{ek}mk=1. Y � öå ñêií÷åííîâèìiðíèé ïðî-

ñòið. Äîâåäåìî, ùî Y � öå ε-ñiòêà äëÿ D. Âiçüìåìî äîâiëüíèé

åëåìåíò x =
∞∑

k=1
x̂kek ∈ D. Òîäi x =

m∑
k=1

x̂kek ∈ Y i
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Êîìïàêòè â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði

ρ(x ,Y ) 6 ‖x − y‖ =
∥∥∥ ∞∑

k=m

x̂kek

∥∥∥ =

√√√√ ∞∑
k=m

|x̂k |2 6
√
ε2 = ε.

Òîáòî â îäèí áiê äîâåäåííÿ çàâåðøåíå.

Òåïåð äîâåäåìî íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî D � ïåðåäêîì-

ïàêò. Çàôiêñó¹ìî ε > 0 i îáåðåìî ñêií÷åíó δ-ñiòêó A ⊂ H äëÿ

D ç íàñòiëüêè ìàëèì δ > 0, ùî (3δ)2 < ε. Äëÿ êîæíîãî n
ïîçíà÷èìî Pn îðòîïðîåêòîð ïðîñòîðó H íà lin{ek}nk=1. Îáåðå-

ìî òàêå n ∈ N, ùîá äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà a íàøî¨ ñêií÷åííî¨

ìíîæèíè A âèêîíóâàëàñÿ óìîâà

‖a− Pna‖ < δ.

Ïîêàæåìî, ùî öå n i ¹ òèì n(ε), ÿêå ìè ìà¹ìî çíàéòè.
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Êîìïàêòè â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé x =
∞∑

k=1
x̂kek ∈ D i îáåðåìî òîé a ∈ A,

ùî ‖x − a‖ < δ. Òîäi

‖x − Pnx‖ 6 ‖x − a‖+ ‖a− Pna‖+ ‖Pna− Pnx‖

6 2‖x − a‖+ ‖a− Pna‖ 6 3δ,

òîáòî
∞∑

k=n
|x̂k |2 = ‖x − Pnx‖2 6 (3δ)2 < ε. 2
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Êîìïàêòè â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði

Âïðàâè.

20.4. Äëÿ íàñòóïíèõ ìíîæèí â ïðîñòîði `2 ç'ÿñóâàòè ÷è ¹ âîíà
êîìïàêòîì.

A1 =
{

x = (xn)n∈N ∈ `2 : ∀k∈N 0 6 xk 6 1
k

}
.

(Ìíîæèíà A1 ìà¹ íàçâó �öåãëèíà Ãiëüáåðòà�).

A2 =
{

x = (xn)n∈N ∈ `2 : ∀k∈N 0 6 xk 6 1√
k

}
.

20.5. ßêùî äëÿ ìíîæèíè A â ïðîñòîði `2 iñíó¹ åëåìåíò y =
(yn)n∈N ∈ `2, ùî ìàæîðó¹ A ó òîìó ñåíñi, ùî |xk | 6 |yk | äëÿ
áóäü-ÿêîãî x = (xn)n∈N ∈ A i âñiõ k , òî A � ïåðåäêîìïàêò.

20.6. Íàâåäiòü ïðèêëàä ïåðåäêîìïàêòà A â ïðîñòîði `2, ÿêèé íå
çàäîâîëüíÿ¹ äîñòàòíþ óìîâó ïåðåäêîìïàêòíîñòi ç ïîïåðåäíüî¨

âïðàâè.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ñêií÷åííîâèìiðíi îïåðàòîðè i êîìïàêòíi îïåðàòîðè

Íåïåðåðâíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííîâèìið-

íèì àáî îïåðàòîðîì ñêií÷åííîãî ðàíãó, ÿêùî éîãî îáðàç ñêií-

÷åííîâèìiðíèé.

Òåîðåìà 4. Íåõàé H1,H2 � ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè, T ∈ L(H1,H2)
� ñêií÷åííîâèìiðíèé îïåðàòîð. Òîäi iñíóþòü äâi ñêií÷åíi ïiä-

ìíîæèíè {xk}nk=1 ⊂ H1, {yk}nk=1 ⊂ H2, òàêi ùî äiÿ îïåðàòîðà

T íà âñi åëåìåíòè h ïðîñòîðó H1 çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

Th =
n∑

k=1

〈h, xk 〉 yk . (1)
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ñêií÷åííîâèìiðíi îïåðàòîðè i êîìïàêòíi îïåðàòîðè

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè çà îçíà÷åííÿì ñêií÷åííîâèìiðíîãî îïå-

ðàòîðà ïiäïðîñòið Y = T (H1) � ñêií÷åííîâèìiðíèé, â Y iñíó¹

îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ {yk}nk=1. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ fk (h) =
〈Th, yk 〉. Î÷åâèäíî, ùî öi fk ¹ íåïåðåðâíèìè ëiíiéíèìè ôóí-

êöiîíàëàìè íà H1. Òîìó iñíóþòü åëåìåíòè xk ∈ H1 òàêi, ùî

fk (h) = 〈h, xk 〉 äëÿ âñiõ h ∈ H1 (òåîðåìà ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä

ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði). Ðîçãëÿíåìî

ðîçêëàä åëåìåíòà Th ïî îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñó {yk}nk=1:

Th =
n∑

k=1

〈Th, yk 〉 yk =
n∑

k=1

fk (h) yk =
n∑

k=1

〈h, xk 〉 yk ,

òîáòî (1) äiéñíî ìà¹ ìiñöå. 2
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ñêií÷åííîâèìiðíi îïåðàòîðè i êîìïàêòíi îïåðàòîðè

Áóäü-ÿêèé îïåðàòîð âèãëÿäó (1) ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì, áî éî-

ãî îáðàç T (H1) ìiñòèòüñÿ ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïiäïðîñòîði �
ëiíiéíié îáîëîíöi âåêòîðiâ {yk}nk=1. Òàêèì ÷èíîì, òåîðåìà 4

íàäà¹ çàãàëüíèé âèãëÿä ñêií÷åííîâèìiðíîãî îïåðàòîðà.

Îïåðàòîð T ∈ L(H1,H2) íàçèâà¹òüñÿ êîìïàêòíèì, ÿêùî îáðàç
T (BH1) îäèíè÷íî¨ êóëi ïðîñòîðó H1 ¹ ïåðåäêîìïàêòîì ó ïðî-

ñòîði H2. Ñiì'ÿ âñiõ êîìïàêòíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi äiþòü ç ïðî-

ñòîðó H1 ó ïðîñòið H2, ïîçíà÷à¹òüñÿ K (H1,H2).

Ïðèêëàä 1. Áóäü-ÿêèé ñêií÷åííîâèìiðíèé îïåðàòîð T ∈ L(H1,H2)
¹ êîìïàêòíèì, òîìó ùî T (BH1) � öå îáìåæåíà ìíîæèíà ó ñêií-
÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði T (H1), òîáòî ¹ ïåðåäêîìïàêòîì.

Ïðèêëàä 2. ßêùî ïðîñòið H íåñêií÷åííîâèìiðíèé, òî îäèíè-

÷íèé îïåðàòîð â H � öå íå êîìïàêòíèé îïåðàòîð. Ñïðàâäi,

I(BH) = BH , à îäèíè÷íà êóëÿ íåñêií÷åííîâèìiðíîãî ïðîñòîðó

íå ¹ ïåðåäêîìïàêòîì.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ñêií÷åííîâèìiðíi îïåðàòîðè i êîìïàêòíi îïåðàòîðè

Òåîðåìà 5. Ìíîæèíà êîìïàêòíèõ îïåðàòîðiâ K (H1,H2) ìà¹

òàêi âëàñòèâîñòi:

(1) K (H1,H2) � ëiíiéíèé ïiäïðîñòið â L (H1,H2).

(2) K (H1,H2) � îïåðàòîðíèé iäåàë, òîáòî ÿêùî

T ∈ K (H1,H2), òî äîáóòêè AT i TU êîìïàêòíi äëÿ

áóäü-ÿêèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ A,U, äëÿ ÿêèõ ìàþòü

ñåíñ âiäïîâiäíi êîìïîçèöi¨.

(3) Ìíîæèíà K (H1,H2) çàìêíåíà â L (H1,H2) â ñåíñi
çáiæíîñòi çà íîðìîþ1.

1Çâåðòà¹ìî óâàãó, ùî çàìêíåíîñòi â ñåíñi ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi òóò

íåìà¹.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ñêií÷åííîâèìiðíi îïåðàòîðè i êîìïàêòíi îïåðàòîðè

Äîâåäåííÿ. (1). Ñòiéêiñòü ùîäî ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð î÷åâèäíà,

à ñòiéêiñòü ùîäî äîäàâàííÿ âèïëèâà¹ çi ñïiââiäíîøåííÿ

(T1 + T2)(BH1) ⊂ T1(BH1) + T2(BH1)

i òîãî, ùî ñóìà ïåðåäêîìïàêòiâ � ïåðåäêîìïàêò.

(2) i (3). Íå âñòèãëè, áóäå íà íàñòóïíié ëåêöi¨. 2


	    
	    

