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Çìiñò ëåêöi¨

Ôàêòè ç ïîïåðåäíüî¨ ëåêöi¨

Îðòîãîíàëiçàöiÿ çà Ãðàìîì�Øìiäòîì. Iñíóâàííÿ îðòîíîðìî-

âàíîãî áàçèñó

Òåîðåìà ïðî içîìîðôiçì
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ôàêòè ç ïîïåðåäíüî¨ ëåêöi¨

Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, {ek} k ∈ Γ ⊂ H � îðòîíîðìîâàíà

ñèñòåìà, h ∈ H � äîâiëüíèé åëåìåíò, à ĥn = 〈h,en〉 � éîãî

êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹.

Ôîðìóëà äëÿ îðòîïðîåêòîðà. Ïîçíà÷èìî X = Lin {ek}k∈Γ,

P � îðòîïðîåêòîð íà X . Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà h ∈ H

Ph =
∑
k∈Γ

ĥkek .
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Îðòîãîíàëiçàöiÿ çà Ãðàìîì�Øìiäòîì. Iñíóâàííÿ îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó

Òåîðåìà. Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, {xn}∞1 ⊂ H � ëiíiéíî

íåçàëåæíà ïîñëiäîâíiñòü, Xn = Lin {xk}n1. Òîäi iñíó¹ îðòîíîð-
ìîâàíà ñèñòåìà {en}∞1 , ÿêà ìà¹ òàêó âëàñòèâiñòü:

Lin {ek}n1 = Xn äëÿ âñiõ n.
(Òàêà îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà {en}∞1 íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëi-

çàöi¹þ çà Ãðàìîì�Øìiäòîì ñèñòåìè {xn}∞1 ).

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî Pn îðòîïðîåêòîð íà Xn. Ïîêëàäåìî

e1 =
x1

‖x1‖
, e2 =

x2 − P1x2

‖x2 − P1x2‖
, ..., en+1 =

xn+1 − Pnxn+1

‖xn+1 − Pnxn+1‖
, ....

Ïðè òàêîìó îçíà÷åííi âñi ek ïðè k 6 n ëåæàòü â Xn, à en+1
îðòîãîíàëüíèé äî Xn. Òîáòî ïðè êîæíîìó n âåêòîð en+1 îð-

òîãîíàëüíèé äî âñiõ ïîïåðåäíiõ ek . Êðiì òîãî, íîðìè âñiõ ek
äîðiâíþþòü 1. Îòæå, {en}∞1 � îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà. Çà ïî-

áóäîâîþ, Lin {ek}n1 ⊂ Xn i âèìiðíîñòi öèõ ïðîñòîðiâ çáiãàþ-

òüñÿ. Òàêèì ÷èíîì, Lin {ek}n1 = Xn. 2
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Îðòîãîíàëiçàöiÿ çà Ãðàìîì�Øìiäòîì. Iñíóâàííÿ îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó

Çàóâàæåííÿ. Îñêiëüêè {ek}n1 óòâîðþþòü îðòîíîðìîâàíèé áà-

çèñ â Xn, äëÿ áóäü-ÿêîãî h ∈ H, Pnh =
∑n

k=1 ĥkek . Òîáòî ek
ìîæíà áóäóâàòè ïî {xn}∞1 ÿâíî, âèêîðèñòîâóþ÷è ðåêóðåíòíó

ôîðìóëó

en+1 =

xn+1 −
n∑

k=1
〈xn+1,ek 〉ek∥∥∥∥xn+1 −

n∑
k=1
〈xn+1,ek 〉ek

∥∥∥∥ .



5 / 11
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Îðòîãîíàëiçàöiÿ çà Ãðàìîì�Øìiäòîì. Iñíóâàííÿ îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó

Òåîðåìà. Ó áóäü-ÿêîìó íåñêií÷åííîâèìiðíîìó ñåïàðàáåëüíî-

ìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ.

Äîâåäåííÿ. Ó ñåïàðàáåëüíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H iñíó¹

çëi÷åííà ùiëüíà ïîñëiäîâíiñòü. Âèêèíóâøè ç öi¹¨ ïîñëiäîâíî-

ñòi åëåìåíòè, ëiíiéíî çàëåæíi ç ïîïåðåäíiìè, îòðèìà¹ìî ëiíié-

íî íåçàëåæíó ïîñëiäîâíiñòü {xn}∞1 ⊂ H, ïîâíó â H.

Íåõàé {en}∞1 � îðòîãîíàëiçàöiÿ çà Ãðàìîì�Øìiäòîì ïîñëiäîâ-

íîñòi {xn}∞1 . Òîäi {en}∞1 � îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà,

Lin {ek}∞1 = Lin {xk}∞1 .

Òîáòî ïîáóäîâàíà ñèñòåìà {en}∞1 ïîâíà â H, ùî çà îçíà÷åííÿì

äà¹, ùî {en}∞1 � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ïðîñòîðó H. 2

Çàãàëüíèé (íåñåïàðàáåëüíèé) âèïàäîê ìè îá ðóíòóâàëè íà ìè-

íóëié ëåêöi¨ çà äîïîìîãîþ ëåìè Öîðíà.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Îðòîãîíàëiçàöiÿ çà Ãðàìîì�Øìiäòîì. Iñíóâàííÿ îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó

Çàóâàæåííÿ 1.

Ç äîâåäåííÿ âèïëèâà¹, ùî â ñåïàðàáåëüíîìó âèïàäêó îðòî-

íîðìîâàíèé áàçèñ ìîæíà âèáðàòè ç äîäàòêîâîþ óìîâîþ ïðè-

íàëåæíîñòi âñiõ éîãî åëåìåíòiâ äî äàíîãî ùiëüíîãî ëiíiéíî-

ãî ïiäïðîñòîðó. Òîáòî, â L2[0,1] iñíó¹ òàêèé îðòîíîðìîâàíèé

áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîëiíîìiâ; iñíó¹ òàêèé, ùî ñêëàäà-

¹òüñÿ ç òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ; òàêèé, ùî ñêëàäà¹òüñÿ

ç êóñêîâî-ñòàëèõ ôóíêöié, àáî æ ç ôóíêöié, ãðàôiêè ÿêèõ �

êóñêîâî-ëiíié÷àñòi, òîùî.

Òàêîæ, ÿêùî X ⊂ H � ùiëüíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið, {ek}n1 ⊂ X
� ñêií÷åííà îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà, òî ¨¨ ìîæíà äîïîâíèòè äî

îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ öiëêîì ç åëåìåíòiâ

ìíîæèíè X .

Íåñêií÷åííó îðòîíîðìîâàíó ñèñòåìó â ùiëüíîìó ëiíiéíîìó

ïiäïðîñòîði X íå çàâæäè ìîæíà äîïîâíèòè äî îðòîíîðìîâà-

íîãî áàçèñó, íå âèõîäÿ÷è ç X .
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Îðòîãîíàëiçàöiÿ çà Ãðàìîì�Øìiäòîì. Iñíóâàííÿ îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó

Ïðèêëàäè.

1. Íàéêðàùå íàáëèæåííÿ â L2[0,1] ïîëiíîìîì ïåðøîãî ñòåïå-

íÿ.

2. Ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ îáðîáêè åêñïåðèìåíòàëüíèõ

äàíèõ.

3. Ìîòèâàöiÿ çàñòîñóâàííÿ â çàäà÷àõ íàáëèæåííÿ L2 - íîðìè.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Îðòîãîíàëiçàöiÿ çà Ãðàìîì�Øìiäòîì. Iñíóâàííÿ îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó

Âïðàâè.

19.1. Ó äîâåäåííi òåîðåìè ïðî îðòîãîíàëiçàöiþ ìè çàçíà÷àëè,

ùî âåêòîð en+1 îðòîãîíàëüíèé äî âñiõ ïîïåðåäíiõ ek . ×îìó

âií îðòîãîíàëüíèé i äî âñiõ íàñòóïíèõ ek ?
19.2. ×îìó çíàìåííèê ó ðåêóðåíòíié ôîðìóëi

en+1 =
xn+1 − Pnxn+1

‖xn+1 − Pnxn+1‖
íå äîðiâíþ¹ íóëþ?

19.3. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü (fk ) íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ

ôóíêöié óòâîðþ¹ îðòîíîðìîâàíó ñèñòåìó â L2 [0,2π]. Äîâå-
äiòü, ùî ïîõiäíi ôóíêöié (fk ) íå ìîæóòü áóòè îáìåæåíèìè â

ñóêóïíîñòi.
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Òåîðåìà ïðî içîìîðôiçì

Íåõàé H1,H2 � ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè. Îïåðàòîð T : H1 → H2
íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôiçìîì ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ, ÿêùî T ëi-

íiéíèé, ái¹êòèâíèé i 〈Tx ,Ty〉 = 〈x , y〉 äëÿ áóäü-ÿêèõ x , y ∈ H1.

Ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè H1,H2 íàçèâàþòüñÿ içîìîðôíèìè, ÿêùî

iñíó¹ içîìîðôiçì ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ T : H1 → H2.

Òåîðåìà. Áóäü-ÿêèé ñåïàðàáåëüíèé íåñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëü-

áåðòiâ ïðîñòið H içîìîðôíèé ïðîñòîðó `2.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {en}∞1 � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ â H. Îçíà-

÷èìî îïåðàòîð T : H → `2 ôîðìóëîþ

Th = (〈h,e1〉 , 〈h,e2〉 , ..., 〈h,en〉 , ...) .

Òîáòî åëåìåíòó h ∈ H ñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ïîñëiäîâíiñòü

éîãî êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹.
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Òåîðåìà ïðî içîìîðôiçì

Çà íåðiâíiñòþ Áåññåëÿ, Th ∈ `2 i ‖Th‖ 6 ‖h‖. Â îïåðàòîðà T
iñíó¹ îáåðíåíèé � T−1, ÿêèé äi¹ ç `2 â H çà ïðàâèëîì

T−1 (an)∞1 =
∞∑

n=1

anen.

Îòæå, îïåðàòîð T îáîðîòíèé, òîáòî âií ái¹êòèâíèé.

Çàëèøèëîñü ïåðåâiðèòè ðiâíiñòü 〈Tx ,Ty〉 = 〈x , y〉. Îòîæ, íå-
õàé x =

∞∑
n=1

anen i y =
∞∑

n=1
bnen � äîâiëüíi åëåìåíòè ïðîñòîðó

H. Ìà¹ìî

〈x , y〉 =

〈 ∞∑
k=1

akek ,

∞∑
j=1

bjej

〉
=

=
∞∑

k=1

 ∞∑
j=1

ak b̄j
〈
ek ,ej

〉 =
∞∑

k=1

ak b̄k = 〈Tx ,Ty〉 . 2
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Òåîðåìà ïðî içîìîðôiçì

Âïðàâè.

19.4. Êîæíèé içîìîðôiçì T ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ H1,H2 ¹

içîìåòði¹þ: ∀h ∈ H1 ‖Th‖ = ‖h‖.

19.5. Êîæíà ëiíiéíà ái¹êòèâíà içîìåòðiÿ ïðîñòîðiâ H1,H2 ¹ içî-

ìîðôiçìîì öèõ ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ.
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