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Ôàêòè ç ïîïåðåäíüî¨ ëåêöi¨

Êðèòåðié çáiæíîñòi îðòîãîíàëüíîãî ðÿäó. Íåõàé {xk}∞1 � ïî-

ñëiäîâíiñòü ïîïàðíî îðòîãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ãiëüáåðòîâîãî

ïðîñòîðó H. Òîäi äëÿ çáiæíîñòi ðÿäó
∑∞

k=1 xk íåîáõiäíî i äî-

ñòàòíüî, ùîá çáiãàâñÿ ÷èñëîâèé ðÿä
∑∞

k=1 ‖xk‖2.

Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, {en}∞1 ⊂ H � îðòîíîðìîâàíà

ñèñòåìà, h ∈ H � äîâiëüíèé åëåìåíò, à ĥn = 〈h,en〉 � éîãî

êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹. Ðÿä
∑∞

n=1 ĥnen íàçèâà¹òüñÿ ðÿäîì Ôóð'¹

åëåìåíòà h çà ñèñòåìîþ {en}∞1 ⊂ H.

Íåðiâíiñòü Áåññåëÿ. Íåõàé {xk}k∈Γ � îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà

â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H, h ∈ H. Òîäi
∑

k∈Γ |ĥk |
2
6 ‖h‖2 .

Âïðàâà 16.13. Íåõàé ek ∈ H, k = 1,2, ...; X = Lin {ek}∞1 . Òîäi

äëÿ òîãî, ùîá åëåìåíò y ∈ H íàëåæàâ äî X⊥, íåîáõiäíî i äî-

ñòàòíüî, ùîá y áóâ îðòîãîíàëüíèé äî âñiõ ek . Iíøèìè ñëîâàìè,

X⊥ =
⋂

k∈N
e⊥

k .
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Ðÿäè Ôóð'¹ i ôîðìóëà äëÿ îðòîïðîåêòîðà

Òåîðåìà (ôîðìóëà äëÿ îðòîïðîåêòîðà). Íåõàé {en}∞1 � îðòî-

íîðìîâàíà ñèñòåìà â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H, X = Lin {ek}∞1
i P � îðòîïðîåêòîð íà ïiäïðîñòið X . Òîäi ðÿä Ôóð'¹ áóäü-ÿêîãî

åëåìåíòà h ∈ H çáiãà¹òüñÿ i éîãî ñóìà äîðiâíþ¹ Ph:

Ph =
∞∑

n=1

ĥnen.

Äëÿ ñêií÷åíèõ îðòîíîðìîâàíèõ ñèñòåì {en}N1 ⊂ H ôîðìóëîþ

äëÿ îðòîïðîåêòîðà íà ïiäïðîñòið Lin {ek}N1 áóäå

Ph =
N∑

n=1

ĥnen.
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Ðÿäè Ôóð'¹ i ôîðìóëà äëÿ îðòîïðîåêòîðà

Äîâåäåííÿ. Çáiæíiñòü ðÿäó
∑∞

n=1 ĥnen âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi

Áåññåëÿ i êðèòåðiþ çáiæíîñòi îðòîãîíàëüíîãî ðÿäó. Äàëi, åëå-

ìåíò h ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

h =

( ∞∑
n=1

ĥnen

)
+

(
h −

∞∑
n=1

ĥnen

)
,

äå, âî÷åâèäü,
∑∞

n=1 ĥnen ∈ X , à h −
∑∞

n=1 ĥnen ∈ X⊥. Çà îçíà-

÷åííÿì îðòîïðîåêòîðà, çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

Ph =
∞∑

n=1

ĥnen. 2
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Îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, ðiâíiñòü Ïàðñåâàëÿ

Ïîâíà îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà {en}∞1 â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòî-

ði H íàçèâà¹òüñÿ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì. Iíøèìè ñëîâàìè,

{en}∞1 óòâîðþþòü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, ÿêùî
〈
ek ,ej

〉
= δk ,j

äëÿ âñiõ k , j ∈ N i Lin {ek}∞1 = H.

ßêùî â óìîâàõ ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè {en}∞1 � îðòîíîðìîâà-

íèé áàçèñ, òî X = H i îðòîïðîåêòîð P � öå ïðîñòî òîòîæíèé

îïåðàòîð. Çâiäñè îòðèìó¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà. Íåõàé {en}∞1 � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ â ïðîñòîði

H. Òîäi ðÿä Ôóð'¹ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà h ∈ H çáiãà¹òüñÿ i∑∞
n=1 ĥnen = h. 2
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Îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, ðiâíiñòü Ïàðñåâàëÿ

Òåîðåìà. Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið,
∞∑

n=1
ĥnen � ðÿä Ôóð'¹

åëåìåíòà h ∈ H. Òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

�
∞∑

n=1
ĥnen = h;

� äëÿ åëåìåíòà h âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü Ïàðñåâàëÿ:
∞∑

n=1
|ĥk |2 = ‖h‖2 .

Äîâåäåííÿ. Íà äîøöi. 2

Îðòîíîðìîâàíi ñèñòåìè, ùî âèíèêàþòü â òåîði¨ éìîâiðíîñòåé

òà àëãåáði.

Íà äîøöi.
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