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Ãiïåðïiäïðîñòîðè i ôóíêöiîíàëè

Ïiäïðîñòið Y ëiíiéíîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ ãiïåðïiäïðî-

ñòîðîì, ÿêùî iñíó¹ òàêèé âåêòîð e ∈ X\Y , ùî Lin{e,Y} = X .

Òåîðåìà. Äëÿ ïiäïðîñòîðó Y ëiíiéíîãî ïðîñòîðó X òàêi óìîâè

åêâiâàëåíòíi:

1. Y � ãiïåðïiäïðîñòið â X .

2. dim X/Y = 1.
3. Iñíó¹ íåíóëüîâèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë f íà X , äëÿ ÿêîãî

Ker f = Y .

Äîâåäåííÿ. 1. ⇒ 2. Íåõàé Y � ãiïåðïiäïðîñòið â X , e ∈ X\Y
� òàêèé åëåìåíò, ùî Lin{e,Y} = X . Ðîçãëÿíåìî [e] ∈ X/Y �

êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi åëåìåíòà e. [e] 6= 0, àäæå e /∈ Y . Âîäíî-

÷àñ Lin [e] = X/Y , òîáòî â X/Y iñíó¹ áàçèñ ç îäíîãî åëåìåíòà.
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Ãiïåðïiäïðîñòîðè i ôóíêöiîíàëè

2.⇒ 3. Îñêiëüêè dim X/Y = 1, iñíó¹ içîìîðôiçì U : X/Y → K
íàøîãî ôàêòîð-ïðîñòîðó i ïîëÿ ñêàëÿðiâ. Îçíà÷èìî ôóíêöiî-

íàë f = U ◦ q, äå q � ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ ïðîñòîðó X íà

X/Y . Äëÿ öüîãî ôóíêöiîíàëà Ker f = Y .

3. ⇒ 1. Íåõàé f � ôóíêöiîíàë ç ï. 3. Âèáåðåìî åëåìåíò e ∈
X , äëÿ ÿêîãî f (e) = 1. Î÷åâèäíî, e ∈ X\Y . Äîâåäåìî, ùî

Lin{e,Y} = X . Äëÿ öüîãî âiçüìåìî äîâiëüíèé âåêòîð x ∈ X i

çîáðàçèìî éîãî ó âèãëÿäi

x = f (x)e + (x − f (x)e).

Ó öüîìó çàïèñó äðóãèé äîäàíîê x− f (x)e ëåæèòü â Ker f = Y ,

òîáòî ìè çîáðàçèëè åëåìåíò x ó âèãëÿäi ae + y , äå a � ñêàëÿð,

à y ∈ Y .
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Âïðàâè.

17.1. Íåõàé Y � ãiïåðïiäïðîñòið â X . Äîâåñòè, ùî Lin{e,Y} =
X äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà e ∈ X\Y .

17.2. Íåõàé ÿäðà äâîõ ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ çáiãàþòüñÿ. Äî-

âåäiòü, ùî öi ôóíêöiîíàëè ëiíiéíî çàëåæíi.

17.3. Â íîðìîâàíîìó ïðîñòîði ÿäðî ôóíêöiîíàëà áóäå çàìêíå-

íèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ôóíêöiîíàë íåïåðåðâíèé.

17.4. Íåõàé X � íîðìîâàíèé ïðîñòið, x ∈ X , f ∈ X ∗, a � äî-

âiëüíèé ñêàëÿð, A = {x ∈ X : f (x) = a}. Òîäi ρ(x ,A) = |f (x)−a|
‖f‖ .
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Òåîðåìà ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði

Òåîðåìà. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî ôóíêöiîíàëà

F , çàäàíîãî íà ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò

h ∈ H, ùî

F (x) = 〈x ,h〉 (1)

äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ H. Òàêèé åëåìåíò h âèçíà÷åíèé îäíîçíà-

÷íî, i ‖F‖ = ‖h‖.

Äîâåäåííÿ. Ó âèïàäêó ôóíêöiîíàëà F , ùî òîòîæíî äîðiâíþ¹
íóëþ, òâåðäæåííÿ î÷åâèäíå. Íåõàé F 6= 0. Ïîçíà÷èìî ÿäðî

ôóíêöiîíàëà F ÷åðåç X . Òîäi iñíó¹ åëåìåíò e îäèíè÷íî¨ íîðìè,

îðòîãîíàëüíèé äî X . Çà øóêàíèé åëåìåíò âiçüìåìî h = F (e)e.
Ðiâíiñòü (1) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ X i äëÿ x = e.
Îòæå, F (x) = 〈x ,h〉 äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ Lin{e,X}. Àëå X � öå

ãiïåðïiäïðîñòið â H, îòæå, Lin{e,X} = H i

F (x) = 〈x ,h〉

íà âñüîìó ïðîñòîði.
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Òåîðåìà ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði

Ðiâíiñòü ‖F‖ = ‖h‖ áóëî äîâåäåíî ðàíiøå. Çàëèøèëîñü ïåðå-

âiðèòè ¹äèíiñòü åëåìåíòà h. Íåõàé h1 ∈ H � òàêèé åëåìåíò,

ùî F (x) = 〈x ,h1〉 äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ H. Òîäi 〈x ,h − h1〉 = 0
äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ H, çîêðåìà 〈h − h1,h − h1〉 = 0. Òîáòî
h − h1 = 0 i h = h1. 2

Çàóâàæåííÿ 1. Ìiðêóâàííÿ, âèêîðèñòàíå â êiíöi äîâåäåííÿ,

ìîæíà ïîäàòè îêðåìèì òâåðäæåííÿì: ÿêùî 〈x ,h1〉 = 〈x ,h2〉
äëÿ âñiõ x ∈ H, òî h1 = h2. Â òåîði¨ ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòðàíñòâ

öèì òâåðäæåííÿì çàçâè÷àé êîðèñòóþòüñÿ áåç äîäàòêîâèõ ïî-

ÿñíåíü ÿê î÷åâèäíèì.
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Òåîðåìà ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði

Çàóâàæåííÿ 2. Çàâäÿêè öié òåîðåìi, ñïðÿæåíèé ïðîñòið H∗

îòîòîæíþ¹òüñÿ ç ñàìèì ïðîñòîðîì H: êîæíîìó åëåìåíòó h ∈
H âiäïîâiäà¹ ôóíêöiîíàë 〈·,h〉, òàêèé ùî äi¹ íà x ∈ H çà

ôîðìóëîþ 〈x ,h〉. Çàóâàæèìî, ùî ïðè òàêîìó îòîòîæíåííi ¹

òîíêîùi: õî÷à öå îòîòîæíåííÿ � öå ái¹êòèâíà içîìåðiÿ, i ñó-

ìi åëåìåíòiâ âiäïîâiäà¹ ñóìà ôóíêöiîíàëiâ, àëå ïðè ìíîæåííi

åëåìåíòà h íà ñêàëÿð λ âiäïîâiäíèé ôóíêöiîíàë äîìíîæó¹-

òüñÿ íå íà λ, à íà λ: 〈·, λh〉 = λ〈·,h〉. Îòîòîæíåííÿ H∗ ç H
çàçâè÷àé çàïèñóþòü ÿê H∗ = H. Òðåáà ïàì'ÿòàòè ó ÿêîìó ñåí-

ñi âèêîðèñòîâóþòü öå ðiâíÿííÿ.
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Âïðàâè.

17.5. ×è âàæëèâà â äîâåäåíié òåîðåìi ïîâíîòà ïðîñòîðó H?

17.6. Íåõàé ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü a = (a1,a2, ...) ìà¹ òàêó âëà-
ñòèâiñòü: äëÿ áóäü-ÿêîãî x = (x1, x2, ...) ∈ `2 ðÿä

∑∞
m=1 amxm

çáiãà¹òüñÿ. Òîäi a ∈ `2 i ôîðìóëà f (x) =
∑∞

m=1 amxm çàäà¹

íåïåðåðâíèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íà `2.

Çà äîïîìîãîþ ïîïåðåäíüî¨ âïðàâè íàñòóïíà òåîðåìà çâîäè-

òüñÿ äî òåîðåìè ïðî çàìêíåíèé ãðàôiê.

17.7. Íåõàé íåñêií÷åííà ìàòðèöÿ A = (an,m)∞n,m=1 ìà¹ òàêó

âëàñòèâiñòü: äëÿ áóäü-ÿêîãî x = (x1, x2, ...) ∈ `2 i áóäü-ÿêîãî

n ∈ N ðÿä
∑∞

m=1 an,mxm çáiãà¹òüñÿ, i ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü

Ax = (
∑∞

m=1 an,mxm)∞n=1 íàëåæèòü äî `2 (iíøèìè ñëîâàìè,

îïåðàòîð ìíîæåííÿ íà ìàòðèöþ A âiäîáðàæà¹ `2 â `2). Òîäi
îïåðàòîð ìíîæåííÿ íà ìàòðèöþ A íåïåðåðâíèé, ÿê îïåðàòîð,

ùî âiäîáðàæà¹ `2 â `2.
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Òåîðåìà ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði

17.8. Ñïèðàþ÷èñü íà âïðàâó 17.4, äîâåäiòü òàêèé n-âèìiðíèé
àíàëîã âiäîìî¨ ôîðìóëè îá÷èñëåííÿ âiäñòàíi âiä òî÷êè äî ïëî-

ùèíè. Íåõàé ãiïåðïëîùèíà A â n-âèìiðíîìó êîîðäèíàòíîìó

ïðîñòîði çàäàíà ðiâíÿííÿì a1x1 + ...+ anxn = b. Òîäi âiäñòàíü
âiä áóäü-ÿêîãî âåêòîðà x = (x1, ..., xn) äî ãiïåðïëîùèíè A âè-

ðàæà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

ρ(x ,A) =
|a1x1 + ...+ anxn − b|√

a2
1 + ...+ a2

n

.
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Îðòîãîíàëüíi ðÿäè

Òåîðåìà Ïiôàãîðà äëÿ n äîäàíêiâ. Íåõàé åëåìåíòè {xk}n1 ãiëü-
áåðòîâîãî ïðîñòîðó H ïîïàðíî îðòîãîíàëüíi:

〈
xk , xj

〉
= 0 ïðè

k 6= j . Òîäi ∥∥∥∥ n∑
k=1

xk

∥∥∥∥2

=
n∑

k=1
‖xk‖2.

Äîâåäåííÿ. Ïîòðiáíî ñêîðèñòàòèñü îçíà÷åííÿì íîðìè, ðîç-

êðèòè äóæêè i âèêðåñëèòè íóëüîâi äîäàíêè:∥∥∥∥∥
n∑

k=1

xk

∥∥∥∥∥
2

=

〈
n∑

k=1

xk ,

n∑
k=1

xk

〉

=
n∑

k=1

〈xk , xk 〉+
n∑

k ,j=1, k 6=j

〈
xk , xj

〉
=

n∑
k=1

‖xk‖2. 2
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Îðòîãîíàëüíi ðÿäè

Êðèòåðié çáiæíîñòi îðòîãîíàëüíîãî ðÿäó. Íåõàé {xk}∞1 � ïî-

ñëiäîâíiñòü ïîïàðíî îðòîãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ãiëüáåðòîâîãî

ïðîñòîðó H. Òîäi äëÿ çáiæíîñòi ðÿäó
∑∞

k=1 xk íåîáõiäíî i äî-

ñòàòíüî, ùîá çáiãàâñÿ ÷èñëîâèé ðÿä
∑∞

k=1 ‖xk‖2.

Äîâåäåííÿ. Çà êðèòåði¹ì Êîøi, äëÿ çáiæíîñòi ðÿäó
∑∞

k=1 xk
íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá∥∥∑m

k=n xk
∥∥2 −−−−−→

n,m→∞
0.

Öÿ óìîâà ç îãëÿäó íà äîâåäåíó ëåìó åêâiâàëåíòíà óìîâi∑m
k=n ‖xk‖2 −−−−−→n,m→∞

0,

ùî, çíîâó æ òàêè çà êðèòåði¹ì Êîøi, ðiâíîñèëüíî çáiæíîñòi

ðÿäó ∑∞
k=1 ‖xk‖2.

2
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Çàóâàæåííÿ. ßêùî ðÿä ïîïàðíî îðòîãîíàëüíèõ äîäàíêiâ
∑∞

k=1 xk
çáiãà¹òüñÿ, òî ïðîñòèì ãðàíè÷íèì ïåðåõîäîì ïðè n → ∞ ç

ôîðìóëè
∥∥∑n

k=1 xk
∥∥2

=
∑n

k=1 ‖xk‖2 îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü

‖
∑∞

k=1 xk‖2 =
∑∞

k=1 ‖xk‖2,

òîáòî òåîðåìó Ïiôàãîðà äëÿ çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi äîäàíêiâ. 2
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Îðòîíîðìîâàíi ñèñòåìè. Íåðiâíiñòü Áåññåëÿ

Ó öié òåìi äëÿ ïðîñòîòè âèêëàäó ÷åðåç Γ ïîçíà÷àòèìåòüñÿ

ñêií÷åííà àáî çëi÷åííà ìíîæèíà iíäåêñiâ. Ïðîòå âèêëàä áóäå

ïîáóäîâàíî òàê, ùîá ÷èòà÷ áåç âåëèêèõ òðóäíîùiâ ìiã ïîøè-

ðèòè îñíîâíi òâåðäæåííÿ i íà âèïàäîê íåçëi÷åííîãî Γ.

Ñèñòåìà {xk}k∈Γ åëåìåíòiâ ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H íàçèâà¹-

òüñÿ îðòîíîðìîâàíîþ ñèñòåìîþ, ÿêùî xk ïîïàðíî îðòîãîíàëü-

íi i íîðìè âñiõ xk äîðiâíþþòü 1. Öi äâi óìîâè ìîæóòü áóòè

çàïèñàíi ðàçîì ôîðìóëîþ
〈
xk , xj

〉
= δk ,j , äå δk ,j � öå ñèìâîë

Êðîíåêåðà.

Êîåôiöi¹íòàìè Ôóð'¹ åëåìåíòà h ∈ H çà îðòîíîðìîâàíîþ ñè-

ñòåìîþ {xk}k∈Γ íàçèâàþòüñÿ ÷èñëà ĥk = 〈h, xk 〉, k ∈ Γ.
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Îðòîíîðìîâàíi ñèñòåìè. Íåðiâíiñòü Áåññåëÿ

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïðîÿñíþ¹ çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé {xk}k∈Γ � îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà, {ak}k∈Γ

� ñêàëÿðè i h =
∑

k∈Γ akxk (ÿêùî â îñòàííié ñóìi íåñêií÷åííå

÷èñëî íåíóëüîâèõ äîäàíêiâ, òî ñóìó ðîçóìi¹ìî ÿê ðÿä, çàïè-

ñàíèé â äåÿêîìó ôiêñîâàíîìó ïîðÿäêó). Òîäi ak = ĥk ïðè âñiõ

k ∈ Γ.

Äîâåäåííÿ. Ïîìíîæèìî ñêàëÿðíî îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi h =∑
k∈Γ akxk íà åëåìåíò xj . Îäåðæèìî

〈
h, xj

〉
=
∑
k∈Γ

ak
〈
xk , xj

〉
.

Çãàäà¹ìî, ùî
〈
xk , xj

〉
= δk ,j , òîáòî âñÿ ñóìà â ïðàâié ÷àñòèíi

îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî äîäàíêà aj , îòðèìó¹ìî

ïîòðiáíó ðiâíiñòü aj =
〈
h, xj

〉
. 2
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Îðòîíîðìîâàíi ñèñòåìè. Íåðiâíiñòü Áåññåëÿ

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé {xk}k∈Γ � îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà åëå-

ìåíòiâ ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H, ïiäïðîñòið X � öå çàìèêàí-

íÿ ëiíiéíî¨ îáîëîíêè ìíîæèíè {xk}k∈Γ, h ∈ H. Äëÿ òîãî, ùîá

åëåìåíò h0 ∈ X áóâ íàéáëèæ÷èì â X äî h, íåîáõiäíî i äîñòà-
òíüî, ùîá êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ åëåìåíòà h0 çà ñèñòåìîþ {xk}k∈Γ

çáiãàëèñÿ ç âiäïîâiäíèìè êîåôiöi¹íòàìè Ôóð'¹ åëåìåíòà h.
Äîâåäåííÿ. h0 � íàéáëèæ÷èé â X åëåìåíò äî h òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè h − h0 ∈ X⊥. Îñêiëüêè X = Lin {xk}k∈Γ, òî óìîâà

h − h0 ∈ X⊥ åêâiâàëåíòíà îäíî÷àñíîìó âèêîíàííþ ðiâíîñòåé

〈h − h0, xk 〉 = 0 ïðè âñiõ k ∈ Γ, ùî, â ñâîþ ÷åðãó, îçíà÷à¹

ïîòðiáíó ðiâíiñòü 〈h0, xk 〉 = 〈h, xk 〉, k ∈ Γ. 2
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Îðòîíîðìîâàíi ñèñòåìè. Íåðiâíiñòü Áåññåëÿ

Òåîðåìà (íåðiâíiñòü Áåññåëÿ). Íåõàé {xk}k∈Γ � îðòîíîðìîâàíà

ñèñòåìà â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H, h ∈ H. Òîäi
∑

k∈Γ |ĥk |
2
6

‖h‖2 .
Äîâåäåííÿ. Íåðiâíiñòü Áåññåëÿ äîñòàòíüî äîâåñòè äëÿ ñêií-

÷åííèõ îðòîíîðìîâàíèõ ñèñòåì: ÿêùî
∑

k∈∆ |ĥk |
2
6 ‖h‖2 äëÿ

áóäü-ÿêî¨ ñêií÷åííî¨ ïiäìíîæèíè ∆ ⊂ Γ, òî i ñóìà ïî âñüîìó

Γ îöiíþ¹òüñÿ òèì ñàìèì ÷èñëîì.

Íåõàé ìíîæèíà Γ ñêií÷åííà. Ðîçãëÿíåìî åëåìåíò x =
∑

k∈Γ ĥkxk .

Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 1, x̂k = ĥk . Çà òâåðäæåííÿì 2, x � öå

íàéáëèæ÷èé â ïiäïðîñòîði X = Lin {xk}k∈Γ åëåìåíò äî h, òîìó,
(h − x)⊥x i ‖x‖2 + ‖h − x‖2 = ‖h‖2. Îòæå,∑

k∈Γ

∣∣∣ĥk

∣∣∣2 = ‖x‖2 6 ‖h‖2 . 2
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Îðòîíîðìîâàíi ñèñòåìè. Íåðiâíiñòü Áåññåëÿ

Âïðàâè.

Íåõàé Γ � äåÿêà, ìîæëèâî íåçëi÷åííà ìíîæèíà iíäåêñiâ. Çà

îçíà÷åííÿì, ðÿä
∑

k∈Γ xk åëåìåíòiâ áàíàõîâîãî ïðîñòîðó áåç-

óìîâíî çáiãà¹òüñÿ äî åëåìåíòà x , ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0
iñíó¹ òàêà ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà ∆ ⊂ Γ, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨

ñêií÷åííî¨ ïiäìíîæèíè ∆1 ⊂ Γ, ÿêùî ∆1 ⊃ ∆, òî∥∥∥∥∥∥x −
∑

k∈∆1

xk

∥∥∥∥∥∥ < ε.

(Ïî ñóòi, òóò éäå ìîâà ïðî çáiæíiñòü ÷àñòèííèõ ñóì çà äåÿêîþ

íàïðÿìëåíiñòþ).
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Îðòîíîðìîâàíi ñèñòåìè. Íåðiâíiñòü Áåññåëÿ

Íåõàé ðÿä
∑

k∈Γ xk åëåìåíòiâ áàíàõîâîãî ïðîñòîðó áåçóìîâíî

çáiãà¹òüñÿ äî åëåìåíòà x . Òîäi:

17.8. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 êiëüêiñòü äîäàíêiâ, çà íîðìîþ áiëü-

øèõ íiæ ε, ñêií÷åííà.
17.9. Êiëüêiñòü íåíóëüîâèõ äîäàíêiâ ðÿäó íå áiëüø íiæ çëi-

÷åííà.

17.10. ßêùî âñi íåíóëüîâi äîäàíêè öüîãî ðÿäó âèïèñàòè ó äî-

âiëüíèé ñïîñiá â ïîñëiäîâíiñòü xk1 , xk2 , ..., òî îòðèìàíèé ðÿä∑∞
n=1 xkn çáiãà¹òüñÿ äî åëåìåíòà x â çâè÷àéíîìó ðîçóìiííi.

17.11. Ïåðåâiðòå, ùî ÿêùî ïiä çáiæíiñòþ ðÿäó íåçëi÷åííîãî

÷èñëà äîäàíêiâ ðîçóìiòè áåçóìîâíó çáiæíiñòü, òî òâåðäæåí-

íÿ ïðî îðòîãîíàëüíi ðÿäè i îðòîíîðìîâàíi ñèñòåìè, äîâåäåíi

â îñòàííiõ äâîõ ïóíêòàõ, çáåðiãàþòü ñèëó i äëÿ íåçëi÷åííèõ

ñèñòåì i ðÿäiâ.
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