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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Òåîðåìà ïðî íàéêðàùå íàáëèæåííÿ

Òåîðåìà ïðî íàéêðàùå íàáëèæåííÿ. Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðî-

ñòið, A ⊂ H � íåïîðîæíÿ îïóêëà çàìêíåíà ìíîæèíà. Òîäi äëÿ

áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà h ïðîñòîðó H â A iñíó¹ ¹äèíèé íàéáëèæ-

÷èé äî h åëåìåíò. Iíøèé ñëîâàìè, iñíó¹ ¹äèíèé åëåìåíò a0 ∈ A,
äëÿ ÿêîãî

‖h − a0‖ = ρ(h,A).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ρ(h,A) = ρ(0,A− h), òåîðåìó äîñòàòíüî

äîâåñòè äëÿ âèïàäêó h = 0. Ïîçíà÷èìî ρ(0,A) ÷åðåç r i ðîç-

ãëÿíåìî ìíîæèíè

An =

{
a ∈ A : ‖a‖ 6 r +

1
n

}
= A ∩

(
r +

1
n
)
B̄H .

Ïåðåòèí óñiõ An � öå ìíîæèíà åëåìåíòiâ, ÿêi ðîçòàøîâàíi íà

âiäñòàíi r âiä íóëÿ. Òîáòî íàì ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî
⋂∞

n=1 An
ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ òî÷êè. Äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñü ïðèíöè-

ïîì âêëàäåíèõ ìíîæèí.
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Òåîðåìà ïðî íàéêðàùå íàáëèæåííÿ

Ìíîæèíè An óòâîðþþòü ñïàäíèé ëàíöþæîê îïóêëèõ çàìêíå-

íèõ ìíîæèí. Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî lim
n→∞

diamAn = 0. Äëÿ
îöiíêè äiàìåòðà âiçüìåìî äâi äîâiëüíi òî÷êè x , y ∈ An òà çà-

ñòîñó¹ìî ðiâíiñòü ïàðàëåëîãðàìà i íåðiâíiñòü

r 6 ‖e‖ 6 r + 1
n ,

ÿêà ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêîãî e ∈ An :

‖x − y‖2 = 2 ‖x‖2 + 2 ‖y‖2 − ‖x + y‖2

= 2

(
‖x‖2 + ‖y‖2 − 2

∥∥∥∥x + y
2

∥∥∥∥2
)

6 2
(

(r + 1/n)2 + (r + 1/n)2 − 2r2
)
.

Îòæå, diamAn 6
(

4 (r + 1/n)2 − 4r2
)1/2

−−−→
n→∞

0 . 2
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Òåîðåìà ïðî íàéêðàùå íàáëèæåííÿ

Âïðàâè.

16.1. Ó ïðîñòîði C[0,1] ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàë F , ÿêèé äi¹ çà
ïðàâèëîì F (x) =

∫ 1/2
0 x(t)dt −

∫ 1
1/2 x(t)dt .

Òîäi A = {x ∈ C[0,1] : F (x) = 1} � îïóêëà çàìêíåíà ìíîæèíà,
ÿêà íå ìiñòèòü íàéáëèæ÷îãî äî íóëÿ åëåìåíòà.

16.2. Ó ïðîñòîði C[0,1] ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó A âñiõ ôóíêöié,

ÿêi íàáóâàþòü â íóëi çíà÷åííÿ 1. Ïåðåâiðòå, ùî âiäñòàíü âiä A
äî 0 äîðiâíþ¹ 1, ùî öÿ âiäñòàíü äîñÿãà¹òüñÿ, àëå íàéáëèæ÷à

äî íóëÿ òî÷êà â A íå ¹äèíà.
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16.3. Äëÿ íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó X òàêi âëàñòèâîñòi åêâiâàëåí-

òíi:

� â áóäü-ÿêié îïóêëié ïiäìíîæèíi A ⊂ X äëÿ áóäü-ÿêî¨

òî÷êè x ∈ X , ÿêùî â A ¹ íàéáëèæ÷èé äî x åëåìåíò, òî

öåé åëåìåíò ¹äèíèé;

� äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ íåêîëiíåàðíèõ âåêòîðiâ x , y ∈ X
âèêîíó¹òüñÿ ñòðîãà íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà:

‖x + y‖ < ‖x‖+ ‖y‖;
� ‖x + y‖ < 2 äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ ðiçíèõ âåêòîðiâ

x , y ∈ SX ;

� îäèíè÷íà ñôåðà ïðîñòîðó íå ìiñòèòü ïðÿìîëiíiéíèõ

âiäðiçêiâ íåíóëüîâî¨ äîâæèíè (îñòàííÿ âëàñòèâiñòü

ïðîñòîðó íàçèâà¹òüñÿ ñòðîãîþ îïóêëiñòþ).



6 / 14

Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Òåîðåìà ïðî íàéêðàùå íàáëèæåííÿ

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹-

òüñÿ ÷åáèøîâñüêîþ, ÿêùî äëÿ íå¨ ìà¹ ìiñöå òâåðäæåííÿ òåî-

ðåìè ïðî íàéêðàùå íàáëèæåííÿ: äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà h
ïðîñòîðó X â A iñíó¹ ¹äèíèé íàéáëèæ÷èé äî h åëåìåíò.

16.4. Êîæíà ÷åáèøîâñüêà ïiäìíîæèíà â íîðìîâàíîìó ïðîñòî-

ði çàìêíåíà.

16.5. Êîæíà ÷åáèøîâñüêà ïiäìíîæèíà ñêií÷åííîâèìiðíîãî ãiëü-

áåðòîâîãî ïðîñòîðó ¹ îïóêëîþ.

16.6. ×è ðîçïîâñþäæó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ ïîïåðåäíüî¨ âïðàâè

íà íåñêií÷åííîâèìiðíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè?

ßêùî Âàì âäàñòüñÿ çíàéòè âiäïîâiäü � ïóáëiêóéòå! Íà ñüîãî-

äíi öÿ çàäà÷à çàëèøàëà¹òüñÿ íåðîçâ'ÿçàíîþ.
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Ôóíêöiîíàë ñêàëÿðíîãî ìíîæåííÿ íà åëåìåíò

Òåîðåìà. Íåõàé H � ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì, h ∈ H.

Çàäàìî âiäîáðàæåííÿ F : H → C ôîðìóëîþ F (x) = 〈x ,h〉.
Òîäi F � íåïåðåðâíèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë i ‖F‖ = ‖h‖.

Äîâåäåííÿ. Ëiíiéíiñòü ôóíêöiîíàëà F � öå àêñiîìà (3) ñêàëÿð-

íîãî äîáóòêó. Íåïåðåðâíiñòü ôóíêöiîíàëà i íåðiâíiñòü ‖F‖ 6
‖h‖ âèïëèâàþòü ç íåðiâíîñòi Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî. Ïîòðiáíî

òiëüêè ïåðåïèñàòè öþ íåðiâíiñòü ó âèãëÿäi

|F (x)| = |〈x ,h〉| 6 ‖x‖ · ‖h‖ .

Äëÿ îöiíêè æ íîðìè ôóíêöiîíàëà F çíèçó ïiäñòàâèìî â F
âåêòîð h

‖h‖ ∈ SH :

‖F‖ >
∣∣∣∣F ( h

‖h‖

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣〈h,h〉‖h‖

∣∣∣∣ =
‖h‖2

‖h‖
= ‖h‖ .

Òåîðåìó äîâåäåíî. 2
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Îðòîãîíàëüíi äîïîâíåííÿ é îðòîïðîåêòîðè

Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið. Åëåìåíò h ∈ H íàçèâàþòü îð-

òîãîíàëüíèì äî ïiäìíîæèíè X ⊂ H (ñêîðî÷åíèé çàïèñ h⊥X ),

ÿêùî h îðòîãîíàëüíèé äî âñiõ åëåìåíòiâ ïiäìíîæèíè. Ìíî-

æèíà âñiõ åëåìåíòiâ, îðòîãîíàëüíèõ äî ïiäìíîæèíè X , íàçè-

âà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíèì äîïîâíåííÿì äî X i ïîçíà÷à¹òüñÿ X⊥.

Òâåðäæåííÿ 1. X⊥ � ïiäïðîñòið â H (íàãàäà¹ìî, ùî â ãiëü-

áåðòîâîìó ïðîñòîði, çãiäíî ç ïðèéíÿòîþ íàìè äîìîâëåíiñòþ,

òåðìií ïiäïðîñòið áåç äîäàòêîâèõ åïiòåòiâ îçíà÷à¹ çàìêíåíèé

ëiíiéíèé ïiäïðîñòið).

Äîâåäåííÿ. X⊥ =
⋂

x∈X x⊥. Òîìó äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ

áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà x ìíîæèíà x⊥ � öå çàìêíåíèé ëiíiéíèé

ïiäïðîñòið â H. Àëå x⊥ çáiãà¹òüñÿ ç ÿäðîì F−1(0) íåïåðåðâ-

íîãî ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà F : y 7→ 〈y , x〉. 2
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Îðòîãîíàëüíi äîïîâíåííÿ é îðòîïðîåêòîðè

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ êàæå: ùîá çíàéòè â ïiäïðîñòîði íàé-

áëèæ÷èé åëåìåíò äî òî÷êè, ïîòðiáíî îïóñòèòè ïåðïåíäèêóëÿð

íà ïiäïðîñòið.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé X � ïiäïðîñòið ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó

H, h ∈ H, h0 ∈ X . Òîäi òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(a) h0 � íàéáëèæ÷èé â X åëåìåíò äî h;

(b) h − h0 ∈ X⊥.

Äîâåäåííÿ. (a)⇒ (b). Ïðèïóñòèìî, ùî (b) íå âèêîíó¹òüñÿ. Òî-
äi â X iñíó¹ åëåìåíò x , äëÿ ÿêîãî 〈x ,h − h0〉 6= 0. Äîìíîæèâ-
øè çà íåîáõiäíîñòi x íà ñòàëó, îòðèìà¹ìî âåêòîð, äëÿ ÿêîãî

〈x ,h − h0〉 = 1. Çãiäíî óìîâè (a), äëÿ áóäü-ÿêîãî t > 0

‖h − h0‖2 6 ‖h − h0 − tx‖2 = ‖h − h0‖2 − 2t + t2 ‖x‖2 .

Òîáòî ïðè áóäü-ÿêîìó t > 0 ìà¹ìî t2 ‖x‖2 − 2t > 0, ùî î÷åâè-
äíî íå âèêîíó¹òüñÿ ïðè t = ‖x‖−2.
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Îðòîãîíàëüíi äîïîâíåííÿ é îðòîïðîåêòîðè

(b)⇒ (a). Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé åëåìåíò h1 ∈ X . Ìà¹ìî

‖h − h1‖2 = ‖(h − h0)− (h1 − h0)‖2

= ‖h − h0‖2 + ‖h1 − h0‖2 > ‖h − h0‖2 .

Òîáòî h0 � íàéáëèæ÷èé â X åëåìåíò äî h, ùî é ïîòðiáíî áóëî

äîâåñòè. 2
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Îðòîãîíàëüíi äîïîâíåííÿ é îðòîïðîåêòîðè

Òåîðåìà. Íåõàé X � ïiäïðîñòið ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H. Òîäi

H ðîçïàäà¹òüñÿ â ïðÿìó ñóìó ïiäïðîñòîðiâ X i X⊥, òîáòî

H = X ⊕ X⊥.

Äîâåäåííÿ. Íàì ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî 1) X∩X⊥ = {0}, i 2) äëÿ
áóäü-ÿêîãî h ∈ H iñíóþòü òàêi x ∈ X i y ∈ X⊥, ùî h = x + y .

1) Íåõàé äåÿêèé åëåìåíò x íàëåæèòü âîäíî÷àñ äî ïiäïðîñòîðiâ

X i X⊥. Òîäi x⊥x , òîáòî 〈x , x〉 = 0, i, âiäòàê, x = 0.

2) Íåõàé h ∈ H � äîâiëüíèé åëåìåíò. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç x íàé-

áëèæ÷èé äî h åëåìåíò ïiäïðîñòîðó X i ïîêëàäåìî y = h − x .
Òîäi x ∈ X , y ∈ X⊥ (çà òâåðäæåííÿì 2) i h = x + y . 2
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Îðòîãîíàëüíi äîïîâíåííÿ é îðòîïðîåêòîðè

Îñêiëüêè H = X⊕X⊥, iñíó¹ îáìåæåíèé ïðîåêòîð P íà ïiäïðî-

ñòið X ç KerP = X⊥. Äiþ öüîãî ïðîåêòîðà ìîæíà áåçïîñåðå-

äíüî îïèñàòè ó òàêèé ñïîñiá: äëÿ áóäü-ÿêîãî h ∈ H çàïèøåìî

çîáðàæåííÿ h = x + y , äå x ∈ X , y ∈ X⊥. Òîäi Ph = x . Òàêèé
ïðîåêòîð P íàçèâà¹òüñÿ îðòîïðîåêòîðîì íà ïiäïðîñòið X .

Çàóâàæåííÿ. ßê ìè ùîéíî äîâåëè, â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòî-

ði iñíó¹ îáìåæåíèé ïðîåêòîð íà áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið. Âiäîìà

é îáåðíåíà òåîðåìà Ëiíäåíøòðàóññà-Öàôðiði: ÿêùî â áàíàõî-

âîìó ïðîñòîði X áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið äîïîâíþâàíèé, òî X
içîìîðôíèé äî ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó.
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Îðòîãîíàëüíi äîïîâíåííÿ é îðòîïðîåêòîðè

Âïðàâè.

16.7. Îðòîïðîåêòîð íà ïiäïðîñòið X ⊂ H ñòàâèòü ó âiäïîâiä-

íiñòü êîæíîìó åëåìåíòó h ∈ H íàéáëèæ÷èé äî h åëåìåíò ïiä-

ïðîñòîðó X .

16.8. Íîðìà îðòîïðîåêòîðà íà íåíóëüîâèé ïiäïðîñòið äîðiâ-

íþ¹ îäèíèöi.

16.9. ßêùî äåÿêèé ïðîåêòîð P íà ïiäïðîñòið X ãiëüáåðòîâîãî

ïðîñòîðó ìà¹ ‖P‖ = 1, òî öå � îðòîïðîåêòîð.

16.10. Äîâåäiòü, ùî îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ äî ïiäìíîæèíè

� öå çàìêíåíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið, ñïèðàþ÷èñü áåçïîñåðå-

äíüî íà îçíà÷åííÿ.
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Îðòîãîíàëüíi äîïîâíåííÿ é îðòîïðîåêòîðè

16.11. Íåõàé X � ïiäïðîñòið ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H. Òîäi

(X⊥)⊥ = X .

16.12. Äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè X ⊂ H ïðàâèëüíå òàêå òâåðäæå-

ííÿ: (X⊥)⊥ çáiãà¹òüñÿ iç çàìèêàííÿì ëiíiéíî¨ îáîëîíêè ìíî-

æèíè X .

16.13. Íåõàé ek ∈ H, k = 1,2, ...; X = Lin {ek}∞1 . Òîäi äëÿ òîãî,

ùîá åëåìåíò y ∈ H íàëåæàâ äî X⊥, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî,

ùîá y áóâ îðòîãîíàëüíèé äî âñiõ ek . Iíøèìè ñëîâàìè, X⊥ =⋂
k∈N

e⊥k .


	   
	    
	   

