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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ñêàëÿðíèé äîáóòîê

Íåõàé X � êîìïëåêñíèé ëiíiéíèé ïðîñòið. Ôóíêöiÿ 〈 · , · 〉 :
X × X → C, ÿêà ñòàâèòü êîæíié ïàði x , y åëåìåíòiâ ïðîñòîðó

X ó âiäïîâiäíiñòü êîìïëåêñíå ÷èñëî, íàçèâà¹òüñÿ ñêàëÿðíèì

äîáóòêîì, ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ òàêi àêñiîìè:

(1) 〈x , x〉 > 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ X (äîäàòíiñòü);

(2) ÿêùî 〈x , x〉 = 0, òî x = 0 (íåâèðîäæåíiñòü);

(3) 〈ax1 + bx2, y〉 = a 〈x1, y〉+ b 〈x2, y〉 äëÿ áóäü-ÿêèõ

x1, x2 ∈ X i a,b ∈ C (ëiíiéíiñòü çà ïåðøîþ çìiííîþ);

(4) 〈x , y〉 = 〈y , x〉 äëÿ áóäü-ÿêèõ x , y ∈ X (åðìiòîâà

ñèìåòðè÷íiñòü).

Çàçíà÷èìî, ùî ç òðåòüî¨ i ÷åòâåðòî¨ àêñiîì âèïëèâàþòü ïðà-

âèëà ðîçêðèòòÿ äóæîê çà äðóãîþ çìiííîþ:

〈x , y1 + y2〉 = 〈x , y1〉+ 〈x , y2〉; 〈x ,ay〉 = ā 〈x , y〉.
Åëåìåíòè x , y , äëÿ ÿêèõ 〈x , y〉 = 0, íàçèâàþòüñÿ îðòîãîíàëü-

íèìè ìiæ ñîáîþ (ñêîðî÷åíèé çàïèñ: x⊥y).
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ñêàëÿðíèé äîáóòîê

Ïðèêëàäè

I. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê â Cn: íåõàé x , y ∈ Cn, x = (x1, ..., xn),

y = (y1, ..., yn). Ïîêëàäåìî 〈x , y〉 =
n∑

k=1
xk ȳk .

II. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê â `2: äëÿ áóäü-ÿêèõ x , y ∈ `2, x =

(x1, ..., xn, ...), y = (y1, ..., yn, ...) ïîêëàäåìî 〈x , y〉 =
∞∑

k=1
xk ȳk .

III. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê â L2 (Ω,Σ, µ): ∀f ,g ∈ L2 îçíà÷èìî ñêà-

ëÿðíèé äîáóòîê ôîðìóëîþ 〈f ,g〉 =
∫
Ω

f ḡ dµ.

Õî÷à â óñiõ ïåðåëi÷åíèõ ïðîñòîðàõ iñíóþòü, ïðèðîäíî, é iíøi

ñêàëÿðíi äîáóòêè, íàäàëi, ÿêùî íå îáóìîâëåíî ïðîòèëåæíå,

ïiä ñêàëÿðíèìè äîáóòêàìè â Cn, `2 i L2 ìè ìàòèìåìî íà óâàçi

ñàìå îïèñàíi âèùå ïðèêëàäè.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ñêàëÿðíèé äîáóòîê

Âïðàâè.

15.1. Ñïèðàþ÷èñü íà íåðiâíiñòü |ab| 6 |a|2 + |b|2 (a,b ∈ C),
äîâåäiòü çáiæíiñòü ðÿäó é iñíóâàííÿ iíòåãðàëà â îçíà÷åíèõ

ñêàëÿðíèõ äîáóòêàõ â `2 i L2 [0,1] âiäïîâiäíî.

15.2. Ïåðåâiðòå âèêîíàííÿ àêñiîì ñêàëÿðíîãî äîáóòêó â óñiõ

íàâåäåíèõ âèùå ïðèêëàäàõ ñêàëÿðíèõ äîáóòêiâ.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ñêàëÿðíèé äîáóòîê

Ôîðìóëà êâàäðàòà ñóìè

〈x + y , x + y〉 = 〈x , x〉+ 2 Re 〈x , y〉+ 〈y , y〉 .
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî

Íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî. Íåõàé X � ïðîñòið çi ñêàëÿð-

íèì äîáóòêîì. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ x , y ∈ X âèêîíó¹òüñÿ òàêà

íåðiâíiñòü:

|〈x , y〉| 6 〈x , x〉1/2 〈y , y〉1/2 .

Äîâåäåííÿ. Íà ïiäñòàâi àêñiîìè äîäàòíîñòi äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈
R ìà¹ìî 〈x + ty , x + ty〉 > 0.
Ðîçêðèâøè äóæêè îòðèìà¹ìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ R

〈x , x〉+ 2t Re 〈x , y〉+ t2 〈y , y〉 > 0.

Êâàäðàòè÷íèé ïîëiíîì ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè ìîæå áóòè

íåâiä'¹ìíèì íà âñié îñi, òiëüêè ÿêùî éîãî äèñêðèìiíàíò íå

ïåðåâèùó¹ íóëÿ. Òîáòî ìè äîâåëè, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ x , y ∈ X
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Re 〈x , y〉 6 〈x , x〉1/2 〈y , y〉1/2 .
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî

Ùîá çâiäñè îäåðæàòè ïîòðiáíó íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî,

çàçíà÷èìî, ùî

|〈x , y〉| = Re
〈

x ,ei arg<x ,y>y
〉
6

6 〈x , x〉1/2
〈

ei arg<x ,y>y ,ei arg<x ,y>y
〉1/2

= 〈x , x〉1/2 〈y , y〉1/2 .

Òåîðåìó äîâåäåíî. 2
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Íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî

Âïðàâè.

15.3. Íåõàé äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ x , y ïðîñòîðó çi ñêàëÿðíèì

äîáóòêîì íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â

ðiâíiñòü: |〈x , y〉| = 〈x , x〉1/2 〈y , y〉1/2. Òîäi öi åëåìåíòè ëiíié-

íî çàëåæíi.

15.4. Cïèðàþ÷èñü íà ïðèêëàäè II i III ñêàëÿðíèõ äîáóòêiâ,

âèâåäiòü òàêi âàðiàíòè íåðiâíîñòi Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî:∣∣∣∣∣
∞∑

k=1

xkyk

∣∣∣∣∣ 6
( ∞∑

k=1

|xk |2
)1/2( ∞∑

k=1

|yk |2
)1/2

i

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

f g dµ

∣∣∣∣∣∣ 6
∫

Ω

|f |2 dµ

1/2∫
Ω

|g|2 dµ

1/2

.
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Íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî

15.5. Íåõàé ôóíêöiÿ F äâîõ çìiííèõ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði

X çàäîâîëüíÿ¹ âñi àêñiîìè ñêàëÿðíîãî äîáóòêó, çà âèíÿòêîì

àêñiîìè íåâèðîäæåíîñòi. Ïåðåâiðòå, ùî i â öüîìó âèïàäêó âè-

êîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî

|F (x , y)| 6 F (x , x)1/2F (y , y)1/2.

15.6. Íåõàé ôóíêöiÿ F äâîõ çìiííèõ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði R2

çàäîâîëüíÿ¹ âñi àêñiîìè äiéñíîãî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó. Äîâå-

äiòü, ùî ìíîæèíà{
x = (x1, x2) ∈ R2 : F (x , x) = 1

}
� öå åëiïñ ç öåíòðîì â íóëi. Íàâïàêè, äëÿ êîæíîãî åëiïñà ç

öåíòðîì â íóëi iñíó¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê, ÿêèé ïîðîäæó¹ åëiïñ

ó âèùåçãàäàíîìó ñåíñi.
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Íîðìà, ùî ïîðîäæåíà ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

Íåõàé H � ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì. Âåëè÷èíà

‖x‖ =
√
〈x , x〉

íàçèâà¹òüñÿ íîðìîþ, ïîðîäæåíîþ ñêàëÿðíèì äîáóòêîì.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ââåäåíå ïîçíà÷åííÿ, íåðiâíiñòü

Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

|〈x , y〉| 6 ‖x‖ · ‖y‖,

à ôîðìóëà êâàäðàòà ñóìè ìîæå áóòè çàïèñàíà ÿê

‖x + y‖2 = ‖x‖2 + 2 Re 〈x , y〉+ ‖y‖2 .
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Íîðìà, ùî ïîðîäæåíà ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

Ïåðåâiðèìî íà äîøöi âèêîíàííÿ àêñiîì íîðìè äëÿ íîðìè, ïî-

ðîäæåíî¨ ñêàëÿðíèì äîáóòêîì.

Ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì çà çàìîâ÷åííÿì ðîçãëÿäà¹òüñÿ

ÿê íîðìîâàíèé ïðîñòið ç íîðìîþ, ÿêà ïîðîäæåíà ñêàëÿðíèì

äîáóòêîì.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ðiâíiñòü ïàðàëåëîãðàìà

Òåîðåìà. Äëÿ áóäü-ÿêèõ x , y � åëåìåíòiâ ïðîñòîðó çi ñêàëÿð-

íèì äîáóòêîì âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ïàðàëåëîãðàìà:

‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 = 2 ‖x‖2 + 2 ‖y‖2 .

(Äîâåäåííÿ i êîìåíòàði � íà äîøöi).
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Ðiâíiñòü ïàðàëåëîãðàìà

Òåîðåìà ïðî ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì ñêàëÿðíîãî äîáó-

òêó. Íåõàé xn, x , yn i y � åëåìåíòè ïðîñòîðó çi ñêàëÿðíèì äî-

áóòêîì H, xn → x , yn → y (n → ∞). Òîäi 〈xn, yn〉 → 〈x , y〉
(n→∞).

(Äîâåäåííÿ íà äîøöi). 2

Ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì H íàçèâà¹òüñÿ

ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì,

ÿêùî âií ïîâíèé â íîðìi, ïîðîäæåíié ñêàëÿðíèì äîáóòêîì.

Â òåîði¨ ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó ïiäïðîñòîðàìè íàçèâàþòüñÿ

çàìêíåíi ëiíiéíi ïiäïðîñòîðè. Íà ïiäïðîñòîði ãiëüáåðòîâîãî

ïðîñòîðó âèçíà÷åíî òîé ñàìèé ñêàëÿðíèé äîáóòîê, ùî é íà

âñüîìó ïðîñòîði. Ó öüîìó ñêàëÿðíîìó äîáóòêó ïiäïðîñòið ãiëü-

áåðòîâîãî ïðîñòîðó ñàì ¹ ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì.
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Ðiâíiñòü ïàðàëåëîãðàìà

Âïðàâè.

15.7. Ïåðåâiðòå, ùî ââåäåíi íàìè ðàíiøå íîðìè ïðîñòîðiâ `2 i

L2 ïîðîäæåíi âiäïîâiäíèìè ñêàëÿðíèìè äîáóòêàìè.

15.8. Ïåðåâiðòå, ùî â áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ C [0,1] ,L1 [0,1] , c0
i `1 ðiâíiñòü ïàðàëåëîãðàìà íå âèêîíó¹òüñÿ.

15.9. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ x , y íîð-

ìîâàíîãî ïðîñòîðó X âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ïàðàëåëîãðàìà, òî

íîðìà ïðîñòîðó X ïîðîäæó¹òüñÿ äåÿêèì ñêàëÿðíèì äîáóòêîì.
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