
Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ëåêöiÿ 13

Âîëîäèìèð Êàäåöü

ÕÍÓ iì. Â.Í.Êàðàçiíà

Õàðêiâ, 2021



1 / 15

Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Çìiñò ëåêöi¨

Âiäêðèòi âiäîáðàæåííÿ

Êóëåïîäiáíi ìíîæèíè

Òåîðåìà Áàíàõà ïðî âiäêðèòå âiäîáðàæåííÿ

Içîìîðôiçìè. Åêâiâàëåíòíi íîðìè

Òåîðåìà Áàíàõà ïðî îáåðíåíèé îïåðàòîð



2 / 15

Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Âiäêðèòi âiäîáðàæåííÿ

Íåõàé X ,Y � áàíàõîâi ïðîñòîðè, T ∈ L(X ,Y ). Çà îçíà÷åííÿì,
îïåðàòîð T çäiéñíþ¹ âiäêðèòå âiäîáðàæåííÿ, ÿêùî îáðàç T (A)
áóäü-ÿêî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè A ⊂ X � âiäêðèòà ìíîæèíà â Y .

Îïåðàòîðè, ÿêi çäiéñíþþòü âiäêðèòå âiäîáðàæåííÿ, íàçèâà-

þòü ùå âiäêðèòèìè îïåðàòîðàìè.

Çàçíà÷èìî åëåìåíòàðíi âëàñòèâîñòi âiäêðèòèõ îïåðàòîðiâ.

� Âiäêðèòèé îïåðàòîð ñþð'¹êòèâíèé. Ñïðàâäi, ïîâíèé

îáðàç T (X ) îïåðàòîðà âiäêðèòèé â Y i óòâîðþ¹ ëiíiéíèé

ïiäïðîñòið. Îòæå, T (X ) ìiñòèòü ëiíiéíó îáîëîíêó äåÿêî¨

êóëi â Y , òîáòî T (X ) = Y .

� ßêùî âiäêðèòèé îïåðàòîð ií'¹êòèâíèé, òî âií

ái¹êòèâíèé, i T−1 � íåïåðåðâíèé îïåðàòîð. (Îäðàçó

âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíîñòi ÷åðåç ïðîîáðàçè

âiäêðèòèõ ìíîæèí).
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Âiäêðèòi âiäîáðàæåííÿ

Êðèòåðié âiäêðèòîñòi îïåðàòîðà. Îïåðàòîð T ∈ L(X ,Y ) çäié-

ñíþ¹ âiäêðèòå âiäîáðàæåííÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îáðàç

T (BX ) îäèíè÷íî¨ êóëi ìiñòèòü äåÿêó êóëþ âèãëÿäó rBY , r > 0.
Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü óìîâè âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî îáðàç T (BX )
îäèíè÷íî¨ êóëi ïiä äi¹þ âiäêðèòîãî âiäîáðàæåííÿ � âiäêðèòà

ìíîæèíà, ÿêà ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò ïðîñòîðó Y .

Ïåðåâiðèìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé A ⊂ X � äîâiëüíà âiäêðèòà

ïiäìíîæèíà, x0 ∈ A. Âèáåðåìî t > 0 ó òàêèé ñïîñiá, ùîá êóëÿ

BX (x0, t) = x0 + tBX òàêîæ ìiñòèëàñü â A. Òîäi

T (A) ⊃ Tx0 + tT (BX ) ⊃ Tx0 + trBY ,

òîáòî áóäü-ÿêà òî÷êà Tx0 ìíîæèíè T (A) âõîäèòü òóäè ðàçîì ç

äåÿêèì îêîëîì. Îòæå, T (A) âiäêðèòà, ùî, ç îãëÿäó íà äîâiëü-
íiñòü âèáîðó ìíîæèíè A, ñïðè÷èíÿ¹ âiäêðèòiñòü îïåðàòîðà T .
2
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Âiäêðèòi âiäîáðàæåííÿ

Âïðàâà.

13.1. Íåõàé X � íîðìîâàíèé ïðîñòið, X1 � çàìêíåíèé ïiäïðî-

ñòið â X . Òîäi ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ q : X → X/X1, q(x) = [x ]
� âiäêðèòèé îïåðàòîð.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Êóëåïîäiáíi ìíîæèíè

Ïiäìíîæèíà A áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ

êóëåïîäiáíîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi xn ∈ A i áóäü-

ÿêèõ ñêàëÿðiâ λn, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
∑∞

n=1 |λn| 6 1, ðÿä∑∞
n=1 λnxn çáiãà¹òüñÿ äî åëåìåíòà ìíîæèíè A.

Âëàñòèâîñòi êóëåïîäiáíèõ ìíîæèí (îáãîâîðåííÿ íà äîøöi).

1. Êóëåïîäiáíi ìíîæèíè îáìåæåíi.

2. Êîæíà çàìêíåíà îïóêëà îáìåæåíà âðiâíîâàæåíà

ìíîæèíà â áàíàõîâîìó ïðîñòîði êóëåïîäiáíà.

3. Âiäêðèòà îäèíè÷íà êóëÿ áàíàõîâîãî ïðîñòîðó �

êóëåïîäiáíà ìíîæèíà. Îòæå, êóëåïîäiáíà ìíîæèíà ìîæå

áóòè íåçàìêíåíà.

4. Îáðàç êóëåïîäiáíî¨ ìíîæèíè ïiä äi¹þ íåïåðåðâíîãî

ëiíiéíîãî îïåðàòîðà � çíîâó êóëåïîäiáíà ìíîæèíà.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Êóëåïîäiáíi ìíîæèíè

Òåîðåìà 1. Íåõàé çàìèêàííÿ Ā êóëåïîäiáíî¨ ìíîæèíè A â áà-

íàõîâîìó ïðîñòîði X ìiñòèòü êóëþ rBX , äå r � äåÿêå äîäàòíå

÷èñëî. Òîäi ñàìà ìíîæèíà A ìiñòèòü öþ êóëþ.

Äîâåäåííÿ. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââàæàòè, ùî

r = 1 (äî öüîãî âèïàäêó ìîæíà çâåñòè çàìiíîþ ìíîæèíè A íà
1
r A). Çàôiêñó¹ìî x ∈ BX i äîâåäåìî, ùî x ∈ A. Çàäàìî äîäàòíå
÷èñëî ε, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 1

1−εx ∈ BX , i ïîêëàäåìî x0 =
1

1−εx . Çà óìîâîþ, x0 ∈ Ā. Âèáåðåìî y0 ∈ A, ÿêå íàáëèæà¹ x0
ç òî÷íiñòþ äî ε: ‖x0 − y0‖ < ε. Âåêòîð x1 = x0 − y0 ëåæèòü

â εBX , ùî, â ñâîþ ÷åðãó, ìiñòèòüñÿ â εĀ. Âèáåðåìî y1 ∈ A ó

òàêèé ñïîñiá, ùî ‖x1 − εy1‖ < ε2. Òîäi åëåìåíò

x2 = x1 − εy1 = x0 − y0 − εy1

ëåæèòü â ε2Ā.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Êóëåïîäiáíi ìíîæèíè

Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ, ïîáóäó¹ìî òàêi âåêòîðè yn ∈ A,
ùî ‖x0 − y0 − εy1 − ...− εnyn‖ < εn+1. Çà òàêî¨ ïîáóäîâè ðÿä∑∞

n=0 ε
nyn çáiãà¹òüñÿ äî x0. Îòæå, ç îãëÿäó íà êóëåïîäiáíiñòü

ìíîæèíè A åëåìåíò

x = (1− ε)x0 =
∞∑
0

(1− ε)εnyn

ëåæèòü â A, ùî i ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè. 2
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Òåîðåìà Áàíàõà ïðî âiäêðèòå âiäîáðàæåííÿ

Òåîðåìà Áàíàõà ïðî âiäêðèòå âiäîáðàæåííÿ. Íåõàé X ,Y � áà-

íàõîâi ïðîñòîðè, T ∈ L(X ,Y ) � ñþð'¹êòèâíèé îïåðàòîð. Òîäi

T çäiéñíþ¹ âiäêðèòå âiäîáðàæåííÿ.

Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó ìíîæèíó A = T (BX ). Çãiäíî
ç êðèòåði¹ì âiäêðèòîñòi âiäîáðàæåííÿ, äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî

A ìiñòèòü äåÿêó êóëþ âèãëÿäó rBY , r > 0. Îñêiëüêè A � êóëå-

ïîäiáíà ìíîæèíà, òî íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1 äîñòàòíüî äîâåñòè,

ùî çàìèêàííÿ Ā ìíîæèíè A ìiñòèòü êóëþ âèãëÿäó rBY . Ó

öüîìó äîïîìîæå òåîðåìà Áåðà.

Ñêîðèñòà¹ìîñü ñþð'¹êòèâíiñòþ îïåðàòîðà T i çàïèøåìî ïðî-

ñòið Y ó âèãëÿäi

Y = T (X ) =
∞⋃

n=1

T (nBX ) =
∞⋃

n=1

nA.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Òåîðåìà Áàíàõà ïðî âiäêðèòå âiäîáðàæåííÿ

Çà òåîðåìîþ Áåðà, îòðèìó¹ìî, ùî A íå ìîæå áóòè íiäå íå

ùiëüíîþ â Y , òîáòî Ā ìiñòèòü äåÿêó êóëþ âèãëÿäó y0 + rBY .

Çâiäñè íà ïiäñòàâi îïóêëîñòi i ñèìåòðè÷íîñòi ìíîæèíè Ā âè-

âîäèìî, ùî

Ā ⊃ 1
2

(Ā− Ā) ⊃ 1
2

((y0 + rBY )− (y0 + rBY )) ⊃ rBY .

Òåîðåìó äîâåäåíî. 2
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Içîìîðôiçìè. Åêâiâàëåíòíi íîðìè

Íåõàé X , Y � íîðìîâàíi ïðîñòîðè. Ëiíiéíèé îïåðàòîð T :X →
Y íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôiçìîì, ÿêùî âií íåïåðåðâíèé, ái¹êòèâ-

íèé i îáåðíåíèé äî íüîãî îïåðàòîð T−1 : Y → X òàêîæ íåïå-

ðåðâíèé. Íîðìîâàíi ïðîñòîðè X i Y íàçèâàþòüñÿ içîìîðôíè-

ìè (ïîçíà÷åííÿ: X ≈ Y ), ÿêùî iñíó¹ içîìîðôiçì T : X → Y
öèõ ïðîñòîðiâ.

×àñòêîâèé âèïàäîê içîìîðôiçìó � içîìåòðiÿ � ðîçãëÿäàâñÿ âè-

ùå. ßê âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ, içîìîðôiçì çáåðiãà¹ âñi òîïîëî-

ãi÷íi ñòðóêòóðè: âií ïåðåâîäèòü âiäêðèòi ìíîæèíè ó âiäêðèòi,

çàìêíåíi � â çàìêíåíi, çáiæíi ïîñëiäîâíîñòi i íàïðÿìëåíîñòi �

ó çáiæíi. Íàñòóïíà òåîðåìà ïîäà¹ ùå îäèí ïðèêëàä ñòðóêòó-

ðè, ùî çáåðiãà¹òüñÿ ïðè içîìîðôiçìi.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Içîìîðôiçìè. Åêâiâàëåíòíi íîðìè

Òåîðåìà 2. Íåõàé X , Y � içîìîðôíi íîðìîâàíi ïðîñòîðè é X
ïîâíèé. Òîäi Y � òåæ ïîâíèé ïðîñòið.

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ, iñíó¹ içîìîðôiçì T : X → Y . Äëÿ äîâå-

äåííÿ ïîâíîòè ïðîñòîðó Y ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ïîñëiäîâíiñòü

Êîøi yn ∈ Y . Ïîêëàäåìî xn = T−1yn. Ç îãëÿäó íà íåïåðåðâ-

íiñòü îïåðàòîðà T−1 âåêòîðè xn òàêîæ óòâîðþþòü ïîñëiäîâ-

íiñòü Êîøi:

‖xn − xm‖ =
∥∥∥T−1 (yn − ym)

∥∥∥ 6
∥∥∥T−1

∥∥∥ · ‖yn − ym‖ −−−−−→n,m→∞
0.

Îñêiëüêè X � ïîâíèé ïðîñòið, ïîñëiäîâíiñòü (xn) ìà¹ ãðàíèöþ.
Ïîçíà÷èìî öþ ãðàíèöþ ÷åðåç x . Çà íåïåðåðâíiñòþ îïåðàòîðà

T ,
Tx = lim

n→∞
Txn = lim

n→∞
yn.

Òîáòî ïîñëiäîâíiñòü yn ìà¹ ãðàíèöþ. 2
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Içîìîðôiçìè. Åêâiâàëåíòíi íîðìè

Òåîðåìà 3. Íåõàé X , Y � ñêií÷åííîâèìiðíi íîðìîâàíi ïðîñòîðè

i dim X = dim Y . Òîäi X ≈ Y .

Äîâåäåííÿ. Íà ïiäñòàâi ðiâíîñòi âèìiðíîñòåé iñíó¹ ái¹êòèâ-

íèé ëiíiéíèé îïåðàòîð T : X → Y . Îñêiëüêè êîæíèé ëiíiéíèé

îïåðàòîð íà ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði íåïåðåðâíèé, íåïå-

ðåðâíi é îïåðàòîðè T i T−1, òîáòî T � içîìîðôiçì. 2

Íàñëiäîê. Êîæíèé ñêií÷åííîâèìiðíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið ïîâ-

íèé. Êîæíèé ñêií÷åííîâèìiðíèé ïiäïðîñòið áóäü-ÿêîãî íîð-

ìîâàíîãî ïðîñòîðó çàìêíåíèé.

Áiëüøà ÷àñòèíà çãàäóâàíèõ íàìè íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðî-

ñòîðiâ ïîïàðíî íå içîìîðôíi. Òàê, ñåðåä âñiõ ïðîñòîðiâ Lp[0,1]
i `q ïðè 1 6 p,q 6∞ ¹ òiëüêè äâi ïàðè içîìîðôíèõ: L2[0,1] ≈
`2 (öåé ôàêò áóäå îá ðóíòîâàíî ïiçíiøå) i L∞[0,1] ≈ `∞ (äîâå-

äåííÿ öi¹¨ òåîðåìè À. Ïåë÷èíüñüêîãî, òàê ñàìî, ÿê i çãàäàíèõ

âèùå ôàêòiâ ïðî íåiçîìîðôíiñòü, âõîäÿòü â âèáiðêîâèé êóðñ

�Òåîðiÿ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ�.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Içîìîðôiçìè. Åêâiâàëåíòíi íîðìè

Äâi íîðìè ‖ ‖1 i ‖ ‖2 íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði X íàçèâàþòüñÿ

åêâiâàëåíòíèìè (ïîçíà÷åííÿ � ‖ ‖1 ∼ ‖ ‖2), ÿêùî iñíóþòü òàêi
äâi ñòàëi C1,C2 > 0, ùî

C1 ‖x‖1 6 ‖x‖2 6 C2 ‖x‖1
äëÿ âñiõ x ∈ X .

Òåîðåìà 4. Äëÿ íîðì ‖ ‖1 i ‖ ‖2 íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði X òàêi

óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(1) ‖ ‖1 ∼ ‖ ‖2;
(2) òîòîæíèé îïåðàòîð I íà X , ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê

îïåðàòîð, ÿêèé äi¹ ç íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó (X , ‖ ‖1) â
íîðìîâàíèé ïðîñòið (X , ‖ ‖2), ¹ içîìîðôiçìîì;

(3) íîðìè ‖ ‖1 i ‖ ‖2 çàäàþòü òó ñàìó òîïîëîãiþ íà X .

Äîâåäåííÿ. Ïðîïîíóþ äîâåñòè ñàìîñòiéíî. Äîâåäåííÿ ¹ ó ïiä-

ðó÷íèêó. 2

Íàñëiäîê. Íåõàé X � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið. Òî-

äi âñi íîðìè íà X åêâiâàëåíòíi.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Içîìîðôiçìè. Åêâiâàëåíòíi íîðìè

Âïðàâè.

13.2. Íà áóäü-ÿêié ìíîæèíi íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ âiäíîøåííÿ

≈ içîìîðôiçìó � öå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi.

13.3. Íåõàé X , Y � íîðìîâàíi ïðîñòîðè. ßêùî îïåðàòîð T : X →
Y � içîìîðôiçì, òî i ñïðÿæåíèé îïåðàòîð T ∗ : Y ∗ → X ∗ � içî-

ìîðôiçì.

13.4. Íà áóäü-ÿêîìó íåñêií÷åííîâèìiðíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði

iñíóþòü íååêâiâàëåíòíi ìiæ ñîáîþ íîðìè.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Òåîðåìà Áàíàõà ïðî îáåðíåíèé îïåðàòîð

Òåîðåìà Áàíàõà ïðî îáåðíåíèé îïåðàòîð. Íåõàé X ,Y � áàíàõî-

âi ïðîñòîðè, T ∈ L(X ,Y ) � ái¹êòèâíèé îïåðàòîð. Òîäi îïåðàòîð
T−1 íåïåðåðâíèé, òîáòî T � içîìîðôiçì.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè T , çîêðåìà, ñþð'¹êòèâíèé, T çäiéñíþ¹

âiäêðèòå âiäîáðàæåííÿ. ßê ìè âæå çàçíà÷àëè, ÿêùî âiäêðè-

òèé îïåðàòîð ái¹êòèâíèé, òî T−1 � íåïåðåðâíèé îïåðàòîð. 2

Òåîðåìà ïðî îáåðíåíèé îïåðàòîð äîïóñêà¹ òàêå êîðèñíå ïåðå-

ôîðìóëþâàííÿ: íåõàé X ,Y � áàíàõîâi ïðîñòîðè, T ∈ L(X ,Y ).
Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïðàâî¨ ÷àñòèíè b ∈ Y ðiâíÿííÿ

Tx = b ìà¹ ðîçâ'ÿçîê, i öåé ðîçâ'ÿçîê ¹äèíèé. Òîäi ðîçâ'ÿçîê

íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä ïðàâî¨ ÷àñòèíè. Iíøèìè ñëîâàìè,

ìà¹ ìiñöå ñòiéêiñòü ðîçâ'ÿçêó ùîäî ìàëèõ çáóðåíü ïðàâî¨ ÷à-

ñòèíè.
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