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Ïðèíöèï ðiâíîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi òà òåîðåìà Áàíàõà-Øòåéíãàóçà

Íåõàé X , Y � íîðìîâàíi ïðîñòîðè. Ñiì'ÿ G ⊂ L(X ,Y ) íåïå-
ðåðâíèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ ïîòî÷êîâî îáìåæå-
íîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ X

sup
T∈G
‖Tx‖ <∞.

Ñiì'ÿ G íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ, ÿêùî

sup
T∈G
‖T‖ <∞.

Ïðèíöèï ðiâíîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi (S.Banach, H.Steinhaus). Ïî-
òî÷êîâî îáìåæåíà ñiì'ÿ íåïåðåðâíèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi
äiþòü ç áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X â íîðìîâàíèé ïðîñòið Y , îáìå-
æåíà ðiâíîìiðíî.

Òåîðåìà Áàíàõà-Øòåéíãàóçà. Ïîòî÷êîâî çáiæíà ïîñëiäîâíiñòü
îïåðàòîðiâ Tn ∈ L(X ,Y ), ÿêi äiþòü ç áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X ó
íîðìîâàíèé ïðîñòið Y , ðiâíîìiðíî îáìåæåíà.
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Êðèòåðié ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi

Êðèòåðié ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi. ßêùî ðiâíîìiðíî îáìåæåíà
ïîñëiäîâíiñòü îïåðàòîðiâ Tn ∈ L(X ,Y ) ç íîðìîâàíîãî ïðîñòî-
ðó X ó íîðìîâàíèé ïðîñòið Y çáiãà¹òüñÿ ïîòî÷êîâî íà ùiëüíié
ïiäìíîæèíi A ⊂ X äî îïåðàòîðà T ∈ L(X ,Y ), òî Tn −−−→n→∞

T
ïîòî÷êîâî íà âñüîìó X .

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî M = supn ‖Tn − T‖. Çàôiêñó¹ìî x ∈ X
i ε > 0. Íåõàé a ∈ A íàáëèæà¹ x ç òî÷íiñòþ äî ε: ‖x − a‖ 6 ε.
Ìà¹ìî

lim
n→∞

‖(Tn − T )x‖ 6 lim
n→∞

‖(Tn − T )(x − a)‖+ lim
n→∞

‖(Tn − T )a‖ =

= lim
n→∞

‖(Tn − T )(x − a)‖ 6 Mε.

×åðåç äîâiëüíiñòü ε îòðèìó¹ìî, ùî

lim
n→∞

‖(Tn − T )x‖ = 0,

òîáòî Tnx −−−→
n→∞

Tx . 2
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Êðèòåðié ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi

Âïðàâè.

12.1. Íàâåäiòü ïðèêëàä ïîòî÷êîâî îáìåæåíî¨ ïîñëiäîâíîñòi íå-
ïåðåðâíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó [0,1], çáiæíî¨ äî íóëÿ íà ùiëü-
íié ïiäìíîæèíi, àëå íå çáiæíî¨ äî íóëÿ íà âñüîìó âiäðiçêó.
12.2. Íåõàé X , Y � ìåòðè÷íi ïðîñòîðè, A � ùiëüíà ïiäìíî-
æèíà â X , fn, f : X → Y � ôóíêöi¨, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
Ëiïøèöÿ çi ñïiëüíîþ ñòàëîþ C. Òîäi ç ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi
íà A ïîñëiäîâíîñòi (fn) äî f âèïëèâà¹ ïîòî÷êîâà çáiæíiñòü íà
âñüîìó X .
12.3. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü îïåðàòîðiâ Tn ∈ L(X ,Y ) çáiãà¹òüñÿ
ïîòî÷êîâî íà ïiäìíîæèíi A ⊂ X äî îïåðàòîðà T ∈ L(X ,Y ).
Òîäi Tn çáiãà¹òüñÿ äî T íà LinA.

Çàóâàæåííÿ. Ç îãëÿäó íà îñòàííþ âïðàâó, âèìîãà ùiëüíîñòi,
ùî íàêëàäà¹òüñÿ íà ìíîæèíó A ó äîâåäåíîìó âèùå êðèòåði¨
ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi, ìîæå áóòè ïîñëàáëåíîþ: äîñòàòíüî, ùîá
LinA áóëà ùiëüíîþ ìíîæèíîþ.
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12.4. Äîâåäiòü ùiëüíiñòü ìíîæèíè êóñêîâî-ñòàëèõ ôóíêöié â
L1[−π, π], âèêîðèñòîâóþ÷è òàêó ñõåìó ìiðêóâàíü: ïî-ïåðøå,
C[−π, π] ùiëüíèé â L1[−π, π] (öåé ôàêò íàì âæå âiäîìèé iç
êóðñó òåîði¨ ìiðè). Äàëi, êîæíó íåïåðåðâíó ôóíêöiþ ìîæíà
íàáëèçèòè â ìåòðèöi L1[−π, π] (i íàâiòü ðiâíîìiðíî) êóñêîâî-
ñòàëèìè ôóíêöiÿìè.
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Òåîðåìà 1. Íåõàé (gn) � ðiâíîìiðíî îáìåæåíà íà [a,b] ïîñëi-
äîâíiñòü âèìiðíèõ ôóíêöié, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ òàêó óìîâó:∫

∆ gn(t)dt −−−→
n→∞

0 äëÿ áóäü-ÿêîãî âiäðiçêà ∆ ⊂ [a,b]. Òîäi∫
[a,b]

f (t)gn(t)dt −−−→
n→∞

0

äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L1[a,b].

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M = supn,t |gn(t)| <∞. Çàäàìî ëiíiéíi ôóí-
êöiîíàëè Fn íà L1[a,b] çà ïðàâèëîì Fn(f ) =

∫
[a,b] f (t)gn(t)dt .

Çãiäíî ç íåðiâíiñòþ

|Fn(f )| 6 M
∫

[a,b]

|f (t)|dt = M ‖f‖

ôóíêöiîíàëè Fn íåïåðåðâíi i ‖Fn‖ 6 M.
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Çà óìîâîþ, ôóíêöiîíàëè Fn çáiãàþòüñÿ äî 0 íà áóäü-ÿêié ôóí-
êöi¨ âèãëÿäó 1∆. Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü (Fn) çáiãà¹òüñÿ äî 0 i íà
áóäü-ÿêié êóñêîâî-ñòàëié ôóíêöi¨. Îñêiëüêè ìíîæèíà êóñêîâî-
ñòàëèõ ôóíêöié ùiëüíà â L1[a,b], äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ
çàëèøà¹òüñÿ çàñòîñóâàòè êðèòåðié ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi. 2

Äëÿ ôóíêöi¨ f ∈ L1[−π, π] îçíà÷èìî êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ f̂n, n ∈
Z ôîðìóëîþ f̂n = 1

2π

∫ π
−π f (t)e−intdt .

Íàñëiäîê. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ iíòåãðîâíî¨ ôóíêöi¨ f íà [a,b] iíòå-

ãðàëè âèãëÿäó
∫ b

a f (t)eiαtdt ,
∫ b

a f (t) sinαt dt àáî
∫ b

a f (t) cosαt dt
ïðÿìóþòü äî íóëÿ ïðè α→ ±∞. Çîêðåìà, ïðÿìóþòü äî íóëÿ
êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L1[−π, π].
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C(T) ïiäïðîñòið ïðîñòîðó C[−π, π], ÿêèé ñêëà-
äà¹òüñÿ ç ôóíêöié g, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó g(−π) = g(π).
Êîæíó ôóíêöiþ f ∈ C(T) ìîæíà ïðîäîâæèòè ç âiäðiçêà [−π, π]
íà âñþ âiñü ÿê 2π-ïåðiîäè÷íó íåïåðåðâíó ôóíêöiþ. Âiäïîâiä-
íî, åëåìåíòè ïðîñòîðó C(T) áóäåìî ââàæàòè íåïåðåðâíèìè
2π-ïåðiîäè÷íèìè ôóíêöiÿìè, âèçíà÷åíèìè íà âñié îñi. ×åðåç
Snf ïîçíà÷èìî ÷àñòèííó ñóìó ðÿäó Ôóð'¹:

(Snf )(t) =
n∑

k=−n

f̂keikt .

Äëÿ ïîâíîòè âèêëàäó íàãàäà¹ìî ôîðìóëó, íàïåâíî âiäîìó ÷è-
òà÷åâi ç êóðñó àíàëiçó:

(Snf )(t) =
1

2π

π∫
−π

f (t + τ)
sin(n + 1/2)τ

sin 1
2τ

dτ . (1)
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Ùîá âèâåñòè öå ñïiââiäíîøåííÿ, ïiäñòàâèìî â îçíà÷åííÿ ÷à-
ñòèííèõ ñóì Sng ôîðìóëó äëÿ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹:

(Snf )(t) =
n∑

k=−n

f̂keikt =
1

2π

π∫
−π

f (x)
n∑

k=−n

eik(t−x)dx .

Ïðîâiâøè çàìiíó çìiííèõ τ = x − t i ñêîðèñòàâøèñü òèì, ùî
iíòåãðàë âiä 2π-ïåðiîäè÷íî¨ ôóíêöi¨ íà áóäü-ÿêîìó âiäðiçêó
äîâæèíè 2π çáiãà¹òüñÿ ç iíòåãðàëîì ïî [−π, π], îòðèìó¹ìî:

(Snf )(t) =
1

2π

π∫
−π

f (t + τ)
n∑

k=−n

eikτdτ

=
1

2π

π∫
−π

f (t + τ)
e−inτ − ei(n+1)τ

1− eiτ dτ .
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Äëÿ îäåðæàííÿ ôîðìóëè (1) çàëèøà¹òüñÿ ïîäiëèòè ÷èñåëüíèê
i çíàìåííèê ïiäiíòåãðàëüíîãî âèðàçó íà eiτ/2 i ñêîðèñòàòèñü
ôîðìóëîþ eix − e−ix = 2i sin x .

ßê âiäîìî ç êóðñó àíàëiçó, ðÿä Ôóð'¹
∑+∞

n=−∞ f̂neint íåïåðåðâíî
äèôåðåíöiéîâíî¨ ôóíêöi¨ f ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî öi¹¨ ôóí-
êöi¨. Âîäíî÷àñ, ÿêùî âiäìîâèòèñü âiä óìîâè äèôåðåíöiéîâíî-
ñòi, òàêå òâåðäæåííÿ áóäå íåïðàâèëüíèì. Áiëüøå òîãî, iñíó-
þòü íåïåðåðâíi ôóíêöi¨, äëÿ ÿêèõ ðÿä Ôóð'¹ íå çáiãà¹òüñÿ ïî-
òî÷êîâî. Íàñòóïíà òåîðåìà ïîêàçó¹, ÿê ìîæíà äîâåñòè iñíóâà-
ííÿ ïîäiáíèõ ïðèêëàäiâ, íå êîíñòðóþþ÷è ¨õ ÿâíèì ñïîñîáîì.
Òàêå ìiðêóâàííÿ ¹ îñîáëèâî êîðèñíèì, êîëè ÿâíà ïîáóäîâà i
îá ðóíòóâàííÿ ïðèêëàäó ïî¹äíàíi çi çíà÷íèìè òðóäíîùàìè.
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Òåîðåìà 2. Iñíó¹ ôóíêöiÿ g ∈ C(T), äëÿ ÿêî¨ çíà÷åííÿ (Sng)(0)
÷àñòèííèõ ñóì ðÿäó Ôóð'¹ â íóëi óòâîðþþòü íåîáìåæåíó ïî-
ñëiäîâíiñòü.

Äîâåäåííÿ. Çàäàìî ëiíiéíi ôóíêöiîíàëè Gn íà C(T) çà ïðàâè-
ëîì Gn(g) = (Sng)(0). Íàì ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî Gn íå óòâî-
ðþþòü ïîòî÷êîâî îáìåæåíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöiîíàëiâ. Íà
ïiäñòàâi ïðèíöèïó ðiâíîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi äëÿ öüîãî äîñòà-
òíüî âñòàíîâèòè, ùî ôóíêöiîíàëè Gn íåïåðåðâíi, àëå ¨õ íîðìè
íåîáìåæåíi â ñóêóïíîñòi. Ç (1) ìà¹ìî

Gn(f ) = 1
2π

π∫
−π

f (t) sin(n+1/2)t
sin 1

2 t
dt .

Âiäïîâiäíî, ôóíêöiîíàëè Gn � öå ôóíêöiîíàëè iíòåãðóâàííÿ
ç âàãîþ. Âîíè íåïåðåðâíi i

‖Gn‖ = 1
2π

π∫
−π

∣∣∣∣ sin(n+1/2)t
sin 1

2 t

∣∣∣∣dt = 1
π

π∫
0

∣∣∣∣ sin(n+1/2)t
sin 1

2 t

∣∣∣∣dt .
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Îöiíèìî öi íîðìè çíèçó:

‖Gn‖ >
2
π

π∫
0

∣∣∣∣sin(n + 1/2)t
t

∣∣∣∣dt >
2
π

n−1∑
k=1

π(k+1)
n+1/2∫
πk

n+1/2

∣∣∣∣sin(n + 1/2)t
t

∣∣∣∣dt

>
2
π

n−1∑
k=1

n + 1/2
π(k + 1)

π(k+1)
n+1/2∫
πk

n+1/2

|sin(n + 1/2)t |dt

=
2
π

n−1∑
k=1

1
π(k + 1)

π(k+1)∫
πk

|sin τ |dτ =
4
π2

n−1∑
k=1

1
(k + 1)

.

Îòæå, ‖Gn‖ > 4
π2 ln n+1

2 −−−→
n→∞

∞. 2
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Òåîðåìà Äiíi. Íåõàé ôóíêöiÿ f iíòåãðîâíà çà Ëåáåãîì íà âiä-
ðiçêó [−π, π] i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Äiíi â òî÷öi x0 ∈ [−π, π]:
f (x0+t)−f (x0)

t ∈ L1[−π, π]. Òîäi ðÿä Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f çáiãà¹òüñÿ â
òî÷öi x0 äî f (x0).

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî f (x0) = a. Ìà¹ìî

(Snf ) (x0)− a = (Sn(f − a)) (x0)

= 1
2π

π∫
−π

(f (x0 + t)− a) sin(n+1/2)t
sin 1

2 t
dt .

Çàñòîñóâàâøè òåîðåìó 1 äî gn(t) = sin(n + 1/2)t , îòðèìó¹ìî
ïîòðiáíó óìîâó (Snf ) (x0) −−−→

n→∞
a. 2
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