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Ïîòî÷êîâà çáiæíiñòü îïåðàòîðiâ
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Ïðèíöèï ðiâíîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi.



2 / 11

Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ïîòî÷êîâà çáiæíiñòü îïåðàòîðiâ

Òåîðåìà 1. Íåõàé X , Y � íîðìîâàíi ïðîñòîðè, Tn : X → Y �
ëiíiéíi îïåðàòîðè i äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ X iñíó¹ lim

n→∞
Tnx . Òîäi

âiäîáðàæåííÿ T : X → Y , çàäàíå ðiâíiñòþ T (x) = lim
n→∞

Tnx , �
ëiíiéíèé îïåðàòîð.

Äîâåäåííÿ.

T (ax1 + bx2) = lim
n→∞

Tn(ax1 + bx2) =

= a lim
n→∞

Tn(x1) + b lim
n→∞

Tn(x2) = aT (x1) + bT (x2). 2
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Ïîòî÷êîâà çáiæíiñòü îïåðàòîðiâ

Îçíà÷åííÿ. Ïîñëiäîâíiñòü ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ Tn : X → Y íà-
çèâà¹òüñÿ ïîòî÷êîâî çáiæíîþ äî îïåðàòîðà T : X → Y , , ÿêùî
Tx = lim

n→∞
Tnx äëÿ âñiõ x ∈ X .

Òåîðåìà 2. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü îïåðàòîðiâ Tn ∈ L(X ,Y ) ïîòî-
÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî îïåðàòîðà T : X → Y i sup

n
‖Tn‖ = C <∞.

Òîäi T ∈ L(X ,Y ) i ‖T‖ 6 C.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ X ìà¹ìî îöiíêó:

‖Tx‖ = lim
n→∞

‖Tnx‖ 6 C‖x‖. 2
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Ïîòî÷êîâà çáiæíiñòü îïåðàòîðiâ

Òåîðåìà 3. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü îïåðàòîðiâ Tn ∈ L(X ,Y ) çái-
ãà¹òüñÿ äî îïåðàòîðà T çà íîðìîþ ïðîñòîðó L(X ,Y ), òî âîíà
çáiãà¹òüñÿ äî T i ïîòî÷êîâî.

Äîâåäåííÿ.

‖Tnx − Tx‖ = ‖(Tn − T )x‖ 6 ‖Tn − T‖ · ‖x‖ −−−→
n→∞

0. 2
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Ïîòî÷êîâà çáiæíiñòü îïåðàòîðiâ

Âïðàâè.

11.1. Íåõàé X = C[0,1], Y = R i îïåðàòîðè Tn ∈ L(X ,Y )
äiþòü çà ïðàâèëîì Tn(f ) = f (0) − f (1/n). Îá÷èñëiòü íîðìè
îïåðàòîðiâ Tn.
11.2. Ç ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi íå âèïëèâà¹ çáiæíiñòü çà íîðìîþ.
Ïðèêëàä: ïîñëiäîâíiñòü îïåðàòîðiâ iç ïîïåðåäíüî¨ âïðàâè ïðÿ-
ìó¹ äî 0 ïîòî÷êîâî, ïðîòå íå ïðÿìó¹ çà íîðìîþ.
11.3. Âiäîìèé çàãàëüíèé ôàêò (Josefson-Nissenzweig): íà áóäü-
ÿêîìó íåñêií÷åííîâèìiðíîìó íîðìîâàíîìó ïðîñòîði iñíó¹ ïî-
ñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ, çáiæíà äî 0
ïîòî÷êîâî, àëå íå çáiæíà çà íîðìîþ. Íàâåäiòü òàêi ïðèêëàäè
ó âñiõ âiäîìèõ Âàì íåñêií÷åííîâèìiðíèõ íîðìîâàíèõ ïðîñòî-
ðàõ.
11.4. Â óìîâàõ òåîðåìè 2 äîâåäiòü, ùî ‖T‖ 6 lim

n→∞
‖Tn‖. Ií-

øèìè ñëîâàìè, íîðìà íà L(X ,Y ) íàïiâíåïåðåðâíà çíèçó ùîäî
ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi.
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Ïîâíîòà ïðîñòîðó îïåðàòîðiâ i ñïðÿæåíîãî ïðîñòîðó

Òåîðåìà. Íåõàé X � íîðìîâàíèé, à Y � áàíàõiâ ïðîñòið. Òîäi
L(X ,Y ) � áàíàõiâ ïðîñòið.

Äîâåäåííÿ. Ñïèðàòèìîñÿ íà îçíà÷åííÿ. Íåõàé îïåðàòîðè Tn ∈
L(X ,Y ) óòâîðþþòü ôóíäàìåíòàëüíó ïîñëiäîâíiñòü: ‖Tn − Tm‖ →
0 (n,m → ∞). Òîäi â êîæíié òî÷öi x ∈ X çíà÷åííÿ îïåðàòî-
ðiâ ëåæàòü ó ïîâíîìó ïðîñòîði Y i óòâîðþþòü ïîñëiäîâíiñòü
Êîøi:

‖Tnx − Tmx‖ 6 ‖Tn − Tm‖ · ‖x‖ −−−−−→n,m→∞
0.

Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ X iñíó¹ ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi (Tnx).
Îçíà÷èìî îïåðàòîð T : X → Y ðiâíiñòþ Tx = lim

n→∞
Tnx . Çà

òåîðåìîþ 1, îïåðàòîð T ëiíiéíèé. Îñêiëüêè êîæíà ôóíäà-
ìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü îáìåæåíà, òî, çà òåîðåìîþ 2 T ∈
L(X ,Y ). Íàì çàëèøèëîñü ïåðåâiðèòè, ùî T = lim

n→∞
Tn â íîðìi

ïðîñòîðó L(X ,Y ).
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Ïîâíîòà ïðîñòîðó îïåðàòîðiâ i ñïðÿæåíîãî ïðîñòîðó

Ç îãëÿäó íà ôóíäàìåíòàëüíiñòü ïîñëiäîâíîñòi Tn äëÿ áóäü-
ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ òàêèé íîìåð N(ε), ùî ‖TN − TM‖ < ε äëÿ
áóäü-ÿêèõ M > N > N(ε). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè x ∈ SX
îäèíè÷íî¨ ñôåðè ïðè M > N > N(ε) òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà
‖TNx − TMx‖ < ε. Ïåðåõîäÿ÷è â îñòàííié íåðiâíîñòi äî ãðàíè-
öi ïðè M →∞, îòðèìà¹ìî, ùî ‖TNx − Tx‖ 6 ε. ßêùî â ëiâié
÷àñòèíi öi¹¨ íåðiâíîñòi âçÿòè ñóïðåìóì ïî x ∈ SX , ìè îäåðæè-
ìî, ùî ‖TN − T‖ 6 ε ïðè N > N(ε). Òîáòî T = lim

n→∞
Tn, ùî é

ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè. 2

Íàñëiäîê. Íåõàé X � íîðìîâàíèé ïðîñòið. Òîäi X ∗ � áàíàõiâ
ïðîñòið.

Íàñëiäîê. Lp òà `p ç 1 < p 6∞ � áàíàõîâi ïðîñòîðè.
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Ïðèíöèï ðiâíîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi.

Íåõàé X , Y � íîðìîâàíi ïðîñòîðè. Ñiì'ÿ G ⊂ L(X ,Y ) íåïå-
ðåðâíèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ ïîòî÷êîâî îáìåæå-
íîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ X

sup
T∈G
‖Tx‖ <∞.

Ñiì'ÿ G íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ, ÿêùî

sup
T∈G
‖T‖ <∞.

Ïðèíöèï ðiâíîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi (S.Banach, H.Steinhaus). Ïî-
òî÷êîâî îáìåæåíà ñiì'ÿ íåïåðåðâíèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi
äiþòü ç áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X â íîðìîâàíèé ïðîñòið Y , îáìå-
æåíà ðiâíîìiðíî.
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Ïðèíöèï ðiâíîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G ⊂ L(X ,Y ) � ïîòî÷êîâî îáìåæåíà ñiì'ÿ.
Äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ X ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ Mx = supT∈G ‖Tx‖.
Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè An = {x ∈ X : Mx 6 n}. Öi ìíîæèíè çà-
ìêíåíi i â îá'¹äíàííi äàþòü âåñü ïðîñòið X . Îòæå, çà òåîðå-
ìîþ Áåðà, ïðèíàéìíi îäíà ç ìíîæèí An íå ¹ íiäå íå ùiëüíîþ
i, îòæå, ìiñòèòü äåÿêó êóëþ. Òîáòî iñíóþòü íîìåð n ∈ N i
òàêà êóëÿ âèãëÿäó BX (x0, r) = x0 + rBX , ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî
x ∈ x0 + rBX ïðè âñiõ T ∈ G âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ‖Tx‖ 6 n.
Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ x ∈ BX , T ∈ G âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

‖Tx‖ =
∥∥∥∥1

r
T (x0 + rx)− Tx0

∥∥∥∥ 6
1
r

n + n.

Âçÿâøè â îñòàííié íåðiâíîñòi ñóïðåìóì ïî x ∈ BX , îòðèìà¹ìî,
ùî ‖T‖ 6 1

r n+n äëÿ áóäü-ÿêîãî T ∈ G. Öèì äîâåäåíî ïîòðiáíó
ðiâíîìiðíó îáìåæåíiñòü ñiì'¨ G. 2
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Ïðèíöèï ðiâíîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi.

Òåîðåìà Áàíàõà-Øòåéíãàóçà. Ïîòî÷êîâî çáiæíà ïîñëiäîâíiñòü
îïåðàòîðiâ Tn ∈ L(X ,Y ), ÿêi äiþòü ç áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X ó
íîðìîâàíèé ïðîñòið Y , ðiâíîìiðíî îáìåæåíà.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ïîòî÷êîâî çáiæíà ïîñëiäîâíiñòü ¹ âîäíî-
÷àñ ïîòî÷êîâî îáìåæåíîþ, òåîðåìà áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç
ïðèíöèïó ðiâíîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi.

Ïðèêëàäè, ÿêi iëþñòðóþòü âàæëèâiñòü óìîâ â òåîðåìi Áàíàõà-
Øòåéíãàóçà. (Íà äîøöi).
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Ïðèíöèï ðiâíîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi.

https://en.wikipedia.org/wiki/Stefan_Banach

https://en.wikipedia.org/wiki/Uniform_boundedness_principle

https://en.wikipedia.org/wiki/Hugo_Steinhaus

https://en.wikipedia.org/wiki/Stefan_Banach
https://en.wikipedia.org/wiki/Uniform_boundedness_principle
https://en.wikipedia.org/wiki/Hugo_Steinhaus

	  
	     
	  .

