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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Çìiñò ëåêöi¨

Òåîðåìà Ðiñà ïðî íåêîìïàêòíiñòü îäèíè÷íî¨ êóëi

Îçíà÷åííÿ áàíàõîâîãî ïðîñòîðó

Ðÿäè â íîðìîâàíîìó ïðîñòîði

Êðèòåðié ïîâíîòè íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó â òåðìiíàõ àáñîëþ-

òíî çáiæíèõ ðÿäiâ.

Ïîâíîòà ïðîñòîðó L1

Ïîâíîòà ôàêòîðïðîñòîðó
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Òåîðåìà Ðiñà ïðî íåêîìïàêòíiñòü îäèíè÷íî¨ êóëi

Òåîðåìà Ðiñà ïðî íåêîìïàêòíiñòü.

Îäèíè÷íà êóëÿ íåñêií÷åííîâèìiðíîãî íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó

íå ìîæå áóòè ïåðåäêîìïàêòîì.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî BX � ïåðåäêîìïàêò. Çàôiêñó¹ìî

ε ∈ (0,1) òà îáåðåìî ÿêóñü ñêií÷åííó ε-ñiòêó A äëÿ BX . Òîäi

Y := lin A ⊂ X � ñêií÷åííîâèìiðíèé ïiäïðîñòið, ÿêèé òàêîæ

áóäå ε-ñiòêîþ äëÿ BX . Îñêiëüêè Y 6= X , ôàêòîð-ïðîñòið X/Y
íåòðèâiàëüíèé. Âèáåðåìî åëåìåíò [x ] ïðîñòîðó X/Y , ÿêèé çà-

äîâîëüíÿ¹ óìîâó ε < ‖[x ]‖ < 1. Çà îçíà÷åííÿì íîðìè ó ôàêòîð-

ïðîñòîði, iñíó¹ ïðåäñòàâíèê z ∈ [x ] ç ‖z‖ < 1. Òîäi z ∈ BX ,

àëå âîäíî÷àñ

inf
y∈Y
‖z − y‖ = ‖[z]‖ = ‖[x ]‖ > ε,

òîáòî Y íå ¹ ε-ñiòêîþ äëÿ BX . Ïðîòèði÷÷ÿ. 2
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Òåîðåìà Ðiñà ïðî íåêîìïàêòíiñòü îäèíè÷íî¨ êóëi

Âïðàâè.

10.1. Â óñiõ âiäîìèõ Âàì íåñêií÷åííîâèìiðíèõ íîðìîâàíèõ

ïðîñòîðàõ çíàéäiòü êîíêðåòíi îáìåæåíi ïîñëiäîâíîñòi, òàêi ùî

íå ìàþòü çáiæíèõ ïiäïîñëiäîâíîñòåé.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Îçíà÷åííÿ áàíàõîâîãî ïðîñòîðó

Áàíàõîâèì ïðîñòîðîì íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèé íîðìîâàíèé ïðî-

ñòið, òîáòî íîðìîâàíèé ïðîñòið, äå êîæíà ïîñëiäîâíiñòü Êîøi

çáiãà¹òüñÿ. Áàíàõîâi ïðîñòîðè � öå íàéâàæëèâiøèé êëàñ íîð-

ìîâàíèõ ïðîñòîðiâ: ñàìå öi ïðîñòîðè íàé÷àñòiøå çóñòði÷àþ-

òüñÿ â çàñòîñóâàííÿõ, i ñàìå íàâêîëî ïîíÿòòÿ áàíàõîâîãî ïðî-

ñòîðó çãðóïîâàíi íàéâàæëèâiøi ðåçóëüòàòè ôóíêöiîíàëüíîãî

àíàëiçó1.

Âïðàâà.

10.2. Äîâåäiòü, ñïèðàþ÷èñü íà òåîðåìó Áåðà, ùî íåñêií÷åííî-

âèìiðíèé áàíàõîâèé ïðîñòið íå ìîæå ìàòè çëi÷åííîãî áàçèñó

Ãàìåëÿ.

1Ïðèíàéìíi òàê ââàæà¹ àâòîð öèõ ðÿäêiâ, ÿêèé ñïåöiàëiçó¹òüñÿ â

òåîði¨ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ðÿäè â íîðìîâàíîìó ïðîñòîði

Íåõàé (xn) � ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó

X . ×àñòèííèìè ñóìàìè ðÿäó
∑∞

n=1 xn íàçèâàþòüñÿ âåêòîðè

sn =
∑n

k=1 xk . ßêùî ÷àñòèííi ñóìè ðÿäó
∑∞

n=1 xn çáiãàþòüñÿ

äî åëåìåíòà x , ðÿä íàçèâà¹òüñÿ çáiæíèì, à åëåìåíò x íàçèâà-

¹òüñÿ ñóìîþ ðÿäó. Ðiâíiñòü
∑∞

n=1 xn = x � öå çàãàëüíîïðèéíÿ-

òèé ñêîðî÷åíèé çàïèñ âèðàçó ¾ðÿä
∑∞

n=1 xn çáiãà¹òüñÿ i éîãî

ñóìà äîðiâíþ¹ x¿.

Âèïèøåìî íà äîøöi åëåìåíòàðíi âëàñòèâîñòi ðÿäiâ â íîðìîâà-

íîìó ïðîñòîði, àíàëîãi÷íi òèì, ùî áóëè â êóðñi ìàòåìàòè÷íîãî

àíàëiçó.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ðÿäè â íîðìîâàíîìó ïðîñòîði

Òâåðäæåííÿ 1 (êðèòåðié Êîøi çáiæíîñòi ðÿäó). Äëÿ òîãî, ùîá

ðÿä
∞∑

n=1
xn åëåìåíòiâ áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X çáiãàâñÿ, íåîáõi-

äíî i äîñòàòíüî, ùîá

∥∥∥∥ m∑
k=n

xk

∥∥∥∥ −−−−−→n,m→∞
0.

Äîâåäåííÿ. Çáiæíiñòü ðÿäó åêâiâàëåíòíà çáiæíîñòi ïîñëiäîâ-

íîñòi sn ÷àñòèííèõ ñóì. Ó ñâîþ ÷åðãó, â ïîâíîìó ïðîñòîði çái-

æíiñòü ïîñëiäîâíîñòi ðiâíîñèëüíà ¨¨ ôóíäàìåíòàëüíîñòi. Çà-

ëèøà¹òüñÿ çàóâàæèòè, ùî sm − sn =
m∑

k=n+1
xk . 2
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Êðèòåðié ïîâíîòè íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó â òåðìiíàõ àáñîëþòíî çáiæíèõ ðÿäiâ.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé ðÿä
∑∞

n=1 xn åëåìåíòiâ áàíàõîâîãî ïðî-

ñòîðó X àáñîëþòíî çáiãà¹òüñÿ. Òîäi
∑∞

n=1 xn � çáiæíèé ðÿä.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ÷èñëîâèé ðÿä
∑∞

n=1 ‖xn‖ çáiãà¹òüñÿ,
m∑

k=n
‖xk‖ → 0 (n,m→∞). Îòæå,

∥∥∥∥∥
m∑

k=n

xk

∥∥∥∥∥ 6
m∑

k=n

‖xk‖ −−−−−→n,m→∞
0.

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ ñêîðèñòà¹ìîñü òâåðäæåííÿì 1. 2
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Êðèòåðié ïîâíîòè íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó â òåðìiíàõ àáñîëþòíî çáiæíèõ ðÿäiâ.

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé X � íåïîâíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið. Òîäi

â X iñíó¹ àáñîëþòíî çáiæíèé, àëå ïðè öüîìó ðîçáiæíèé ðÿä.

Äîâåäåííÿ. Íà ïiäñòàâi íåïîâíîòè ïðîñòîðó iñíó¹ ôóíäàìåí-

òàëüíà ïîñëiäîâíiñòü vn ∈ X , ÿêà íå ìà¹ ãðàíèöi. Çà îçíà÷å-

ííÿì ïîñëiäîâíîñòi Êîøi, ‖vn − vm‖ → 0 (n,m → ∞). Îòæå,
iñíó¹ òàêå n1 ∈ N, ùî ‖vn − vm‖ < 1

2 äëÿ âñiõ n,m > n1. Àíà-

ëîãi÷íî âèáåðåìî òàêå n2 > n1, ùî ‖vn − vm‖ < 1
4 äëÿ âñiõ

n,m > n2. Ïðîäîâæóþ÷è ìiðêóâàííÿ, îòðèìà¹ìî òàêó çðî-

ñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü iíäåêñiâ nj , ùî ‖vn − vm‖ < 1
2j äëÿ âñiõ

n,m > nj .
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Êðèòåðié ïîâíîòè íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó â òåðìiíàõ àáñîëþòíî çáiæíèõ ðÿäiâ.

Òîäi äëÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi vnj ìà¹ìî

‖vn2 − vn1‖ <
1
2
, ‖vn3 − vn2‖ <

1
4
, ...,

∥∥vnj+1 − vnj

∥∥ < 1
2j , ....

Çàäàìî ïîòðiáíèé ðÿä
∑∞

j=1 xj ó òàêèé ñïîñiá: x1 = vn1 , x2 =
vn2−vn1 , . . . , xj = vnj −vnj−1 i ò. ä. Ïîáóäîâàíèé ðÿä àáñîëþòíî

çáiãà¹òüñÿ:
∞∑

j=2

∥∥xj
∥∥ < 1

2
+

1
4

+ ... = 1.

Âîäíî÷àñ éîãî ÷àñòèííi ñóìè äîðiâíþþòü vnj , òîáòî óòâîðþ-

þòü ðîçáiæíó ïîñëiäîâíiñòü. 2

Òâåðäæåííÿ 2 i 3 ðàçîì äàþòü òàêó õàðàêòåðèçàöiþ ïîâíèõ

íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ.

Òåîðåìà. Äëÿ ïîâíîòè íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó X íåîáõiäíî i

äîñòàòíüî, ùîá êîæíèé àáñîëþòíî çáiæíèé ðÿä â X çáiãàâñÿ.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ïîâíîòà ïðîñòîðó L1

Ëåìà. Íåõàé ðÿä
∑∞

n=1 fn ôóíêöié ç L1 = L1 (Ω,Σ, µ) àáñîëþ-
òíî çáiãà¹òüñÿ çà íîðìîþ öüîãî ïðîñòîðó. Òîäi ðÿä

∑∞
n=1 fn

çáiãà¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü äî äåÿêî¨ iíòåãðîâíî¨ ôóíêöi¨ f i

‖f‖ 6
∞∑

n=1
‖fn‖.

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì íîðìè â L1, àáñîëþòíà çáiæíiñòü

îçíà÷à¹, ùî
∑∞

n=1
∫

Ω |fn|dµ <∞. Çà òåîðåìîþ Ëåâi, ðÿä
∑∞

n=1 |fn|
çáiãà¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü äî äåÿêî¨ iíòåãðîâíî¨ ôóíêöi¨ g i∫

Ω gdµ =
∑∞

n=1
∫

Ω |fn|dµ.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A ìíîæèíó ìiðè 0, çà ìåæàìè ÿêî¨ ðÿä

∑∞
n=1 |fn|

çáiãà¹òüñÿ. Ó êîæíié òî÷öi t ∈ Ω\A ÷èñëîâèé ðÿä
∑∞

n=1 fn(t)
çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî äî äåÿêîãî ÷èñëà f (t). Îòæå, ìè îçíà÷è-
ëè íà Ω\A (òîáòî ìàéæå ñêðiçü íà Ω) ôóíêöiþ f , i ðÿä

∑∞
n=1 fn

çáiãà¹òüñÿ äî f ó âñiõ òî÷êàõ ìíîæèíè Ω\A. Äîîçíà÷èìî íà A
ôóíêöiþ f íóëåì.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ïîâíîòà ïðîñòîðó L1

Ôóíêöiÿ f âèìiðíà íà Ω\A ÿê ïîòî÷êîâà ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi

âèìiðíèõ ôóíêöié, i ôóíêöiÿ g ¹ iíòåãðîâíîþ ìàæîðàíòîþ f .
Îòæå, f iíòåãðîâíà é∫

Ω

|f |dµ 6
∫
Ω

gdµ =
∞∑

n=1

∫
Ω

|fn|dµ. 2

Òåîðåìà. Ïðîñòið L1 áàíàõiâ.

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñü êðèòåði¹ì ïîâíîòè â òåðìiíàõ àá-

ñîëþòíî¨ çáiæíîñòi. Íåõàé ðÿä
∑∞

n=1 fn ôóíêöié ç L1 àáñîëþ-

òíî çáiãà¹òüñÿ. Çà ïîïåðåäíüîþ ëåìîþ, ðÿä
∑∞

n=1 fn çáiãà¹òüñÿ
ìàéæå ñêðiçü äî äåÿêî¨ iíòåãðîâíî¨ ôóíêöi¨ f . Äîâåäåìî, ùî
ðÿä

∑∞
n=1 fn çáiãà¹òüñÿ äî f çà íîðìîþ ïðîñòîðó L1. Ñïðàâäi,∥∥∥∥∥f −

k∑
n=1

fn

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
∞∑

n=k+1

fn

∥∥∥∥∥∥ 6
∞∑

n=k+1

‖fn‖ −−−→
k→∞

0. 2
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ïîâíîòà ôàêòîðïðîñòîðó

Òåîðåìà. Íåõàé X � áàíàõiâ ïðîñòið, Y � çàìêíåíèé ïiäïðîñòið

â X . Òîäi ôàêòîð-ïðîñòið X/Y � òàêîæ áàíàõiâ ïðîñòið.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé xn ∈ X òàêi, ùî
∑

n ‖[xn]‖ <∞. Çãiäíî ç

êðèòåði¹ì ïîâíîòè, ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî ðÿä
∑

n [xn] çáiãà¹-
òüñÿ äî äåÿêîãî åëåìåíòà ôàêòîð-ïðîñòîðó. Äëÿ öüîãî â êî-

æíîìó êëàñi [xn] âèáåðåìî ïî òàêîìó ïðåäñòàâíèêó yn, ùî

‖yn‖ 6 ‖[xn]‖ + 1
2n . Òîäi

∑
n yn � àáñîëþòíî çáiæíèé ðÿä â X ,

ùî ç îãëÿäó íà ïîâíîòó ïðîñòîðó îçíà÷à¹, ùî
∑

n yn çáiãà¹òüñÿ

â X äî äåÿêîãî åëåìåíòà x . Ïåðåâiðèìî, ùî
∑

[xn] = [x ].∥∥∥∥∥[x ]−
n∑

k=1

[xk ]

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥[x ]−
n∑

k=1

[yk ]

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥[x −
n∑

k=1

yk ]

∥∥∥∥∥
6

∥∥∥∥∥x −
n∑

k=1

yk

∥∥∥∥∥ −−−→n→∞
0. 2
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Ïîâíîòà ôàêòîðïðîñòîðó

Âïðàâè.

10.3. Äîâåäiòü ïîâíîòó ïðîñòîðó Lp.

Ïîâíîòó ïðîñòîðó Lp áóäå äîâåäåíî ç íåïðÿìèõ ìiðêóâàíü.

Òèì íå ìåíøå, ÷èòà÷åâi áóäå êîðèñíî ñïðîáóâàòè çíàéòè ïðÿ-

ìå äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó.
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