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Âiäîêðåìëåííÿ îïóêëèõ ìíîæèí � ïðèêëàäè

Iñòîòíiñòü äåÿêèõ ç óìîâ, ÿêi íàêëàäàþòüñÿ íà ìíîæèíè A i B
â ôîðìóëþâàííi òåîðåìè Ãàíà-Áàíàõà â ãåîìåòðè÷íié ôîðìi,

òà ¨¨ íàñëiäêiâ î÷åâèäíà. Òàê, ìíîæèíè íå ìîæíà ðîçäiëèòè

ãiïåðïëîùèíîþ, ÿêùî âîíè ïåðåòèíàþòüñÿ. ßêùî çà îäíó ç

ìíîæèí âçÿòè êîëî, à çà äðóãó � öåíòð öüîãî êîëà, òî ñòà¹

çðîçóìiëî, ÷îìó òåîðåìà íåïðàâèëüíà äëÿ íåîïóêëèõ ìíîæèí.

Âîäíî÷àñ âàæëèâiñòü òîïîëîãi÷íèõ óìîâ, ùî íàêëàäàþòüñÿ, �

âiäêðèòiñòü, çàìêíåíiñòü, êîìïàêòíiñòü äåÿêèõ ç öèõ ìíîæèí

� âæå íå íàñòiëüêè î÷åâèäíà. Íèæ÷å íàâîäÿòüñÿ ïðèêëàäè,

ÿêi äåìîíñòðóþòü çíà÷åííÿ òàêèõ óìîâ.
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Âiäîêðåìëåííÿ îïóêëèõ ìíîæèí � ïðèêëàäè

Ïðèêëàä 1. Ðîçãëÿíåìî íà ïëîùèíi R2 ìíîæèíè

A = {(x , y) : y 6 0} i B =
{
(x , y) : x > 0, y > 1

x

}
.

Öi ìíîæèíè çàìêíåíi, íå ïåðåòèíàþòüñÿ, àëå ñòðîãî âiäîêðå-

ìèòè ¨õ ïðÿìîþ, ùîá æîäíà ç ìíîæèí iç öi¹þ ïðÿìîþ íå ïåðå-

òèíàëàñü, íåìîæëèâî. Íàãàäà¹ìî, ùî çà óìîâè êîìïàêòíîñòi

îäíi¹¨ ç ìíîæèí (íàñëiäîê 3 ïîïåðåäíüî¨ ëåêöi¨) ñòðîãå âiä-

îêðåìëåííÿ ìîæëèâå.

Ïðèêëàä 2. Ðîçãëÿíåìî íà ïëîùèíi R2 ìíîæèíè

A = {(x ,0) : x > 0} i B = {(x , y) : y < 0} ∪ {(x ,0) : x < 0}.
Öå � íåïåðåòèííi îïóêëi ìíîæèíè, îäíà ç ÿêèõ çàìêíåíà. Âî-

äíî÷àñ ¨õ íå ìîæíà ñòðîãî ðîçäiëèòè ïðÿìîþ: ¹äèíà ïðÿìà,

âiä ÿêî¨ öi ìíîæèíè ëåæàòü (íåñòðîãî) ïî ðiçíi áîêè, � öå âiñü

àáñöèñ, àëå îáèäâi öi ìíîæèíè ïåðåòèíàþòüñÿ ç âiññþ.
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Íàðåøòi, íàâåäåìî ïðèêëàä îïóêëèõ íåïåðåòèííèõ ìíîæèí,

äëÿ ÿêèõ íå iñíó¹ íàâiòü íåñòðîãîãî âiäîêðåìëåííÿ ãiïåðïëî-

ùèíîþ. Òàêèé ïðèêëàä ìîæëèâèé òiëüêè â íåñêií÷åííîâèìið-

íîìó ïðîñòîði.

Ïðèêëàä 3. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíèé ïðîñòið P âñiõ ïîëiíîìiâ ç

äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Çà A âiçüìåìî ìíîæèíó âñiõ ïîëiíî-

ìiâ, ÿêi ìàþòü ñòðîãî âiä'¹ìíèé ñòàðøèé êîåôiöi¹íò, à çà B �

ìíîæèíó âñiõ ïîëiíîìiâ, ó ÿêèõ óñi êîåôiöi¹íòè íåâiä'¹ìíi. Öi

ìíîæèíè îïóêëi i íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Äîâåäåìî, ùî äëÿ áóäü-

ÿêîãî íåíóëüîâîãî ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà f íà P íå iñíó¹ òà-

êîãî ñêàëÿðà θ ∈ R, ùî f (a) 6 θ äëÿ âñiõ a ∈ A i f (b) > θ äëÿ
âñiõ b ∈ B.
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Ñïî÷àòêó çàçíà÷èìî, ùî îäíî÷ëåíè pn(t) = tn, n = 0, 1, 2, ...,
óòâîðþþòü áàçèñ Ãàìåëÿ â P. Âiäïîâiäíî, ôóíêöiîíàë f îäíî-
çíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ìè çíà÷åííÿìè íà pn. Ââåäåìî ïîçíà-

÷åííÿ f (pn) = fn.
Ïðèïóñòèìî, ùî f (a) 6 θ äëÿ âñiõ a ∈ A i f (b) > θ äëÿ âñiõ b ∈
B. Òîäi, çîêðåìà, îñêiëüêè 0 ∈ B, ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê,

ùî 0 = f (0) > θ, òîáòî θ 6 0. Äàëi, äëÿ áóäü-ÿêîãî ε < 0 ìà¹ìî

εp0 ∈ A i ε f0 = f (εp0) 6 θ. Ñïðÿìóâàâøè ε äî 0, îäåðæó¹ìî,

ùî θ > 0, òîáòî θ = 0. Äàëi, êîæíèé ç ïîëiíîìiâ pn ëåæèòü

â B, âiäïîâiäíî, fn = f (pn) > 0. Ç iíøîãî áîêó, äëÿ áóäü-ÿêîãî

ε > 0 ìà¹ìî pn − εpn+1 ∈ A. Âiäïîâiäíî,

fn − ε fn+1 = f (pn − εpn+1) 6 0,

çâiäñè, ñïðÿìóâàâøè ε äî 0, îòðèìó¹ìî, ùî fn 6 0. Îòæå, âñi
fn äîðiâíþþòü 0, i, òîìó f = 0.



6 / 11

Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Âiäîêðåìëåííÿ îïóêëèõ ìíîæèí � ïðèêëàäè

Âïðàâè.

9.1. Íåõàé íà ïëîùèíi çàäàíî N îïóêëèõ çàìêíåíèõ ìíîæèí,

áóäü-ÿêi 3 ç ÿêèõ ïåðåòèíàþòüñÿ. Òîäi âñi N ìíîæèí ìàþòü

ñïiëüíó òî÷êó (E. Helly, 1936).

9.2. Íåõàé íà ïëîùèíi çàäàíî íåñêií÷åííó ñiì'þ îïóêëèõ çà-

ìêíåíèõ ìíîæèí, îäíà ç ÿêèõ îáìåæåíà, i áóäü-ÿêi 3 ìíîæèíè

ç öi¹¨ ñiì'¨ ïåðåòèíàþòüñÿ. Òîäi âñÿ ñiì'ÿ ìà¹ íåïîðîæíié ïå-

ðåòèí.

9.3. Íàâåäiòü ïðèêëàä, ÿêèé ïîêàçó¹ iñòîòíiñòü óìîâè îáìåæå-

íîñòi ó ôîðìóëþâàííi ïîïåðåäíüîãî òâåðäæåííÿ.

9.4. Ïðèäóìàéòå i äîâåäiòü âàðiàíò òåîðåìè Ãåëëi äëÿ ìíîæèí

â n-âèìiðíîìó ïðîñòîði.
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Äóàëüíà ôîðìóëà äëÿ íîðìè åëåìåíòà. Âêëàäåííÿ ïðîñòîðó â áiäóàëüíèé.

Òåîðåìà 1. Äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà e íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó

E âèêîíó¹òüñÿ äóàëüíà ôîðìóëà äëÿ íîðìè

‖e‖ = sup
f∈SE∗

|f (e)| .

Äîâåäåííÿ. Äëÿ áóäü-ÿêîãî f ∈ SE∗ ìà¹ìî |f (e)| 6 ‖f‖ · ‖e‖ =
‖e‖, âiäïîâiäíî, supf∈SE∗ |f (e)| 6 ‖e‖. Äëÿ îòðèìàííÿ îáåðíå-

íî¨ îöiíêè ñêîðèñòà¹ìîñü iñíóâàííÿì îïîðíîãî â òî÷öi e ôóí-

êöiîíàëà f0. Çà îçíà÷åííÿì îïîðíîãî ôóíêöiîíàëà, f0 ∈ SE∗ i

f0(e) = ‖e‖. Ìà¹ìî sup
f∈SE∗

|f (e)| > |f0(e)| = ‖e‖. 2

Âêëàäåííÿ ïðîñòîðó â áiäóàëüíèé. Ðåôëåêñèâíiñòü.

(Íà äîøöi)
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Íåõàé X ,E � íîðìîâàíi ïðîñòîðè, T ∈ L(X ,E). Ñïðÿæåíèì
îïåðàòîðîì äî îïåðàòîðà T íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîð T ∗ : E∗ →
X ∗, ÿêèé ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó ôóíêöiîíàëó f ∈ E∗

ôóíêöiîíàë T ∗f = f ◦ T . Iíøèìè ñëîâàìè, ôóíêöiîíàë T ∗f ∈
X ∗ äi¹ çà ïðàâèëîì (T ∗f )(x) = f (Tx).

Òåîðåìà 2. Îïåðàòîð T ∗ íåïåðåðâíèé, i ‖T ∗‖ = ‖T‖.

Äîâåäåííÿ.

‖T ∗‖ = sup
f∈SE∗

‖T ∗f‖ = sup
f∈SE∗

sup
x∈SX

|(T ∗f )(x)|

= sup
x∈SX

sup
f∈SE∗

|f (Tx)| = sup
x∈SX

‖Tx‖ = ‖T‖ . 2
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Ñïðÿæåíèé îïåðàòîð

Òåîðåìà 3. Îáðàçè i ÿäðà îïåðàòîðiâ T i T ∗ ïîâ'ÿçàíi òàêèìè
ñïiââiäíîøåííÿìè:

(1) Ker T ∗ = (T (X ))⊥;

(2) T ∗(E∗) ⊂ (Ker T )⊥.

Äîâåäåííÿ. (1)

(f ∈ Ker T ∗)⇔ (T ∗f = 0)⇔ (∀x ∈ X : (T ∗f )x = 0)⇔

⇔ (∀x ∈ X : f (Tx) = 0)⇔ (f ∈ (T (X ))⊥).

(2) Íåõàé g ∈ T ∗(E∗), òîáòî g = T ∗f äëÿ äåÿêîãî f ∈ E∗. Òîäi
äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ Ker T ìà¹ìî

g(x) = (T ∗f )(x) = f (Tx) = 0,

òîáòî g ∈ (Ker T )⊥. 2
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Íàñëiäîê 1. Äëÿ òîãî, ùîá îïåðàòîð T ∗ áóâ ií'¹êòèâíèì, íåîá-
õiäíî i äîñòàòíüî, ùîá îïåðàòîð T ìàâ ùiëüíèé îáðàç. Çîêðå-

ìà, ÿêùî îïåðàòîð T ñþð'¹êòèâíèé, òî T ∗ ií'¹êòèâíèé.
Äîâåäåííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî T (X ) ùiëüíèé òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè T (X )⊥ = {0}. 2

Íàñëiäîê 2. ßêùî îïåðàòîð T ∗ ñþð'¹êòèâíèé, òî T ií'¹êòèâíèé.

Äîâåäåííÿ. ßêùî T ∗(E∗) = X ∗, òî (Ker T )⊥ = X ∗, òîáòî Ker T =
{0}. 2
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Âïðàâè.

9.5. Íåõàé X , Y ,Z � íîðìîâàíi ïðîñòîðè, T1 ∈ L(X ,Y ), T2 ∈
L(Y ,Z ). Òîäi (T2T1)

∗ = T ∗1 T ∗2 .

9.6. Íàâåäiòü ïðèêëàä, äå T ∗(E∗) 6= (Ker T )⊥.
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