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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Äåêiëüêà ëåì ïðî îïóêëi ìíîæèíè

Ó öié òåìi X � äiéñíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, A i B � íåïîðîæíi

ïiäìíîæèíè ïðîñòîðó X . Âiäïîâiäíî, óñi ëiíiéíi ôóíêöiîíàëè

äiéñíi.

Ìè ðóõà¹ìîñÿ ó íàïðÿìêó ðåçóëüòàòiâ, ÿêi ìîæíà ðîçãëÿäàòè

ÿê óçàãàëüíåííÿ òàêîãî ãåîìåòðè÷íîãî òâåðäæåííÿ: íåõàé A
i B � íåïåðåòèííi îïóêëi ìíîæèíè íà ïëîùèíi. Òîäi ìîæíà

ïðîâåñòè òàêó ïðÿìó `, ùî A i B îïèíÿòüñÿ ïî ðiçíi áîêè âiä `.
Òiëà ó òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði âæå ïîòðiáíî âiäîêðåìëþâàòè

íå ïðÿìîþ, à ïëîùèíîþ. Ó âèïàäêó âåëèêèõ âèìiðíîñòåé (â

òîìó ÷èñëi i â íåñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði), ðîëü ïðÿìî¨

àáî ïëîùèíè, ùî âiääiëÿ¹, áåðå íà ñåáå ãiïåðïëîùèíà � ëiíiÿ

ðiâíÿ ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Äåêiëüêà ëåì ïðî îïóêëi ìíîæèíè

Ëåìà 1.

1.ßêùî A � âiäêðèòà ìíîæèíà, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî b ∈ X ìíî-

æèíà A + b òàêîæ âiäêðèòà; ÿêùî A � îêië òî÷êè x ∈ X , òî

A + b � îêië òî÷êè x + b.
2. ßêùî λ 6= 0, A � îêië òî÷êè x ∈ X , òî λA � îêië òî÷êè λx .

Äîâåäåííÿ.

1. Âiäîáðàæåííÿ ïàðàëåëüíîãî ïåðåíåñåííÿ x 7→ x + b ái¹-

êòèâíå i çáåðiãà¹ âiäñòàíi ìiæ åëåìåíòàìè. Îòæå, ïðè ïàðà-

ëåëüíîìó ïåðåíåñåííi êóëi ïåðåõîäÿòü ó êóëi (òîãî æ ðàäióñà)

i âiäêðèòi ìíîæèíè � ó âiäêðèòi ìíîæèíè.

2. Âiäîáðàæåííÿ ãîìîòåòi¨ x 7→ λx ái¹êòèâíå i ìíîæèòü âiä-

ñòàíi ìiæ åëåìåíòàìè íà êîåôiöi¹íò |λ|. Òîìó êóëi ïåðåõîäÿòü
ó êóëi, âçàãàëi êàæó÷è, iíøîãî ðàäióñà. 2
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Äåêiëüêà ëåì ïðî îïóêëi ìíîæèíè

Ëåìà 2. ßêùî A ⊂ X � âiäêðèòà ìíîæèíà, B ⊂ X , òî A + B
òàêîæ âiäêðèòà.

Äîâåäåííÿ. A + B = {a + b : a ∈ A,b ∈ B} =
⋃

b∈B (A + b),
òîáòî A+B çîáðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi îá'¹äíàííÿ âiäêðèòèõ ìíî-

æèí. 2

Ëåìà 3. ßêùî A i B îïóêëi, òî A + B òàêîæ îïóêëà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x1, x2 ∈ A + B, λ ∈ [0,1]. Çà îçíà÷åííÿì

ñóìè äâîõ ìíîæèí, iñíóþòü òàêi a1,a2 ∈ A, b1,b2 ∈ B, ùî
x1 = a1 + b1, x2 = a2 + b2. Âiäïîâiäíî, ìà¹ìî

λx1 + (1− λ)x2 = λ(a1 + b1) + (1− λ)(a2 + b2) =

= (λa1 + (1− λ)a2) + (λb1 + (1− λ)b2) ∈ A + B. 2
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Äåêiëüêà ëåì ïðî îïóêëi ìíîæèíè

Ëåìà 4. Íåõàé A îïóêëà, a1,a2 ∈ A, λ ∈ (0,1) i a1 � âíóòðiøíÿ

òî÷êà ìíîæèíè A. Òîäi é îïóêëà êîìáiíàöiÿ λa1 + (1− λ)a2 ¹

âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A.

Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíà A � îêië òî÷êè a1. Çà ëåìîþ 1, λA �

îêië òî÷êè λa1, i λA + (1− λ)a2 � îêië òî÷êè λa1 + (1− λ)a2.

Âîäíî÷àñ íà ïiäñòàâi îïóêëîñòi ìíîæèíè A

λA + (1− λ)a2 ⊂ λA + (1− λ)A ⊂ A.

Îòæå, ìè çíàéøëè îêië òî÷êè λa1 + (1 − λ)a2, ÿêèé óâåñü

ëåæèòü â A. 2

Íàñëiäîê 1. Âíóòðiøíiñòü îïóêëî¨ ìíîæèíè A îïóêëà.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíüî çàñòîñóâàòè ëåìó 4 äî âèïàäêó, êîëè

îáèäâi òî÷êè a1,a2 âíóòðiøíi. 2
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Äåêiëüêà ëåì ïðî îïóêëi ìíîæèíè

Íàñëiäîê 2. ßêùî âíóòðiøíiñòü
◦
A îïóêëî¨ ìíîæèíè A íåïî-

ðîæíÿ, òî
◦
A ùiëüíà â A.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a � äîâiëüíà òî÷êà ìíîæèíè A. Çàôiêñó¹ìî
x ∈

◦
A. Çà ëåìîþ 4, óâåñü âiäðiçîê λa + (1 − λ)x : λ ∈ (0,1)

ñêëàäà¹òüñÿ ç âíóòðiøíiõ òî÷îê. Îñêiëüêè λa + (1− λ)x → a
ïðè λ → 1, îäåðæó¹ìî, ùî òî÷êà a íàëåæèòü äî çàìèêàííÿ

ìíîæèíè
◦
A. 2
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Äåêiëüêà ëåì ïðî îïóêëi ìíîæèíè

Ëåìà 5. Íåõàé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë f íà X íå òîòîæíèé íó-

ëåâi, θ ∈ R, A ⊂ X � ìíîæèíà ç íåïîðîæíüîþ âíóòðiøíiñòþ i

f (a) 6 θ äëÿ âñiõ a ∈ A. Òîäi äëÿ âñiõ x ∈
◦
A âèêîíó¹òüñÿ ñòðî-

ãà íåðiâíiñòü f (x) < θ. Çîêðåìà, ÿêùî A âiäêðèòà, òî f (x) < θ
ïðè âñiõ x ∈ A.

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ, iñíó¹ e ∈ X ç f (e) > 0. Íåõàé x ∈ A �

âíóòðiøíÿ òî÷êà. Âèáåðåìî íàñòiëüêè ìàëå ε > 0, ùîá òî÷êà
x + εe ïîòðàïèëà â A. Ìà¹ìî

f (x) < f (x) + ε f (e) = f (x + εe) 6 θ. 2

Çàçíà÷èìî, ùî â ëåìi 5 ôóíêöiîíàë ìiã áóòè ðîçðèâíèì, à

óìîâó âiäêðèòîñòi ìíîæèíè B â îñòàííié ÷àñòèíi ôîðìóëþâà-

ííÿ ìîæíà çàìiíèòè çàãàëüíiøèìè àëãåáðà¨÷íèìè óìîâàìè:

äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ A ìíîæèíà A− x � ïîãëèíàþ÷à.
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Òåîðåìè ïðî âiäîêðåìëþâàíiñòü îïóêëèõ ìíîæèí

Ãîëîâíà ëåìà. Íåõàé A � âiäêðèòà îïóêëà ïiäìíîæèíà íîðìî-

âàíîãî ïðîñòîðó X , x0 ∈ X\A. Òîäi iñíó¹ òàêèé ôóíêöiîíàë

f ∈ X ∗\{0}, ùî f (a) 6 f (x0) íà âñiõ a ∈ A.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíüî äîâåñòè ëåìó çà äîäàòêîâîãî ïðèïóùå-

ííÿ, ùî A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò ïðîñòîðó. Çàãàëüíèé âè-

ïàäîê çâîäèòüñÿ äî öüîãî ÷àñòêîâîãî ïàðàëåëüíèì ïåðåíåñå-

ííÿì. À ñàìå, íåõàé a0 ∈ A. Ðîçãëÿíåìî äîäàòêîâó ìíîæèíó

B = A − a0. B � îïóêëà âiäêðèòà ìíîæèíà, ÿêà ìiñòèòü 0;
x0 − a0 /∈ B. ßêùî ÷àñòêîâèé âèïàäîê ïðàâèëüíèé, iñíó¹ òà-

êèé ôóíêöiîíàë f ∈ X ∗\{0}, ùî f (b) 6 f (x0 − a0) äëÿ âñiõ

b ∈ B. Ïiäñòàâèâøè b = a − a0, äå a ∈ A, â îñòàííþ íåðiâ-

íiñòü, îòðèìà¹ìî, ùî

f (a)− f (a0) = f (a− a0) 6 f (x0 − a0) = f (x0)− f (a0),

òîáòî f (a) 6 f (x0).
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Òåîðåìè ïðî âiäîêðåìëþâàíiñòü îïóêëèõ ìíîæèí

Òåïåð çîñåðåäèìîñÿ íà âèïàäêó, êîëè 0 ∈ A. Â öüîìó âèïàäêó

ìíîæèíà A áóäå ìiñòèòè i äåÿêó êóëþ âèãëÿäó rBX , i, îòæå, áó-

äå ïîãëèíàþ÷îþ ìíîæèíîþ. Âiäïîâiäíî, ôóíêöiîíàë Ìiíêîâ-

ñüêîãî ϕA ìíîæèíè A êîðåêòíî îçíà÷åíèé i áóäå îïóêëèì ôóí-

êöiîíàëîì. Âêëþ÷åííÿ rBX ⊂ A îçíà÷à¹, ùî ϕA(x) 6 1
r ‖x‖.

Ðîçãëÿíåìî ïiäïðîñòið Y = Lin{x0}. Çàäàìî íà Y ëiíiéíèé

ôóíêöiîíàë f òàê, ùîá f (x0) = ϕA(x0). Äîâåäåìî, ùî íà Y ëi-

íiéíèé ôóíêöiîíàë f ìàæîðó¹òüñÿ îïóêëèì ôóíêöiîíàëîì ϕA.

Ñïðàâäi, äëÿ λ > 0 ç îãëÿäó íà äîäàòíó îäíîðiäíiñòü ôóíêöiî-

íàëà Ìiíêîâñüêîãî ìà¹ìî f (λx0) = ϕA(λx0). Âîäíî÷àñ

f (−λx0) = −f (λx0) = −ϕA(λx0) 6 0 6 ϕA(−λx0).

Îòæå, óìîâó ìàæîðóâàííÿ f (tx0) 6 ϕA(tx0) ìè äîâåëè ÿê äëÿ

äîäàòíèõ, òàê i äëÿ âiä'¹ìíèõ t , òîáòî óìîâà ìàæîðóâàííÿ

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ ïðîñòîðó Y .
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Òåîðåìè ïðî âiäîêðåìëþâàíiñòü îïóêëèõ ìíîæèí

Ñêîðèñòà¹ìîñü òåîðåìîþ Ãàíà-Áàíàõà â àíàëiòè÷íié ôîðìi i

ïðîäîâæèìî f íà âåñü ïðîñòið X çi çáåðåæåííÿì ëiíiéíîñòi é

óìîâè ìàæîðóâàííÿ. Óìîâà ìàæîðóâàííÿ, çîêðåìà, îçíà÷à¹,

ùî f (x) 6 ϕA(x) 6 1
r ‖x‖, òîáòî f ∈ X ∗. Íàãàäà¹ìî, ùî, çà

îçíà÷åííÿì ôóíêöiîíàëà Ìiíêîâñüêîãî, ϕA(a) 6 1 äëÿ áóäü-

ÿêîãî a ∈ A, i, îñêiëüêè x0 /∈ A, ϕA(x0) > 1. Çiñòàâèâøè öi

óìîâè, îäåðæó¹ìî, ùî

f (a) 6 ϕA(a) 6 1 6 ϕA(x0) = f (x0)

äëÿ áóäü-ÿêîãî a ∈ A. Êðiì òîãî, f íå òîòîæíèé íóëåâi, àäæå,

ÿê ìè ùîéíî ïåðåâiðèëè, f (x0) > 1. 2
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Òåîðåìè ïðî âiäîêðåìëþâàíiñòü îïóêëèõ ìíîæèí

Òåîðåìà Ãàíà-Áàíàõà â ãåîìåòðè÷íié ôîðìi. Íåõàé A i B � íå-

ïåðåòèííi îïóêëi ïiäìíîæèíè íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó X i ìíî-

æèíà A âiäêðèòà. Òîäi iñíóþòü òàêèé ôóíêöiîíàë f ∈ X ∗\{0}
i òàêèé ñêàëÿð θ ∈ R, ùî f (a) < θ äëÿ âñiõ a ∈ A i f (b) > θ
äëÿ âñiõ b ∈ B.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíó ìíîæèíó C = A−B. Çãiäíî
ç ëåìàìè 2 i 3, C � âiäêðèòà îïóêëà ìíîæèíà. Îñêiëüêè A i

B íå ïåðåòèíàþòüñÿ, 0 /∈ C. Çàñòîñóâàâøè ãîëîâíó ëåìó äî

ìíîæèíè C i òî÷êè x0 = 0, îäåðæó¹ìî iñíóâàííÿ ôóíêöiîíàëà
f ∈ X ∗\{0}, äëÿ ÿêîãî f (a − b) 6 0 äëÿ âñiõ a ∈ A, b ∈
B. Âèáåðåìî θ = supa∈A f (a). Îñêiëüêè íåðiâíiñòü f (a) 6 f (b)
âèêîíó¹òüñÿ ïðè âñiõ a ∈ A, b ∈ B, òî i

θ = sup
a∈A

f (a) 6 f (b)

äëÿ âñiõ b ∈ B. Óìîâà æ f (a) < θ äëÿ âñiõ a ∈ A âèïëèâà¹ ç

î÷åâèäíî¨ íåðiâíîñòi f (a) 6 θ i ëåìè 5. 2
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Òåîðåìè ïðî âiäîêðåìëþâàíiñòü îïóêëèõ ìíîæèí

Íàñëiäîê 1. Íåõàé A i B � íåïåðåòèííi îïóêëi ïiäìíîæèíè

íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó X i A ìà¹ íåïîðîæíþ âíóòðiøíiñòü.

Òîäi iñíóþòü òàêèé ôóíêöiîíàë f ∈ X ∗\{0} i òàêèé ñêàëÿð

θ ∈ R, ùî f (a) 6 θ äëÿ âñiõ a ∈ A i f (b) > θ äëÿ âñiõ b ∈ B. Ïðè
öüîìó ó âíóòðiøíiõ òî÷êàõ ìíîæèíè A âèêîíó¹òüñÿ ñòðîãà

íåðiâíiñòü f (x) < θ.

Äîâåäåííÿ. Âíóòðiøíiñòü
◦
A ìíîæèíè A � öå îïóêëà âiäêðè-

òà ìíîæèíà. Çàëèøà¹òüñÿ çàñòîñóâàòè ïîïåðåäíþ òåîðåìó i

ñêîðèñòàòèñü ùiëüíiñòþ
◦
A â A. 2

Ïðÿìèì çàñòîñóâàííÿì ëåìè 5 ç îñíîâíî¨ òåîðåìè îòðèìó¹ìî

Íàñëiäîê 2. Íåõàé A i B � íåïåðåòèííi îïóêëi âiäêðèòi ïiäìíî-

æèíè íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó X . Òîäi iñíóþòü òàêèé ôóíêöiî-

íàë f ∈ X ∗\{0} i òàêèé ñêàëÿð θ ∈ R, ùî f (a) < θ äëÿ âñiõ

a ∈ A i f (b) > θ äëÿ âñiõ b ∈ B. 2
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Òåîðåìè ïðî âiäîêðåìëþâàíiñòü îïóêëèõ ìíîæèí

Íàñëiäîê 3. Íåõàé A i B � íåïåðåòèííi îïóêëi çàìêíåíi ïiäìíî-

æèíè íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó X i îäíà ç öèõ ìíîæèí � êîìïàêò.

Òîäi iñíóþòü òàêèé ôóíêöiîíàë f ∈ X ∗\{0} i òàêèé ñêàëÿð

θ ∈ R, ùî f (a) < θ äëÿ âñiõ a ∈ A i f (b) > θ äëÿ âñiõ b ∈ B.

Äîâåäåííÿ. ×åðåç r = inf
a∈A,b∈B

‖a− b‖ ïîçíà÷èìî âiäñòàíü ìiæ

ìíîæèíàìè A i B. Ç óìîâè âèäíî, ùî r > 0. Ðîçãëÿíåìî äî-

ïîìiæíi ìíîæèíè A + r
3BX i B + r

3BX � r
3 -îêîëè ìíîæèí A

i B âiäïîâiäíî. Öi äîïîìiæíi ìíîæèíè âiäêðèòi, îïóêëi i íå

ïåðåòèíàþòüñÿ, îòæå, äî íèõ ìîæíà çàñòîñóâàòè ïîïåðåäíié

íàñëiäîê. 2
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Òåîðåìè ïðî âiäîêðåìëþâàíiñòü îïóêëèõ ìíîæèí

Âïðàâè.

Ñiì'ÿ ìíîæèí íàçèâà¹òüñÿ ç÷åïëåíîþ, ÿêùî áóäü-ÿêi äâi ç íèõ

ïåðåòèíàþòüñÿ. Ãîâîðèòèìåìî, ùî áàíàõiâ ïðîñòið X ìà¹ âëà-

ñòèâiñòü ç÷åïëåíèõ êóëü, ÿêùî áóäü-ÿêà ç÷åïëåíà ñiì'ÿ íåïî-

ðîæíiõ çàìêíåíèõ êóëü (ç äîâiëüíèìè öåíòðàìè i äîâiëüíèìè

ðàäióñàìè) ìà¹ íåïîðîæíié ïåðåòèí. Äîâåäiòü, ùî:

7.1. Äiéñíà ïðÿìà R ìà¹ âëàñòèâiñòü ç÷åïëåíèõ êóëü, à C íå

ìà¹.

7.2. Äiéñíi ïðîñòîðè `∞ òà L∞[0,1] ìàþòü âëàñòèâiñòü ç÷åïëå-
íèõ êóëü.
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Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç

Òåîðåìè ïðî âiäîêðåìëþâàíiñòü îïóêëèõ ìíîæèí

Áàíàõiâ ïðîñòið E íàçèâà¹òüñÿ 1-ií'¹êòèâíèì, ÿêùî äëÿ îïå-

ðàòîðiâ, ÿêi äiþòü â E , âèêîíó¹òüñÿ àíàëîã òåîðåìè Ãàíà-Áàíàõà
ïðî ïðîäîâæåííÿ: äëÿ áóäü-ÿêîãî Y � ïiäïðîñòîðó äîâiëüíîãî

íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó X i áóäü-ÿêîãî îïåðàòîðà T ∈ L(Y ,E)
iñíó¹ òàêèé îïåðàòîð T̃ ∈ L(X ,E), ùî T̃ (y) = T (y) äëÿ âñiõ

y ∈ Y i ‖T̃ ‖ = ‖T ‖.

7.3. ßêùî áàíàõiâ ïðîñòið E ìà¹ âëàñòèâiñòþ ç÷åïëåíèõ êóëü,

òî E � 1-ií'¹êòèâíèé ïðîñòið (I. Nachbin, 1950).


	    
	    

